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ABSTRACT. — In this work we study the dispersion of a marting@l,), i.e. the convergence
to 0 asn — oo of the concentration function @f,,, assuming that the martingale differences are
bounded, and their conditional variances bounded from bela®002 Editions scientifiques et
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RESUME. — On étudie dans ce travail la dispersion d’'une martingag), au sens de la
convergence vers 0 quand— oo de la fonction de concentration d4,, sous des hypothéses
de majoration des accroissements et de minoration de leurs variances conditionn20682.
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1. Introduction

On s'intéresse ici au comportement en loi d'une martingalg ),y Satisfaisant
aux hypothéses suivantes : en écrivifit comme la somme des accroissements de
martingale

My=X1+-+X, (Mo=0),

et en notant¥, la tribu engendrée pa¥ly, M., ..., M,, on suppose d'une part que les
accroissement¥,, sont bornés, i.e.

IM >0, Vn>1 |X,| <M, (1)
et d’autre part que la variance conditionnelleXlg ; sachantf, est minorée, i.e.

3>0,Vn>0, E[Xi,|F] > g (ps) )
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Notons que, de maniére évidente, le fait gi€,) soit une martingale se traduit par la
propriété supplémentaire

Vn>0, E[X,.1|F]=0. 3)

On se propose dans ce travail d’étudiedilgpersion d’une telle martingale, mesurée a
I'aide de lafonction de concentration de M,,. Rappelons gque la fonction de concentration
d’'une variable aléatoire réellg, introduite par Paul Lévy [2], est définie paur: 0 par

0X,)) E'supP(x <X <x+1).
xeR

On veut montrer que, sous les hypothéses décrites précédemi@nt, /) —, ., 0

pour tout/ > 0, et estimer la vitesse de convergence. Clairement, il suffit de considérer
une seule valeur de> 0 fixée ; on s'intéresse dorénavant au tas2, et on note pour

tout réelr I, def [r—1¢+1].

Le probléme abordé ici peut étre formulé a I'aide d’'un jeu. Un joueur observe un
processus aléatoir€Xq, X, ..., X,,), sur lequel il peut agir selon la régle suivante :
Pour toutj € {1, ..., n}, aprés avoir observ&, ..., X,;_; ce joueur peut choisir la loi
w; suivie parX ; en respectant les propriétés (1), (2) et (3), c’est-a-dire dans I'ensemble
Pg,m des lois de probabilités surR qui vérifient

w(—M, M]) =1, (4)
[+ duzp2 (5)
R
/ x du =0, ©)
R

Le joueur gagne sK; + --- + X, € I,, pour un certain réel qu'il aura fixé au départ.
On veut ici montrer que, quelle que soit la stratégie du joueur, la probabilité qu'il gagne
tend vers 0 quand — oo.

Enoncons maintenant le résultat principal qui sera démontré dans la suite.

THEOREME 1.1. — Soit (M,,),,>0 Une martingale avec My = 0, et pour tout n > 1,
X, gef M, — M, _1. On suppose que les accroissements (X,,) satisfont aux propriétés (1)
et (2). Alorsil existe K > 0 et A > 0, ne dépendant que de 8 et M, tels que pour tout
n>letoutr elR,

PM,el)<Kn™". (7)

Dans le cas ou(X,) est une suite de variables indépendantes identiguement
distribuées, le résultat est bien connu avec I'expogaatl/2 (voir par exemple [3]
p. 49). Pour une martingale, on peut également déduire un tel énoncé avec un expose
A < 1/4 a partir de théorémes de type Berry—Esseen (comme celui donné dans [1] p. 84
mais qui nécessitent des hypothéses plus fortes sur les variances conditionnelles. Pc
le cas qui nous intéresse ici, les conditions imposées a la martiai&lesont trop
faibles pour entrainer une quelconque convergence en loi; aussi il semble assez diffici
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de traiter ce probleme avec les outils habituellement utilisés pour I'obtention de résultat
fins sur les lois asymptotiques.

2. Formulation fonctionnelle du probléme

Les réels strictement positifset M étant fixés, notond(  la classe des martingales
(M,,),>0 Vérifiant Mo = 0O, et les propriétés (1) et (2). On introduit la suite de fonctions
(gn)n>0 définie par

Yn>=0, VieR, ¢,) def sup PM, el,).
(Mp)eMp m

Démontrer (7) revient donc a trouvéf > 0 et A > O tels que pour tout réel et tout
n=1,q,() <Kn*.

2.1. Une relation de récurrence vérifiée par la suitéq,,)

Soit (X,),>1 un processus réel, eM,),>o défini parMy d:éfo, M, d:éfxl +. + X,

pourn > 1. On considére aussi, pour> 0, M, & M,., — X1 ; on a aussitlp = 0, et
pourn > 1 on peut écrire, = X1 + --- + X,,, 00 Xz &' X, 1.

Dire que(M,),>o est une martingale dan ,, revient a dire que pour tout> 1, la
loi conditionnelle deX, sachantXy, ..., X,_, est presque slrement daflg ,,, ce qui
équivaut aux deux propriétés qui suivent :

1. laloi deX; est dansPg y,

2. pour toutz > 1, la loi conditionnelle d&,, sachantX, ..., X,_1 et X, est presque

strement dan$s ;.
Or, la seconde condition dit exactement que la loi conditionnell@fﬂze)@o sachantXy
est presque srement celle d’'une martingale deps,. Finalement, on voit donc que
(M,),>0 est une martingale dant » si et seulement si
e laloi ug de X1 appartient &y,
e pour puq-presque touk; € R, la loi du processugM, 1 — x1),>0 SachantX, = x;
est celle d’'une martingale danigg j,.
On en déduit que pour tout> 0 et toutr € R,

gn+1(1) = sup sup  P(M, € I,_,) dui(x1),
H1EPB.M R (Mp)eMp m

soit, puisque une variable aléatoiXesuit une loi dansP; , si et seulement si la loi de
(—X) estdansPs u,

Gny1(t) = SUP [ g,(t + x) du(x). (8)

ep,
Hedg.m R
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Ainsi, la suite(g,) est entierement déterminée par la donnéggl@ui n'est autre que
1,_1.1, et la relation de récurreneg., = 7g,, ou pourf :R — R, mesurable, on pose

L sup [ £t +x) dux).

HEPB. M
MR

2.2. Remarques élémentaires sur 'opérateut

Il estimmédiat que I'opérateur est croissant : sf < g, alorstf < rg. On voit aussi
facilement que sif est une fonction paire;f est encore une fonction paire, etsest
un réel positif,r (6f) =0t f.

On vérifie également que gi est concave (respectivement convexe) sur l'intervalle
[t — M,t+ M], alorstf(t) < f(¢) (respectivement f(t) > f(¢)). En fait, si f est de
classeC? sur l'intervalle[r — M, t + M], 'inégalité

2
FE+0<fO+xfO+= sup £ (xel-M, M)
2 [—M,i+M)
donne, pouw € Ps u
1 2
/f(t F ) < FO+= sup £ [ 2 duo).

2 =M, 1+M)]

On a donc toujours

M2
rf(t)<f(t)+7| sup  f”|. 9)
[t—M, t+M]
De plus, sif est concave sUr — M, t + M] avec f” < —a (a > 0), on obtient
,32
Tf (1) < f@)———— (10)

3. Action de T sur une famille de fonctions
On considére la fonction— p(¢) définie suR par

p)E'e " pourlr] > 1
p() b —ar® pourjr] <1,

olla etb sont fixés de telle facon quesoit de class€* surR. (Un calcul rapide donne
a= %1 eth = %e—l.) Puis, poufs > 0, posons

£ L paso).

Dans la suite, on cherche a majotgy, (¢) paréf, (t), oud eto’ dépendent de. Fixons
pour le moment assez grand (a préciser ultérieurement), et notons pour simpflifier
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au lieu def,. Commej est pairesf I'est également, et il suffit donc d’étudierf (¢)
pourz > 0.

3.1. Etudederf(t) pour0<t <o —M

Sur l'intervalle[r — M, t + M], f coincide avec un polynéme de degré 2, de dérivée
seconde égale a%. L'inégalité (10) donne

2
o< fo-%

Et commef () < b = 3a, on obtient

, 2
Tf(t) <Of(t), avecd L1 % (11)

3.2. Etudederf(¢t) pourt >0 — M

Comme f est convexe au-dela de, on ne peut pas espérer majoref () par
0f(). Mais f étant décroissante slR,, on peut envisager une inégalité du type
f(t) < Of((1 — e)t) avece > 0. On cherches de la formea/o?, aveca > 0 ne
dépendant pas de.

Posonsp (u) ®feu/o Ona toujoursf < ¢, donctf(r) < te(r). Et en remarquant
que, pours > M,

,  eMle e
SUp @7 =——-9(1) < — ¢(1),
[t—M, t+M] g g
on obtient par (9)
M?e
Tf (1) < o(t) <1+ —2> (12)
20

Comparaison deg(¢) et f(t)

Lorsquet > o, on ap(t) = f(¢). ll reste & étudier lecas ol — M <t < o. La
fonction f est alors un polyndme de degré 2 sur l'intervailer ], avecf” = —%, eton
adonc

fO)=flo)+t—0)f (o) - %(z —0)?

On peut aussi écrire

N2
« 20) ¢"(c),

p(t) =¢(0)+ (t —0)¢'(0) +

olce[t,0].0r, f(o)=¢(0), et f'(c) = ¢'(0). En utilisant aussp” (c) = % < %
on obtient

M? aM?
5590+ —,
o

O = -0 Lo i)
o)~ F0) =@ -0 (50" + %) <5
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d'ou
2

M? M
10 (1— —) SO+

202

Enfin, commef(¢) > f(o) =2a,0n a

1+ 25
oD < fO7 A (13)

T 202

Minoration de f(t(1—a/0?))

Rappelons quer est un réel strictement positif a préciser ultérieuremeut, ne
dépend pas de o. On peut donc supposerassez grand pour qie — M)(1—«a/c?) >
0/2,et(c + M)(1—a/c? > o.On sait aussi qu'il existe € [1(1— «a/c?),t] tel que

FleA=a/o?) =10 - 2570 > 10 - o f . (14)

Cherchons a estimer plus précisémgf(i:), en commencant parlecaseox- M <t <
o + M. Dans ce cas, ou bieh<u <o + M, et alors

1 1
Fa)< fllo+M)=——gtW/o ¢ _“ g2
o o

ou bieno/2< u < o, etalors
el 1
fw) < fl(o))=—-<—= €2,
20 o
Par ailleurs f(r) < b= 3e7!, et donc

—1

f’(u)<—2

3 1 ©: (15)

Dans le cas plus simple au> o + M, on au > o, dou f'(u) < f'(t) = —%f(t).
L'inégalité (15) est dona fortiori toujours vérifiée.
En reprenant (14), on obtient finalement

—1

Ftl—a/o?) > f() (1+ “302 ) (16)

Majoration de tf(¢)
Les inégalités (12), (13) et (16) donnent

1+ L)1+ M)

4 "~ f(t(1—a/o?)).
e e afe?)

Tf(t) <
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Choisissons assez grand pour que

o e—l ,32
>4M? +
3 3"

17)

Alors, pours assez grand, on a

1 1 2 —1
( + 202)( +2O.i) \1+4Ag Ole2 <
11— )2+ 2%, o 30

Ceci donne finalement, pour> o — M,

tf (1) <Of (t(1—a/o?)).

Notons enfin que cette inégalité, moins forte que (11)aefsrtiori toujours vérifiee
pourO0<r<o —M.

3.3. Conclusion des calculs précédents

On a trouvéx > 0 tel que, sio est assez grand,

o < (1- ﬂ—z)fo,

ou
, déf o
1-—a/o?

Choisissons maintenasg assez grand pour vérifier I'inégalité qui précede, et aussi pour
quea/og < 1/2, puisKg assez grand pour que

KOfao Zqo= ]]-[—1,1]-

Une récurrence immédiate donne alors, pour ioktO,

q < ano'n’

ou les suitegK,),>o et (0,),>0 sont définies récursivement par les relations

2
déf B déf  On
Kini= (1— 2= )K, et o= —.
1 ( 303) Ont1 1—a/o?
En particulier,

supg, (1) < K,,b. (18)

teR
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Etude des suiteg K,,) et (a,)
En utilisant(1 — )~ < 1+ 2u pour 0< u < 1/2, on obtient pour tout > 0,

20
On+1 <o+ —.
n

On en déduit facilement que pour tout: 0, o, < s, OU (s,),0 €St définie pakg X o,
ets,11=s, + 2a/s,. En remarquant que

40{2
s,f+1:sf+4a+—2 <s2+r

n

our est une constante réelle, on en déduit I'existence de0 tel que pour tout > 0,

on <y\Jog+nr <yn+1 (29)

On a donc pour tout > 0

132
Kiii<(1l—-————F K,
i ( 3y2(n + 1))

dou

n 132 2 n 1
InK, <InKg+ In(l——, <InkKyg—— -
,Z_:l 3y2?j 3)/2;]

2
<InKo— % Inn =In(Kon #7%°).
14

Grace a (18), ceci achéve la preuve du théoreme 1.18EEK b, etr X' 82/3y2. 0O

Ici se pose naturellement la question suivante : & quelle vitessey,stptend-il
réellement vers 0? L'exposanttrouvé ci-dessus n'a pas de raison d'étre le meilleur
possible ; notons en particulier que la fonctipnutilisée ici a été choisie presque
arbitrairement (essentiellement parce qu’avec celle-ci, les calculs s’effectuent asse
simplement). Il est possible qu’'un raisonnement similaire avec un meilleur choix de
p donne un. plus grand.

4. Affaiblissement des hypothéses

Peut-on conserver un résultat de dispersion analogue au théoréme 1.1 en affaiblisse
les hypothéses faites sur la martingéié,) ?

Commencons par une remarque facile : la condifiy= 0 est en fait superflue pour
obtenir la conclusion du théoréeme 1.1. En effet(M#,) est une martingale dont les
accroissement verifient (1) et (2), et si on npigla loi de My, il est clair que pour

Ho-presque toukp € R, la loi du processu$7ln def M, — My sachantMy = xg est celle
d’une martingale dang(z ,,. On a alors pour tout réel
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P(M, el)= / P(M, € Iy, | Mo = x0) dito(xo) < / it — x0) do(xo) < Kn ™.
R R

Etudions maintenant I'affaiblissement des hypothéses (1) et (2).
4.1. Variances conditionnelles non uniformément minorées

On se place ici dans le cas ou I'hypothése (1) de majoration des accroissemen
est toujours vérifiée, mais ou I'hypothése (2) de minoration uniforme des variances
conditionnelles n’est plua priori supposée. On se donne simplement une $gijtg,>1
de réels positifs (éventuellement nuls!) tels que

Vn>0, E[XZ,|%]>p2. (ps) (20)

Notons maintenantM s, » la classe des martingalgd/,),>o avec My = 0, et
vérifiant (1) et (20), et posons

Vn=0, VieR, qp. 50O% sup PM,el),
(Mp)eM(p,),m

on obtient par un raisonnement identique a celui effectué en 2.1

V=0, qp.p =Tp (T4 - (15, L11).

(On utilise ici la notationrs; au lieu der pour faire apparaitre la dépendance par rapport
ap; : le sup définissants, eétant pris lorsque la probabilitg décrit la clase?s; )
Remarquons que dans les calculs concernant l'action de I'opératesur les
fonctions f,, on peut choisir un réek vérifiant (17) indépendamment gk En effet,
pour ques , Soit non vide on doit avoir & B2 < M2, et il suffit donc de prendre
a > 15eM?. Par ailleurs, on vérifie facilement que le choixa@ssez grand pour que
la conclusion exposée en 3.3 soit valide ne dépend pas non pRis @& M].
Ky et la suite(o,),, >0 €tant définis comme en 3.3, on a donc de la méme fagon

< Ko(l - /33/305)Tﬂ1 (Tﬂz R (rﬂn—lfffl))
<< Kob [[(1- B/307.)).
j=1

En utilisant toujours I'estimation (19) sur la suite,), on en déduit le théoréme plus
général qui suit.

THEOREME 4.1. —Soit (M,,),>0 Une martingale avec, pour tout n > 1, X, ‘Ean -
M,,_,. On suppose que les accroissements (X,,) satisfont aux propriétés (1) et (20). Alors
il existe K > 0 et p > 0 ne dépendant que de M, telsque pour tout n > 1 et tout r € R,

BB
n

2
P(Mnel,)gKexp(—p< n_1+---+”7‘1+ﬂ,3)).
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Question. — Le théoréme 4.1 affirme que si la sui;) de réels positifs est telle que

ﬂ_%+ﬂ_22+...+£+ﬂ2—>+00, (21)
n n—1 2 " p—soo

alors toute martingal€M, ) dans la classeM g, » Vérifie Q(M,,2) —,.- 0. Que
peut-on dire de la réciproque ? (Autrement dit, la condition (21) est-elle un critére pour
avoir cette propriété de dispersion damsg,) v ?)

4.2. Accroissements non majorés

Il est facile de voir que la condition (1) de majoration des accroissements ne peut pa
étre purement et simplement supprimée si on souhaite conserver un résultat de dispersi
comparable a celui présenté precédemment. En effet, considérons ung guite de
variables aléatoires indépendantes identiquement dlstrlbuees prenant les valeurs 1

—1 avec probabilité 2. Pour un entietg > 2 fixé, posonsX = Y Si n # no, et

X0 def oY1+ -+ + Yyo_1+ 3). Il est immédiat queM,) L' (X, +---+ X,) est une

martingale pour lagquelle (2) est vérifié (avee= %), mais P(M,, € Ip) > 3, alors que
ng peut étre arbitrairement grand.

Cependant, on peut imaginer pouvoir remplacer (1) par une condition moins forte, pa
exemple une majoration de la variance conditionnelle des accroissements. Posons ail
la question suivante : $iM,,) est une martingale dont les accroisseménty vérifient
la condition (2), ainsi que

IM >0, Vn >0, E[X2,|F]<M (ps) (22)

a-t-on alors nécessairement syoP (M, € ;) — ;5 07?
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