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sous I'hypothése de convergence en loi de la diffusion associée a la partie linéaire de 'EDP. Not
donnons en outre des exemples d’applications de ces résultats a 'homogénéisation d’'EDP ¢
systemes d’EDP paraboliques semi-linéaires a coefficients aléatoires ou périodiques dont la no
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ABSTRACT. — We present weak convergence results for BSDEs related to PDEs, under the
assumption that the diffusion associated to the linear part of the PDE converges in law. Beside
we give examples of applications of our results to the homogenization of semi-linear parabolic
PDEs or systems of PDEs with periodic or random coefficients whose nonlinearity may have &
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1. Introduction

Nous voulons obtenir des résultats d’homogénéisation pour des EDP semi-linéaire
a coefficients aléatoires ou périodiques, et ce, a l'aide d’outils probabilistes et de
formules probabilistes pour les solutions des EDP étudiées. Les non-linéarités seror
plus particulierement traitées a l'aide des EDS Rétrogrades (EDSR) introduites pa
Pardoux-Peng [22].

*Travail effectué au sein de I'Université de Provence/INRIA.
E-mail addresseggaudron@gmm.insa-tlse.fr (G. Gaudron), pardoux@gyptis.univ-mrs.fr (E. Pardoux).
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Plus précisément, nous étudions '’homogénéisation de systémes d’EDP non-linéaire
du type

duk = Lou + (¢, x, ue, Vueof),

uk(t =T, x) = g (x),

LE= %Z?,j:l [05(08)*]1.,./. (t, x)afixj + vé(t, x).V,
1<k<n

(1)

en cherchant la limite de, quande tend vers 0, ou

— u,:RY x Rt — R",

— he Rt x RY x R" x R"™*4 — R,

(t,x,y,2) > ho(t, x, y) + 2(0°)* (1, X)ha(t, x) + ha(t, x, y)|z|?,

— les coefficients d&€° sont aléatoires ou périodiques.

Ce genre de probléeme a déja été étudié, par exemple dans [3] dans le cas d'ur
équation elliptique avec une croissance quadratique du gradient et sous des hypothés
assez fortes sur®.

Pour notre part, appelon®* le processus de diffusion partant de et de
générateur.?, M** sa partie martingale. Nous introduisons des EDSR de maniére
non “habituelle” puisque la représentation des martingales se fera par rappbrt a
(voir [21], Remarque 2.5) : nous dirons quE*~T, M*~*T) est solution de 'TEDSR
n-dimensionnelle

YIS,X,T = g(X%X) + J;T h()(s, X;‘,X, Y;“X’T) ds + .[[T d<X5,X, MS,)C,T>shl(s, X;"X)
7 bl XES VT (M), ) 4 T — T,
MET = [ UESTaNY

si ces processus sont continist -adaptés et vérifient
r
E(tr(M**T), ) = E / Us0? (s, X°) 2 ds < oo,
0

On évite ainsi l'introduction d’'un mouvement brownien dont le choix est arbitraire
si o est dégénérée. Remarquons qu’avec cette non -linéarit&‘le usuel apparait
implicitement dansve> 7, (M&* Ty et (X&~, M&*T),

Les processus précédents sont reliés a 'EDP (1) dans le sens ou, d'aprés Pardoux
Peng [23], on a

up(t,x) = Yé’x‘Tﬂ.

C’est pourquoi nous les introduisons, espérant en les étudiant obtenir des information
sur le comportement asymptotique e En choisissant cette méthode, on complique

a priori le probleme en introduisant un aléa supplémentaire di a l'introduction du
processus de diffusion. Cependant on dispose de techniques propres aux probabilité
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Remarquons que Briand, Hu [5] et Buckdahn, Hu [6] ont eux aussi utilisé les EDSR
pour homogénéiser des EDP semi- et quasi-linéaires a coefficients périodiques, p:
une méthode différente qui évite la convergence en loi, et permet de traiter un term
non linéaire général dépendant du gradient, ce qui n'est pas le cas de notre méthoc
Cependant, il nest pas clair comment adapter leur approche au cas de coefficien
aléatoires, ce gue notre méthode permet de faire trés naturellement.

Notre objectif est d’étudier la convergence en loi @e*", M&*T), Remarquons
que ces processus sont définis sur un espaceFX", P), 22 désignant I'espace des
fonctions continues a valeur daR$” muni de la topologie de la convergence uniforme.
Dans le cas aléatoire? = 21 x §2, et P(dwi, dwp) = w(dwq) Py, (dwy) ol désigne
la loi du milieu etP,, désigne la loi de la diffusion sous-jacente quand le milieu est fixé
par sa réalisatiomw ; dans le cas périodiqué, est la loi de la diffusion.

Aprés avoir précisé dans la partie 2 les notations et les hypothéses que nous utiliseror
nous donnons dans la partie 3 des résultats d’'existence et d’'unicité d’'EDSR. Dans |
partie 4, nous étudions la convergence de systemes d’EDSR dans/e £d3, puis
dans les parties 5 et 6 nous étudions la convergence de processus dams=€elces,
non nul. Dans la partie 7 enfin nous appliquons nos résultats a 'homogénéisation d’EDI
ou de systemes d’EDP au travers de quelques exemples.

2. Notations et hypothéses

Dans la suite on allégera la notation en remplacaxf~, Y&*T, M&~T) par
(X;,YF, M;). Nous utiliserons de plus les notations suivantes :

— si X est une semi-martingald/* désignera sa partie martingale,

— C([0, T1, RY) désigne I'espace des fonctions continue$ad’] dansR¢, muni de
la topologie de la convergence uniforme sur les compacts,

— D([0, T], RY) désigne I'espace des fonctions cadlag@e’] dansR¢, muni de la
topologie de la convergence en dt-mesure,

— si V est un vecteur de dimensi@nnous noterons

ViV = (0u; Vi)i<i<k1<<a

que nous abrégerongV s'il N’y a pas d’ambiguité sur la variable de dérivation,
— siu etv sont deux vecteurs, nous noterons leur produit scalaire,
— ||A|| = J/tr(AA*) (A vecteur ou matrice),
— nous noteron§ Al|, le sup essentiel ded (x)].
Posons de plus un certain nombre d’hypothéses que nous utiliserons de manié
croisée tout au long de l'article :
(Hx) : £ a de “bonnes propriétés” d’homogeéneéisation : on supposerdXfle—
(X)) (enloi sousP), ou X est une diffusion de générateur déterministe

1 d
L=3 > (00703, +v(.x).V.

ij=1

On supposera en particulier que pour toute foncgiagnC2(R?) et pour toutt > 0 on
a la convergence en loi
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t t
/Eg(p(Xf)dr:o /[,(p(X,)dr.
0 0

On suppose en outre que le probléme de martingale assdcéstbien posé.
Remarquons qu'il résulte de cette hypothése (Hx) et du théoréme de représentation d
martingales (voir par exemple [12, p. 175]) que to@t&-martingale est une intégrale
stochastique par rapport a la partie martingaleé(de
(Hxx) : il existe 2 > e > 0 tels queE|(X®), — (X®),|¢ < C(t — s)1,
(Hxxx) : Posong0$ = supye, <7 [(VX?)|*% 4 supye, <7 [(VX?);H* ol p estun en-
tier “assez grand”. On suppose qu'il existe- 0 tel que SUpE (|05]*+) <
Q.
(Hxg) : g est continue et syE|g(X5)|” < oo pour une valeur de suffisamment
grande,
(Hx0) : sup E fOT lho(s, X2, 0)|7ds < oo pour une valeur de suffisamment grande,
(Hx21) : pour toutz, |z(c®)*h1| < K|z| eth, est continue,
(Hg) : g estcontinue bornée avée(x)| < goo,
(Hg) @ [Vg(x)| < gl
(H1b) : pour toutz, |z(o)*hi| < K|z| ethq est continue,
(H1b)' : hq est continue bornée a dérivées premiéres bornées,
(HOD : hgestcontinue €tho(z, x, y) — ho(t, x, y)| < k|y — y’'|, pour tout(z, x, y, y)
c R1+d+2”,
(HOb) : hg est continue bornée, a dérivée premiérg drornée uniformément en
(HOb)' : hg est continue bornée, a dérivées premiéres bornées,
(H2b) : h» est continue bornée,
(H2b)' : h; est continue bornée, a dérivées bornées, a0, 1, < 0.

Remarque—

— Concernant (Hx) : plusieurs types d’hypothéses permettent d’obtenir ce résulta
dans le cadre de I'homogénéisation; voir par exemple Avellaneda et Majda [1],
Bensoussan, Lions et Papanicolaou [4], Carmona et Xu [7], Freidlin [9], Komorowski
et Papanicolaou [15], Landim, Olla et Yau [17], Olla [19]. On pourra trouver d’'autres
exemples de convergence qui sortent de ce premier cadre : Gaudron [10], Pardoux
Veretennikov [24].

— Concernant (HxXx) : cette hypothése est en particulier satisfaite lossSaest bornée,
uniformément er.

— Concernant (Hxxx) : dans le cas particubet= Id(R?), et siv = v(x) est dérivable,
ona

(VX), =1+ / V,u(X,)(VX), ds.
0

Supposons que nous soyons en dimension 1; on a alors

(0,X), = efot dv(X)ds

Dans le cas aléatoire, 8jv°® est p.s. uniformément borné eret en I'aléa du milieu,
cette hypothése est bien vérifiée.
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Sivé(x) =v(x/¢e) eto,v est une variable aléatoire de moyenne nulle, on peut espérer
montrer que% Jo 3:v(X¢/e) ds converge vers un processus gaussien grace au théoréme
central-limite et donc I'hypothése (Hxxx) peut raisonnablement étre satisfaite.

En revanche, si®(x) = ;—Lv(x/s) avecd,v bornée, on obtient I'explosion du terme
siz Jo :v(X¢/e) ds, et 'hypothése (Hxxx) n’est pas satisfaite.

— Concernant (H2b) et (H2b) ces hypothéses ne sont pas optimales du point de vue
des résultats existant sur les EDP. Elles permettent de prouver I'existence et 'unicité de
EDSR un peu plus facilement. On peut trés probablement adapter les preuves de [13]
des hypothéses plus faibles iy et du coup adapter nos preuves de convergence sous
ces mémes hypothéses.

Inégalité de Young : nous utiliserons a plusieurs reprises le résultat suivgnty di:
ab < C,(la|” + |b|P/P~Y). 2)

Nous utiliserons aussi I'inégalité de Kunita—Watanabe (voir par exemple [26, p. 61]) :
si X etY sont deux semi-martingales etiiet K sont deux processus mesurables, alors

b b b
/ \H,||K,|dIX. Y], < / H2d[X, X, / K2d[Y,Y],. 3)

3. Existence et unicité des EDSR

L'objet de cette section est de rappeler des résultats d’existence et d'unicité de
solutions d’'EDSR et de prouver certains types de résultats d’'unicité dans le cas d'un
équation dont la partie martingale est adaptée a une filtration contenant la filtFation

Remarque— Dans toute cette partie, nous supposerons Xjuest un processus de
diffusion de générateur

1 d
L=352 (009,09, +v(t,x).V,
ij=1
et que touteF* -martingale peut s'écrire comme une intégrale stochastique par rapport
a la partie martingale dé& . Ainsi nous aurons des résultats d’existence de solution
d’EDSR avec une partie martingale guidée paft (voir [21]).

Rappelons tout d’abord un théoréme d’existence et d’'unicité des EDSR donné pa
Pardoux [21], ou on a renforcé I'hypothése de croissande|en

THEOREME 3.1. —Soit g(X7) une variable aléatoire réelle de carré intégrable a
valeurs dansR”, ho(z, x, y) et hqi(z, x) des fonctions a valeurs respectives datfset
R? telles que

() E fy lho(s, X, 0)[2ds < oo,

(i) (y—y).(ho(t, x,y)—ho(t, x,y')) <k|y—y'|?, pour tout(z, x, y, y') € R4+,

(iii) y — ho(, -, y) est continue,

(V) |ho(t, x, y)| < |ho(t, x, 0)| + k'|y| ol k" > O.

(V) |zo*hy| < Klz], Vz.



6 G. GAUDRON, E. PARDOUX / Ann. Inst. H. Poincaré, Probab. Statist. 37 (2001) 1-42

Alors 'EDSR
T. T
Y, = g(X1) + / ho(s, Xo, Yy) ds + / d(X, M) ha(s, Xo) — Mr + M, (8)

admet une unique solutiofFX -adaptée (Y, M) a valeurs dansR?' telle que M, =
fé UsdMX et EfOT lo (s, X,)Us|?ds < co. On a de plus les estimations suivan{esi
cne dépend que de K etT) :

T T
E (suloum2 + / U,o (s, XS>|2ds> <cE(|g(Xp)|?) +cE ( / |ho(s. X, 0>12ds> ,
* 0 0

T
X 2 _ 2 2 —g 2
Yi|? < ET (ew I (X" + / eI (s, X, 0) ds). (5)
t

On peut améliorer la partie “unicité” de ce théoréme :

PROPOSITION 3.2. —SoientF une filtration contenanf X, Y un processus--adapté
tel que

Y, = g(X7) + / ho(s. X, Yy) ds + / d(X, M), ha(s, X))+ M, — My (6)

ol M est uneF-martingale bornée dans? (qui n’est pas supposée continue a prjori
Alors, si MX est uneF-martingale, E(|g(X1)|?) < oo et hy et hy Vérifient les

hypothéses du théoréme précédent, on a(@u@/) est I'unique solutionF* -adaptée

de 'EDSR du Théoren& 1 vérifiant M, = [ U, dMX etE [ |Uyo (s, X,)[2ds < oo.

Preuve — D’apres le théoreme précedent 3.1, I'équation (6) a au moins une solution
(Y, M) FX-adaptée, don¢adaptée, oM, = [ U, dMX et E [] |Uo (s, X,)[?ds <
oo. Or M est uneF-martingale par hypothése pwqueest}“X -adapté et/ X est une
F-martingale. Nous allons maintenant donner un argument déja utilisé dans [24].
Supposons quéY, M) vérifie les hypothéses de I'énoncé et I'équation (6). D’'aprés
It on a

Y, — Yt|2+tr( M_M]t - [M_M]t)

—2/(Y ).(ho(s, X, Yy) — ho(s, X, Yy)) ds

+2/(Y—Y)[(d((X M), —d(X, M)y)hy(s, Xy)] 2/(Y—Y)(dM dM,).

Rappelons queE(sup |Y;]?) < co. On peut de plus montrer comme dans [20] que
E(sup |Y,|?) < oco. On peut alors prendre I'espérance dans le terme précédent et obtenir
en utilisant I'inégalité de Kunita—Watanabe (3),
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E(|Y, = Y,[?+tr[M — M]; —tr([M — M],)

T
=2E /(YS — Yy).(ho(s, Xy, Ys) — ho(s, Xy, Yy)) ds
t
T
+2E / (Y, — 7). [d(X, M — M), ha(s, X,)]
T T
< 2kE / Y, — Y,|?ds + E / 1Yy — Y, [R5 (s, X,) d(X)sha(s, X)]
T
+E / d(tr[M — M],)

T
< (2k+ ||o~*h1||§o)E/ Y, — ¥, 2ds + E(tr[M — M1;) — E(tr[M — M)
t
dou
T
ElY, — T2 < <k+K2>E/|YX _¥,2ds.
t

Ainsi Y = Y d’aprés le lemme de Gronwall, d’af = M. On en déduit queY, M) est
'unique solution de 'EDSR. O

Remarquons qu’on peut aussi déduire du Théoreme 3.1 un premier résultat d’exis
tence et d'unicité pour les EDSR a valeurs d@svec une croissance quadratique
enz:

THEOREME 3.3. —Dans le cas particulier otr = 1, sous(Hg), (HOb) et (H2b),
'EDSR

T T
o= g(tr) + [ hots. X, Yoyds + [ ha(Y) (M), + M, — M (7)
13 't
admet une unique solutiaR* -adaptée(Y, M) vérifiant E(M)r < co. On noteraM, =

Jo Us.dMX.

Preuve — Soitk une solution de I'équation différentielle ordinaité— 24k’ = 0. On
choisit

y
k(y) = / elo 22w du
0

On peut remarquer queest une fonction de classg?, strictement croissante. Elle
est donc inversible et son inverse est elle-méme de ole&se
Soit maintenank(z, x, y) =k’ o k=1(y)ho(t, x, k(). On a
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dyho(t, x, y) = (k™5 (K" 0 kX (W ho(t, x, k(1))
+ (7Y (0K 0 k™2()d,ho(t, x, k1))
= 2ho (k1)) ho(t, x, k= 1(»)) + dyho(t, x, k()

donc ho est lipschitzienne eny uniformément enx, puisque a dérivée bornee
d’aprés (HOb) et (H2b), et en outig (s, x, 0) = hqo(t, x, 0). On peut alors considérer
'EDSR unidimensionnelle

T
Ki=kog(Xr)+ [ hols. X, K)ds + M, — My
t

qui admet une unique solutiaA -adaptée(K, M) vérifiant E(M); < co d'aprés le
Théoréme 3.1. On a en outhé, = [ L,.dM}.

Posons maintenant=k~(K), U = L/k'(k"X(K)) et M, = [, U;.dMX. D'aprés Itd
on a alors queY, M) est une solutio=* -adaptée de

T T
Y, = g(X1)+ / ho(s, Xo, Y,) ds + / ho(Yy)d(M)s + M, — My
t t

On voit en effet que

T T

" / " 1 V4 ~
kYUK =k (k(g (X)) — / (kY (K,) dK, — / S Kk i,

13 t

T
=g(X7) —i—/l/k’ok’l(KS)k/ok’l(KS)ho(s, X, k7H(Ky)) ds
T T
/ -1 Y 1 " -1 / -1 3 ~
- /1/k ok (KS)dMS—i—E/k o kXK, /[K o kTHK,)] d (M),
T T
=g(XT)—|-/ho(s, X,,Y))ds —/Ls/k’ok_l(KS).dMsX

T .
—|—/hz(YS)k’(YS)/k’(YS)[l/k’ok‘l(KS)]2d</Lu.de>

0 s

T T .
—g(Xp) + / ho(s, X, Yy) ds + / hz(Ys)d< / Lu/K ok X(K,).dMX >

t 0
T
- / U,.dM¥
t

soit



G. GAUDRON, E. PARDOUX / Ann. Inst. H. Poincaré, Probab. Statist. 37 (2001) 1-42 9

T T
Y, = g(X1) + / ho(s, Xy, Yy)ds + / ho(Yy)d(M)s + M, — My
1 t

De plus, commez bornée par hypothese (Hg), on sait qug(X7)) est bornée. On
obtient donc par application de (5) gieest borné par un certaiki,,. Ainsi

E(M)7 < eh2llck (Ko E 3Ty 1 < 00,
Enfin, cette solution est unique par unicité(dg 1171). O
Un résultat un peu différent peut étre obtenu en adaptant Kobylanski [13,14] :
THEOREME 3.4. — (a)sous(Hg), (H1b), (HOb) et(H2b') TEDSR

T T
Y, = g(X1) + / ho(s, Xo, Yy)ds + / d(X, M) has, X,)
T 1

T
+ / ho(s, X, Yy) d(M)s + M, — My
T

admet une unique solutioffX-adaptée vérifiantE (M) < oo. Nous écrironsM, =
Jo Us.dMX.
(b) On a en outre les estimés suivants
E(M)7 < C(|lholloos [h2lloo, 1811c0s 1o R1lle0),
1Y;| < D(Ilholloo, 1h2lloos 118 loos 0" h1lloc)  P-S. (8)

Remarque—La preuve de l'unicité de ce résultat repose de méme que dans le
Théoreme 3.3 sur un changement d'EDSR. D’aprées [14] en effet, on peut construire
une fonction continue strictement croissadtedéfinie sur un intervalle et poséf =
o~NY,) etM, = [j L,/®' o ®~1(Y,).dMX tels que

Yo =8(Xr) + [ hols, Xy, Y ds + [ d(X, M)sha(s, X,)
+ [T ho(s, X, V) d (M) + M, — My,

. . 9
EM)r <C,
IY|<D

ol g =® Log, holt,x,y) = ho(t,x, D(y)/®'(¥), h1 = hy €tha(t,x,y) = &' (y)h;
(t,x, D) + D"(y) /(2P (y)).

Ainsi, ho et hy, conservent les propriétés respectives igehy, et h, satisfait la
“condition de structure” suivante : il existe> 0 tel que poury € @~([—D, D))

ayilz + §'|f22|2 <=6 <0 (10)

Dans la démonstration de ce résuli@atest déterminé essentiellement par rapport a
ses dérivées, ce qui nous laisse la possibilité de @ixei—D) > 0. Ainsi nous aurons
Y, > ®(—D) > 0. Dans la suite, nous travaillerons généralement sur cette nouvelle
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EDSR (9). De plus, nous utiliserons par abus de notaltibn|.., i = 0, 1,2, le sup

essentiel de ces fonctions SRf*+* x [—M, M] ou M est suffisamment grand.
Nous pouvons commencer par énoncer un lemme qui nous sera utile par la suite :

LEMME 3.5.—

E((M)2) < F(Ilholloos 172llo0s 1127 0 glloos 10" h1]] o)

Preuve — D’apres It6 on a en choisissapte N* tel quep —1—1/¢ >0

T
19,2 + p@p — 1) / 7,122 (),
t

T
— 18X [ +2p / P22 Tho(s, X, P) ds

t

T T
+2p / P2 (s, X, T d (M), — 2p / P2rtan,

+2p/ﬁ,21’*ld<x, M) hy(s. X,).

Or en utilisant (10) on a

19 1 1
Y2 Yho(s, x, y) = y2 7 ho(s, x, Ap) AP

=y /dx [y8yha(s, x, Ay A2+ 2hha(s, x, )]

1
_ / dn[y? 0, ()02 + 2y2 2]
0

2p—2
/dM y[? [ayha + £ (h2)?] () + |y| /d?»

2p—2
Iyl /dx

|2p 2

¢

<Iy

d'ou
T T
2p /Yz” Yials, X, V) d(M ?”/ |7, 1772 a0t
t
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De plus on a par Kunita—Watanabe (3)

T
2 / Y201 4(X, M), ha(s, Xy)
t

T T
</|ﬁ|2"|a*(s,xs>h1(s,xs)|2ds+/|ﬁ|2"—2d<M>s.
t t
Ainsi, par construction de et puisquei; = i, nous obtenons

T
1 _ R
2p (p —1- E> &~ 1(—D)|* 2/d<M>S
t
1 T
<2p <p 1o —) 17,1202 (),
:)/

T
" 2 Ao ~ A ~ Ao ~
< |2CtnI™ + 2p D Tlfollo + pD Tllo "l i, — 2 [ 722 ad,
t

Des estimations (9) nous déduisoRs|y, Y2 ~1dM,)? < D*2E(M); < D**~2C, et
donc

E((M)%) < F(Ilholloos [1h2lloo, [18]l0os ll0*h1llo). O
Maintenant, nous pouvons énoncer le dernier résultat d’unicité de cette partie :

THEOREME 3.6. —SoientA}‘ une filtration contenantFX, M une F-martingale
continue bornée dank?, etY un processusF-adapté tel que

T T
b= (X + / ho(s, Xo, V) ds + / d(X, M)sha(s, X,)
'[ t

T
+ / ho(s, X,, ¥y) d(M), + M, — M. (11)
t

Alors, sous les conditions précédentes pour les fonctions= 1, 2, 3, si ¥ est borné
p.s. etMX est uneF-martingale,(Y, M) est l'unique solution de 'EDSFKO) vérifiant
E(M)r < .

Preuve — Notons(Y, M) la solutionFX-adaptée de 'EDSR (9). On a bien qlieest
une F-martingale puisque, = [, U,.dMX, U estFX-adapté, doncF-adapté et~
est uneF-martingale. Soit enfit¥, M) la solution de 'EDSR précédente (11), o1
est continue. On a alors par It6, pouke N*

T
7, — 7,2 + p(2p — 1>/ P, — V2P 2a (M — M),
t



12 G. GAUDRON, E. PARDOUX / Ann. Inst. H. Poincaré, Probab. Statist. 37 (2001) 1-42
T
=-2p [ =Ty tadd - )
t
T
=2p /(?S — Y2 Y ho(s, X;, Yy) — ho(s, X, ¥y)) ds
t
T
+2p [ = T2 oo, X, T d0), = hals, X, T dO41),]
t

T
+2p /(?S —Y)® Y d(X, M — M),hi(s, X,) + Martingale
t

= A+ 2pB + 2pC + Martingale

Terme A

T
A= 217 /(fs - ?s)zp_l(l:\ZO(sa Xy, ?s) - EO(S’ Xy, ?A)) ds
t

T
< 2pk/|ﬁ. — Y, |?" ds
t

puisqueig est lipschitzienne en.

Terme B(nous noterong, = AY; + (1 — 1)Y,)

T
B= /(ﬁ. — V)P (s, Xo 2Ty + (L= WP AN + (L — 1) M) |8
13

T 1
:/(?s - ?S)Z”_l/dk [8y722(s, X, 1Y,
t 0

+ (A=Y (Y = Y)d(AM + (1 - M),
+ 2ho(s, Xy, MYy + (L= WY, d(M — M, AM + (1— 2)M) ]
T 1
< 10 =02 [ ayhats. Xo. p) d(uT + (L= 3 )
t 0

1 T 1/2
+ 2/(1,\ (/ Yy — Y, |2 hi(s, Xy, pg) d[AM + (1 — m&]y)
0 t

T 1/2

X </|?Y - ?s|2p_2d<M_M>S>

t
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g/u?s — Y, |2P/a ha(s, X, ps) d(AM + (1 — 2)M) d.
t
1
+¢ fa
0
1
1
+ —/a’A
¢
</
t

17/ - - N _
+E/|YS_Y‘Y|2P_2d<M_M>s,
t

Yl (h2)%(s, Xy, po) d(AM + (1= W)M),

|?s - Ys|2p72d<M - M>S

-
/

~

1
A / (Byh2 + £ (h2)?) (5. Xy po) d (3N + (L — M) M),
0

"<>

en utilisant 'inégalité de Kunita—Watanabe (3) et le fait qué X ¢a? + b?/¢. On en
déduit grace a (10) que

T
2pB < ?”/ V22 d(M — ),
Terme C

A=2 (B = T)P 20X, M = B} oo X)
't
< /|?v - ?S|2P‘O—*(s, Xs)iil(S, Xs)lzds + /(?Y - ?s)zpizd(M - M)v
't '[

T
<KWngﬂﬁ—Kﬁw+/@—KﬁﬁﬂM—Mh
t

On aura donc finalement

~>

T
- 1 N _ ~ -
=R +2p(p=1-2) [1F = TPr2anin - s,
13

T
<C / |¥, — Y,|% ds + Martingale

ce qui assure par le lemme de Gronwall, en choisispaet quep —1—1/¢ >0, que
Y, =Y,. On en déduit donc l'unicité annoncéen

Nous allons maintenant étudier plusieurs cas de convergence des processus stoch
tiques. Les limites seront identifiées grace aux résultats précédents.
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4. Convergence en loi de systémes dans le dgs=0

Sous I'hypothése (Hx) de convergence en loi du proceXsyusous voulons étudier
la convergence des processus suivants :

P =g(X5) + [ hols, X5, YE) ds
+ J d{XE M) (s, X5) — M5+ M, (12)
M; = [yUsdm”.
Nous rappelons que les topologies sur les espaces des fonctions continues et cadl
ont été définies au début de la partie 2. Nous allons établir deux résultats de convergen
en loi sur la suite(X?, Y¢, M?). Le premier (Proposition 4.1) concerne le éas= 0.

Le second (Théoreme 4.2) concerne le cas général. La raison pour traiter les deux c.
séparément est que la premiére situation impose des hypothéses nettement moins fort

PrROPOSITION 4.1. —On a sougHXx), (Hxg), (Hx0)et (HO1)
(i) (X°, Y%, M®) converge en loi vers ver§X,Y, M) dans (C([0, T],R%) x
D([0, T], R?")),
(i) M et la partie martingale d&X sont desF*-"-¥-martingales bornées dans’,
(i) Y, =g(Xr)+ [ ho(s, X,, Y,)ds + M, — Mr,
(iv) (Y, M) est l'unique solution de 'TEDSR4) (dans le cash; = 0) telle que
E(tr(M)7) < o0.

Preuve — D’aprés le Théoréme 3.1 'EDSR (12) admet une unique solufidn-
adaptéqY¢, M*®) vérifiant E(tr(M*)7) < co. On déduit en outre des estimés (5) et des
hypothéses (Hxg), (Hx0) et (HO1) que

T
E(tr(M)) =E [|Uza" (5. X)) ds
0

<es(xp)) + o [ rots 32,0 as |

<C. (13)

Nous allons utiliser les critéres de convergence en loi au sens de Meyer et Zheng [18
Rappelons qu'on appelle “variation conditionnelle” d’un procegsusadlag la quantité

V(K) =supV:(K)

T
ou le sup est pris sur les subdivisionsO0=1 < <---<t, =T et
.

On obtiendra alors la tension au sens de Meyer—Zheng pour la suite de quasi-martingal
K¢ si

VoK) =Y E[|E7 (K, — Ky

sup(V(Ks) + sup E]Kf\) < 0.
€ 0<t<T
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(i) Y et M¢ sont des processus a “variations conditionnelles” uniformément bornées
ene sur[0, T]. En effet,

V(M) =0
puisqueM*® est une martingale. De plus on a en utilisant (5), (HOI) et (Hx0)

(/\hos X8 Y, yds>+v(M8)

T
ékTE(l-i—Sup!YfD +E/|h0(s,Xf,,O)|ds
0
T
<2AT + TE(sup|¥;[*) +E/‘ho(s,X§,O)‘ds
0
<D.

Enfin, on a en utilisant (13)

sup E(|M!|) < VEr(M?)) <v/C

te[0,T]
et

sup E(|Yf]) <D +~C+ E(]g(X5)])
t€[0,T]

<D+VC+ supE(|g(x ).
D’aprés ce qui précéde, (Hxg) et le fait qgkié = X, on obtient donc qué(X¢, Y*, M*?),
¢ > 0} est tendue. |l existe alors une sous-suite qui converge en lo{¥ei§ M).

(i) M estuneFX-"‘™ martingale car en faisant tendrevers O le long de la sous-suite
on obtient

E(fo(X5, Y5, MO)MP) = E(fi (X5, Y5, M*)M{,,)
=
E(fY(X, Y, M)Mx) = E(fS(X, K,M)MH,)
pour toute fonctionf, de la forme

foe,yom) =TT ai ()b (yi)ei(my,)
i=1

ol q;, b; etc; sont des fonctions continues bornées{( < ---<t, =s,s+1,, €T
ensemble dense dafts 7] de mesure de Lebesgue pleine, sur lequel on a la convergence
des lois fini-dimensionnelles du triplek®, Y¢, M*¢), cf. Meyer et Zheng [18]).

De plus on a poup de classe?

t+s
EfS(Xg,YS,MS)<<p(Xf+Y)—<p (x°) /cs (x°)d )1:0
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d’'ou, par passage a la limite le long de la sous-suite en utilisant (Hx)

t+s

fS(Xa Y, M)(QD(XtJrs)_QD(Xs)_ /AC(P(Xr)dr>‘| =0.

s

E

Ainsi, on montre queVt = ¢(X,) — ¢(x) — [y Lo(X,)ds est uneFX-¥M-martingale.
En particulier, ceci entraine que la partie martingaleXdest une#*-*-¥ -martingale.

(iii) Définissons 'application
F:C(I0,T],RY) x D([0, T],R") — R"

T
(x,y) > /ho(s,xs,ys)d&
t

On veut montrer que ' (X?,Y?) = F(X,Y). Pour cela, considérong une fonction
continue bornée d&” dansR, n > 0, et définissons pour tout > 0 la fonction®,, par

®,,:D([0,T],R") — D([0, T],R")
D, () = |)’t|7l(|)’t| Am) y;.
On a alors
|EY o F(X°,Y*) —Ey o F(X,Y)|
< |EY o F(X®, @, (Y%)) —Ey o F(X,®,(Y))|
+|Ey o F(X°, @, (Y°)) —Ey o F(X°,Y°)|
+|EY o F(X,®,(Y)) —Eyo F(X,Y)|
< |EY o F(X*,@,(Y%)) —Ey o F(X,®,(Y))|
+ 2|0 [P(Y* # Pu(Y?)) + P(Y # Dy (Y))]
< |EY o F(X®,@,(Y")) —Ey o F(X,®,(Y))|
+2[Yll[PEt < T, Y| >m)+ PEt < T, Y| >m)]
< |EY o F(X*, @, (Y%)) —Ey o F(X,®,(Y))|

+2||¢||w{P<§<lJT[)\Y$?] > m) + P(Ssglesl > m)]

Or,onasupE(sup |Y¢|?) < oo, ce qui nous permet de prouver I'existence d’une valeur
dem a partir de laquelle

1 1loc [P (sup¥? | = m) + P (supl¥i] > m)] < 2.

De plus, remarquons que@i{, y¢) — (x;, y;) avec pour tout > 0, |yf| <m, on a

\y

|F(x*,5%) = FGo, )| < F (%, y°) = F (e, y) [+ [F (x", y) = F(x, y)]

T T
gk/ |y;€ - )’s|d5 +/’h0(ssx§s yv) - hO(S,xs, yY)|dS
t t
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qui tend vers 0 par convergence dominée. Airsiy) — v o F(x, ®,,(y)) est continue
bornée ce qui nous permet de conclure que

|EY o F(X°,Y) —Ey o F(X,Y)|<n
a partir d’'un certain rang, et prouve notre convergence en loi

T T
/ho(s, X2, ¥?) ds = / ho(s, X, Yy) ds.

t

Or
g(X5) +/hos X, YE)ds + M5 — MF,
d’ou finalement, pour toute [0, T'],

Y, = g(X7) + /ho(s, X, Y, ds + M, — My

par continuité a droite des processus.

(iv) D’aprés (Hx), nous savons que tout& -martingale s’écrit comme une intégrale
stochastique par rapport a la partie martingaleXdeNotons maintenanf = F* "M,
Ainsi, d’aprés ce qui précéd#f et M* sont desF-martingales, e estF-adapté. Ceci
nous permet de conclure par application de la Proposition 3.2Xqud) est I'unique
solution de 'EDSR (4). O

Le résultat que nous venons de montrer utilise I'hypothése (Hx). Nous pouvons
'améliorer en rajoutant le termé; a condition de renforcer les hypothéses sur
la suite X°. Considérons maintenant pour cela qUé€’, (X¢, M®),Y*, M*®) est une
collection indéxée par de variables aléatoires a valeurs d&ag[0, 7], R4+*?) x
D([0, T],R?")). On a alors le

THEOREME 4.2. —On a sougHx), (Hxx), (Hx0), (Hx1), (Hxg)et (HOI)
() (X%, <X? M*?>,Y*? M°®) converge en loi vers versX, < X, M >, Y, M) dans
(C([0, T], Ry x D([O, T], R™)),
(i) M et la partie martingale d&X sont desF*-"-¥-martingales bornées dans’,
(i) Y, =g(X7)+ [ ho(s, Xy, Yy)ds + [ ha(s, X;) d(X, M), + M, — My,
(iv) (Y, M) estl'unique solution de 'TEDSRY) telle queE (tr(M)7) < oo.

Preuve — La démarche est sensiblement la méme que pour la Proposition 4.1, sau
gue dans ce cas, grace a I'hypothése (Hxx), nous montrerons la convergence en loi da
le sens “classique” du processg®, M¢). Avant cela, montrons tout d’abord les deux
lemmes suivants :

LEMME 4.3.-Si(X?, (X¢, M*®), M*¢) converge en loi versX, L, M) dansC ([0, T,
R*7xdy 5 D([0, T],R™), alors L = (X, M).

Preuve — En effet, nous savons que
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XeMP —(X°, M), =N/
ou N°¢ est une martingale. Par convergence en loi, puisque laBtigst tendue d’apres
le critére de Meyer—Zheng, orvgresque partout
X[Mt — L[ = NI

ou N est une martingale, donc partout puisque les fonctions qui interviennent sont
cadlag. Ainsi, puisqué, est continueL = (X, M) (voir par exemple [26, p. 58]). O

LEMME 4.4.-Sig, — g uniformément suf0, 7'] avecg bornéeu, — u uniformeé-
ment, etf, |du,| < C, alors pour tout € [0, T]on a [ g, du, — [ gdu.

Preuve — Par le lemme de Fatou, on déduit q[éTe|du| C. Soit{w,, p € N'} une
suite de fonctions constantes par morceaux approxigia@n a

T
du, —/gdu
13

T T

/wpdu,,—/wpdu

13 t

T T
</|gn—w,,||dun|+/|w,,—g||du|+
0 0

C(llgn — 8lloc + 118 = wpllec) + Cllg — wyllos
T T

/wpdun—/wpdu.

t t
Soit maintenany > 0. Il existe p suffisamment grand tel quég — w,llo < 1. Cep
étant fixé, on a bien " w, du, — [ w,du| < net||g, — gllo < 1 & partir d’un certain

rangn, d’'ou
T
du, —/gdu
t

ce qui prouve la convergence

+

<@BC+ D

Nous pouvons maintenant donner la preuve du Théoréeme 4.2 :

(i) de méme que précédemment, en utilisant (5), (Hxg), (Hx0), (Hx1) et (HOI), on
montre queY® et M® sont des processus a “variations conditionnelles” uniformément
bornées emr sur[0, T']. En effet on montre que

T
(/ \ho(s, XS, YE) |ds> +E</ yd<X8,M8>Shl(s,X§)|> +V(M*)
0
<KTE(sup|¥;) +Sup/ |ho(s, X2, 0)|ds +1/2||(o%) " ha|2,
N & 0
+1)2E /ijagyzds
0

<kTE(1+sup|v;[?) +sup/ Iho(s. X2, 0)|ds + 1/2T| (0°)* hu |2,
N & 0
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+ 1/2SupE (tr(M*) )
<D.

De pluson a
2

(Z‘U‘f"g(&xf)\zdﬂ ] - o,

En effet, d’aprés (5) nous avons

SUpE
&€

|Yf|2<e(l+’<2+2">TEfX$< (X5)] +/|ho 5. X%, 0)] ds>

et grace a l'inégalité de Doob (voir [26, p. 12])

T
g7 (,g<x;>,2+ | ot 3.0 as
2
X€
EfT< (x5)] +/|hosX8 |ds>

2

2

)

E(sup]Yf]‘l) <CE (sup

<4CE

< 4CE<’g(X?) ’2 + / |ho(s, X£,0) ’2ds>
0

<8CE|g(x5)|*+8CTCE / o (s, X2, 0)|* ds,
0
d'ou
SUpE (sup]Yf]4> < 00.

De plus on a en utilisant Kunita—Watanabe (3) et (Hx1)
4 t 4

t
<805 371" ol x5 32 ) 8 a0 G x)
0 0

< Sup]Yﬂ4 + cz/ |ho(s, X£,0) ]4ds

2

+63</’ hl (s, X5)| ds) +C4<M8>[2

<c Sup]Yﬂ4 + cz/ |ho(s, X£,0) ]4ds +c3T?K* + c4<M8>12.
s O
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Appelons maintenant®™” = inf{r < T, (M*¢), > m} A T. Alors on a en utilisant ce qui
précede et les inégalités de Burkholder

E(M*)., <CE sup |M¢|*

sLTEM
T
<CLEsup|Y¢|* + CoE / Iho(s, X2, 0)|* ds + CsT2K* + CoE(M*)2,,,.
s b

Or C4 = C.c4 peut étre choisi aussi petit que I'on veut a condition gyisoit grand, ce
qui nous permet d’obtenir que

T
E(M*)2,, < CLEsup|Y?|" + C4E / Iho(s, X2, 0)|*ds + C4T2K*,
s
0

d’ou par convergence monotone quaine-> +oo
r
E((M*)2) < CLE sup|Ye|* + C4E / Iho(s, X¢,0)|*ds + C4T2K*,
N 0

soit en utilisant (Hx0) et ce qui précéde

T 2

SUpPE (/ |Uso® (s, Xf)\zds> < 0.
‘ 0
Enfin, d’aprés (Hxx), en choisissamttel que 2/(1+v) < a < inf{2e¢, 4e/(2+ ¢)} puis
p =2e/a, et en utilisant de nouveau I'inégalité de Kunita—Watanabe (3), on a

E[(X*. M), — (X*, M") ["
eq1/ ap/2(p—1)71-1/

< [ENXE), = (XO) [T [E[(Me), = (me) |27

<Ct— S)(l+v)/p|E<Ms>‘;l7/2(l7—l)|1—l/l’.
Ainsi on a bien

A+v)/p=A+v)a/2e>1
et, puisquex < 2¢/(1+e)
ap/2(p—1D=e/(2e/a —1) <2,
d’ou
E|(X*, M%), = (X*, M°) [" <C'tt =)™
La suite{(X®, M®) , e > 0} est donc tendue darg([0, 7], R"*¢). On déduit de ce qui
précéde et de (HX) quexe, (X, M*®), Y&, M®) converge en loi le long d’une sous-suite
versverg X, L,Y, M), etquelL = (X, M) grace au Lemme 4.3.
(i) Par le méme raisonnement que dans la preuve de la Proposition 4.1, on montr

queM et la partie martingale d& sont desF*-"'»-martingales.
(i) Considérons maintenant I'application
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F:C([0,T], R ™) R

T
(x, 1) 1> / ha(s, x,) dus.
t

On veut montrer qué’ (X*¢, (X¢, M*)) = F(X, (X, M)). Pour cela, considérong une
fonction continue bornée de dansR etn > 0. Appelons®,, la fonction définie pour
toutm > 0 par

@, :C([0, T],R™) — C([0, T],R"*%)
P () = Urni,
ou %, =inf{r >0, [y |du| > m}. On a alors
|Ey o F(X®,(X?, M®)) — E¥r o F (X, (X, M))|
< |EYy o F(X®, @, ((X*,M®))) — E¥ o F(X, ®,,((X, M)))]
+|Ey o F(X®, &, ((X°, M®))) — E¥r o F(X*, (X*, M"))|
+|Ey o F(X,®,((X,M))) — Ey o F(X, (X, M))
< |EY o F(X®, @, (X, M"))) — Evr o F(X, @, ((X, M)))]
+ 2| lloo [P (@ ((XE, M®)) # (X®, M®)) + P (D, ((X, M)) # (X, M))]
< |EY o F(X, @, ((X°, M®))) — EY o F (X, @, ((X, M)))]

P(O/T\d<X8,M‘9>S\ >m> +P<O/T!d<X,M>s! >M>]

+ 2] lloo

Or,on a

T
supk: [ |d(X*, M°),| < supy/EQr (X7 ) EGr (M) 7) < oo,

ce gui nous permet de prouver I'existence d’'une valeur.@epartir de laquelle

T T
P(/’d<X5,M5>S’ >m> —|—P</]d(X,M)S] >m>] < g

De plus ¢ o F(x, ®,(u))) est continue bornée grace au Lemme 4.4 : en effet, si
(x%, u®) converge uniformément verée, u) sur [0, T] avec f[T |dut| < m, on a la
fonction g°(r) = hi(t, x7) qui converge uniformément vegsr) = hi(t, x,) puisqueh,

est continue et on peut appliquer le résultat du lemme pour obtenir la continuké de
Ceci nous permet de conclure que

|[Ey o F(X°,(X*,M®)) —EYy o F(X,(X,M))|<n

a partir d’'un certain rang, et prouve notre convergence en |oi

1 1loo

T T
/ (X, M) hy(s, X°) = / d(X, M);ha(s, X,).
t t
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On en déduit en utilisant la méme démonstration que dans le la preuve (iii)) de lg
Proposition 4.1 que

T T
Y, = g(X7) + / ho(s, Xy, Y,) ds + / d(X, M);ha(s, X) + M, — M.
t t

(iv) La derniére partie du théoréme se montre comme dans la preuve de I
Proposition 4.1, en faisant appel au résultat d'unicité du Théoréme 811.

Remargque— Comme nous le verrons plus loin, ce qui est important dans I'application
aux EDP du paragraphe 7, c’est qug converge versty. Or, pour unt donne,Y;
ne converge pas nécessairement \Jgra cause de la topologie de convergence en loi
choisie dans cette partie. C'est pourquoi nous aurons besoin du résultat suivant :

PROPOSITION 4.5. —Sous les hypothéses de la Propositdbhou du Théoremd.2,
nous avons en outre qu§ converge vers, en probabilité.

Preuve — Définissons sur l'intervallec [T, T + 1]
{ Yo =g(X7),
M? = M.

On étudie alors la convergence des processus sur l'intervalle éf@ndu+ 1], les

résultats précédents restant encore valides puisqu’en partigfilieste une martingale.

On en déduit en particulier par la convergence au sens de Meyer—Zheng qu'il exist

to € [T, T + 1] tel que M; = M,,. De plus, puisqueV® est constant & fixé sur

[T, T + 1], on en déduit qua/ est p.s. constant, presque partout sur ce méme intervalle,

donc partout puisque nous savons qu’a la limite les processus obtenus sont cadlag.
Finalement on a

M;:M%:}MIO=MT,

ce gui nous permet d’obtenir ce qui nous intéresse :
M5 = Mry.
Or

T T
Vs =g(X5) + [ hols X2 ¥)ds + [ (X M) (s, X0) + M
0 0

d’ou, par le méme raisonnement que dans la preuve du Théoréme 4.2,

T T
g(X7) + [ hols. X2 ¥)ds + [ (X" M) (s, X5) + M
0 0

T T
= ¢(Xp) + / ho(s, Xy, Y,) ds + / d(X, M) ha(s, X) + My,
0 0
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soit

Yg =Yy
ce qui assure le résultat puisgdestant déterministe d’aprés (HxX)p est alors lui-méme
déterministe par construction de 'TEDSRO

Remarque— Dans le cas ou le générateur limife est aléatoire, on conserve la
convergence en ldig = Yj.

5. Lecash,=0,hy=hy(y) etn=1

Maintenant, sous I'hypothése (Hx) de convergence en loi du proceésuasous
voulons étudier la convergence de 'EDSR :

{ V= g(X5) 4 ), hols, X5 Y] ds + [ ha(¥D) d(M7), = My M7, )

M; = [oUsdMX.

Nous pouvons énoncer le

THEOREME 5.1. —Sous(Hx), (Hg), (HOb)et(H2b), (X°,Y®) — (X, Y) en loi dans
(C([0, T1,RY) x D([0, T1,R)) et il existeM tel que(Y, M) est 'unique solutionF*-
adaptée vérifiant (M) < oo de 'EDSR:

T T
K=ﬁXﬂ+/ﬁd&X“KM&+/MODMM%+AL—Mr
t t

De plusY§ — Y, en probabilité.

Preuve — D’aprés le Théoréme 3.3 'EDSR (14) admet une unique solufidn-
adaptégY¢, M*) vérifiant E(M*®); < co. On a en outréf = [ Us.dMX".

Posonsk® = k(Y¢), Lt =k'(Y)U*® etho(t, x, y) =k ok~ 1(y)ho(t, x, k~1(y)). Dans
ce cas on a par le calcul inverse de celui dans la preuve du Théoréme 3.3

T T
Kf:kog(XgT)—l—/ilo(X?’Kss)ds_/Li-dMsXS'

t t
Appelons encor@f® = [5 LE.dMX".

Remarque— On déduit des estimés (5) et de la convergence en loi (Hx) que

E(M?®), <cE(lkog(X5)|) +cE (/Eg(xg?, 0) ds>

<cllkoglleo + T Aol < C.

Nous allons étudier la convergence de ces nouveaux processus obtenus par changem
d’EDSR, et nous en déduirons le résultat souhaité.
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Nous considérons pour cela qug®, K¢, M¢) est une collection indéxée parde
variables aléatoires a valeurs dafig0, 7], R?) x D([0, T'], R?). Puisquehq vérifie
les hypothéses requises, nous pouvons appliquer les résultats de la Proposition 4.1
la convergence dex¢, K¢, M¢) dans le cas particulier = 1. Celle-ci nous permet de
conclure la preuve du Théoréme 5.1 en appliquakitla transformation inverse par?
puisquek—* est une fonction continue.

Définissons maintenant sur l'intervalles [T, T + 1]

Kf=kog(X5),
M¢ = ME.

On peut alors étudier la convergence des processus sur l'intervalle ¢€eridy 1], et
obtenir par le méme raisonnement que pour la Proposition 4.5.

KS = Ko.
On en déduit que
Yg =Yy
en appliquant la transformation inver§e= k~%(K). Remarquons que puisque dans

notre casC est déterministek, est lui-méme déterministe par construction de 'EDSR,
ce qui assure la convergence en probabilité et achéve la démonstration.

6. Un deuxiéme cas de convergence en loi

Nous voulons étudier la convergence des processus suivants
Xe=x+ MY + [jve(XE,s)ds,
Ve =g(X5) + [ ho(s. X5, Y7 ) ds + [ d (X, M®) ha(s, X{) ds
+ [T ha(s, X2, YE) d(M?), — M5 + M?,
M= [yUs.dMY
sous I'hypothése (Hx) qu&® — X en loi ou X est une diffusion de générateur

Z(Go )i, (x, )02, ERICNIAY

1/1

Dans cette section, pour alléger les preuves, nous considérerons un procéssus
simplifi€ pour lequeb* = Id(R¢). Nous avons alorgr*h4| = |h1|. De plus nous savons
qu'il existe unFX -mouvement brownien ddimensionngf, noté B dans la suite, tel
quedMX = dB,. AppelonsZ¢ = U? pour retrouver des notations classiques pour les
EDSR; nous avons alors

t
Xf:x+B[+/v(X§,s)ds,

T T
= (X)) + [ W, X0 ¥ Z0) ds — [ Z2.aB,
| 1

aveCh(ts X, Y, Z) = hO(ts X, )’) +Zhl(ts x) +h2(t, X, y)|Z|2
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Dans la partie précédente, nous nous ramenons a la convergence en loi “au sens
Meyer et Zheng” deY?, M?). Dans un cas plus général, il faut établir la convergence
de (X4, (X&, M*),Y®, M?, (M?)) vers(X, (X, M),Y, M, N) et montrer queN = [M].

Le probléme est que si en effet nous pouvons obtenir la convergence de cet ensemt
de processus — ou les trois derniers termes convergent RéhS, R®) “au sens de
Meyer et Zheng” —, il n'est pas possible d’en déduire en généralNjee[M]. C'est

en revanche vrai sN est un processus continu. Sous les hypothéses (HGiRbY

et (Hx2), nous allons pouvoir établir cette continuité, et méme plus puisque dans ce
cas nous sommes en mesure de prouver la tension des processus dans la topologie d
convergence uniforme sur tout compact : ainsi nous pouvons prouver la convergence ¢
loi dans I'espace des fonctions continues.

D’aprés le Théoréme 3.4, nous avons sous (Hg), (HBbYXH2b) I'existence et
'unicité de I'EDSR étudiée. En reprenant la remarque qui suit ce théoréme, nous
transformons cette EDSR’®, Z¢) en 'EDSR (9) pour(Y¢, Z¢) dont le coefficient:,
satisfait (10). Ceci est réalisé avec la méme fonctiopour toute > 0 puisqu’elle ne
dépend que détollec, Ih2lloos 1h1llc €t lIgllec. Dans ce qui suit, nous utiliserons le
fait que les fonctionss;, i = 0, 1, 2, étendues suR?*2, ainsi que leurs dérivées, sont
bornées. Nous pouvons alors énoncer la

ProOPOSITION 6.1. —Définissons
0% = sup |(VX9),|*” + sup |(VX*) Y,

0<I<T 0<I<T

P> QR+ 02, b= VA + IVeholl)? /6278 K, = 2pCs, €t B =
K2P||Vyho||20/P=Y + K2P||V chy |3/~ 4 2p|dyhollee + 2p/(2p — Dhall3- S
E(0%) < o0, et sous la condition de structu(@0), on obtient que p.s.

2\12¢ " < TIE(05(|(Vo) (X5) [° + 2T + b(M°) )| FX).

Preuve — Considérons tout d’abord?¢™, Z¢™) la solution tronquée de 'EDSR
précédemment définie : kedu coefficient non-linéaire est remplacé pef(z) avec
m z S|zl <m-—-1,
v (Z)_{m Silz| >m
ety est dérivable, a dérivées continues. Remarquons qu’on peut alors supposer gt
Y™ ()| <zl et VY™ < 1.
Dans ce qui suit, nous oublierons les indiees: et le sign€ pour alléger I'écriture.
(i) EDSR satisfaite patY,, Z,) = (VY),, (VZ),).
D’aprés les résultats de [23], en particulier puisque été remplacé dans 'EDSR par
une fonction bornée (Z), on peut dériver er et obtenir

(VY)t=(Vg)(XT)(VX)T+/[Vxh(s,Xs,Ys,llf(Zs))(VX)s

+ ayh(ss XS’ Yss w(ZY))(VY)Y
T

VLA (s, Xy, Yy 0 (Z0)) VY (Z,) (Y Z),] ds — /(vszx

t
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dou
T
Y, =(V)(X)(VX)r +/ [Vih(s, Xg, Yo, W(Z))(VX)g 4 dyh(s, X, Yy, ¥ (Z)) Yy
13

T
+ V.h(s, Xy, Y5, W (Z5)) VU (Z) Zs] ds — /ZSdBS
T

T
= VOXDVX)r + [ [ (VX0 + p T+ 2] ds - [ Zas,
t t
en posant
2

’

o = Vxho(f, X, Yt) + lﬁ(Z[)Vxhl(l‘, Xt) + Vxhz(t, Xy, Yt)lw(zt)
2
pr = dyho(t, X,, Yy) + dyho(t, X, Y)W (Z)

Ve =2ho(t, Xy, Y)W (Z)VY(Zy) + VY (Z)ha(1, Xy).

Remarquons qu’en utilisant I'hypothése (Hgpt le théoréme de comparaison, on a que
Y estborné p.s.

(ii) Inégalité satisfaite pay

Nous allons établir le résultat suivant :

LEMME 6.2.-Onap.s.

T
|I7[|2<eﬁ(T")E< sup |(VX),|2<](Vg)(XT)]2+2T+b/|ZS|2ds>
0

0<i<T

=)
Preuve — En appliquant la formule d'ltd on obtient popre A/*

T
ST =TIV~ 2p [ €IF, PP, (ZdBy)
t

T
+/eﬂslﬁlz”‘z(Zpi-as(VX)s+2pps|17s|2+2p?s-yszs
t

— p(2p — DW(Z,ZF) — BIY,|?) ds.
Or

> 5 5 5 IIRE N 5i,j |2
2pYs.ysZy — pRp — DWN(Z,ZH) /2= Y (2pY/y[Z — pp—1)|Z}7|)
1<i.j<d

<p/@p-1 3 Ty

1<ij<d
=p/(2p — DY,y Yy,
dou
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& (V.2 < TV — 2p / & |7,120 27, .(Z,d B,)

4 / &7, 127 2(2p T,y (VX), + 2pps |V, 2

+ p/p — DY,y Y, — BIY,?) ds. (15)
Soit maintenantv € R¢. On a alors
_ 2
|w|?P 2w (Veho + ¥ (Z1)Viha + Viha| Y (Z)| ) (VX),
_ _ 2
< [w PP (IVehal?/4 4 |Vihol ) [(VX), | + w11+ [Vohal ) [(VX), || (Z)].
Or, grace a l'inégalité de Young (2), on a d’'une part
2p|w|** (V. ha|?/4+ |Vihol ) [(VX),|
< 2/ (VX[ + [wl? (K2 |V hol/ @D 4 K 2P|V, by /20D
et d’autre part
_ 2 2
w22 (14 | Vohal) [ (VX0 | < 81wl + (14 V,hal) ' C30 2 1622 (v 30), 7.
Enfin, remarquons que
2 2 2
12029 VY (Z)) + VY (Z)ha|” < (4ha | (Z)|” + 2Ih1)?) [V (Z))|
2
< Mha W (Z)|” + 2hy |

Ainsi, en remplacaniv parY;, eta,, p, ety, par leurs valeurs respectives dans (15), et
puisque Z2(2p — 1) < ¢ on obtient que

2p|Y, 12772 (2p Y0, (VX)) + 2pps| Vo2 + p/(2p — DY,y v i Y, — BIY, %)
< (VX[ 2+ by (Z))
< VX7 (24 b1Z4]2),

d’'ou

eﬂ’|Y|2p<e’3T|YT|2p+/](VX)A 2”e&(2+b|Z| /eﬂ‘|Y|2” 2y,.Z,dB,

< sup |(VX),[7eT (!(Vg)omyz” +2T +b / |zs|2ds)
0

o<t<T
T
- /99S|?S|2[7—2?S.2S dBY

On obtient ainsi le résultat souhaité en prenant I'espérance conditionnelle (ce que l'ol
peut faire puisqué’ est borné), soit
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V7 <& E

T
sup y(VX),|2”<|(Vg)(XT)|2”+2T+b/ |ZS|2ds>‘}',X]. O
0

0<i<T
Remarque— On a bien

T T 2

2E< sup |<VX>[|2"/ |Zs|2ds> < E(0T>+E</ |zs|2ds> <0
o<t<T

0 0

d’aprés I'hnypothese de la Proposition 6.1 et le Lemme 3.5.
(iii) toujours en utilisant les résultats d23], on aZ, = (VY),(VX); !
On en déduit, en reprenant les indices, que presque sdrement

2o < T v X

g ’(vxé‘)t_l‘z,?eﬂ(T*I)E}-txg Sup ‘(vxs)t‘ZP
o<r<T

T
X (!(V§)(X§)|2”+2T+b/ |2f””]2ds>
0

< TR |(vX) T sup [(VxE), [
0<t<T

< (|(V&) (X5) |7 + 2T + b(M*™),.)
1 : -
< Ee‘“”*’)EﬁX 05 (|(V2) (X5) [ + 2T + b(M*™).,).

Or d’aprés le Théorémes 1.4 de [14], on sait quefié Y*™ converge uniformément
vers Y¢. On peut alors reprendre la preuve du Théoréme 1.2 de [14] en remplacan
I'hypothése de monotonie en de la suite{Y*", m > 0} par sa convergence, et obtenir
quitte & extraire une sous-suite quand— +oco, que Z&™ converged P x dt presque
partout versZ¢; on a de plus que Sl,;,pZﬂ appartient aL?(dP x dt). Enfin, nous
pouvons remarquer que le résultat du Lemme 3.5 reste valide et CM@EWSM)% <

oo : en effet, on reprend la preuve du lemme en utilisant le fait|giez)| < |z| et que

par convergence uniform@®™| < C||Y¢|. < D. Ainsi, on en déduit que le long de
cette sous-suite et par convergence dominée on a

EF 0s(memy, — EFY 05(NIF), .

Ceci qui nous permet de passer a la limite des deux c6tés de I'inégalité précédente qua
m — +oo et d’obtenir le résultat souhaité, c’est-a-dire

Sel2 — A~ 2 ~ 3
21287 <PTVE(05([(VR(X5)|™ +2T +b(M*)7)|FYX). O
Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de convergence qui nous intéresse

THEOREME 6.3. —Sous(Hx), (Hxxx), (Hg), (Hg), (10), et si les fonctlonsh“ i =
0,1, 2, ainsi que leurs dérivées sont bornées, on a QXig, Ye, Me, (XE, M®), (M?))
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converge en loi dan<”([0, 71, R¥+3) vers (X, Y, M, (X, M), (M)) ol (Y, M) est
I'unigue solutionF* adaptée de 'lEDSR

T T
=X + / ho(s, X, 7) + / d(X, M)shy(s. X,)
t t

T
+/fzz(s, X, V) d(M), + M, — ¥y
t

vérifiant E(M)y < oo.

Preuve — (i) on peut vérifier la tension des processtis M¢, (X¢, M¢) et (M¢). En
effet, on a d’aprés la Proposition 6.1 une majoration| 482 dans laquelle on a pu
choisir une constantg qui ne dépend pas de Notons pour simplifier :

A® = 05 et B = | (V@) (X5)[* + 2T + b(M)7.
Remarquons qué ((B¢)?) est uniformément borné d’aprés (Mgt le résultat du
Lemme 3.5. En utilisant I'inégalité de Young, etsk 10, 1] est I'unique valeur telle que
a=4/(1-a),
ol est la constante qui intervient dans I'hypothése (Hxxx), on a alors
E((Ang)l+a) < ClE(As)Z(lJra)/(lfoz) + CZE(Bs)Z
SCUE((0F)*™ ") + ok (B
<CLE((05)7") + CE(B%)

< Cs.
l+a>

13
< E( / TWE(A*B*|FX) du

s

t

o e cre\ |1ta e 2
2|, - (), ) = | 2P

N

t

1+a>
/E(ASBﬂff)du

S 1+a>
(s/tldu>a<s/t\E(Ang|ffS)

t
geﬁT(lJm)(l‘—S)a/E|E(ASBS|_7:3(S>|1+adu
s

< eﬁT(1+a)E<

< T+




30 G. GAUDRON, E. PARDOUX / Ann. Inst. H. Poincaré, Probab. Statist. 37 (2001) 1-42

t
< eﬂT(l+a)(t /E‘A838’l+ad

g eﬁT(l—HY)Cg([ _ S)l+a.

En outre(M¢)o = 0 donc((M¢).) est tendue d’aprés un critére de tension bien connu
(voir par exemple le Théoreme 4.1, p. 320 dans [12]). Ceci nous permet d’'avancer d
méme queM*®.) est tendue grace par exemple au Théoreme 4.13, p. 322 de [12]. De
plus on a

(X5, M®), — (X*, M®) | < \r(Xe), —tr(Xe)\/ (M?), — (M?);

< CV (1 =)\ (M#), — (Me),

ce qui assure d’aprés ce qui précéde la tensiof{Xig M¢) ). Et enfin, on a p.s.
|75 = 77| < llholloo(t = ) + (Mh2lloe + 1h]13) ((M°), = (MF),) + 8} — M|

donc(Y¢.) est tendu puisque d’une pa?lg est p.s. uniformément borné et d’autre part ses
accroissements sont majorés par des accroissements de processus ayant cette propri
D’aprés ce qui précede, on obtient donc quE®, Ye, Me, (XE, M#), (M?)), e > O
est tendue puisqu&® — X. Il existe alors une sous-suite qui converge en loi vers
(X, Y, M, (X, M), <M>)
(i) M est uneFX:¥-M.(M_martingale car en passant a la limite sule long de la
sous-suite on obtient

E(f,(X*, V%, M*, (X5, M*), (M°)) M)

= E(f, (X", 75, M°, (X, M8> <M )M;,,)
= E(f,(X.Y,M,(X, M), (M))M,)

— E(f,(X, 7, M, (X, M), (M))M,4,)

ou
fo(XE, V8, ME, (X?, M®), Hal i (V) ei (M )di(<M€>ti)ei(<X8, A;F}[i)

avec 0< 1 < --- <1, =s etlesq;, b,~, ci, e; etd; continues bornées.
(iii) On sait de plus que poup de classeC?

t+s

E|fi(X°, Y, ME, <X8,]\;18>, <1\;I8>)< (X5,,) —o(X) — / [ﬁp(Xf)dr)] ~0

d’ou, par passage a la limite le long de la sous-suite en utilisant (Hx)
t+s

E|f(X. 7, M. (X, M), (M >)<<p(xm) (X,) /ﬁso(xr)drﬂ =0,

N

Ainsi, on obtient que la partie martingale deest uneFX-¥-M.(X.1).(1) _martingale.
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(iv) Nous savons qué& est borné par passage a la limite $trqui est uniformément
borné ere d’apres les estimés (9). De plus

— (x5 +/ﬁo(s, X¢, 79) ds + /d(Xs,M8>le(s, X?)

+/hzs X2 VE)d(N) + NI — O

D’aprés la convergence en loi d&¢, Y¢) vers(X, V), et puisqueﬁo est continue bornée,
on a par convergence dominée la convergence en loi

T
/ hols, X¢, 7¢) ds = / ho(s, X, P) ds.
1 1

Notons maintenantC* ([0, 7], R) I'espace des fonctions continues croissantes et
considérons I'application

F:C([0,T],R™) x C*([0, T],R) - R

(x,y,u)H/ﬁz(s,xs,ys)dus-
t

Elle est continue grace au Lemme 4.4. En effet(xsi, y¢) converge uniformément
Vers (x, y) sur un compact, on g@° = h(-, x, y°) qui converge uniformément vers

g = ho(-, x, y) puisqueh, est continue. De plus, par croissance on aura bien dans ce
castT ldf,| = f,(T) — f,(0) < C.On montre ainsi, en utilisant la convergence en loi

de(X®, Y*, (M) vers(X, Y, (M)), que
r r
[hals. X2 F2) a(0i) = [ hats. X, T i),
| 1
Enfin, de méme que dans la preuve du Théoréme 4.2 on a
r r
/d(Xs, M*) ha(s, X°) :>/d(X, M)shi(s, X,).
D’ou finalement pour tout € [0, T']

7= 20xp) + / ho(s, Xy, 7,) ds + / d(X, M)sha(s. X,)

T
+ /izz(s, X, V) d(N), + M, — My

ce qui acheve la démonstration du théoréme grace au résultat d'unicité énoncé dans
Théoréme 3.6. En effet, en posafit= FX-7-7.1) nous savons d’aprés ce qui précéde
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que M et M¥ sont desF-martingales et qué est F-adapté. Ceci nous permet de
conclure queY, M) est I'unique solution de 'EDSR (9) par application du théoreme
d'unicité 3.6. Donc en particulie estF*-adaptée. O

On en déduit le théoréme principal de convergence :
THEOREME 6.4. —SougHXx), (Hxxx), (Hg), (Hg), (HObY, (H1bY et(H2bY, (X*, Y*)

converge en loi dan€' ([0, 7], R*Y) vers (X, Y) et il existe M tel que (Y, M) est
I'unique solutionF* adaptée vérifian (M >;)oo de 'TEDSR

T T
Y, = g(X1) + / ho(s, Xs. Yy) ds + / d(X, M) has, X,)
T 1

T
+ / ha(s. X, Ys)d(M)s + M, — M.
T

Preuve — On utilise les résultats précédents et le fait gbeest continue et
inversible. O

7. Retour aux EDP et exemples

Nous allons maintenant donner des exemples d’homogénéisation d’EDP semi
linéaires aléatoires ou périodiques dont les résultats peuvent étre obtenus grace a
paragraphes précédents.

Tout d’abord, plagcons-nous en dimensi®re= 2 dans le cadre de 'homogénéisation
proposé par Olla ([19], chapitre 4) : considérdiiz;, G, 7) un espace de probabilité et
{z., x € R?} un groupe de transformations préservant la mesuidous supposons que
7 est ergodique pou,.

Nous définissons deux opérateurs différentie{set D, par

Dif(n) = ax,-f(":xn”x:()
ol n € £21, et nous noteron® = (D1, D). Nous considéron¥ un champ de vecteur
de £2; dansR? a divergence nulle, c'est-a-dire tel que

D1Vi+ D>V, =0.

Ainsi, il existe une fonctionH appelée “fonction de courant” telle qug = D,H et
V, = —D1H. Appelons maintenant’(x) = V (z,n), notonsf; la solution de I'équation

Mi—-Lfi=V, i=12

L—lD D 1 2H Dy
=5 2)(—ZH 1)<D2)

et définissonsf§ = lim,_o f; (limite définie en un certain sens & est bornée).
Considérons le systéme d'équations

ou

{ dub = AU + 2v1(2).Vuk + hl(t, x, up) + Vuhi(t, x),  1<k<n, (16)

u(t =T, x) = g(x).
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Nous pouvons énoncer le

COROLLAIRE 7.1.-Sous les hypothéses précédentes, ¢dug), (Hx0), et (HOI),
et sih, est bornée, on a,(z, x) qui converge emr -probabilité versu(z, x) solution de
viscosité de
dutk = Lu* + h§(t,x,u) + Viahi(t,x), 1<k<n,

- 17)
u(t=T,x)=g(x)

avecl = % >ij @i j0xy, eta, le tenseur effectif de diffusion, défini par

a= <5i,‘,~ +/ Dfi.Dfy dn>

Preuve — (i) (Hxg) et (Hx0) dépendent fortement de la nature des foncgaets. Si
elles sont bornées, les hypothéses sont évidemment satisfaites ; si elles sont a croissal
polynomiale, les hypothéses restent encore valides. De(pltig /| = |h1|, donc (Hx1)
est vérifiée. En outre, d’apres Olla [19], on a =rprobabilité la convergence en loi
du processus sous-jacekt-** vers une diffusion de génératedr= %Zi,‘/ a; jOx;x;
donc en particulier nous avons la convergence en loi sur I'espace produit et (Hx). Enfin
puisque(X?¢), = tId(R?), 'nypothése (Hxx) est bien satisfaite. On peut donc utiliser le
Théoréme 4.2 pour obtenir la convergence en loi au sens de Meyer et Zheng de 'EDS!
associée (12).

(ii) on a pour tout(z, x) Yy"" — Y5 (en probabilité) quand — 0

En effet, d'apres la Proposition 4.8; converge en probabilité veis.

(iii) @ (r, x) =Yg " solution de viscosité de I'équatidfi6)

Pour cela, il suffit de reprendre la méme preuve que dans [20]. De mémey) =
Y& "~ est solution de viscosité de (17). On a donc d’apres (i) que

1<i j<2

ug(t, x) — u(t, x)
en probabilité quand — 0. O

Maintenant, placons-nous en dimensi@n considérons(£2;, G, 7) un espace de
probabilité et{r,,, (x,t) € R¥*'} un groupe de transformations préservant la mesure
7. Nous supposons queest ergodique pou, ;.

Définissong T, ;, (x, t) € R?*1} une famille d’opérateurs agissant dii(r) par

Tx,tf(n) = f(fx,tn)

oun e £2;. Soit D = (D,, D;,1 < i <d) le générateur infinitésimal dg, ,, (x,7) €
R*1} suivant :

Di = ax,- Tx,t|x:0,t:0s Dt = at Tx,t|x:0,t:0-
Soit H; ; () une “matrice de courant” satisfaisant aux hypotheses de Landim et al. [17,
p. 5]. Définissons maintenant paue {1, ...,d} Vi =3, D H; j etv"(t, x) = V (tm).

Appelons enfirr le tenseur de diffusion défini p. 6 dans [17])&t % 220 (007); 0y,
Nous étudions I'équation
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oy = %Aus + (c + v(t, x)).Vu, + €2ho(e%t, ex + ct/e, u.) + ho(u,)|Vu|?,
u,(t =T, x) = glex + cf/ez)

ou ¢ est une constante. Nous cherchons la limite quanend vers 0 dei, (7, x) =
u.(t/e? x/e —tc/e?). Nous pouvons énoncer le

COROLLAIRE 7.2.-Sous les hypothéses précédentes ainsi que @dg) (HOb)
et(H2b), i, (¢, x) converge enr-probabilité versi(z, x) solution de viscosité de

3t = Lit + ho(t, x, it) + ha(it)|o Vil|?,
u(t="T,x)=g(x).

Preuve — Il suffit tout d’abord de vérifier qué, est solution de 'EDP suivante

{ Oyl = 3 Al + " (x /e — 1¢/6%,1/6). Vi, + ho(x, ile) + ha(iiy)| Vil |2,
ﬁs(t - T’x) - g(x)a

puis de suivre la méme démonstration que dans le Corollaire 7.1 en utilisant le résulta
présenté dans [17], de convergence en probabilité des lois du procEssass-jacent,
ainsi que le Théoreme 5.1.0

Intéressons-nous maintenant au cas étudié dans [15] d’'un modéle turbulent dar
lequel le terme de diffusion est nul. On s’intéresse a la solution du systéme d’équation
hyperboliques du premier ordre

{ atul‘; = 1/81)”()(:/8, [/82)),VI,{8 + hlé(t’xs u&')’ l < k < n,
u(t="T,x)=g(x)

ou v est un champ aléatoire défini de la maniére suivante ($ditG, 7) un espace
de probabilité efr, ,;, (x, ) € R¥*1} un groupe de transformations préservant la mesure
m tel quet 7, = 7,41+ 4,. NOUS SUPpPOSONS que est ergodique pour, ;. Soit V un
champ aléatoire centre, tel que, poue 21, v"(t, x) = V(t,,(n)) définit un vecteur
aléatoire dont les lois fini-dimensionnelles sont gaussiennes. Nous supposerons en ou
que

(1) v posséde p.s. des trajectoires continueserC! enx,

(2) v est adivergence nulle,

(3) E[v(0,0)]=0,

(4) R(t,x) =[Ev;(t,x)v;(0,0)]1«; j<a ainsi que ses derivées partielles ersont

lipschitz et continues,
(5) il existe Ty tel que pour tout > Ty etx € R? on aR(z, x) = 0.
Nous pouvons alors énoncer le

COROLLAIRE 7.3.-Sous les hypothéses précédentes et @axg), (Hx0) et (HOI),
u(t, x) converge enr-probabilité versi(z, x) eti est solution de viscosité de

{alﬁk=Zi,jai,j('x)axix.,'”_tk+h16(t’xal’_t)a 1<k<n1
u(t="T,x)=g(x)
Ol‘,la,»’j :bi,j +bj,i etbi’j = f(;)o Ev; (s, X;L)vj(O, 0)ds.
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Preuve — Nous pouvons faire les mémes remarques sur la validité de (Hxg) et (Hx0)
gue pour le Corollaire 7.1. De plus, d'apres [15], le processus sous-j&Eargnverge
en loi vers un mouvement brownien de covariancell suffit alors de suivre le
méme raisonnement que dans la preuve du Corollaire 7.1 en utilisant les résultats d
Propositions 4.1 et 4.5.0

Considérons maintenant I'équation (1), dami(x,s) est solution, dans le cas
déterministe suivant x € R, v®(x) = v(x, x/¢) avecv l-périodique en sa deuxiéme
variable, dérivable, uniformément bornésgreto® = 1.

COROLLAIRE 7.4.-Sous les hypotheses précédentes et ¢dg$, (Hg), (HOb),
(H1by et (H2b), u.(x, t) converge vers(x, t) etu est solution de viscosité de
it = Lit + ho(t, x, i) + ha(t, x)Vii + ho(t, x, )| Vit |,
i(x,1=T)=g(x)
avecL = 282+ 9(x).9, eti(x) = [y v(x, y)dy.
Preuve — On peut adopter le méme schéma type de preuve que précédemment, ¢
utilisant les résultats présentés dans [9]. En effet on voit p. 140 que le processu
X¢ converge vers une diffusion de génératgudéfini précédemment, ce qui vérifie

I'hypotheése (Hx). Pour pouvoir maintenant appliquer le Théoréme 6.4, nous devon:s
vérifier 'hypothése (Hxxx). Pour cela, appliquons la formule d'ltd a

X

fE(x) :/vs(u)du.
0
Nous obtenons

X7 x t t

1
/vg(u)du=/v8(u)du+/vs(Xﬁ)de+§/8xv8(Xf) ds
0 0 0 0

t

X t t
1
:/vg(u)du—i—/vs(Xf,)dBS—i—/‘vs‘z(Xf,)ds—i—é/axvg(Xf,)ds
0 0 0

0
d’ou, en notantVé = 2 [ v¢(X¢) d By,

' X7 x t
/8xv5(Xf,) ds =2/v5(u) du — 2/v5(u)du - 2/ ‘vg‘z(Xj) ds — N/.
0 0 0 0
Puisquev® est uniformément borné par hypothése, on en déduit que
t
/vag(Xf,) ds <2|XE|1vlloo + 2Ix] |V ]loe — Nf
0

< AHx|1v]loo + 2vlloo| B | 4 2T 0], — Nf

et que
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—/ 3,v° (X5) ds < 2| X} [[[vlloo + 21x|[[v]le + 2T V112, + NS

<Ax|vllco + 2lvllool Be| + 4T 0], + NE.
Or

8 XS efo A vf (XS)LJA

donc en utilisant ce qui précéde on obtlent pour fouit 0
sup |(9,x),|" <C1( sup elvl=lBl | gup e 2PN )
0<i<T 0<i<T 0<i<T
et
-1 £
sup | (3, X°), ]”gC,1< sup e*lvl=IBil 4 sup eZ”Nr).
0<I<T 0<I<T 0<I<T

Remarquons maintenant que pour tout R
t
(VN®), :4v2/\vf(x;‘?)yzds <H2T|v|% p.s.

et donc, puisque le crochet précédent est borné, on obtient par un résultat élémentai
que
sup E( vN —v2/2(N¥); ) -1
0<i<T
Ainsi nous avons, grace aux inégalités de Doob, que pounteud
supE( sup e”Nf) < 00,
e o<t<T
ce qui nous permet de conclure que pour ot 0 on a bien
2+a
supE(|o7|™) <

et donc que I'hypothése souhaitée est bien vérifiée. On a alors d’apres le Théoreme 6.4
convergence en loi du processi(s’, s < ¢, versY!*, ce qui assure qug;""* converge

en loi versyy™. Comme la limite est déterministe par construction de 'EDS rétrograde,
on obtient la convergence en probabilitéa

Considérons enfin I'équation
Oty = Lug + h®(x, u,, Vuy),
ug(x, 1 =0 =g(x),
L8 =IA+v5(x).V
dans le cas déterministe suivant :
— v¥(x) = v(x/e) avecv 1-périodique, dérivable avec des dérivées bornéesR?,

— h®(x,y,2) =ho(t, x,x/e, y) + zh1(t, x) + ho(t, x, v)|z|? €t ho est 1-périodique en
sa deuxiéme variable.
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On a alors le résultat suivant :

COROLLAIRE 7.5.-Sous les hypotheses précédentes et ¢dg$, (Hg), (HOb),
(H1bY et (H2bY, u.(x, r) converge vera(x, r) eti est solution de viscosité de
2

’

it = Lii + ho(t, x, i) + Viihy(t, x) + ho(t, x, i) |Vii
i(x,1=T)=g(x)
ouL = %A +uv.V,v= folv(y) dy etho(x, y) = folho(x, u,y)du.

Preuve — Dans ce cas, nous proposons en plus un exemple d’homogénéisation de |
partie non-linéaire de I'équation. Nous utilisons encore les résultats présentés dans [9
Ainsi le processusX® converge vers une diffusion de génératelir Pour pouvoir
appliquer le Théoréme 6.4, commencons par vérifier I'hypothése (Hxxx) : pour cela,
nous appliquerons une méthode de perturbation que I'on peut trouver par exemple datr
Pardoux et Veretennikov [25].

Notons(R;;), = (9x; X{); €t RS = (R} 1<i<a; noté R* par la suite. On a alors

t
1
(Rfj)tzc?i,j+EZ/3xkvi(X§/5)(Rl§j>sds
ko

dou ,

16 " _
A . / RS 2(Vo (X /) RY).RE ds.
£
0
Remarquons maintenant que puisque nous avons pour tout 1< d

R

1
/ axjvi(x) dx =0,
0

nous pouvons definiv;; (x) = O*"o E[axjv"(x + B,)]ds et ainsi donner un sens a
I'équation différentielle ordinaire (matricielle) de Poisson suivante

A‘/l] = _axj'via

regardée comme définie sur le tPe1]?, et que nous noteronsV = —Vu. La solution
de cette équation est bien définie dmﬁR", R x R4). On peut donc écrire, en utilisant
la formule d’Ito—Krylov (cf. [16]) et en notan® (R, X) = |R|***~?(RV (X)).R,

16pe® (R}, X; /¢)

t
= 16pe® (R§, x/¢) +16p/Vr¢(Rf,Xf/s).(Vv(XAf/s)Rf)ds
0
t t
—|—16p/z axi(D(Rf,Xf,/e)vi(Xf,/e)ds+16p/28xi(b(Rf,Xf,/e)dBA‘:
o i o i

t
16
+ Tp /Z 8,0 @ (R, X /&) ds.
O i
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Or on s’est arrangé par le choix depour que

> 0 @ x) = r"P P (rAV (1)) = —[r[*P 2 (rVu(x)

Ainsi

16
[R7[™

+ 16pe® (R;, X; /¢)
t

=1+ 16pe®(R§, x/¢) +16p/V,Q§(Rf,,Xf,/s).(Vv(Xf,/s)Rf)ds
0

t t
+16p [ 30,0 (RL X:/e)ui(X:/e)ds +16p [ 30,0 (R, Xi/e) dB.
0 i O i
L'intérét de cette méthode de perturbation est d’avoir obtenu une expression dan

laquelle les puissances dequi apparaissent sont favorables (d’ordre 1 ou 0). Ainsi,
puisqueV etwv sont bornées et a dérivées bornées, on obtient passez petit

<R/ |7 + 16pe® (R], X /¢)

t
<1+ 16pe®qy + K/ |R¢|** ds + martingale
0

On en déduit par le lemme de Gronwall et les inégalités de Holder que
SUPE (sup] (Rj)t\lﬁ") < 00.
& 13
On peut suivre le méme raisonnement pour chggadl, 2, ..., d}, ce qui nous permet
d’obtenir finalement
SUpPE (sup\(VXs)t\lG”) < 00.
& t

Remarquons qu’on peut démontrer le méme résultat §o*),* puisque
13
(VX) P =1d(R?) — /(VX);lvU(Xs)ds,
0

et obtenir ainsi le résultat souhaité, avee 2 :
SupE(|0§|2+a) <00
&

Grace a I'hypothése (Hxxx), nous pouvons appliquer nos théorémes de convergenc
Cependant, dans ce cas, nous devons adapter la preuve puisque la partie non-linéa
de I'équation va elle-méme étre homogénéisée. Pour cela nous allons “geler” certaine
coordonnées comme proposé dans [24] et utiliser le fait que si une fongtiest
1-périodique en sa premiére variable, on la convergence en probabilité

b

1
[ rexceyds—o-a [ rwyde
0

a
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En effet on a
b b/e?
/f(Xﬁ/S,.X)dS=82/f(ngs/S,y)dS
a aje?

et

82S

&€ 1 &
X5 /e =x/e+ Beg/e + — / v(X./¢e)du
: )
0

s
=x/e+ B, /¢ —I—e/ (X%2,/€)du.
0
Ainsi, puisquev est bornée, nous aurons

b/e? b/s?
IIme /f 2,/€.Y) ds_||m8 /f(x/e—l—Bszy/e y)ds.
ale? a/e?

Notons maintenanB; = x + B, et f,y)=fx,y) — ‘[01 f(u,y)du. On aalors

2

1/e2 1/e2
( /f(x/e-i—BzY/s y)ds> —84E</f(Bx/8,y)ds>

dont nous allons evaluer la limite quandend vers 0.
D’aprés le Théoréme 3.2, p. 373 de [4], par ergodicité du mouvement brownien sur le
tore, il existeK > 0 etp > 0 (indépendants de et dey) tels que

SUp|E £ (B, | < Kl flloc€™"".
X
On en déduit que si < s on a alors
|EZ F(BY:, y)| = |ETY ~(B?“/Z*B“, y)|
< sup]Ef V)]

<K flloc€™ 07

2

Ainsi, on a

(0/ Bx/s ) =Eo/o/f(8§/sa)’)f(3§/s,y)duds
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t. S.
<2 [ [E(F (B )|EX F(B,y)) duds
00
t. s
<2fl [ [ EIEH F(B,y)|duds
00

r s
<2K| f13 / / e P duds
00

< zgnfnior,
dou
12 2
e'E ( / F(BS",y) ds) < 2§||f||§or823 0.
0

En remplagantf par sa valeur, on en déduit donc le résultat souhaité, c’est a dire la
convergence en probabilité

b/e? 1
82/f(x/8—|—Bszs/8,y)ds8—_)(>)(b—a)/f(u,y)du.
a/s? 0

En utilisant la tension dex ¢, Y¢), la séparabilité d€ ([0, T'], R?), et le fait qu’on peut
approcher ces fonctions par des fonctions en escalier, nous pouvons maintenant suiv
les mémes étapes que dans [25] et obtenir la convergence en loi

T T, 1
/ho(s, XE, XE /e, YE)ds = /(/ ho(s, X, u, Ys)du> ds
1 T N0

ce qui nous permet de conclure en adaptant le Théoreme 6.4 et en suivant la mén
démonstration que dans la preuve du Corollaire 74.

Remarque— On peut adapter la preuve précédente awcast/¢).

Remarque 1- Les exemples de la partie 7 proviennent du domaine de 'homogénéi-
sation (renormalisation erye etr/2, puis passage a la limite). Naturellement, tous les
résultats de convergence pour les EDSR s’appliquent dans d’autres cas de converger
en loi de la partie linéaire de 'EDP (voir par exemple [24], ou bien les exemples de lois
d’échelle “anomales” dans [1,2,10]).

Remarque 2— On peut obtenir des résultats similaires d’homogénéisation pour des
EDP semi-linéaires elliptiques a coefficients aléatoires ou périodiques. Pour cela ol
utilise la convergence d’'une autre classe d’EDSR dans laquelle le tempd fiest
remplacé par un temps d'arrét voir [5,11].
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