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REsUME. — On considére des processus de Markov sur un espace
d’états M, invariants sous ’action d’un groupe de transformations sur M,
isomorphe a R?.

Dans le cas de transience, un équivalent a I'infini du noyau potentiel
est obtenu, et ce en toutes dimensions, généralisant ainsi les théorémes de
renouvellement de Blackwell et de Ney-Spitzer pour les marches aléatoires
sur R4

Ceci s’applique a la fonction de Green d’un revétement abélien de variété
riemannienne compacte et a une large classe de marches aléatoires sur les
extensions compactes de R?.

ABSTRACT. — We consider Markov processes with state space M, which
are supposed to be invariant under the action of a group of transformations
on M, isomorphic to R?,

In the transient case, an equivalent at infinity of the potential kernel is
given, in all dimensions. This extends the classical Blackwell’s and Ney-
Spitzer’s renewal theorems for random walks on R%. This applies to the
Green function of an abelian covering of a compact riemannian manifold,
and to a large class of random walks on compact extensions of R?.
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508 M. BABILLOT

INTRODUCTION

Aprés le grand développement des marches aléatoires sur R? au cours
des années 60, est apparue la nécessité d’étudier des processus dont les
accroissements ne sont plus indépendants, mais gouvernés par ’évolution
d’une chaine de Markov sur un espace de base X. Telles sont en effet les
marches aléatoires avec degrés internes de liberté de Kramli et Szasz, les
fonctionnelles additives de chaines de Markov de Nagaev et Kesten, les
marches de Markov de Guivarc’h. On adoptera ici la terminologie de
chaine semi-markovienne, introduite par P. Levy dans le cadre de I’étude
des sauts d’un processus additif, et reprise par Jacod :

Soit (X, X) un espace mesurable, une chaine de Markov homogéne
(X Epnzo despace d’états X x R? est dite semi-markovienne si pour tout
état (x, £), la loi de &, sous P . est identique a celle de {+§&; sous
P, o).

Une marche aléatoire sur R? n’est alors autre qu’une chaine semi-
markovienne de base réduite a un point.

Les résultats de transience et de récurrence pour de tels processus,
obtenus par Jacod en dimension 1 et par Guivarc’h en dimension supé-
rieure fournissent le point de départ de cet article. Se plagant dans une
situation de transience, et sous I’hypothése fondamentale de forte ergodicité
de la chaine de Markov sur la base, on développe ici une théorie du
renouvellement pour les chaines semi-markoviennes. Notons pour cela P
le noyau de transition de (x,, &,),>0 €t U le noyau potentiel :

U=y p"
0

Le nombre U((x, £), A x B) mesure alors le nombre moyen de visites de
la chaine semi-markovienne dans A x B, partant de (x, §). Le principal
résultat de cet article est une estimation asymptotique de U((x, &), A xB)
lorsque B est un compact de R? et & se trouve loin de B. Nous étendons
ainsi les théorémes de renouvellement de Blackwell (en dimension 1) et de
Ney et Spitzer (en dimension supérieure) pour les marches aléatoires
sur R?.

Décrivons a ce sujet les résultats classiques. En 1964, Spitzer donne un
équivalent du noyau potentiel pour une marche aléatoire centrée sur Z9,
d=3. Le cas décentré est atteint deux ans plus tard par Ney et Spitzer.
Leur démonstration repose sur un théoréme central limite local dont la
précision, et donc la difficulté, se doivent d’augmenter avec la dimension
de Tlespace. Dans le cas centré (d=3), le noyau potentiel

o)

U(x, .)=Y P"(x, .) tend vers 0 comme |x|*~¢ lorsque x s’en va vers le
1]
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THEORIE DU RENOUVELLEMENT 509

point a Pinfini de Z% Dans le cas décentré (d=1), intervient de plus la
direction de convergence a Pinfini : U(x, .) se comporte comme | x |* =9/
dans la direction de la moyenne, et tend exponentiellement vite vers O
dans les autres directions. Ney et Spitzer obtiennent de plus un équivalent
uniforme en direction, ce qui leur permet d’identifier par homéomorphisme
la frontiére de Martin d’'une marche aléatoire décentrée a la sphére unité
de R En 1965, Doney, et en 1969 Stam donnent ce méme équivalent sur
RY. Ces résultats sont repris en 1984 par Carlsson et Wainger qui dévelop-
pent la notion de « cone de convergence » autour d’une direction. Mais
ils ne s’intéressent pas au caractére uniforme de I’équivalent, point crucial
pour obtenir la frontiére de Martin. Notons de plus qu’une hypothése de
bonne décroissance a 'infini de la fonction caractéristique de la loi de la
marche leur est nécessaire; celle-ci n’intervenant pas sur le groupe discret
7¢ dont le groupe dual est compact.

Le passage des marches aléatoires aux chaines semi-markoviennes, décrit
dans une premiére partie, s’effectue grace a I'introduction de certaines
familles d’opérateurs. Ainsi, les opérateurs de Fourier généralisent la
notion de fonction caractéristique d’une probabilité et traduisent de
maniére concréte la structure abélienne du groupe R?. Les opérateurs de
Laplace, qui apparaissent de manieére naturelle pour des chaines semi-
markoviennes décentrées, permettent quant a eux la relativisation d’un
processus semi-markovien. Les propriétés de type probabiliste des chaines
(apériodicité, ergodicité) se transposent alors en propriétés spectrales
(valeurs propres simples, quasi-compacité) de ces opérateurs. Grace a cette
traduction, le noyau potentiel peut s’exprimer comme la transformée de
Fourier de fonctions présentant certaines singularités a I’origine.

L’étude de telles intégrales fait I'objet d’une deuxiéme partie. On y
énonce tout d’abord les principaux théorémes [(2.6), cas centré, et (2.9),
cas décentré], puis, en vue de leur preuve, on décompose le noyau potentiel
en somme de deux termes :

— le terme principal, qui n’est autre que le potentiel d’'un mouvement
brownien dans le cas centré, et celui d’'un mouvement brownien avec
« drift » constant dans le cas décentré;

— et d’'un terme résiduel qui s’étudie suivant les cas par intégration par
parties ou au moyen du découpement dyadique des intégrales.

Cette approche, directe, ne repose donc pas sur un théoréme limite local,
comme chez Spitzer. Elle autorise de plus, dans le cas décentré, une étude
uniforme en direction, ce qui permet de décrire, sous des hypothéses de
nature topologique, la frontiére de Martin des chaines semi-markoviennes.
Elle permet enfin de retrouver les résultats sur le cone de convergence de
Carlsson et Wainger, tout en supprimant ’hypothése de décroissance a
'infini de la fonction caractéristique.

Deux applications sont proposées dans une troisiéme partie : la premiére
est une estimation a l'infini de la fonction de Green sur un revétement
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510 M. BABILLOT

abélien de variété riemannienne compacte; la seconde donne un équivalent
du noyau potentiel pour une classe de marches aléatoires vérifiant de
faibles hypothéses de régularité relativement a la mesure de Haar du
groupe sur les extensions compactes de R% On élargit ainsi 4 cette classe
la détermination de I'ensemble H des fonctions harmoniques positives : H
était connu pour des marches aléatoires de loi ayant une densité a support
compact.

Je suis trés heureuse de pouvoir remercier ici M™ L. Elie et
M. P. Bougerol pour leur aide et leurs trés utiles conseils. Je remercie
également M. Y. Meyer pour le long entretien qu’il m’a accordé afin de
m’expliquer la méthode du découpement dyadique des intégrales.

Premiére partie : Les chaines semi-markoviennes. . . . . ................... 511
A. Définitions, exemples . . . .. .. ... 511
B. Forte ergodicité de la chainesurlabase . . .. ....................... 512
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B. Marches aléatoires sur les extensions compactesde R? . . ... ............. 559
REferences . . . . . .. oot 567

NOTATIONS :

— produit scalaire sur R?: { x | yyoux.y;

— norme sur R*: | x|={x|x )"

— si o est une matrice définie positive, on note |x|, le nombre
o (x)

— transformée de Fourier :

feL'(RY): f(l)=Je*'§f(§)d§;

— si F est une fonction sur un espace produit X x R? et & un vecteur
de R?, F® désigne la translatée de F par £ : F*(x, £)=F(x, §+&');

— pour tout élément a d’un banach E et tout a’ de son dual, on note
a’®a I'opérateur sur E :

VbeE, a®a(b)y=a (b)a.
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THEORIE DU RENOUVELLEMENT 511

Si E est un espace de fonctions, et a’=f 7 un élément du dual ayant une
densité relativement & une mesure de référence m, on notera souvent pour
simplifier f ®a au lieu de f 1®a.

PREMIERE PARTIE :
LES CHAINES SEMI-MARKOVIENNES

A. Définitions, exemples

(1.1) Si(X, X) est un espace mesurable, on dira d’une chaine de Markov
(X, EDnso d’espace d’états X x R?, homogéne de noyau de transition P
qu'elle est semi-markovienne de base X si pour toute fonction F positive
sur X x R? et tout vecteur & de R?,

(PF):=P(F%).

C’est ainsi la propriété fondamentale des marches aléatoires d’invariance
par translation qui est étendue aux chaines semi-markoviennes. Cette
propriété a pour conséquence les deux faits suivants : la chaine (x,),, est
une chaine de Markov sur X dont le noyau de transition P apparait
comme I'image de P par la projection canonique (X x R? — X); I'accroisse-
ment &, —¢&, a I'instant n ne dépend du passé que par x,.

Une marche aléatoire sur R? n’est donc qu’une chaine semi-markovienne
de base réduite & un point. Donnons-en maintenant quelques exemples
non triviaux. Le premier apparait dans I’étude des chaines de Markov
elles-mémes. Si (x,), >, est une chaine de Markov sur X, on peut s’intéresser
au nombre de passages de (x;) dans un ensemble mesurable A de X avant

n

Pinstant n, soit a 'expression &,= Y, 1, (x;). De fait, pour toute fonction
i=0

f mesurable de X dans R? il est aisé de voir que le couple (x,,, Y f (xi)>
V]

est semi-markovien (Nagaev [35]). Un tel couple peut étre mis en évidence
lors de I’étude de séries lacunaires : x,, est la chaine de Markov associée a
la transformation z — z* du cercle unité et la fonction f est prise égale a
I'identité de R? (Guivarc’h [21]).

C’est dans le cadre des produits de matrices aléatoires que Kesten [31]
introduisit les « fonctionnelles additives » de chaines de Markov. Cher-
chant & estimer la quantité réelle S, (x)=1log|X, ... X x| o (X,);z, est
une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi sur le
groupe linéaire GL(d, R) et x un vecteur de RY il fut amené a introduire
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512 M. BABILLOT

la chaine de Markov auxiliaire sur la sphére unité de R? :
X, .. X1x

Xy=——.
IX,,...Xlx]

=

De la décomposition en somme
Sn+1 (X)=S"(X)+10g | Xn+l xnl

et de I'indépendance de X, , , et de x, résultait le caractére semi-markovien,
de base S, du couple (x,, S, (x)).

(1.2) Enfin, les chaines semi-markoviennes apparaissent de maniére
naturelle dés lors que ’on s’intéresse aux marches aléatoires sur les groupes
de Lie. Donnons-nous en effet un groupe de Lie connexe G et une suite
(Xnzo de variables aléatoires indépendantes et de méme loi a valeurs
dans G. Supposons de plus que le groupe G soit produit semi-direct de
deux sous-groupes S et T : T est distingué dans G et S agit par automor-
phismes sur T de telle sorte que la loi du groupe est donnée par la
formule : (¢, s)(t, s')=(t(s.t’), ss’). Considérons alors les deux situations
suivantes :

(a) le sous-groupe T est isomorphe & R?. La marche aléatoire droite
R,=X,X, ... X,, dont le noyau de transition commute avec les transla-
tions a gauche par les ¢léments de G, est en particulier invariante sous
'action des éléments de R’ Puisque ceux-ci opérent par translation :
(&, D, s)=(@+t, s), la marche R, peut se voir comme une chaine semi-
markovienne de base S. La chaine de Markov en projection sur la base
est alors une marche aléatoire droite sur S. Le groupe des déplacements
G!*=R?4x SO (d), ainsi que toutes les extensions compactes de R? offrent
un champ d’utilisations de cette situation. Ceci sera développé dans la
troisiéme partie.

(b) le sous-groupe S est isomorphe a R? C’est maintenant la marche
aléatoire gauche L,=X,, ... X, qui peut étre vue comme une chaine semi-
markovienne, de base T. Ce cadre sera développé ultérieurement en vue
d’une étude de la compactification de Martin des espaces riemanniens
symétriques.

Venons-en maintenant a ’ensemble de conditions sous lesquelles nos
résultats ont lieu. Elles reprennent celles de Guivarc’h [21], Kesten [31].

B. Forte ergodicité de la chaine sur la base
(1.3) On suppose qu’il existe une mesure de probabilité © sur I’espace
X qui soit P-invariante. L’opérateur de transition P induit alors une

contraction de L!(X, =), pour laquelle on exige que I'équation Pf=¢®f
mait d’autres solutions que e®=1, et f constante m-p.s. Cette hypothése
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entraine I'ergodicité relativement a m de la chaine (x,),», : 1a tribu des
invariants est grossiére. Le théoréme ergodique assure alors que la suite
des opérateurs P" converge au sens de Cesaro pour la topologie faible des
opérateurs vers le projecteur n®1 (la fonction constante égale a 1 sur X
est notée 1). Une notion de forte convergence nous est nécessaire, mais
ceci sur un espace de fonctions qui peut étre restreint.

(1.4) DErINITION. — Soit E un sous-espace de Banach de L'(X, m),
contenant les fonctions constantes. Une chaine de Markov sur X, admet-
tant pour probabilité invariante w, est E-fortement ergodique si son noyau
de transition P obéit aux deux conditions suivantes :

(i) Popérateur P laisse stable E;

(ii) la suite P" converge en norme d’opérateurs vers le projecteur t®1.

(1.5) Lorsque la chaine de Markov vérifie I’hypothése (1.3), la condition
(ii) est réalisée si 'opérateur P est quasi-compact sur E, c’est-a-dire s’il
existe un entier n, et un opérateur compact K tels que ||[P"o—K ||<1. On
sait en effet que de tels opérateurs possédent les deux propri€tés suivantes :

— toute valeur spectrale périphérique est une valeur propre et un pole
d’ordre fini de la résolvante;

— les projecteurs spectraux associés a ces poOles sont de rang fini
(Brunel-Revuz [10]).

Ainsi, si I’on sait de plus que P a pour seule valeur propre périphérique 1,
et que celle-ci est simple [condition (1.3)], le spectre de P (dans E) est
réunion disjointe du singleton {1}, et d’une partic de C contenue dans
une boule de rayon strictement inférieur a 1 [15]. Le calcul des opérateurs
permet alors d’écrire P comme la somme

P=nt®1+Q avec (n®1)Q=Q(m®1)=0

ou Q est un opérateur sur E de rayon spectral inférieur strictement a 1.
En itérant I’égalité précédente, on obtient pour tout n de N :

P'=n®1+Q" avec ||Q'||Sc", c<]1,

d’ou la forte ergodicité de P.
La réciproque est vraie de maniére évidente, la forte ergodicité de P
donnant simultanément la condition (1.3) sur E et sa quasi-compacité.

(1.6) L’espace de Banach E peut varier suivant les situations que I’on
envisage. Donnons-en quelques exemples :

(a) Si le noyau de transition P admet une densité p relativement a la
mesure invariante 7 strictement positive, alors P obéit a la
condition (1.3) [22]. Supposons de plus p bornée; dans ce cas, P est de
carré compact dans E=L* (X, n). Si maintenant p est de carré intégrable,
I'opérateur P est de Hilbert-Schmidt, donc compact dans E=L2(X, r).
Enfin, si p est minorée partout par une constante strictement positive,
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514 M. BABILLOT

I'opérateur de transition P obéit 4 la condition de Doeblin et est quasi-
compact sur I’espace des fonctions bornées de X (Revuz, [38]).

(b) Lorsque X est un groupe compact, et P le noyau de transition d’une
marche aléatoire de loi p sur X, la forte ergodicité de la chaine (x,),s,
sur Pespace des fonctions continues est équivalente a I’étalement de la
mesure p sur X [23].

(c) Supposons enfin que X soit un espace métrique compact et que P
posséde la propriété de contraction de Doeblin-Fortet. Le théoréme de
Tonescu-Tulcea-Marinescu donne la quasi-compacité de P sur I'espace E
des fonctions lipschitziennes (Norman [37], Guivarc’h [22]).

(1.7) Cette derniére situation ne sera pas envisagée dans le présent
travail. Sauf mention du contraire, E est un espace « usuel » de fonctions,
a savoir L?(X, n), pour 1<p=< o0, ou les fonctions bornées ou encore
I’espace des fonctions continues sur X, si X est topologique compact. Dans
ce cas le cone des fonctions positives ou nulles permet de munir E d’un
ordre partiel qui en fait un treillis de Banach au sens de Schaeffer [41], a
savoir :

— pour tout couple de fonctions positives (f, g) de ExE telles que
g onallf|e=| gl

— pour tout couple (f, g) de ExE, les deux fonctions max (f, g) et
min ( f, g) appartiennent a E.

Cette remarque aura d’importantes conséquences sur le spectre des
opérateurs qui seront positifs sur E, c’est-a-dire ceux qui conserveront le
coOne des fonctions positives.

C. Adaptation, changement de section et opérateurs de Fourier

(1.8) Changement de section.

Soit (X,)z0=(Xm Euso une chaine semi-markovienne sur X x R. Si g
est une fonction de X dans RY, les propriétés de transience de &, et de
£,—g(x,) sont essenticllement les mémes. Ceci conduit a introduire la
notion de g-changement de section. On appelle ainsi la nouvelle chaine
semi-markovienne (X,), > , construite a partir de g de la maniére suivante :

P(x, &)'P' S., an = (xm E.m —& (X”)), gXO = (X, E.: —& (X))

Un g-changement de section correspond donc a un changement d’origine
sur chaque fibre. On considérera plus particuliérement les g-changements
de section réguliers, c’est-a-dire ceux pour lesquels les coordonnées de g
appartiennent a E.

On notera les objets attachés a cette nouvelle chaine avec un g en
exposant a gauche. Ainsi, P désigne le noyau de transition :

PF(x, §)=Eg ¢[F(x;, & —2g(x1)+g (X))

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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(1.9) Adaptation.

Il apparait naturel de supposer que, a un changement de section prés,
la chaine (§,),», ne reste pas dans un sous-espace de R%. On dit que
la chaine semi-markovienne (x,, §,),»o €st adaptée, (resp. apériodique),
(resp. irréductible), si, pour toute fonction g intégrable de X dans R?, et
pour tout sous-espace vectoriel (resp. sous-espace affine) (resp. demi-
espace) H de R?, on a :

(A, w <l ou A, y={xeX/P, o[& eH]=1}.

(1.10) Opérateurs de Fourier.

Lorsque (§,),=, €st simplement une marche aléatoire de loi p sur RY,
lapériodicité de p se lit sur sa transformée de Fourier p : celle-ci ne vaut
1 en module qu’au point 0 de R%. C’est sur les propriétés spectrales de
lopérateuf de Fourier P*, qui généralise I'opérateur de multiplication par
(), que I'on pourra voir 'apériodicité de la chaine semi-markovienne.

On définit, pour tout A de R?, P* par :

VfGLl (X’ 1T.), Plf(x)=E(x' 0)[f(x1)e“"51].

(1.11) Supposons que la chaine semi-markovienne ne soit pas apériodi-
que. Il existe donc une fonction g intégrable de X dans R¢, un sous-espace
H, et un vecteur A orthogonal a H tels que m(dx)-p.s., Py o-p.s. le
produit scalaire <M§1—g(x1)+g(x)> soit constant. Soit 8 ce nombre.
Pour un tel A, on a :

Pl[e~il.g]___eiee—il.g
et la fonction e™™-¢ apparait comme un vecteur propre de I'opérateur de
Fourier P On trouve de fait les deux équivalences suivantes
(Guivarc’h [22)) :

Soit (X,),>0 une chaine semi-markovienne dont la chaine en projection
sur la base vérifie la condition (1.3).

(a) P est adapté si et seulement si, pour tout A non nul, 1 n’est pas
valeur propre de P*.

(b) P est apériodique si et seulement si, pour tout A non nul, P* n’admet
aucune valeur propre de module 1.

(1.12) Condition S (E).

L’apériodicit¢ de P interdit donc I'existence de valeurs propres de
module 1. On cherche maintenant a éliminer les valeurs spectrales de
module 1, en se restreignant éventuellement a I'espace E sur lequel la
chaine de base (x,),>, est fortement ergodique [cf. (1.4)]. D’ou la :

Condition S (E) : pour tout A de RY l'opérateur de Fourier P* définit
une contraction de E pour laquelle toute valeur spectrale périphérique est
valeur propre.

(1.13) Rayon spectral de I'opérateur de Fourier.
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La condition S(E) se trouve réalisée dés que P* est quasi-compact
sur E [¢f. (1.5)]. Notons que I'application (A — P*) étant une pertubation
continue de I'opérateur P, (P}, _,=P), 'opérateur P* reste quasi-compact
lorsque A est proche de 0. Ainsi, la condition S(E) ne porte que sur les
valeurs de A qui sont loin de 0. D’aprés ce qui précéde, nous avons :

Si P est un noyau semi-markovien apériodique vérifiant la condition S (E),
pour tout A non nul, le rayon spectral de I'opérateur de Fourier P* est
strictement inférieur a 1 (sur E).

(1.14) Une propriété importante de la transformée de Fourier sur R?
est quelle transforme la convolution des mesures en multiplication des
fonctions caractéristiques. De I'invariance par translation des noyaux semi-
markoviens, résulte un phénomeéne analogue : ’opérateur de Fourier asso-
cié au noyau itéré P” est 'opérateur de Fourier itéré n fois. On montre en
effet par récurrence sur n que :

VfeL'(X, n)
(P f (x)=E( o [e™ *f (x,)]=(P"f (x).

(1.15) Terminons ce paragraphe sur la remarque suivante : si I’on rem-
0

place le noyau de transition P par le nouveau noyau P, =) P"/2"*! le

0
©

noyau potentiel U=) P" est trés peu modifié : U, =Id+U. Cette trans-
0

formation n’affecte pas non plus les propriétés de P. Par exemple, les
noyaux en projection P, et P sont simultanément E-fortement ergodiques,
les opérateurs de Fourier se déduisent 'un de I'autre par la méme trans-
formation ((1.14)), et obéissent en méme temps a la condition S (E).
Son intérét est le suivant : en utilisant la caractérisation (1.11), on peut
montrer [2] que, si P est adapté, P, est apériodique. Ainsi, quitte a
remplacer P par P, dans I’étude du noyau potentiel, on pourra utiliser
I’hypothése d’adaptation au lieu de celle d’apériodicité.

D. Moments et Opérateurs de Fourier

(1.16) Moments, hypothése de centrage.

On fixe maintenant un espace de fonctions E contenu dans L' (X, 7)
sur lequel la chaine de Markov (x,),», est fortement ergodique
[Définition (1.4)]. Nous dirons qu’une chaine semi-markovienne admet un
moment d’ordre p, peR* si pour tout élément f de E, la fonction de x
E. ol|&:[7f (x,)] appartient a E.
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Lorsque p=2, on note M (resp. X), 'opérateur moyenne (resp. énergie) :
M: Mf(x)=Eq ¢[&:f (x1))
Z: Zf(x)=Eq, & Eif (xp]

Si ’on écrit linfluence d’un changement de section g sur 'opérateur M,
on trouve la relation :

IM1(x)=M1(x)+g(x)—Pg(x).

Le vecteur (‘M 1 |1t> est par conséquent un invariant de la chaine semi-
markovienne.
Lorsque la chaine est E-fortement ergodique, nous avons I’égalité

Im(Id—P) ;=Kern®1,

Pinclusion Im(Id—P)cKern®1 étant vraie dés que la mesure m est P-
invariante. Il est donc possible dans ce cas de trouver un changement de
section régulier g tel que (Id—P)g=(Ml |1t >—M1, soit
‘M1 =(MI1|n). Ceci justifie la

(1.17) DerFiNiTION. — Soit (X,),»o une chaine semi-markovienne de
base X ayant un moment d’ordre 1. Si la chaine (x,),», est E-fortement
ergodique, il existe un et un seul élément g de E tel que I'image de la
fonction 1 par I'opérateur moyenne associé au g-changement de section
soit identiquement égale au vecteur (M1 |1t> de R% Ce vecteur sera
appelé moyenne de la chaine semi-markovienne, et sera noté m. La chaine
sera dite centrée si sa moyenne est nulle.

(1.18) On veut maintenant préciser le lien entre I’hypothése d’adaptation
et 'inversibilité de la matrice (X 1 |1|: >. Cest le but de la :

ProposITION. — Soit (X,), o une chaine semi-markovienne adaptée ayant
un moment d’ordre 2. Pour tout g-changement de section régulier, la matrice
symétrique {°L 1|n) est définie positive.

Preuve. — Si (X,),»o est adaptée, (°X,),», est adaptée [cf.
définition (1.9)]. 11 suffit donc de montrer la proposition pour (X,),s o
Soit donc la matrice (X1 |1t> considérée comme forme quadratique sur
R, et appliquons lui un vecteur h de R%. Nous avons

(Z1 |n>(h)=fn(dX)E(x, ol <&1| B
L’existence d’un vecteur h non nul tel que (X1 [n}(h):O entraine I’exis-

tence d’un sous-espace vectoriel H, a savoir (h)', tel que m(dx)-p.s.,
P, oP-5., & €H, ce qui est contraire a 'hypothése d’adaptation.

(1.19) Matrice énergie.
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La définition (1.18) dit essentiellement que I'on peut associer & une
chaine semi-markovienne vérifiant de bonnes hypothéses un g-changement
de section canonique pour lequel la moyenne est constante. On appellera
matrice énergie (notée o) la matrice (X 1 |1t >. Celle-ci est définie positive
si la chaine semi-markovienne est adaptée, d’aprés la proposition (1. 18).

(1.20) La régularité de la transformation de Fourier est reliée a ’existence
de moments de la chaine. Si P admet un moment d’ordre p entier,
application a valeurs opérateurs A —P* est de classe C?, et pour p
supérieur ou égal a 2, nous avons, en notant D la différentiation par

rapport a A:
iM=DP}, _; —-Z=D?P},_,

(1.21) Pertubations

Ce lien peut étre affiné en faisant usage de la théorie des pertubations
d’opérateurs (Kato [29]): supposons P fortement ergodique, alors

P=nt®1+Q avec (M®1)Q=Q(rn®1)=0

[c. - (1.5)]. Puisque I'application (A — P*) est une pertubation continue de
P, les prorpiétés spectrales de P* sont essentiellement les mémes que celles
de P, si A est proche de 0. En particulier, il existe un voisinage U de 0
dans R? tel que, pour tout A de U, on ait:

PP=k(M)p,+Q, avec p,Q=Qp,=0
ou:

— k(M) est la valeur spectrale de plus haut module de I'opérateur de
Fourier P*. C’est une valeur propre, et elle est isolée dans le spectre de
P,

— p, est le projecteur spectral associé a k (A). Il est de rang égal a 1, et
s’écrit donc p, =m, ® @, ou @, est un générateur du sous-espace propre, et
7, un élément du dual de E, P*invariant normalisé pour que ¢ “xl @, >=1

— Q, est un opérateur de rayon spectral strictement inférieur a 1.

L’étude du renouvellement introduit la somme ) P". L’intérét de la
décomposition ci-dessus réside dans le fait qu’elle permet une écriture
explicite de la singularité en O de la résolvante

R(1, PH=) (PY"

(cette résolvante est bien définie, pour A non nul, dés que le noyau P
semi-markovien est apériodique et vérifie la condition (S (E)), puisque I'on
sait alors que le rayon spectral de P* est strictement inférieur a 1 (1.13).
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En effet:

(PY"=k (L) p,+ (Q)"
et:
Pa
R(1, PY)= —">—+R(1, Q).
(1 P)= 4R (L Q)
(1.22) La proposition suivante donne le développement en 0 de la
fonction A — k (A).

ProposITION (Guivarc’h [22]). — Soit (X,),»o une chaine semi-marko-
vienne adaptée, ayant un moment d’ordre 2. On suppose la chaine (x,),s0
de base E-fortement ergodique. Soit k(M) la valeur propre de plus haut
module de T opérateur de Fourier P*, définie au voisinage de 0. Alors:

k@0)=1, k' (0)=i{M1|n), k”(0)=—o,

ou o est la matrice énergie introduite en (1.19).
Si de plus la chaine admet un moment d’ordre p, I'application k est de
classe CP.

E. Moments exponentiels et transformée de Laplace

Nous aurons également besoin de la notion de moment exponentiel, que
nous définissons maintenant.

On se donne E un treillis de Banach [¢f. (1.7)] sur lequel la chaine de
base (x,),», est fortement ergodique.

(1.23) DeFiNITION. — On dira d’une chaine semi-markovienne (x,, £,),5 0
qu'elle admet un moment d’ordre exponentiel si pour tout r de R¥,
P'application qui a toute fonction f de E fait correspondre la fonction E, f:

E.f(x)= E(x, 0) f(xpe &1 I]
est un opérateur borné de E.

(1.24) Transformée de Laplace.

Lorsqu’une chaine semi-markovienne admet un moment exponentiel, il
est possible de définir un prolongement analytique de la transformation
de Fourier, & savoir la transformation de Laplace: a tout z de C¢% on
associe I'opérateur de Laplace, P?, défini par:

VfeE, P f(x)=Eq o [f(x,)e* 1],
ou:
z.&=u.&;+ir.&,,

siz=u+iA LeR% ueR’
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Lorsque z est imaginaire pur, on retrouve I'opérateur de Fourier P*
(Attention! P*=P'%). Par contre, si z est réel, on obtient de nouveaux
opérateurs, qui sont positifs.

Intéressons-nous au spectre de ces opérateurs. Supposons en effet que
'on connaisse un vecteur u de R? pour lequel il existe une fonction o,
strictement positive et P*invariante. De l'invariance par translation des
noyaux semi-markoviens résulte que la fonction produit sur
X xRY: H,(x, £)=0,(x)e"* est harmonique pour le processus initial, et
que le noyau relativisé défini par:

R*F= LP(H,‘ F)
HM
reste semi-markovien. L’étude de ces noyaux peut donc conduire a de
nouvelles informations sur P. Nous sommes par conséquent amenés a
introduire le rayon spectral de I'opérateur P*, que I'on note r(u). Les
propriétés de r sont énoncées dans la:

(1.25) PropoSITION. — Soit (X,),»0=Xn EJn=o uUne chaine semi-marko-
vienne adaptée ayant un moment d’ordre exponentiel. Supposons la chaine
de base (x,),»o E-fortement ergodique. Alors:

(a) la fonction u — r (u) est logarithmiquement convexe;

(b) si m est la moyenne de la chaine (1.17), et c la matrice énergie (1.18)
de la chaine r' (0)=m, r” (0)=o0;

() si (X,),z0 est irréductible [définition (1.9)], la norme de P* tend vers
Pinfini lorsque |u| tend vers linfini.

Preuve — (a) Soit donc E I'espace de Banach sur lequel (x,),>o est
fortement ergodique; on rappelle, suivant (1.7), que E est égal a L?(X, =),
1£p< o0, ou bien a C(X) si X est topologique compact. Pour toute
fonction @ positive de E, pour tout couple (u, u’) appartenant a (R?%? et
pour tout t de [0, 1], nous avons:

Pt o (x)=E, ol 51 @ (x)) (¢ *1 0 (x1)" ]

SPo() P o)
en vertu de I'inégalité de Holder. Puisque E est un treillis de Banach, qui
de plus vérifie
veelo, 1, YfeE,  ||f]||If]f (Jensen)
on peut encore écrire B
|| prer o < [ e B
d’ou la log-convexité de I'application (u — || P*||). Le (a) découle mainte-
nant des deux égalités:

@ = || @ et r(u)= lim inf || (P*)" ||*.
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(b) 11 suffit de se placer au voisinage de 0, pour lequel on sait que
Popérateur P* reste quasi-compact. Ainsi, le spectre de P* est constitué
d’une valeur propre isolée k (u) et d’une partiec de C contenue dans une
boule de rayon strictement inférieur a 1. Puisque 'opérateur P* est positif,
k (u) est un nombre réel positif, et est donc égal a r (). Un calcul analogue
a celui de la proposition (1.22) conduit aux deux égalités du (b).

(c) 11 est aisé de voir que pour qu’une fonction convexe f tende vers
Iinfini, il suffit que pour tout s de la sphére unité, on ait:

lim f(ts)= + 0.
t— +o
Soit donc s fixé. D’aprés 'irréductibilité de la chaine semi-markovienne, il
existe un ensemble A de m-mesure positive et deux nombres g, et €, tels
que, pour tout x de A:

P(x, 0) (& .52¢))>¢,.

On a ainsi:
|1l = fn(dx) E. o [e* *1],

2 J ﬂ(dx) E(x, 0) [ets'gl 1(S-§1§€1)]’
A
=etg, m(A).

Donc ||P*1||,1 tend vers I'infini lorsque ¢ tend vers I'infini. Maintenant,
de I'inclusion continue de E dans L! résultent les inégalités:

[Pl 2 [| P 1l 2 [P 1|,

et donc || P**|| tend vers I'infini en méme temps que t.

De la remarque ci-dessus découle le (c) de la proposition.

La proposition (1.25) conduit a différencier entre les cas centré et
décentré. Si en effet m =0, la fonction convexe r voit son gradient s’annuler
en 0. Comme " (0) est définie positive, » a pour minimum 1, atteint au
seul point 0. Si par contre m est non-nul, 'ensemble D des u de R? tels
que le rayon spectral de I'opérateur P* soit strictement inférieur a 1 est
un ouvert convexe non vide. Tout élément du bord

oD={ueR% r(w=1}

donne lieu a un opérateur P* susceptible d’admettre un élément invariant,
et donc éventuellement a une fonction H, harmonique. L’étude du renou-
vellement de la chaine semi-markovienne montrera la trivialité des fonc-
tions harmoniques positives dans le cas centré, et au contraire I’existence
de fonctions harmoniques positives non constantes dans le cas décentré.
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(1.26) 11 faut maintenant associer a tout ¢lément u de 0D un élément
¢, qui soit P*-invariant. Pour cela, on considére le sous-ensemble de 0D

0D*={uedD; P" est quasi-compact sur E}.
Nous avons le:

THEOREME. — Soit E=L?(X, n), avec F=L4(X, =), ou ! + 1 =1 (F est
P 4
le dual de E si p< + o).

Soit (X,),>0 une chaine semi-markovienne ayant un moment exponentiel,
et dont la chaine de base (x,),», est E-fortement ergodique. Soit 0D*
Pensemble défini ci-dessus. Alors, pour tout u de d D*:

(a) r (u)=1 est valeur spectrale de P* et est un péle de la résolvante.

(b) 1 est Punique valeur spectrale de module 1 de I'opérateur P*. Le sous-
espace spectral associé est de dimension 1, et est engendré par un élément
T-p. S. Strictement positif.

On note @, le générateur positif tel que n(p,)=1.

(¢c) L opérateur adjoint de P* dans le dual topologique de E laisse stable
F. Sa restriction a F admet un unique élément \,, invariant, ©-p. s. stricte-
ment positif, et normalisé pour que {\, I o, >.=1L

(d) L’ opérateur P* s écrit comme la somme :

P'=y,® 0, +Q,
ou \, ® @, =p, est le projecteur spectral de rang 1 associé a la valeur propre
1, et Q) est un opérateur de rayon spectral strictement inférieur a 1 tel
que: p,Q,=Q,p,=0.

Preuve. — (a) Puisque I'opérateur de Laplace P* est un opérateur positif
sur E, son rayon spectral r (u) est valeur spectrale (Schaefer [41]). La quasi-
compacité de P* lorsque u appartient a d D* en fait un pdle de la résolvante,
d’ou le (a).

(b) Plagons nous tout d’abord dans E=L”(X, w) pour 1<p<oo. L’e-
space F est alors égal au dual de E. Le (b) découle du théoréme 5.2, p. 329
de Schaefer et de son corollaire, si 'on sait que I'opérateur P* est irréduc-
tible au sens de Schaefer, c’est-a-dire:

VfeE*, VgeF*, 3neN, Cg| (P f>,>0,
ce qui est le cas ici. En effet, Pirréductibilité de P* est équivalente a:

VfeE*, n(N{(P"f=0})=0.

Or, remarquons que si (P*)"f(x)=0, alors

E ole* 5 f(x,)]=0,
soit encore

e of(x,)=0, Py op.s
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par conséquent, f(x,)=0, P o -p.s. et finalement on obtient P"f(x)=0.
11 suffit donc de montrer que:

n (N {P"f=0})=0.

Notons o le nombre strictement positif n(f). La forte ergodicité de P
donne:

|P"f—a| <c"||fl, avec c<l.
Introduisons les ensembles A, ={P™"f=0} et A= N A, Alors:
m=1

[1A(P"f=) || <c"||f]
Soit encore, pour tout n:
am (A)? <c*|| f]-

Donc ©t(A)=0, ce qui prouve l'irréductibilité de P*.

Lorsque E=L* (X, =), F s’identifie au sous-espace du dual de E formé
des mesures absolument continues par rapport a n. L’adjoint de P* laisse
stable F, car la mesure © P* est absolument continue par rapport a .

La notion d’irréductibilité de P* peut étre réduite au couple (E, F), et
on peut montrer aisément que le théoréme de Schaefer reste valable dans
ce cas, car F est séquentiellement fermé dans le dual de L® (X, w) (théoréme
de Vitali-Hahn-Saks, cf. p. ex. [4]). Le (b) du théoréme est alors vrai
dans L*.

Le (¢) vient du fait que la restriction de I'adjoint de P* a4 F reste
encore quasi-compact irréductible dans F. On applique alors a nouveau le
théoréme de Schaefer.

(d) On sait maintenant que le spectre de P* est réunion disjointe de 1 et
d’une partie de C contenue dans une boule de rayon p strictement inférieur
a 1. Le sous-espace spectral associé a 1 étant de dimension 1, le projecteur
spectral p;, s’écrit, pour tout f'dans E:

JAGERQ AP

de plus, le rayon spectral de Q, =P* —p,, est au plus égal a p.
Signalons que la stricte positivité des éléments invariants découle directe-
ment de I'irréductibilité de 'opérateur de Laplace.

(1.27) Remarque

Lorsque X est un espace métrique compact, on peut également se placer
sur l'espace des fonctions continues sur X. Dans ce cas, il faut des
conditions supplémentaires sur I'adjoint de P“. On peut, par exemple,
demander sa quasi-compacité sur un sous-espace de fonctions convenable
du dual; le théoréme reste valide.

(1.28) Etude de la chaine relativisée en projection sur la base.
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On reprend les notations du théoréme (1.26). Pour tout u de dD*, on
note H, la fonction harmonique sur X x R :

H,(x, ) =9, (x)e",

et R* le noyau semi-markovien relativis¢ de P par H, [cf. (1.24)]. Alors
I'image de R* par la projection sur X, que 'on note R*, est le relativisé de
P* par ¢,. Il admet comme unique mesure invariante la mesure 7, définie
par : 7, (dx) =9, (x) ¥, (x) 7 (dx).

On introduit ’espace de Banach E, des fonctions sur X qui sont quotient
d’un élément de E par ¢, Si f=g/o,, geE, on définit la norme de f

comme étant égale 4 || g||g. Dans ces conditions, le (d) du théoréme (1.26)
s’écrit encore :

VfeE, R*f(x)=<{m|f>1+Q, (/)

ou Q, est 'opérateur relativis¢ de Q; par ¢, On note p, le projecteur
n,®1. On obtient ainsi :

R*=p,+Q,, avec p,Q,=Q,p,=0, et r(Q)<l

Ceci entraine que R* est E -fortement ergodique.

(1.29) Opérateurs de Fourier de la chaine relativisée.

Tous les objets attachés a une chaine semi-markovienne peuvent étre
redéfinis ici pour la chaine semi-markovienne relativisée. En particulier,
Popérateur de Fourier (R*)* n’est autre que 'opérateur de Laplace P**™
relativisé par @,. Il définit sur 'espace de Banach E, une contraction qui
a les mémes propriétés spectrales que P***. Donnons-en un exemple :

Grace a la caractérisation (1.11) de I'apériodicité d’une chaine semi-
markovienne, il est possible de montrer que la chaine relativisée est apério-
dique en méme temps que la chalne initiale.

Supposons en effet qu’il existe un vecteur A non nul de R? et un élément
g=0/o, de E, tel que

_ . 1 .. .
(Ru)lg=e10g’ soit _Pu-ﬂl(pug:eteg

u
ce qui s’écrit encore :
e® ¢ (x)= E(x, 0) [e* t1 et ¢ (x)]

On a alors : |@|<P*| ¢ |

En intégrant par rapport a la mesure \, (x)®(dx), qui est P*invariante,
on obtient

lo|=P“|o

, T-D.Ss.
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Et par conséquent |@| =c@,(x), ce qui montre que |g| est constant. Par
conséquent :

E |:e"'§1 (p"(xl)e““glg(xl)]zeie_
) @, (x) g(x)

Puisque e"'élw est positif et d’intégrale 1 par rapport a P, ), et

?,(x)
i(“gl)g(xl)

est de module 1, I’égalité ci-dessus impose:
g(x)

que e

el <HELD i% =e'® P oyp.5., m(dx)p.s.
X

et g apparait comme vecteur propre de 'opérateur de Fourier P*, ce qui
est impossible du fait de I’apériodicité de P. Ceci prouve I'apériodicité de
la chaine relativisée.

De la méme fagon, la condition spectrale (S) sur le noyau semi-marko-
vien R* se lit sur 'opérateur de Laplace P***, et peut s’écrire:

Condition S (E,)

Pour tout A non nul, toute valeur spectrale de module 1 de P**i* est
valeur propre.

Si la condition S(E,) est réalisée, et modulo I'apériodicité de la chaine
semi-markovienne, le rayon spectral de I'opérateur de Fourier (R%)* est
strictement inférieur a 1 [cf. également (1.13)].

(1.30) Moyenne et covariance de la chaine relativisée.
Par pertubation continue de I'opérateur R¥, on obtient encore la décom-
position spectrale, pour A dans un voisinage de 0:

(R =kW@+iN)p, i+ Quiin

ou k (u+i)) est la valeur propre de plus haut module de (R¥)*, strictement
inférieure a 1 d’aprés ce qui précéde.

Signalons que k(u+iA) est également la valeur propre de plus haut
module de 'opérateur P“***, et par conséquent fournit un prolongement
analytique de (A — k (L)) pour lequel

k+id)|,_o=r(P9)=1 (ue D).

Les dérivées premiére et seconde de k par rapport a ) font apparaitre les
moyenne et énergie de la chaine relativisée. Notons:
— m, le vecteur:

(M*1 | T, )= J"’H (dx)L E. o)[61 9, (x;) e *1]
9. (x)
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— g, le changement de section tel que %M*1 soit identiquement égal
am,;
— o, la matrice

1
Jnu (dx)——E, 4, (&1 =8 () (&1 =84 (X)) @, (x,) e 170D
®u (%)

Nous avons les relations analogues a (1.22) :

0 . 0
m,= —la—)\‘k(u'f‘l)\.)“‘:o: —a_vr(v)|v=u

82
Gu=—‘épk(u+l)\.)“‘:0.

(1.31) Comparaison entre 0 D et 0 D*.

La propriété de quasi-compacité de 'opérateur de transition P n’est pas
stable par passage a P¥, autrement dit Pensemble d D* peut étre strictement
inclus dans 0 D, comme le montre ’exemple suivant:

Considérons le groupe affine G=Bx A =R xR, dont la loi est donnée
par:

(b, a)(b', a)=(b+eb’, a+a’),

et fixons nous une probabilité p sur G. La marche aléatoire gauche de loi
p sur G définit une chaine semi-markovienne dont la chaine (x,) sur la
base B a pour noyau de transition:

Pf(x)= J‘f(e“x-i—b)dp.(b, a).

On note p I'image de p par la projection canonique B x A — A. Lorsque
f adp(a) est fini et strictement négatif, lorsque J Log® bdp (b, a) est fini,

(X,)a> 0 est récurrente (L. Elie [17]) et admet comme unique mesure inva-
riante la loi © de la série convergente Z=Y a, ... a;_, b, ou (a; b;) est
une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi p. Il suffit d’une
hypothése de densité sur la loi p pour rendre cette chaine fortement
ergodique. [On peut prendre par exemple un mouvement brownien sur le
groupe affine (Bougerol [8])].

Relativisons la marche par une exponentielle.

Le noyau P* est alors donné par:

P“f(x)= Je“'"f(e"x+b)du(b, a)= jf(e“x%—b)du“(b, a)
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si u* est la mesure donnée par: dp*(b, a)=e" “dp(b, a). L’ensemble ¢ D
est ici constitué des deux points 1 et u, de R tels que je“"‘d u (a) soit égal
al.

Par convexité de la transformée de Laplace, le nombre ja e“o-*dp(a)

est strictement positif, ce qui implique que la chaine relativisée est tran-
siente (L. Elie [17]). Par conséquent, I’ensemble 0 D* est ici réduit au
singleton {1}.

(1.32) Lorsque d D est égal a 0 D*.

Supposons, a l'inverse de I'exemple précédent, que pour tout z de C%
I'opérateur de Laplace P* soit quasi-compact sur E [on dit d’un opérateur
T de rayon spectral r(T) qu’il est quasi-compact si ’opérateur T/r (T) est
quasi-compact au sens de (1.5)]. Dans ce cas, les ensembles 0D et 0 D*
coincident. De plus, le rayon spectral r(u) est valeur propre isolée de P*
et s’identifie 4 la norme de cet opérateur. On voit ainsi que r (u) tend vers
I'infini lorsque u tend vers l'infini [prop. (1.25)], ce qui implique que
I'ensemble D={u; r(u)<1} est compact.

Par ailleurs, la dérivée seconde de r est en tout point une matrice
strictement positive dés que la chaine semi-markovienne est adaptée
[ef. (1.30)]. Ainsi, r est strictement convexe, et d D est le bord d’un ensemble
compact et strictement convexe. Si la moyenne m =r" (0) est non nulle, D
est d’intérieur non vide, et I'application qui a tout u de dD associe le
vecteur normeé:

m, gradr (u)

lm, [l [l eradr @]

est par conséquent un homéomorphisme de 6 D sur la spére unité de R?.

Ceci a pour conséquence que m, décrit toutes les directions de R?
lorsque u varie dans d D. L’étude du renouvellement des chaines relativisées
correspondantes permettra d’identifier dans ce cadre la frontiére de Martin
de la chaine semi-markovienne avec la sphére unité de R?.

DEUXIEME PARTIE:
THEOREMES DE RENOUVELLEMENT ET INTEGRALES
SINGULIERES SUR R¢

Cette partie étudie le noyau potentiel U d’une chaine semi-markovienne
de noyau de transition P, soit U= ) P". Pour toute fonction positive F

n=0
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sur X x R%, on a:

UF(X’ E.a)=E(x, E,)( Z F(xm E.m))
nz0
Si A est un ensemble mesurable de X x RY, U1,(x, &) mesure le nombre
moyen de visites de la chaine dans A partant de (x, &). Ce nombre peut

étre fini ou infini suivant que la chaine semi-markovienne est transiente
ou non.

A. Transience, récurrence et théoréme limite local

(2.1) L’étude de la transience et de la récurrence des chaines semi-
markoviennes a tout d’abord été traitée en dimension 1 par Jacod [28] en
1971. 1l donne un critére basé sur I'existence d’'un moment d’ordre 1 et
d’une mesure invariante T pour la chaine de Markov en projection sur la
base X:

— si la moyenne m de la chaine semi-markovienne [cf. (1.17)] est nulle,
la chaine est récurrente;

— sinon, la chaine est transiente: partant de tout point (x, &) elle sort
de tout ensemble produit de X et d’'un compact de R? au bout d’un temps
fini.

De plus, si 'on suppose dans ce dernier cas que la moyenne m est
strictement positive, pour tout pavé AxB de X xRY le nombre
Uy, (A xB) converge vers (1/m) n (A) d & (B) lorsque € tend vers — co.
[On note d& la mesure de Lebesgue sur R%] Cest ce théoréme que nous
voulons généraliser en toute dimension.

En dimension supérieure ou égale a 3, Hennion [24] en 1981 établit la
transience des chaines semi-markoviennes dont le noyau de transition P
obéit 4 une condition de régularité (étalement) relativement a la mesure
invariante 1 ® d &.

Lorsque 'espace d’états X est fini, Kramli et Szasz ([32], 1984) repren-
nent les travaux de Nagaev [35] et montrent un théoréme central limite
pour des chaines semi-markoviennes centrées, qui étend celui de Sinai
(1981) obtenu pour certaines chaines semi-markoviennes symétriques.

Enfin, le passage a un espace X quelconque mais sur lequel la chaine
de base est fortement ergodique [cf. (1.4)] a été effectué par Guivarc’h [22]
en 1984; il donne dans le cas centré un théoréme limite local: lorsque n
est grand,
n(A)dE(B)

nd/2
sous les hypothéses supplémentaires d’apériodicité et de condition S (E)

lef. (1.12)].

P o)[(x,, &) €A xB] est équivalent a
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Ce théoréme redonne donc la transience des chaines semi-markoviennes
en dimension plus grande que 3, et montre leur récurrence dans le cas
centré en dimension inférieure ou égale a 2.

(2.2) Nous nous plagons dorénavant dans une situation de transience :
notre but est d’étudier le comportement a I'infini du noyau potentiel. Nous
verrons que les résultats de renouvellement, énoncés dans les parties B
(cas centré) et C (cas décentré) reprennent ceux, classiques, des marches
aléatoires sur R. Leur preuve fera 'objet des parties suivantes.

B. Enoncé du théoréme de renouvellement dans le cas centré

(2.3) Les classes de fonctions J# et #°X.

Afin d’éviter les problémes d’intégrabilité a I'infini des transformées de
Fourier, on introduit la classe # des fonctions définies et intégrables sur
R?, dont la transformée de Fourier est de classe C® a support compact.
Cette classe vérifie les hypothéses du lemme de Breiman [9], p. 218, a
savoir:

— elle contient un élément continu et partout strictement positif: la
fonction p dont la transformée de Fourier est donnée par:

A -1 2
P)=1 ) <ye” I*

(cf. annexe 1 de [2));

— elle est stable par multiplication par une exponentielle complexe.

Le résultat suivant est alors vrai:

Soit (V,),zo une suite de mesures de Radon sur R%, de masse finie ou
infinie. S’il existe une mesure v pour laquelle les fonctions de # sont v-
intégrables et telle que v, (f) converge vers v(f) pour toute f de #, alors la
suite de mesures (v,),» o converge vaguement vers v.

Considérons maintenant une chaine semi-markovienne (x,, &,),>, d’e-
space d’états X x R% Supposons que la chaine de Markov (X)n>0 admette
une mesure de probabilité m invariante et qu’elle soit fortement ergodique
sur un sous-espace de Banach E de L!(X, =) (définition 1.4). On définit
la classe #* de fonctions sur X x R? par:

H¥={FeL'(XxR’, n®dE); F(x, ) =g (x)f(t), g€E, fe #}.
On peut alors énoncer le théoréme de renouvellement dans le cas centré:

THEOREME. — Soit (x,&,),»o une chaine semi-markovienne despace
d’états X x R%, d 23, adaptée [définition (1.9)]. On suppose Iexistence d’une
mesure de probabilité n sur X et d’un sous-espace de Banach E de L' (X, T),
contenant les constantes, tels que la chaine de Markov (x,),», soit E-
Jortement ergodique [définition (1.4)]. Si la condition S(E) [cf. (1.12)] est
remplie, si la chaine semi-markovienne admet un moment d’ordre supérieur
a max(d—2,2+¢), pour un certain £>0 [définition (1.16)], et si la chaine
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est centrée (1.17), alors:

Il existe une matrice o, définie positive, telle que pour toute fonction F
de #X, et tout point x de X, on ait:

|deto|'?[E[g"> UF (x, &)
converge, lorsque || tend vers linfini, vers:
_Td-2/2)
Qm>

On rappelle que la notation | & |, désigne le nombre | ™! (§) |2

Cy JF O, §)n(dy)d¢g, avec ¢,

(2.4) Par densité des fonctions de #%, on peut énoncer le:

COROLLAIRE. — La convergence dans le théoréme (2.3) a lieu pour les
fonctions F de la forme: F (x, £)=g(x)f(§), ou g appartient a I'espace de
Banach E et f est continue a support compact. Si E=L?(X, n), 1<p=< o,
elle s’étend aux fonctions mesurables sur X x RY, bornées, et dont le support
est contenu dans un pavé X x K, ou K est un compact de R®.

(2.5) Détaillons sous forme de corollaire une situation favorable:

COROLLAIRE. — S0it (x,, £,),» 0 une chaine semi-markovienne adaptée sur
X x R4, d=3 admettant un moment d’ordre max(d—2,2+¢), pour un £>0
et centrée. Si la chaine (x,),», sur la base admet une densité bornée
strictement positive par rapport a une mesure invariante de masse finie m,
alors le noyau potentiel de la chaine semi-markovienne se comporte a l'infini
comme dans le théoréme (2.3).

En effet, on se trouve dans la situation de I'exemple (a) de (1.6), ce
qui donne I'ergodicité du noyau de transition P de (x,),», sur Iespace
E=L*(X, n). La quasi-compacité de P se trouve préservée par passage a
I'opérateur de Fourier (Guivarc’h, [22]). La condition S (E) se trouve ainsi
réalisée et ’on peut appliquer le théoréme (2.3).

(2.6) Remarque.

Le théoréme de renouvellement dans le cas centré prolonge donc celui
de Spitzer a propos des marches aléatoires sur Z°. La méthode que nous
utiliserons ne repose pas, a la différence de Spitzer, sur un théoréme
central limite « fort », mais sur ’étude asymptotique directe d’une intégrale
singuliére, dont on mettra en évidence I’analogie de comportement avec
celui du potentiel newtonien en dimension =3 (Potentiel du mouvement
brownien) :
f©)

- d¢’.

Uo f (§)= jlﬁ——&'—
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Cependant, I’outil de base reste la transformation de Fourier : dans le
cas d’une marche aléatoire de loi p sur A(A=R? ou A=27%, le noyau
potentiel peut s’écrire de la maniére suivante :

wa SO,

1—p(d)
dés que la fonction sous le signe somme est intégrable sur le groupe dual
A. Ainsi, on voit que I'introduction de la classe s ( fa support compact)
permettra de supprimer ’hypothése de bonne décroissance a I'infini de la
fonction caractéristique de p, qui n’intervient que si 'on se place sur R? :
le groupe dual de Z“ est compact.

Uf@©)= ﬁe

(2.7) Frontiére de Martin dans le cas centré.

Supposons que X soit un espace topologique compact et que P laisse
stable ’ensemble des fonctions continues sur X x R%. Supposons d’autre
part que P admette un adjoint, noté P, sur I’espace des fonctions continues
sur X x R% La théorie de la frontiére de Martin affirme alors que toute
fonction P-harmonique positive extrémale peut étre atteinte comme valeur
d’adhérence du noyau de Martin :

U((x, &), .)
Ur(x, &)

pour une fonction de référence r convenablement choisie, lorsque (x, &)
tend vers le point a l'infini (Revuz [38]). Dans le cas centré, et lorsque E
est égal a C(X), la convergence du théoréme (2.3) est uniforme en x.
Notre théoréme montre donc que quelle que soit la fagon d’aller a I'infini,
le noyau de Martin converge toujours vers la méme limite. On en déduit
qu’il n’existe pas de fonctions harmoniques positives autres que les constan-
tes. Il n’en sera pas de méme pour une chaine décentrée.

k, ((x, &), )=

C. Théoréme de renouvellement, cas décentré

(2.8) Notations et hypothéses.

(@) Soit (X,),20=(X, &)nzo une chaine semi-markovienne sur X x R?
adaptée [cf. (1.9)], possédant un moment exponentiel (1.23), décentrée.
On suppose que le noyau de transition P de la chaine de Markov (X0
est E-fortement ergodique relativement a4 une mesure m P-invariante
[def. (1.4)]. L’espace E est pris égal a L?(X, n), 1<p< o0 (1.4).

(b) A tout z=u+iA de C% on associe 'opérateur de Laplace P? (1.24).
On note 0D I'ensemble des points u de R? tels que le rayon spectral de
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opérateur de Laplace positif P* soit égal a 1, et 0D* le sous-ensemble de
oD constitué des u tels que P* soit quasi-compact.

(c) Le théoréme (1.26) associe a tout u de D* une unique fonction @,
strictement positive n-p. s., P invariante, telle que n(¢,)=1, et une fonc-
tion s, du dual de E, invariante par 'adjoint de P*.

(d) La fonction H,(x, &)=¢,(x)e*'® est harmonique, et strictement

positive (dx) ® d&-p. s. Le noyau semi-markovien de la chaine relativisee
est noté R :

|
R*(F) H“P(H" F).
Le noyau en projection sur la base R* admet comme mesure invariante la
mesure 7, : 7, (dx) =V, (x) @, (x) ® (dx) (1.28).

(¢) On suppose que pour tout u de dD* les seules valeurs spectrales
de module 1 de 'opérateur de Fourier-Laplace sont des valeurs propres
[condition S(E,)], ce qui assure que le rayon spectral de I'opérateur de
Fourier de la chaine relativisée est strictement inférieur a 1 (1.29).

(f) Enfin, on note m, (resp. c,) la moyenne (resp. la matrice énergie)
de la chaine relativisée [cf. 1.30)] et c(u) le nombre |det o, | */*|m,

(g) La classe de fonctions #* a été introduite en (2. 2).

On peut maintenant décrire le comportement du noyau potentiel U de
la chaine semi-markovienne le long de certaines directions de R* :

-1
oy *

(2.9) THEOREME. — Avec les notations et sous les hypothéses précédentes,
pour toute fonction F de HX, et pour tout compact C* contenu dans 0D,
la quantiteé :

Q)4 Y2exp(tm,.u)UF (x, —tm,)

converge lorsque le nombre réel positif t tend vers + oo uniformément en u
variant dans le compact C* vers :

¢ (u) 9,(x) e " SF (3, 8) ¥, () m(dy) dE.

X x R?

En particulier, si u est nul, la convergence de U dans la direction de la
moyenne m est polynomiale :

Qmut)@ V2UF(x, —tm) tendvers c(0) j F(y,&)n(dy)dE
X x R4

si t tend vers + co.

Remarque. — Lorsque X est un espace topologique compact, le théoreme
reste valable sur C(X) si 'on suppose de plus que, pour tout u de dD*,
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'adjoint de P* dans le dual de C(X) reste quasi-compact sur un sous-
espace de fonctions (cf. remarque 1.27), auquel appartiendra Vs,

(2.10) Convergence dans toutes les directions.

Si maintenant on considére une chaine semi-markovienne irréductible
[def. (1.9)] possédant un moment exponentiel, décentrée, et telle que pour
tout z de CY, I'opérateur de Laplace P soit quasi-compact sur I’espace E,
on a vu en (1.32) que ’ensemble D =0dD* est homéomorphe a la sphére
unité de R? par I'application :

oD~ S 1
mll
ur>—*
|m. ]
Ainsi, m, décrit toutes les directions de R?.

De plus, la condition S (E,) se trouve réalisée grace a la quasi-compacité
des opérateurs P*. L’uniformit¢ en u de Iéquivalent obtenu au
théoréme (2.9) permet alors de décrire le comportement du noyau potentiel
UF(x, &) lorsque & tend vers l'infini et &/ l‘c’,l tend vers un vecteur s fixe
de la sphére unité de R? (£ n’est plus astreint a rester sur la demi-droite
R* s).

Ceci est décrit dans le corollaire qui suit, ou ’on note ! ’homéomor-
phisme inverse de celui défini ci-dessus, et ¢, le nombre c(u)|m,|“ V2,

lorsque [ (s)=u [cf. (2.8.1)]

COROLLAIRE. — Sous ces hypothéses, la suite de mesures

|2n&|"‘“”’2exp<l<5—)
€]
converge vaguement vers la mesure sur X x R? :

Cs P9 (X) (W15 () T (dY)) ® exp(— < I(s)
lorsque ]&l tend vers linfini et &/ [ &I tend vers —s.

E>Ux, &), )

g )y

Remarques.
(0) Le théoréme 2.9 redonne en dimension 1 le théoréme de Jacod et,
lorsque X est réduit a un point, le théoréme de renouvellement des marches
aléatoires décentrées de Ney et Spitzer.
(1) Lorsque
g

= t+s

13
Iexponentielle exp<{I(E/|&])|E) est équivalente a exp<I(s)||E|s). On
retrouve ainsi le théoréme de convergence a I'intérieur d’'un cone autour
d’une direction de Carlsson et Wainger [11].

=o([E]|'),
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(2) On verra (partie H) que le théoréme de renouvellement dans la seule
direction de la moyenne ne nécessite qu'une hypothese faible de moment :
I’existence d’'un moment d’ordre max (d—1/2, 2+¢). Il n’est plus nécessaire
en effet de relativiser le processus.

(3) L’existence d’un moment d’ordre 2+¢ est technique : elle permet
une majoration explicite des différentes fonctions intervenant dans la
preuve du théoréme (2.9). Peut-étre n’est-elle pas nécessaire. Par contre,
I’existence d’un moment d’ordre d—2 dans le cas centré et (d—1)/2 dans
le cas décentré est impérative : Stam donne un exemple de marche aléatoire
sur R? dont la loi n’a pas de moments assez grands et dont le noyau
potentiel n’a pas le comportement voulu.

(4) Dans le cas décentré, ’hypothése selon laquelle E est un bon espace
de fonctions (L? (X, m)) n’intervient que dans la démonstration de I'exis-
tence des fonctions ¢,, P“invariante, et |,, P*invariante, et de la forte
ergodicité de la chaine relativisée.

Si 'on connait par avance un espace de Banach E sur lequel P* soit
quasi-compact, et admette une décomposition spectrale du type :

P'=Vy,®0,+Q, avec r(Q)<l

alors, les autres hypothéses étant conservées, le théoréme de renouvellement
(2.9) reste valide.

(2.11) Frontiére de Martin.

Plagons-nous dans un cadre topologique : X est compact, E=C(X), le
noyau semi-markovien P laisse stable C(X x R). Si P a un noyau adjoint
sur C(X), pour tout u, le noyau relativis¢ R* a un adjoint sur C(X x RY).
Supposons que, pour tout z de C?, P* et son adjoint soient quasi-compacts
sur C(X). Le corollaire (2. 10) implique que toute fonction harmonique
positive extrémale s’ écrit comme le produit d’une fonction @, positive sur X
et d’une exponentielle e<*!->, ou u varie dans un compact homéomorphe a
la sphére unité de R°.

D. Ecriture du noyau potentiel comme intégrale singuliére

Dans toute cette partie, la résolvante en z d’un opérateur borné T sera
notée R (z, T).

(2.12) Soit donc (X,) une chaine semi-markovienne adaptée, ayant un
moment d’ordre 2, dont la chaine de base est E-fortement ergodique, et
vérifiant la condition S(E). Pour toute fonction de la classe
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HX:F(x, &)=g(x) f(&); gcE, fe#,ona:

N
UF(x, &)= ligl YE. g (x,) f(E)]
=lim—— ZE(x §,<g(x)J'x & f(— xm)

=lim 1 f ix gf(—k)Z(P‘)" (x) dr
N (2 n)" 0

par application successive de la formule d’inversion de Fourier sur RY de

I'invariance par translation des noyaux semi-markoviens, et de I’égalité

(P =(P"" (1.14).

Découpons I'espace R en un voisinage U adéquat de O et en son
complémentaire. Sur le complémentaire de U, le rayon spectral r (L) de P*
est strictement inférieur a 1 [¢f. (1. 13)]. C’est une fonction continue de A
qui atteint donc son maximum sur le support compact de f privé de U.
Par conséquent, il existe p<1 tel que :

Vie(supp HNU, r()<p et ||R(1, Pl)||glL.
—p

D’autre part, d’apres (1.21), lorsque A varie dans U

R(I,PY)=—"—+R
(1LP)= 2 - +R(1LQ)
Puisque pour tout A dans U, le spectre de Q, est contenu dans une boule
de rayon p’ strictement inférieur a 1, la norme de R(1, Q) peut étre
majorée uniformément en A de U par 1/(1—p’).
Soit maintenant la fonction définie au voisinage U de O par :

1
1—k()

Elle posséde une singularité¢ en 0(k (0)=1), différente suivant que I’on se
trouve dans le cas centré ou le cas décentré.

1" cas : m=0, d=3.

On sait que k’(0)=0 et k”(0)=—o0, ou o est la matrice énergie
[ef- (1.22)]. Puisque o est définie positive, la fonction 1/1—k (A)) peut étre
majorée au voisinage de 0 par ¢/ | HZ (pour une certaine constante c¢), qui
y est intégrable (la fonction [X] est intégrable en 0 si et seulement si s
est strictement inférieur a d).

2°cas: m#0, d=2.

Dans ce cas, 1 —k (\) = —im. A+ (5(A)/2) +0(| A |?), et par suite, il existe
une constante c telle que

[1—kM)| = |im. A+c|r[]?].
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Le lemme suivant donne alors le critére d’intégrabilité de la fonction de

A: (im.A+c|A|*)"'. Dans ce lemme, on prend m=e,, premier vecteur de
base, et c=1.

(2.13) LeMME. — La fonction (X—>|i7»1+ |7\.|2[_S) est intégrable en 0
pour tout s< (d+1)/2.

En conséquence, la fonction (1—k (L)) ™! est intégrable en 0.

Preuve du lemme. — Considérons I'inégalité (I) :
() VxeR, VyeR, Va>0, VB>0, |x+iy[*f=c|x[|y|*

ou ¢ est une constante qui dépend uniquement de (o, ).
En posant s=[(d+1)/2]—¢ et A=(A;, 1), ,;eR, M’eR?" ! on a les
inégalités suivantes :

1 < 1
[idhg+ | A2J7 v+
1

)\'/

2|s

< ineg. (I
= CI}“l tl—t—:/Z )% ’d—l—s neg ( )

Sur cette derniére ligne apparait le produit de deux fonctions, dont la
premiére est intégrable sur R et la seconde sur R?"!, ce qui prouve le
lemme.

(2.14) Conclusion.
Les majorations que I’on vient d’établir permettent d’appliquer le théo-
réme de convergence dominée aux trois suites de fonctions :

N+1
% J0pg, ey,
FMRLQ)I-Q"Yg(x), reU
TMROPYA-(PHYN" Y g(x), re(supp /) NU-.
Le noyau potentiel U de la chaine semi-markovienne (X,) contre la fonction
F s’écrit donc comme la somme de trois termes

1 [ ;g™ ;
= — th.o 240+ 7 —}\, )\,
UF(x,8) (2n)dwe l—k(X)f( )d

1 [ ir.E £ 'y
+(2n)dwe R(1,Q)g() f(=M)d

LI RSN f (=0 dr
+(2n),,wce (1, P g (x) f (=A)dA.

Ainsi, si 'on remplace la fonction caractéristique 1y par une fonction gy,
C®, valant 1 au voisinage de 0, et nulle en dehors de U, on se trouve en
présence de la transformée de Fourier de trois fonctions a support compact.
Deux sont réguliéres sur R?, i. e. de classe C¥ si la chaine semi-markovienne
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admet un moment d’ordre k, ce sont gy(A)R(L, Q)g(@) f (=1 et
(1—gg(M)R(1, PYg(x) f (=D

La troisiéme est singuliére en O et de classe C* en dehors de 0. Pour
continuer, il nous faut savoir relier la régularité de ce type de fonctions
au comportement a I'infini de leur transformée de Fourier. C’est ce que
se propose de faire le paragraphe qui vient. ‘

E. Intégration par parties ; les espaces C'(K)

On utilisera les notations de Landau o et O pour décrire le comporte-
ment des fonctions a I'infini et au voisinage de 0.

Dans cette partie, K désigne un compact de R?, C(K) [resp. C*(K)],
I'espace des fonctions continues (resp. de classe C* a support dans K.
On munit ces deux espaces de leur norme naturelle.

Le point de départ de cette étude est la :

(2.15) Propriété a I’ordre k.
Soit D* I'espace des fonctions continues sur R? en o(|x|™*) a I'infini,
muni de la norme :

VgeD:, |glle=sup|x[*|g(x)].

Alors la transformée de Fourier définit un opérateur continu de C*(K)
dans D*.

Cette propriété se montre de maniére ¢lémentaire par intégration par
parties : x*g s’écrit en effet comme la transformée de Fourier de g®.

(2.16) On recherche maintenant une condition suffisante sous laquelle
une fonction dérivable k fois, sauf sur un ensemble de mesure nulle, et
dont la dérivée k-iéme est intégrable sur R? voit sa transformée de Fourier
en o(|x|"‘). Pour cela, il suffit de montrer que I'on peut effectivement
intégrer par parties. La proposition suivante fournit cette condition, pour
des fonctions qui sont réguliéres partout sauf éventuellement en 0, et dont
la singularité en 0 n’excéde pas | y|~* avec s<d—1.

(2.17) PROPOSITION. — Soit h une fonction définie sur R?, d=2, a support
compact, de classe C' sur R?— {0}, dont la dérivée est intégrable, en

O(|y|™®) en 0, pour un s<d—1. Alors
(a) la fonction h est intégrable sur R?, et

H: quj\h(yl.;'-yd)dyz-..dyd
est continue en 0;
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(b) H est dérivable sur R*— {0} et :

, oh
Hy)=|—01...90dy, ... dy,;
0y,
()

j ﬁ(y) dy=0.
¢ 0V
En conséquence, si h vérifie les hypothéses de la proposition, ™ ? h les
vérifie également. L’intégration par parties est licite, et /& appartient a D*.
Montrons la proposition.
Posons y=(yy, ), yeR*"* et M=sup|y [ h(»).
y

Uniformément en y,, h est majorée par la fonction MIK(y’)] Y75
intégrable sur R?~! puisque s<d—1. La fonction H est donc bien définie,
et le théoréme de Lebesgue donne sa continuité. La dérivabilité est claire

puisque I'on se place en dehors de 0. Quant au (¢), il suffit d’écrire :

oh oh
—(y)dy=J H’(yl)dy1+j —O)dy.
ayl Iy1l2e Iy11=e0V1

Le premier terme est égal 8 H(—g)—H(g) qui est donc petit lorsque €
tend vers 0 d’aprés (a). Le second terme est également arbitrairement petit
puisque I'on intégre sur I'ensemble supp (k) N { ] Y1 | <e¢} une fonction
intégrable sur R?. Ceci achéve la preuve de la proposition.

(2.18) CorOLLAIRE. — Soit h une fonction a support compact, de classe
C* sur R privé de 0, dont les dérivées jusqu’a Pordre k—1 sont en O(|y|™®)
en 0 pour un s<d—1, et dont la dérivée k-iéme est intégrable.

Alors, la transformée de Fourier de h est un o(|x| %) a linfini.

(2.19) Le passage a un ordre r non entier.

On s’intéresse donc ici aux fonctions qui voient leur transformée de
Fourier se comporter en o(]x ]“’) a l'infini. Contrairement a ce que nous
venons de faire nous n’allons pas chercher a connaitre I'effet simultané
d’une singularité en 0 et d’une certaine régularité ailleurs sur la transformée
de Fourier. En effet, une intégration par parties « fractionnaire » est
possible mais difficile a manier. De plus, on verra que la méthode du
découpement dyadique des intégrales, plus souple, permet de séparer les
deux problémes. Nous allons donc ici préciser le lien entre une régularité
C’" et le comportement asymptotique de la transformée de Fourier — pour
des fonctions a support compact sur R

(2.20) Condition de Hélder fine.
On se donne r=m+a, meN, ae]0, 1[.
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Les fonctions a support compact, m fois différentiables et dont la
différentielle m-iéme [ est holdérienne d’ordre a, i. e. telles que la quantité

[l]a= sup _U..ML
ly-zls1  |y—z[*
soit finie, pourraient généraliser les fonctions de classe C*. Cependant, leur
transformée de Fourier est en O(|x|™") a linfini [6], et non pas en
o(|x|"). Nous sommes donc amenés a définir une condition de Hoélder
plus fine sous laquelle les transformées de Fourier auront le comportement
voulu :

DEFINITION. — On dira que la fonction [ définie sur R? est finement
holderienne d’ordre o si :

(1) I est holderienne d’ordre a;

(2) pour tout y fixé, le rapport |I(y+t)—1(»)|/|t|* tend vers O lorsque
t tend vers 0.

(2.21) Propriété a I’ordre r.

Soit K un compact de R%. On note C"(K) I'espace des fonctions a
support dans K, dont la différentielle d’ordre m est finement hoélderienne
d’ordre a. L’espace C"(K) est muni de la norme :

lal= ko +-- - + |[B™] o+ A",

On note par analogie avec le cas entier D" 'ensemble des fonctions
continues sur R? en o(|x|™") a l'infini. La norme sur D" est donnée par :

I|f = sup|x]"| £ ().
La propriété a I’ordre r s’énonce ainsi :

PRrOPOSITION. — La transformation de Fourier est une application continue
de C'(K) dans D', pour les normes correspondantes.

Preuve. — Montrons que I'image de C"(K) est bien contenue dans D’.
La propriété a 'ordre k entier permet de supposer m =0, soit r=a. On
s’inspire ici de Katznelson [30], p. 25. Soit donc & un élément de C*(K).
Alors :

ﬁ(x)=Je""‘yh(y)dy,

=—Jei<""’"""”"'2>h(y)dy,

ix.y ﬁ
_—fe h<y+ |x|2>dy’
1 ix.y _ _Tif_
_Efe [h(y) h<y+ le2>:|dy.
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Par conséquent,
a| 1[{|h@)—h@+nx/|x]*)
xflie) s [[HO=R0

Mais le rapport tend vers 0 simplement, puisque h est finement holde-
rienne et, h étant supposée a support dans K, il est majoré par [h], 1., (»)
dés que | x| est supérieur & 7. Le théoréme de Lebesgue permet ainsi de
conclure.

La continuité de la transformation de Fourier découle immédiatement
des estimations ci-dessus. Ceci achéve la preuve.

dy.

(2.22) Remarques.

(a) Les espaces C"(K) que I'on vient d’introduire sont trés proches des
espaces de Besov de [6], la condition de support étant usuellement rempla-
cée par une condition d’intégrabilité du module de continuité.

(b) Quelques propriétés des espaces traditionnels C*(K) s’étendent aux
espaces C"(K). En particulier, C"(K) est stable pour le produit et le
quotient au sens suivant : si h, appartient a C"(R?) et ne s’annule pas sur
un compact K de R? alors pour tout h, de C"(K), le quotient h,/h,
appartient encore a C"(K).

F. Potentiel du mouvement brownien et du mouvement brownien décentré

(2.23) Revenons a I'expression (2.14) du potentiel d’une chaine semi-
markovienne comme somme de trois transformées de Fourier, et plagons-
nous dans le cas centré. La propriété a I'ordre (d—2) (2.16) montre que
les transformées de Fourier des deux derniéres fonctions sont en o ( | & |2“’)
a Pinfini. Le terme principal est donc celui qui fait intervenir la fonction

ngX) ;
PN =gy(MN)—=—"=f (—M).
()=o) 05T
Cette fonction est de classe C¢~2 sur I'intersection du support de f avec
tout complémentaire d’un voisinage de 0. C’est par conséquent le comporte-
ment de k (\) en 0 qui détermine celui du noyau potentiel a I'infini.

(2.24) Dans le cas centré, on sait que: 1—k(A)=c(A)/2+0o(|1]})
(1.22), et la fonction ® ci-dessus est équivalente en 0 a la fonction @, :

gu(M) _Cgu()v)

s o)’

@, (M) =2pog(x) f 0)

avec

c=z<f dg(y)f(&)n(dy)d&).
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Nous allons commencer par étudier la transformée de Fourier de
gu(M)/o (M), en remarquant que ce type de fonction intervient naturellement
dans I’étude d’un mouvement brownien sur R%

Pour cela, notons que gy, étant une fonction C* a support compact sur
R sa transformée de Fourier est a décroissance rapide a I'infini, et donc
intégrable sur R En particulier, g, appartient a la classe & [cf. (2.3)].
Ceci motive la proposition suivante, ou h pourra étre prise égale a gy, et
o égale a 'identité de R*: o(A) = |1 [%

(2.25) Potentiel du mouvement brownien.

ProposITION. — Soit (B,),., un mouvement brownien d-dimensionnel,
d=3, et h une fonction de la classe .
(a) Le noyau potentiel U, de B, pris en h est égal a :

_ 2 ig,xﬁ(—x) _ h(‘i/) ’.
U°h@"<zn)dje D =

(b) |§|"—2 U, h (&) converge vers c, jh (&) dE’, lorsque & tend vers linfini,

ou c, est la constante qui apparait au théoréme (2.9).

Remarque. — Cette proposition n’est autre que le théoréme de renouvel-
lement dans le cas « limite » d’'un mouvement brownien.
11 suffit maintenant d’'un changement de variable pour prouver le :

(2.26) CoROLLAIRE. — L’expression

_, 2 ;
|a|i 2@[8"2'1(1)1()&)11)\‘
converge, lorsque & tend vers Uinfini, vers W j g f E)n(dy)dE'.

Preuve de la proposition (2.25). — On désigne par (P, , le semi-groupe
de transition du mouvement brownien sur R? :

= 1 Ne lE 122t g
P.h(§) (2m),,,zjh(f;+&)e dg

_ 1
- @ny

Jeié~*e""“2/2ﬁ(—x)dx.
Ainsi :

Uoh(&)=r°1>,h(>;)dt
0

ldje"é-*ﬁ(—x)f e tIMP2 gg g,
2m) 0
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La deuxiéme partie de l'égalité (a) résulte d’un théoréme classique
d’analyse de Fourier vrai dés que 4/|A|? et h/|1|*"2 dont 1ntegrables sur
R? (Stein [45]) (la transformée de Fourier de |y| ® est ¢,|y|* "¢ au sens
des distributions).

L’assertion (b) est claire lorsque h est a support compact. Lorsque h est
a décroissance rapide, on utilise la technique de découpage suivante :
partons de I’égalité

I&'d—z

d/
le—g |+ :

l&l"‘zUoh(i)=ch h(€)

et fixons £>0. Il existe alors un compact K tel que J |h| <g, et sur ce

K¢
J\K

pour tout £ assez grand.
On découpe le complémentaire de K en deux zones :
I={¢&,|6—&|=¢/2]|} NK* pour laquelle

fh(g)ﬂdg <2i- 2f Ih] <22
lE-¢& ke

I&ld—z ,
I= g% =%

et [,={&,|6—¢&|<|&2|} MK Sur I, |£]| = |&]/2, et on peut utiliser
la décroissance de h :
’ M d+1 M

iM, Vé&el, < e |§ld+1'

Ainsi, Pintégrale sur I, se majore de la manicre suivante :
J‘h(g)_&i_{;< d+1MJ __‘&_SE

le-¢ 161 Jie-z1 <1012 [E=-E1"72 7 [E]

On obtient finalement :
l EJId 2 *

M
S|dE <e+2" e+ —,

L )

qui est petit si § est grand. Ceci termine la preuve de la Proposition.

(2.27) Cas décentré; domaines convenables.
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Nous nous plagons sous les hypothéses du théoréme (2.9). En particu-
lier, rappelons que pour tout u tel que 'opérateur de Laplace soit quasi-
compact et de rayon spectral égal a 1 (uedD*), k (u+il)) représente la
valeur spectrale de plus haut module de 'opérateur de Fourier associ¢ a
la chaine relativisée (1. 29).

Si I'on utilise I’écriture du noyau potentiel comme intégrale singuliére
(2. 14), pour le noyau R¥ un raisonnement analogue au cas centré montre
que le terme principal est celui qui fait intervenir la transformée de Fourier
de la fonction :

gu(M)

pu+ilg(X)f(_x)1_‘—_k(T+i—}\.).

Nous savons (1.30) que k(u+i)) admet en 0 le développement limité
suivant :

k@+ir)=1+im,. A—o,(A)/2+0(|A]*).
Par conséquent, la fonction ci-dessus est équivalente en 0 a :

gV

o,0)=C—
—im,.A+0o,(A)/2

avec

C=p.g(x) f(0)= f g®fm,®dE.
X x R4

Pour étudier la transformée de Fourier de ®,, observons que u+—m,
(resp. u+>o,) est continue de dD* dans R? (resp. dans ’ensemble & des
matrices symétriques définies positives). Puisque m, est le gradient en u
de la fonction convexe r (1. 30), il ne s’annule pas (sinon, r atteindrait son
minimum sur JD*, ce qui n’est pas vrai dans le cas décentré). Ainsi,
lorsque u est astreint a rester dans un compact de dD*, le couple (m,, c,)
reste dans un domaine convenable A de R?x ¥ %, c’est-a-dire un domaine
pour lequel il existe deux constantes réelles non nulles ¢ et C telles que :

c<|m|<C et c|APScT'WSC|AP

pour tout a=(m, o) de A et tout A de R%

(2.28) Potentiel d’un processus gaussien décentré.

Introduisons pour tout a=(m, o) de R*x%* un processus (X{)»o
additif, d’espace d’états R’ de loi gaussienne décentrée A~ (m, o). Le semi-
groupe de convolution s’écrit :

1 1
@nt)*? |deto|'?

S i)
2t

Pih(&)= th(ﬁw“é’)exp— dg’.
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Ce processus est transient en toute dimension, et son noyau potentiel Uj
se calcule explicitement comme le montre la :

PROPOSITION. — Soit A un domaine convenable au sens ci-dessus. Avec
les notations précédentes, on a pour tout élément h de la classe # :

@ A
jem, A=)
—im. A+ (M)/2

Uh@©= 5

(b)
Q@nrt) V2| m|,|deto |2 UG h(—tm)

converge, uniformément en a de A, lorsque t tend vers + oo, vers h (0).
Montrons ce résultat, classique (voir [26]) lorsque, d’une part le couple

(m, o) est fixe, et d’autre part la fonction h est 4 support compact sur R?.
(a) Grace a la forme d’inversion de Fourier,

Poh(E)= Je”'éﬁ(—h)exp(itk.m—tc()»)/2)dk
@mn)?

et le (a) résulte de la définition de U =f P#dt et du fait que la fonction

0
de A : 1/(—ikh.m+ o (M)/2) est intégrable au voisinage de 0 [lemme (2.13)].
(b) Comme dans le cas de 1/| A ]2, la fonction 1/(—iA.m+ o (A)/2) admet
une transformée de Fourier au sens des distributions. Celle-ci s’exprime
en fonction de la fonction de Bessel modifiée K 45—, ou :

Kv(s)=lj t“’_lexp<—£<t+l>>dt, si s>0.
2], A

11 suffit en effet de calculer

+

U‘ah(a){ “Peh©dr

0
pour obtenir, si a=(m, ©):
2| R m|@D-1

R Jh(@')exp<R(&'—a)|Rm>

) e
[RE-g >
en notant R la racine carrée de la forme quadratique c~!': R'R=0"".

Or on connait le comportement a Iinfini de K, (s) losque s est grand : il
est équivalent 3 _/m/2se”* [48]. Formellement, U§ h (§) est donc équivalent

x Kz -1 |R(E—E)|.|Rm)|

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



THEORIE DU RENOUVELLEMENT 545

| Rm I(d—3)/2

W}h(ﬁ’)exp(<R(é’—§)lRm>

RE-9]Rm ()"
RE-9]RmD( g )
IR(E~9)]

Si I'on pose maintenant £ = —tm, m tendant vers I’infini,

— d’une part, 'exponentielle

exp((R(&'~&)|Rm)—|R(E—¢E)|.|Rm])

converge simplement vers 1, en &', uniformément sur tout compact et
uniformément en (m, R'R) appartenant au domaine convenable;

— d’autre part, le rapport (|RE|/|R(E—E))|)“~ 12 converge simple-
ment vers 1.

Ainsi, Ug h(—tm) est équivalent a (1/|Rm|) (1/|detR|) (1/2me)@- /2,

I faut maintenant justifier le passage a la limite. La formule suivante
[47], p. 206 precise le terme d’erreur E entre K, ,,_; et son équivalent.

L 1 - @d-3)2 t @2
Kuz-10= [—e—————| e "t@ 3 <1+—> dt
2s T(@@d-1/2)Jo 2s

n -Ss
—&e E (s).

Il est aisé de voir que E vérifie les deux propriétés suivantes :
(i) convergence : E(s) tend vers 1 lorsque s tend vers I'infini,
(ii) domination : il existe une constante numérique & telle que :

0§E(s)§8(l+—l—>, seR*.

s@=3)2

Lorsque d=3, E est identiquement égal a 1; le noyau potentiel s’écrit alors
de maniére exacte :

A*(t)=Q2nt)" Y2 |Rm|.|detR | Us h(—tm)
=fh (&) @*(—tm, £)dg’

ou la fonction ®“ est définie par :
(&, &) =exp(CR(E'~8)|Rm>—|R(&'—8)|.|Rm])
) R @-1/2
E(R( —é)|.|Rm|)<'—@,—)
IR(£~&)
(@) les majorations c<|m|<Cet c|A[]*<c™! (W)=|RA|*<C|L[% pour
tout A de R? et tout (m, o) de A permettent de montrer que la fonction
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§'—®“(&, —tm) converge vers 1, lorsque t tend vers I'infini, uniformé-
ment sur tout compact de R? et uniformément en (m, o) de A. Par suite,
si K est un compact de R¢,

Ve>0, 3T, Vi2T, VaeA, V&ek,
| @, —tm)—1|<e

(b) Choisissons maintenant K tel que J d¢’' <e, et découpons

\ |hE)

le complémentaire de K en deux zones, comme dans la preuve de la
proposition (2. 25)

L={g, |R(E-E)[2|RE2[} NK"
et
L={¢, |R(E-§)[=|RE2[} NK"
L'intégrale de |h(§)|.|®°(¢, €)| sur I, est majorée par 282¢~V2g,

D’autre part, en utilisant la décroissance de h a [linfini
(M=sup|&|*"*|h(&)|est fini, un calcul identique a celui de
la proposition (2.25) montre qu’il existe une constante M* telle
que lintégrale sur I, de h(E)D*(E,E) se majore par

(e ) )
[RE| \[RE]

Ainsi, lorsque £= —tm, ce dernier terme tend encore vers 0, lorsque ¢
tend vers I'infini, uniformément en a=(m, ) de A. Ceci achéve la preuve
de la proposition (2. 28).

(2.29) CoroLLAIRE. — Si @, est la fonction correspondant au terme
principal, introduite en (2.27),

(2m)(d-1>/2ﬁje-"<""u'“cp,,(x)dx
'

converge uniformément en u variant dans un compact de dD*, lorsque t tend
vers linfini, vers

c(w) Jg 0w, (dy) Jf (&)de,

ot ¢ (u) est la constante du théoréme de renouvellement, introduite en (2. 8. f).

G. Preuve du théoréme de renouvellement dans le cas centré, d=>3

(2.30) Soit donc (X,),>o une chaine semi-markovienne adaptée, possé-
dant un moment d’ordre supérieur a max (d—2, 2+¢), centrée. On suppose
que le noyau P vérifie la condition S (E), et que sa projection sur X est E-
fortement ergodique. Enfin, soit F (x, §)=1(x) g (§) un élément de la classe
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#*. Nous avons vu que sous ces conditions, en notant R (1, T) la résol-
vante de I'opérateur T en 1, et en utilisant la décomposition spectrale au
voisinage de 0 de I'opérateur de Fourier P*=k (1) p, +Q,, le noyau poten-
tiel s’écrivait :

UF (x, §)=(2n)"d<JF(y, é’)n(dy)d&’)f eikémd)»
®? c(A)

+(2n)-dje“«éh(x)dx

+(2ﬂ)"dje”‘§(R(1, QJ)gx)gy(A)
+R (L, PY g (x) (1—gy(¥) f (=1 dr

ou I’on note :

— gy une fonction C*® valant 1 au voisinage de 0, et nulle en dehors
de I'ouvert U sur lequel la décomposition spectrale de P* est valable et tel
que | 1—kA)|Zc|A

— h la fonction définie par :

(PN peg(x) 7 (0)
hm"( k() o (W2 )g”m'

Le corollaire (2. 26) montre que le premier terme a le comportement voulu,
lorsque || tend vers infini : il est équivalent a :

1 C4
|EJ2"2 |deto |2

De plus, la fonction de A intervenant dans le troisiéme terme est de classe
C?~2 sur R%. Sa transformée de Fourier est donc en o(|&[>~%). Il ne nous
reste plus qu’a montrer que la transformée de Fourier de h a aussi le
méme comportement a I'infini.

Pour cela, nous allons montrer que la fonction h, qui est a support
compact sur R? singuliére en 0, et de classe C*~2 en dehors de 0, vérifie
les hypothéses du corollaire (2. 18). C’est le but de la :

J F(y, &) n(dy)dt’.

(2.31) ProposiTION. — Soit h(A) la fonction ci-dessus. Pour tout
k=d—2, il existe une constante d, telle que

|h‘“)(X)|§dk/|x|k+2‘s, si AeVN\J{0}.
En particulier, la fonction h~? est intégrable sur R’.
Le corollaire (2. 18) implique alors que 4 est bien en o ([ S [2“’) a linfini,

ce qui terminera la preuve du théoréme de renouvellement dans le cas
centré.

Preuve de la proposition (2.31). — Elle repose sur I'idée suivante : la
fonction (1—k(A))~! étant en |A|"2 en O, ses dérivées a l'ordre k vont
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étre de I'ordre de ]XI‘Z"‘. Par contre, si on lui soustrait son équivalent
en 0, la singularité de h en 0 va étre moindre que celle de (1—k (X))~
Puisque la chaine admet un moment d’ordre 2+ ¢, nous avons :

1—k(k)=9—?+o([kl“‘).
Posons :
e(M)=p,g() f (=15 (M) —2pog (x) [ (0) (1 —k ().
Nous avons, pour tout A dans U :
|2 |<Cy 2
El(x)léczlxlliw
le” (V)| SCs| [

Ainsi, la fonction h s’écrit encore :

guMe®)
c(M)(1-k®))
Par application de la formule de Leibniz, a des constantes pres :
Vk=1,...,d-2,

1 \@ 1 ®
IO g%*’(m‘“)(x)( )( >

atBry+i=k o (M) 1—-k)

h(\)=

Le lemme suivant permet d’estimer en 0 les dérivées de 1/c et de 1/(1—k):

(2.32) LeMME. — Si I est un domaine de R et g une fonction de classe
C* ne s’annulant pas sur 1, la fonction (1/g)® est la somme de termes de la
forme :

(g,)jPi, j(gna RS g(k))
gl
ot : — Les nombres C, ; sont des constantes indépendantes de g — Les

L J
P, ; sont des polynémes indépendants de g — Le couple d’entiers (i, j) vérifie

2i—j<k+2.

La preuve du lemme se fait sans difficulté par récurrence sur k.

En utilisant ce lemme, les minorations suivantes (données a une
constante multiplicative pres) :

C

i J

VieU
sMz|Ar WA, [1T=kMW)[Z]AP
et la majoration :

lo” W]+ ... +|cP W |+|A—ky M)|+. .. +|0 =P Q)| =M

QLN
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on obtient :

vieu, (L) <t LV oys !
eU, (;) WS T (1_k> O i

La proposition (2. 31) résulte alors des majorations sur €.
Ceci achéve la preuve de la proposition (2.31), et par conséquent, celle
du théoréme de renouvellement dans le cas centré.

H. Preuve du théoréme de renouvellement, cas décentré

On reprend les notations et les hypothéses introduites en (2.8). En
particulier, on sait que I’on peut associer a tout u de dD* une fonction @,
définie sur la base X et strictement positive telle que
H,(x, §)=0,(x)expu.& soit harmonique pour la chaine semi-marko-
vienne. Soient R* le noyau de la chaine relativisée [voir (1.28) et seq.], et
U le noyau potentiel correspondant :

1

UF=) (RY"F=—U(FH,).
nz0 Hu

Pour démontrer le théoréme de renouvellement dans le cas décentré, il

faut estimer la quantité

1
Au(&)_mUF(x5 £)

=U“<—§~u)(x, 3
lorsque :

— x est un point fixé de X;

— &= —tm, et t tend vers + oo,

— u varie dans un compact C* inclus dans dD*;

— F appartient a la classe de fonctions #*:F(x, £§)=g(x) f (£), g€E,
feHcf (2.2)].

(2.34) Observons tout d’abord que E(x, &)= g(x) f) exp—u.&.
H, @, (%)

La fonction f est la transformée de Fourier d’une fonction a support
compact. Elle se prolonge donc sur C* en une fonction analytique a
croissance exponentielle, soit f(z). La fonction f (z)expu.z étant encore
analytique a croissance exponentielle, C’est la transformée de Fourier d’une
fonction a support compact (théoréme de Paley-Wiener). Ceci permet de
montrer que

fuoi L©)=f(&)e" "
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appartient encore a la classe #.

On utilisera le fait suivant :

Pour tout compact C* de R, il existe un compact K tel que I'application
qui a tout u de C* fait correspondre la transformée de Fourier de f, est
continue de C* dans C%~ V2 (K).

[voir en (2.20) la définition de C~ 12 (K), si d est pair.]

(2.35) Régularité de P=

On sait que si une chaine semi-markovienne admet un moment d’ordre
k entier, la transformation de Fourier est de classe C*. Si maintenant elle
admet un moment exponentiel, on peut définir pour tout z=u+i\ de C¢,

pour tout entier k et pour tout multi-indice m=(m,, ..., m,;) de taille
k 3. m;=k) I'opérateur 0™ P* :

VgeE, 0"Pig(x)=i"E o[E7e* f1g(x)]

Par application du théoréme de Lebesgue, il est ais¢ de voir que
l’application :

u!—P(}\.i—Vaml—)“-Hk)
est continue.
Cette régularité reste conservée lorsque 1’on considére les fonctions
construites a partir de P?. En particulier, seront de classe C® [et par

conséquent de classe C" au sens de (2.21) pour r réel positif], de maniére
continue en u, les trois fonctions :

A—ku+il)

qui interviennent dans la décomposition de I'opérateur de Fourier (R*)*
de la chaine relativisée [voir (1.30)]. Signalons que ces fonctions ne sont
définies que dans un voisinage de 0 qui peut étre pris indépendant de u
lorsque u varie dans un compact C* de dD*. De plus, on choisira ce
voisinage U tel que :

() 3p<l, VAeU, VueC* r(Q.i)=p;

(ii) 3p' <1, YueC* ¥YreU'NK, r(RHYH<Zp.
Le compact K qui intervient dans (ii) est celui qui a été mis en évidence
en (2.34).

(2.36) Pour résoudre le probléme (2.33), utilisons Iécriture du noyau
potentiel comme intégrale singuliére, et ce, pour le noyau semi-markovien
relativisé R La quantité a estimer A, () apparait comme la somme de
trois termes (2. 14):

— le terme principal, qui fait intervenir la fonction (1—k(u+ik))™’,
pour A variant dans un voisinage U de 0;
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— et deux termes résiduels, qui font intervenir respectivement la résol-
vante de 'opérateur de Fourier associé a R* pour A dans I'intersection de
K et du complémentaire de U, et la résolvante de I'opérateur Q,,;, pour
A variant dans U.

Ces deux derniers termes s’expriment comme la transformée de Fourier
de fonctions de classe C~ 172, de fagon continue en u [voir (2. 35)]. Ce fait,
et les majorations (i) et (ii) ci-dessus montrent qu’ils sont en o (|§|* ~¥/2) &
I'infini [¢f. (2.21)], uniformément en u de C*.

Le terme principal IT, (§) peut lui-méme étre décomposé comme suit :

1
@mn)

I, (&)= j FH, (¥, &) m,(dx")d&’

xfe“-ﬁ LI - Je““”hu(wx
—im, A+0,0)2 Q2w

ou gy est une fonction de classe C* valant 1 au voisinage de 0 et nulle en
dehors de U, et h, est la fonction analogue a celle du cas centré [cf.
(2.30)]:

Pusinga () (=% p,8.,(x) £, (0) )

hu()‘)ng()‘)< 1—k(u+i)) —im,. A +0,(1)/2

L’étude du potentiel d’'un mouvement brownien « décentré » menée en
(2.27) et (2.28) permet maintenant d’estimer le premier terme dans la
décomposition de I, ci-dessus lorsque &= —tm,, t > + o0, et le corollaire
(2.29) fait apparaitre ’équivalent annoncé au théoréme de renouvellement
dans le cas décentré.

(2.37) Comme dans le cas centré, il reste donc a montrer que la fonction
h, (&) est en o(|&|" ~®2) a linfini, de maniére uniforme en u. Lorsque la
dimension d de I’espace est impaire, (d—1)/2=d,, on peut envisager de
procéder par intégrations par parties successives, en utilisant le critére
(2.31) pour écrire | & |0 h, (£) =hl (€) [2]. Cette méthode n’est plus appro-
priée en dimension paire. On utilise alors le découpement dyadique des
intégrales : on découpe I'espace R? en couronnes %,, qui se rapprochent
de I'origine, et dont la géométrie est adaptée au type de singularité envisageé.
La singularité de la fonction h, se traduira alors au moyen d’une famille
de coefficients (o), qui décrira le comportement de h, sur chaque
couronne.

On introduira également un groupe de dilatation (D¥), _,, tel que ’appli-
cation D* fasse passer de la k-iéme couronne a la couronne %,. C’est sur
cette couronne que ’on pourra lire les propriétés de régularité de h,.

(2.38) Construction des couronnes.
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La singularité en 0 de la fonction h,(A) est en [—im,.A+0,(A)/2] .
Puisque le couple (m,, c,) varie dans un domaine convenable de R?x #*
[cf- (2.27)], il est possible de trouver deux constantes ¢ et C, indépendantes
de u, telles que, pour tout A dans U, on ait :

éii?».eu+ x;|2|§1|—imu.x+o,,m/2|
Cc
<|1—k@+id)|
<c|—im,. A +0,(0)/2| (E,)
<Clik.e,+| M |?]

ou:

— e, désigne le vecteur unitaire m,/||m, ||;

— A, désigne la projection orthogonale de A sur I'espace (e)*.

Si e est un vecteur unitaire fixé de RY, on note y=y, e®y’ la décomposi-
tion d’un vecteur y relativement a celle de R*: R?=(e)@® e )"

Soit r, une rotation de R? telle que r,e,=e, et choisie pour que ur>r,
soit continue. L’estimation (E,) s’crit encore, pour tout A dans U :

i)+ @Y <2 im0, 0072 (E.)

On peut maintenant introduire les couronnes :
2 I < l } ,
=5
Ci=r.'%,.

Ces couronnes se rapprochent de I’origine k grandit. Il est donc possible

de trouver un rang n, tel que \U %} soit contenu dans le voisinage U de
kzno

0, cest-a-dire tel que les estimations (E,) soient valables. Ainsi, pour
k =n,, la fonction (1—k (u+i))) ! est de I'ordre de 4**! sur €.

Ce rang n,, peut étre pris indépendant de u.

D’autre part, on suppose U assez petit pour que Uc N U %

ueC* k20

4k+1 -

1 , )
‘gk={y, — <|iy, +]|y

et:

(2.39) Construction du groupe de dilatation associé.
On considére la dialtation D dont la matrice sur R? est :

(1/4 0 )
0 (1/2)/1d,-,

soit D(yy, ¥)=,/4, ¥'/2). On a donc ||D|=1/2
déterminant de D est égal a 1/29% 1.

|D!||=4, et le
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La dilatation D itérée k fois envoie bijectivement %, sur %,, et par
conséquent D¥=r_ ! D*r, est une bijection de €% sur €.

(2.40) Découpage de R? au moyen des couronnes.

Puisque le voisinage U de 0 est contenu dans N U %}, on peut écrire
u k20

1U= Z IU l(gk.
k20
Pour ne pas créer de singularité artificielle, on introduit une fonction p,
C®, a support compact dans un voisinage en tube autour de %,, telle
que :
Vie U %, Y p(D7*M)=1
k20 k20
La fonction p est essentiellement la fonction caractéristique de €, régulari-
sée au bord de %,,.
Pour tout u de dD*, on a également :
VAe U € Y p.(D;*M)=1 (E;)
k=0 k=0
ou p, est I'image de p par la rotation r,: p,(z)=p(r,z). Le support de p,
est alors un voisinage de €5,.

(2.41) On peut désormais étudier ﬁu (&); rappelons que h, a été définie
en (2.36). On a donc:

ﬁu(é)=J e'tSh, (A)dn

=Y | €*%p,(D;* ) h,(\)d\ (daprés E,)
k=zZ0JU

_y LJ exp (i ¢ DEE| 1)) p, (1) b, (DEA) d
U

K30 (zk)d +1
1
=Y ——p, (D
kgo(zk)d+l pu, k( &)
ou I'on a posé p, ,(A)=p,(R)h,(DEN).
La fonction p, , a pour support celui de p,, qui est essentiellement la

couronne %y. Soit K=J #}. Cest un compact, contenu dans le complé-
k

mentaire d’un voisinage de l'unité. La proposition suivante étudie les
propriétés de p, , sur K:

(2.42) ProposiTiON. — (a) Pour tout u de 0D*, p, , appartient a
CU=Y72(K), et application ursp, , est continue.
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(b) Il existe un nombre M, indépendant de u variant dans un compact de
0D*, et un nombre €’ strictement positif tels que :

Vkzn,, H P, k“(d—l)/2§M(4k)1_£,/2

Preuve. — Les fonctions de A: 1—k(u+iA) et —im,.A+0c(1)/2 ne
sannulent pas sur R*\{0}. Ainsi, h, est de classe C“ " sur tout
compact contenu dans le complémentaire d’un voisinage de 0, et ce, de
maniére continue en u. Puisque p, , est I'image de p,(D™*1)h,(}) par la
dilatation D%, le (a) résulte du fait que, lorsque A varie dans K, D, *(})
varie dans D, *K, qui est contenu dans le complémentaire d’un voisinage
de 0.

La majoration de la norme de p, , repose sur le méme principe que
dans le cas centré [proposition (2.31)]. On pose :

e, (W= (—im, A+ MA)/2) pysi2 & (%) [, (=) )
~(1—k (u+i))p,8, () ,(0)
a,(M)=¢,(D;*X)  (Aesuppp,)
v,(M)=1—ku+iD;*1)
w,(W)=—i{m,| D, *A>+c (D, )2

La fonction p, , s'écrit donc p, ,=a,.p,/v,.w,, €t I'abaissement de la
singularité proviendra du terme g,

Les inégalités ci-dessous sont valables a une constante multiplicative
prés, indépendante de u variant dans un compact de 0D*.

Tout d’abord, il est immédiat de voir que, les dérivées de p, pouvant
étre majorées uniformément en u, on a :

P, klla—1y2= > [l all

atB+y=(d—1)/2

1
w

1
Uyl

ully

ou:
— tous les indices sont entiers si d est impair;
— deux sont entiers et le troisiéme demi-entier si d est pair.

Puisque la chaine semi-markovienne admet un moment d’ordre 2+¢, la
fonction ¢ est deux fois différentiable, et 'on a :

B S AT

& |1

Ceci permet d’estimer la norme-a de a. Distinguons entre les cas a=0,
1/2, 1, 3/2, 2, et a=5/2.
(1) a=0.On a:

[|allo= sup |e(DEQ) ||| DEP < 1/(29
re€o
(rappelons que || Dk||=1/2").
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(2) a=1/2. On écrit :
|&(DkL) —e (DEV)

al;,= su
Lelya M M e €, |Iz—x'|§1 [A—n |12
DA —Dk)\
<sup |g,Di(z)| su [DiA—Din|
_ze‘él?:)l ()||A-A'I|)§1 I?»—)JI”Z
<D = Dl
él/(zk)z-#a‘

(3) a=1. Alors :
[la]l;= sup | Die’ (DfH) |
re€o

<||D|. || D*[f**

§ 1/(2k)2 +e.
On trouve le méme résultat lorsque a=3/2 et 2. Si maintenant «=5/2, on
a toujours :

[al, <[ D*[[*[| e, [ < 124 < 1/29 2.

Dans tous les cas, il existe &’ =inf (g, 1/2) tel que ||a||,<1/(2%)***.
Montrons maintenant que || 1/v ||, <4* et que || 1/w]],<4*.

Nous savons que la dérivée n-iéme de la fonction 1/v est la somme de
@Y P, ..., o™
vi
De plus, le degré de dérivation dans P(v”, . . ., v®) est égal a n—j. Ainsi,
si B est entier, la dérivée B-iéme de (1/v,) va étre majorée par la somme

de termes du type :
|| Dl k" (u+i(Dy M) || DE [P~
[1—k (u+iDEV) [ ’
Mais si z est proche de 0, k” (u+iz) est proche de m,, et D¥ (k’ (u+iD¥ 1))
est proche de D¥m,=m, /4%
D’autre part, si Ae%,, D‘Le@f, et si k=n,, lestimation (E,) est
valable :

termes de la forme , avec 2i—j<n+2 [lemme (2.32)].

|1—k (u+i(DEA)) | 2 /4,
et chaque terme est de I'ordre de 1/(4%) 1/(2%)P 7 (4%)' <4,
Le méme calcul peut étre fait si B est non entier. Ainsi || 1/v,[|;<4% et
de maniére identique, on a : || 1/w,||,<4*.
Dans tous les cas, nous avons donc :
l[aulla [l 170, [lg [ 17w, [l = (451 =7

ce qui termine la preuve de la proposition (2.42).

(2.43) Fin de la preuve du théoréme de renouvellement dans le cas
décentreé.
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Il nous faut montrer que la transformée de Fourier de h, est en
o(|&€|* =) a Pinfini. Pour cela, rappelons I'égalité de découpage obtenue
en (2.41):

1

ﬁ" (&) = Z (2k)d+ 1

pu k( kE.u)

(a) 11 résulte de la proposition (2.42) et de la continuité de la trans-
formation de Fourier de C“~'/2(K) dans D“ V2 [proposition (2.21)]
que pour tout k =n,, nous avons :

” E)u, k Hm=sup | z [(d_ Dz l 5u, (2 ‘ .S_“ Pu, k H(d—l)/z <@

et ceci, uniformément en u variant dans un compact de 0D*.
Par suite, les majorations suivantes ont lieu :

| E I(d* 1)/2

sup|§]“’ 1)/2lp“ k(Dk§)|<(4k)1 E/ZSUPW

< (2k)d +1-—¢

puisque la norme de D * est égale a 4*.
(b) Fixons & strictement positif, et N tel que

1

Y ——<8.
k=N2'°F
Nous avons alors :
|e|@-D2 R, &) =|g [P Z (2k),,+1pu (DEE)+R, (®)

ou R, (&) est majoré uniformément en u par 0.

(¢) Pour tout k fixé, k inférieur & N, la proposition (2.42) donne la
continuité de I'application

oD*— CY~ V2 (K)

U Py, g

Par composition avec la transformation de Fourier, continue de
C@-Y2(R) dans DY~ /2 nous déduisons la continuité de I'application de

oD* dans D®~V/2 qui a tout u associe p, , Ainsi, pour tout k fixe,

|x|@=D2p,  (x) tend vers O lorsque x tend vers Pinfini, et ce continument
en u. Par suite :

e %

zk)dﬂ Pu, k(D5E) =0
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lorsque & tend vers Iinfini, uniformément en u de C*. Par conséquent, &
étant pris arbitrairement petit dans (b), |£|@~ /2 , (€) est encore arbitraire-
ment petit lorsque |§| tend vers linfini, et ceci achéve la preuve du
théoréme de renouvellement dans le cas décentré.

(2.44) Remarque.

Cette démonstration montre que pour obtenir I’équivalent du noyau
potentiel d’'une chaine semi-markovienne décentrée dans la seule direction
de la moyenne, il suffit de supposer, en plus des hypothéses usuelles de
forte ergodicité, adaptation et condition S(E), I'existence d’un moment
d’ordre égal a max((d—1)/2, 2+¢€), pour un ¢ strictement positif
quelconque.

TROISIEME PARTIE
APPLICATIONS

A. Mouvement brownien sur un revétement abélien de variété
riemannienne compacte

Les variétés que nous considérons ici sont supposées de classe C3.

(3.1) Le mouvement brownien comme chaine semi-markovienne.
Guivarc’h [20].

Soit (M, g) une variété compacte et connexe, munie d’une structure
riemannienne g. On se donne un revétement riemannien (M, g, p) de
(M, g), dont on suppose la fibre isomorphe a Z¢ avec d=3. Le groupe
abélien Z¢ s’identifie alors & un groupe d’isométries sur M.

L’opérateur de Laplace-Beltrami Ay étant un invariant de la métrique,
il commute avec les isométries de M. Notons (P,), o le semi-groupe ayant
pour générateur A, i.e. le semi-groupe de transition du mouvement
brownien sur M, et pour tout ¢, p(t, x, y) la densité de P, relativement a
la mesure sur M canoniquement attachée a la métrique riemannienne g.
La propriété d’invariance sous I’action des isométries s’écrit encore :

VyeZ’, V(x,y)eMxM, p(t, vx, y»)=p(, x, y).

Ainsi, si I’on se fixe un domaine fondamental X de I’action de Z¢ sur M,
le mouvement brownien a temps entiers sur M s’identifie mesurablement a
une chaine semi-markovienne sur X x Z% De plus, la chaine de Markov
sur la base X est I'image par cette identification du mouvement brownien
sur M. Enfin, la distance sur M est équivalente a la norme euclidienne,
i.e. il existe deux constantes ¢ et C telles que pour tout point x de M et
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toute isométrie y de Z¢ on ait :
cd(x, 7)< ||v]| £Cd(x, vx).

Les constantes ¢ et C dépendent de la géométrie de M.

(3.2) Propriétés.

La chaine sur la base a une densité continue strictement positive, bornée
par compacité de M, d’ou sa forte ergodicité sur I'espace des fonctions
bornées sur X [voir (1.6)].

La stricte positivité de p sur M implique I'adaptation de la chaine semi-
markovienne sur X x Z%. De plus, les théorémes de comparaison de [34]
s’appliquent : il existe une constante c, telle que :

p(la X, y)§exp( —C d2 (xa y))
ce qui assure I’existence de moments de tous ordres de la chaine semi-
markovienne.
L’hypothése de centrage est acquise grace a la symétrie du noyau P, sur
L?(M).
Nous nous trouvons donc sous les conditions d’application du
corollaire (2.5) du théoréme de renouvellement (2.3). En conséquence,

nous pouvons donner le comportement du noyau potentiel de la chaine
semi-markovienne.

(3.3) Potentiel du mouvement brownien.
On note x, un point origine de M fix¢, U le noyau potentiel :
© 1
U=J P,dt, et Q le noyau J P, dt.
0 0
De I’égalite :
U= ) P,Q

nz0

et de invariance sous Q de la mesure dx ® dy sur X x Z¢ résulte le :

THEOREME. — Il existe une matrice définie positive o telle que pour toute
fonction F a support compact sur M, UF (y x,) est équivalent lorsque vy tend
vers Pinfini dans 7% a :

2—d Cd ’ ’
— F dxdy’.
|v|? ldm‘l,zszd (v x)dx dy

r(d-22)

2(m)d/2
Signalons que la matrice ¢ dépend uniquement de la géométrie de M.

On a noté | y|, le nombre 6~ *(y)'/?, et c, est la constante
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En corollaire, donnons une estimation du comportement de la fonction
de Green sur M :

g (x, y)=f p(t, x, y)dt.
0

On note F~G lorsque F=0 (G) et G=0 (F) a l'infini.

COROLLAIRE. — Soit M un revétement abélien d’une variété riemannienne
compacte, de fibre 7% d=3. Si p(t, x, y) désigne le noyau de la chaleur sur

M au temps t et g(x, y)= f p(t, x, y)dt la fonction de Green sur M, alors
(4]

1

Xo, V)R —————,
g (xo ¥) T G

pour tout point origine x, fixé de M.

B. Marches aléatoires sur les extensions compactes de R*

(3.4) Structure de ces groupes.

Soit G un groupe topologique localement compact a base dénombrable.
On dit que G est une extension compacte du groupe vectoriel R? s’il existe
un sous-groupe V distingué de G et isomorphe a R? tel que G/V soit
compact. On sait alors (Hochschild [25], p. 44) que V est facteur semi-
direct de G, c’est-a-dire qu’il existe un sous-groupe compact K de G tel
que :

VxKr—G
(& k)—Ek

soit un homéomorphisme. Si 'on note Ad la représentation de K dans
GL (V) qui a tout k de K associe 'automorphisme intérieur (§ - kEk 1)
restreint a V, alors G s’identifie au produit semi-direct Vx K muni de la
loi :

(& k), k)=@E+Adk (&), kk).

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on note encore Adk (§)=k.&.

Par compacité de K, il est possible de munir R? d’un produit scalaire
qui fait de Ad(K) un sous-groupe du groupe O (d) des isométries de R?,
L’action de K sur R? est alors semi-simple : s’il laisse stable un sous-
espace de R? il laisse stable son orthogonal. On notera W lespace des
points fixes de Paction de K sur R%. On obtient ainsi une décomposition
de R? en somme directe orthogonale :

Ri=W ® W
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On notera Y=YV +YW* la décomposition correspondante d’un vecteur
Y de R4

Signalons que I'espace W peut étre réduit a {0} : si G est le groupe des
déplacements de I’espace euclidien, le sous-groupe compact K est égal au
groupe des rotations de R%. L’action de K est transitive sur R? et n’admet
par conséquent pas d’autres points fixes que 0.

(3.5) Marches aléatoires sur G et centrage.

Soit ((k,, Y,)).zo une suite de variables aléatoires indépendantes et de
méme loi p sur G et

(% &) =(k, E)(ky, Yy). . (ks Y,)
—(kky.. .k E+kY, +kk, Yo+ .. +kky. . k,_ Y,

la marche aléatoire droite de loi p sur G, prise a I'instant n issue de (k, &).
On a montré en (1.2) qu'elle peut étre vue comme une chaine semi-
markovienne sur K x R? de base compacte K. La chaine de Markov
(X)nzo st la marche aléatoire droite sur K qui a pour loi 1, image de p
par la projection (G G/R%. La mesure de Haar sur K fournit une
probabilité invariante pour (x,),» o

Supposons qu p admette un moment d’ordre 1, et estimons la moyenne
de la chaine semi-markovienne. Nous avons :

VkeK, M1(k)=E(k.Y,)
=E(YY+kYVY)
=E(YY)+kE(YV).

Par suite :

m=J M 1(k)dk=E(YY)

puisque pour tout vecteur Y de W+ le vecteur J‘ kdk.Y est nul : c’est un
K
point fixe sous K qui appartient 8 W*.

On voit ainsi que le non-centrage de la chaine semi-markovienne ne
peut provenir que de la partie de R? ou I'action de K est triviale. Ceci
nous conduit a poser la :

DerFiniTioN. — Soit G=R?x K une extension compacte de R?, et W
Pespace des points fixes de R? sous Paction de K. Soit py la projection
orthogonale sur W.

Soit u une probabilité sur G ayant un moment d’ordre 1. On appelle
moyenne de | le vecteur :

M=J pw (&) dp(k, §).
G

La loi p sera dite centrée si m=0, et décentrée dans le cas contraire.
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(3.6) Etalement de la mesure p, opérateurs de Fourier.

Dans toute la suite, la mesure p, image de p sur K, sera supposée
vérifier les deux conditions suivantes :

(1) Le support de p n’est pas contenu dans un translaté d’un sous-
groupe distingué strict de K.

(2) La mesure p est étalée, Cest-a-dire qu’il existe une puissance de
convolution de p non singuliére relativement a la mesure de Haar sur K.

Lorsque K est connexe, la seconde condition implique la premiére.

Il découle classiquement de ces deux hypothéses que la marche aléatoire
de loi p sur K est fortement ergodique sur I’espace des fonctions continues,
relativement a la mesure de Haar n sur K [23].

Cette régularité se transmet aux opérateurs de Fourier, comme le montre
I’étude qui suit :

Pour tout A de R?, I'opérateur de Fourier de la chaine semi-markovienne
est ici donné par :

Plf(k)=ff(kk’)e'“““”du(k’, &)

soit, si p= Jek ® My dp (k) est une désintégration de p suivant K (cf. 3D :

P f(k)= Jf(kk') N (k™10 dp (k).
On a alors la :

PROPOSITION. — Si p est une probabilité sur G=K x R?, telle que la
projection de p sur K soit étalée, alors P* est quasi-compact sur Pespace
des fonctions continues.

Preuve. — Soit p<1. Quitte & considérer une puisance de p, on peut
supposer que

dp (k)= (k) dk +dB (k),

ou B est une mesure sur K de variation totale inférieure a p. Ainsi, P* est
somme de deux opérateurs A et B, ou :

Aflk)= jf(kk’) Ne (k™ 2) o (k') dk’

Bf(k)= ff(kk’) N (k™' 1) dB (k).

Remarquons tout d’abord que :

B < sgpjlﬁkxk-‘x){dwk')g Bl <o,
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puisque |, (k"'A)| S 1.
Montrons que A est un opérateur compact de C(K).
Pour cela, d’apres Ascoli, il suffit de montrer que :

VkoeK, Vex>0, 38>0,
tel que :

vfeC(K), |If]l=1,
si ||k—ko| 8, alors ||Af(k)—Af(ke)| e

L’opérateur A posséde un noyau, noté encore A, relativement a dk,
c’est-a-dire :

Af(k)=Jf(kk’) Ne (k™' W) @ (k) dk’
=J f(kk") A (k, k") dk’.
Soit donc k, fixé dans K. On a :
Af(k)—Af(k0)=ff(kk') (A (k, k)= A (ko, k7)) dk’
+J(f(kk/)_f(ko k) A (ko, k) dk’
=A, f(k)+A, f(k).
Tout d’abord,

|A £ §J|A(k, k) —A (ko, k') |dk’

gjlﬁkf (k™ 2~ (kg 2) | @ (k) dk.

Mais u—m, (u)\) est continue en u, ainsi A, f(k) tend vers O lorsque k
tend vers k,, par application du théoréme de Lebesgue.

Ensuite, puisque k’+ A (k,, k) est mesurable, il est possible de cons-
truire une fonction ¢,, continue, telle que :

f | A (kor K)— @0 (k)| dk’ < e/4.

On peut alors écrire :

A, fk)= J(f(kk’) —f(ko k) @0 (k") dk'+ A5 f(K),
avece
|Asf()] <2]|f]|e/4 < e/2.
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Maintenant :
18,10 < [ As )] + j| 00 (k=1 k)90 (kg ' )| dK,

et puisque @, est continue, ce dernier terme tend vers 0, lorsque k tend
vers kg, d’ou la proposition.

(3.7) Rayon spectral de 'opérateur de Fourier.
On suppose que p est irréductible sur G, c’est-a-dire que le semi-groupe
fermé engendré par son support est égal a G. On a alors la :

PROPOSITION. — Pour tout A non nul, le rayon spectral de I'opérateur de
Fourier P* est strictement inférieur a 1.

Preuve. — Supposons au contraire r(P*)=1. Puisque P* est quasi-
compact, et quitte & considérer la mesure p= ) p*"/2"*! [cf. (1.15)], on
nz0
peut supposer que 1 est valeur propre de P*. Il existe donc une fonction
continue f telle que :

P! f(k)= fem k-2 f(kk') dp (K7, &) =f(k). (1)

Mais ceci implique :

NGIE f | f(kk")

di(k)=P|f| (k) <P"|f| k),  Vn.

Puisque P"|f| converge vers J‘ |f], on a |f(k)| < j |f], et ceci impose a
K K

| f| d’étre constant.
L’égalité (1) s’écrit alors :

l(llk&)f(kk,)d k/ =1
fe ) pk’, §=1,

soit pour tout k, du(k’, £)-p.s., & <*1%-8> f(kk")/f(k) =1.

Maintenant,
, i S(kk)
H=N<{ (&, ;t<llk-§> =1}
k{( e £k

est un semi-groupe de G, et il contient le support de p.

Puisque p est supposée irréductible, ceci impose H=G. Mais, si A est
non nul, le point (1, mA/|A|?) n’appartient pas & H (prendre k=1), il y a
donc contradiction. Ceci achéve la démonstration.

Remarque :

Lors de I’étude d’une chaine semi-markovienne, ’hypothése d’apériodi-
cité du noyau semi-markovien et la condition S(E) ont été introduites
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dans le seul but d’assurer que le rayon spectral de P* soit strictement
inférieur a 1 pour A non nul. Elles apparaissent dans ce cadre comme
propriétés de la loi p, a savoir : Iétalement de p qui donne la quasi-
compacité de P* et en particulier la condition S(E), et Iirréductibilité
de p, qui entraine ’adaptation de la chaine semi-markovienne.

(3.8) Opérateurs de Laplace.

On dira que p admet un moment exponentiel si je"“du (k, )< + o0,

pour tout reR*.

On définit alors I'opérateur de Laplace sur C(K), pour tout z=u-+ik
de C*:

l—)u+ixf(k)= Je< utid|k.§ >f(kk’) du (k/’ g;),

qui correspond a lopérateur de Laplace de la chaine semi-markovienne

[ef. (1.24)].

PROPOSITION. — Soit p une probabilité sur K x R¢ admettant un moment
exponentiel, et dont la projection sur K a une densité relativement a la
mesure de Haar sur K. Alors, pour tout z de C%, I'opérateur P* est compact.

La preuve de la proposition est semblable a celle de la proposition
(3.7), le point crucial étant que si A désigne le noyau de P? par rapport a
dk’, ona:

dk’=0.

lim J‘IA(k, k) —A(ky, k)

k = ko

Or, si @ est la densité de p relativement a dk :

J[A(k, k') —A (ko, k)| dk’

-,

Mais I'application ke <Z!%-8> est continue en k, et donc la différence
tend vers 0 simplement.

D’autre part, |e<Z!k-8> —g<zlko-8>| <Delul-1E1 quj est intégrable rela-
tivement a p, ce qui permet de conclure.

je““““dnkl(&)—fe““‘w“dnk,(a)‘w(k')dk'

éJ‘ dl.l(k', a)|e<zlk.«‘,>_e<z|ko.g>“
G

(3.9) Théoréme de renouvellement (cas centré).
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Nous pouvons désormais décrire, en application du théoréme (2. 3) dans
le cas centré, le comportement du noyau potentiel d’une marche aléatoire
de moyenne nulle.

On sait en effet que si la projection de la loi sur K est étalée, la chaine
(x,) sur K est fortement ergodique. D’autre part, on a vu en (3. 7) comment
la condition S (E) et ’apériodicité de la chaine semi-markovienne pouvaient
étre remplacées par I’étalement de p et irréductibilité de p. Ceci conduit
par conséquent au :

THEOREME. — Soit G=K x R? une extension compacte de R?, avec d=3.
Soit n une probabilité irréductible sur G telle que la projection de p sur K
soit étalée, admettant un moment d’ordre max (d—2, 2+¢), centrée. Il existe
alors une matrice o définie positive, telle que la suite de mesures :

lells™*e,x U

converge vaguement vers c,|det o|~/? dk ® d&, lorsque g tend vers Iinfini.
On a noté¢ ||g|l,=|c ' ()|"% pour g=(k, &) et ¢, la constante
I'((d—2)/2)/(2m)".

Remarques. — (1) La matrice ¢ est donnée par :
c=f KECY (Y ) kdk
K

ou 9Y,=Y,—(Id—k,)(Id—E(k,)) " 'E(Y,), de telle sorte que
‘M 1(k)=kE[?Y,] soit identiquement nul.

(2) Lorsque G est le groupe des déplacements de I’espace (auquel cas
une marche aléatoire est automatiquement centrée), ce résultat précise
celui de Roynette [40] qui montrait, par la méthode des fonctions barriéres,
la majoration :

Vasd—2, g,*xU(f)=c/ ||g||°‘
(3.10) Théoréme de renouvellement. Cas décentré.

THEOREME. — Soit G une extension compacte de R?, d=1, et p une
probabilité sur G, irréductible, admettant un moment d’ordre exponentiel,
décentrée. On suppose que la projection de p sur la base compacte K admet
une densité relativement a la mesure de Haar sur K.

Alors, pour tout u de D= {u; r(P)=1}, il existe, a une constante
multiplicative prés :

— une unique fonction ¢, -continue, telle que e* %o, (k) soit p-
harmonique;

— une unique fonction \s,, continue, telle que e *-*\s, (k) soit ji-harmoni-
que.

Ces fonctions sont strictement positives sur K.

De plus, si I'on note
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mfj k.& @, (kk)e 1% 8>y, (k) dk du (K, &)
G

Papplication de dD* dans la sphére unité de R® qui a u associe m,/|m,| est
un homéomorphisme.

Le comportement du noyau potentiel est alors décrit de la maniére
suivante :

Pour toute fonction F continue a support compact sur G,
exp(tm,. u)2nt)4 " V2UF (k, —tm,)

converge uniformément en u de 0D, lorsque t tend vers + oo vers :
c(w o, (k) Je"“'gF(k’, E)V, (k) dk’ dE’

ou c(u) est une constante reliée aux moments d’ordre 1 et 2 de la chaine
relativisée.

Ce théoréme se déduit simplement du théoréme (2.9) et du corollaire
(2.10), qui précise le cas ou pour tout z de C% I'opérateur P* est compact.
Il faut simplement vérifier que I'adjoint de P* dans le dual de C(K) est
quasi-compact sur C(K). Ceci découle du fait suivant : I'adjoint de P
peut étre construit a partir de la probabilité j, image de p par le passage
a 'inverse. En effet, on peut écrire, pour toutes f et g continues sur K :

jf(k)dk= pf(k) je“”"“g(kk’)du(k’, &) dk

= Pg(k)fe"<““‘"‘>f(kk')dﬁ(k’, &) dk

= |g(k)P™"f(k) dk.

o

On voit ci-dessus que P~* est un opérateur de Laplace associ¢ a la
mesure .. Or p et p ont les mémes propriétés, et en particulier, P™* est
quasi-compact sur C(K).

(3.11) Frontiére de Martin.
Le théoréme précédent permet de décrire le comportement du noyau
potentiel, lorsque & tend vers linfini et que &/|&| tend vers —s, ou s est
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un vecteur de la sphére unité. Nous obtenons I’équivalent suivant :
UF (k, &) ~c¢,|&| 2 exp(— C1(E/[E])]ED) 0, (k)
x feXp( —1(s). &) F(k’, €)Y, (k) dk’ dE’,

ou / est 'homéomorphisme inverse de

0D S41
ur——2=
|m, |
De cet équivalent découle le :
COROLLAIRE. — Soit W une probabilité irréductible sur G=K x R?, dont

la projection sur K est étalée.

1" cas : si la moyenne de | est nulle et si p admet un moment d’ordre
max (d—2, 2+¢), la frontiére de Martin est triviale.

2 cas : si la moyenne de | est non nulle, si p admet un moment exponentiel,
et si p, ou une de ses puissances, admet une densité relativement & la mesure
de Haar sur K, alors les fonctions p-harmoniques positives extrémales
s’écrivent comme produit d’une fonction @, continue positive sur K, et d’une
exponentielle e*%, ou u varie dans un ensemble homéomorphe a la sphére
unité de R

Ceci généralise dans le cadre des extensions compactes de R? les résultats
de Conze-Guivarc’h [13], qui étudient la frontiére de Martin des lois p
ayant une densité & support compact relativement a la mesure de Haar
sur G.
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