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Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

Depuis Gnedenko et Kolmogorov [7] un nombre considérable d’auteurs
ont contribué au théorème de la limite centrale, ordinaire ou fonctionnel,
avec une loi limite normale ou indéfiniment divisible ou même plus générale,
pour des « sommes discrètes » (sommes normalisées ou tableaux triangu-
laires) ou des processus, à l’aide de méthodes dérivées de l’idée de « loi
accompagnatrice ».

Il se trouve que, sous des habillages parfois assez différents, beaucoup
de ces démonstrations reposent sur une utilisation à peu près identique de
la théorie des martingales. En outre, cette utilisation apparaît plus claire-
ment, nous semble-t-il, dans le cadre des processus que dans celui des sommes
discrètes (bien que l’arsenal technique pour les processus soit bien-sûr

plus important).
Nous proposons donc ci-dessous une démonstration unifiée, qui permet

de retrouver un grand nombre de résultats connus; citons par exemple,
sans prétention à l’exhaustivité : Brown [1], Brown et Eagleson [2],
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2 J. JACOD, A. KLOPOTOWSKI ET J. MÉMIN

McLeish [19], Durrett et Resnick [5], Hall [9], Klopotowski [16], qui tous
traitent de sommes discrètes. Citons aussi, pour des théorèmes de conver-
gence de processus, et avec des méthodes formellement plus proches de ce
qui suit : Kabanov, Liptcer et Shiryaev [15], Jacod et Mémin [11], Liptcer
et Shiryaev [18]. Enfin, nos résultats englobent également les théorèmes
fonctionnels obtenus par la méthode des « problèmes de martingales »
lorsque la limite est un processus à accroissement indépendants : ceux par
exemple de Rebolledo [20] ou de Grigelionis et Mikulevicius [8].
Nous nous sommes efforcés, dans cet article, de dégager les idées de base,

et de démontrer des résultats aussi généraux que possible ; nous n’avons pas,
par contre, la prétention de faire une étude complète du sujet, et en parti-
culier nous n’avons pas donné d’applications, renvoyant pour cela à la
littérature (abondante !), avec toutefois une exception : nous avons traduit
les théorèmes généraux obtenus dans le cadre des tableaux triangu-
laires.

L’article est organisé comme suit : la section 1 a la prétention de présen-
ter de manière pédagogique ( ?) l’idée sous-jacente et les hypothèses « natu-
relles )) dans ce genre de méthodes. Cette section est essentiellement non

technique, en particulier on n’y parle pas de semi-martingales, avec le cor-
tège de notions qui y sont attachées, alors que les sections suivantes sont
au contraire fondées sur la théorie des semi-martingales.
Dans la section 2 nous démontrons un résultat général de convergence

en loi d’une suite (Xn) de processus vers une limite X qui est un processus à
accroissements indépendants sans discontinuités fixes : c’est le théo.

rème (2.21). Ce théorème contient aussi un résultat de convergence en loi
d’une suite de variables vers une limite dont la loi est indéfiniment divisible

(ou est un mélange de telles lois). Nous appliquons ceci au cas où X est un
brownien (§ 2-d) et au cas où les X" sont obtenus à partir de tableaux trian-
gulaires (§ 2-e).
Dans la section 3 nous démontrons le même résultat de convergence,

lorsque X est un processus à accroissements indépendants quelconque (avec
éventuellement des discontinuités fixes) : c’est le théorème (3.1). Souli-

gnons que, de manière assez surprenante (étant données les difficultés

qu’on rencontre habituellement à traiter des processus non quasi-continus
à gauche), les conditions du théorème (3 .1 ) ne sont pas plus restrictives
que celles du théorème (2.21). En particulier les résultats obtenus ici sont
bien plus forts que ceux de [11], dans lequel nous avions abordé le même
type de problème. Enfin malheureusement, si le théorème (3 .1 ) est facile à
énoncer, il est très long à démontrer, ce qui donne à la section 3 une allure
très technique et difficile.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



3THÉORÈME DE LA LIMITE CENTRALE ET CONVERGENCE FONCTIONNELLE

1. LES PRINCIPES FONDAMENTAUX

§ 1. a) Autour d’un théorème trivial.

On s’intéresse à la convergence en loi de variables ou de processus. Quitte
à prendre des produits tensoriels d’espaces probabilisés, on peut supposer
que toutes les variables sont définies sur un même espace de base (H, F, P).
Les convergences en loi et en probabilité sont notées : ~ , ~ .
Pour obtenir la convergence en loi d’une suite de v. a. à valeurs

dans IRd vers une limite x, on peut partir de l’hypothèse simple (voire sim-

pliste) suivante.

HYPOTHÈSE (Hl). - Pour tout u E IRd il existe une décomposition

désigne le produit scalaire), où les variables complexes J~n et yn véri-
fient :

1) yn ~ = 

iii) les suites 1 sont uniformément intégrables..

Sous (Hl) la convergence en loi de vers x est immédiate : en effet y"
est « déterministe », donc ( 1.1 ) et ~’) entraînent

d’après (1.1), iii) et i), la yt‘) ~n> 1 est uniformément inté-

grable et tend vers 0 en loi, donc dans L1, donc -~ 

(1.2) REMARQUE. - On a tout un éventail de choix possibles dans la

décomposition (1.1). L’hypothèse-clé i) est d’autant plus « facile » à vérifier

que y: est « plus déterministe ». On a ainsi les deux extrêmes suivants :

a) yi est « le plus déterministe possible », soit

(on suppose que 03B3un~ 0). i) équivaut alors dans ce cas à la convergence en
loi de vers x, auquel cas (Hl) est vérifié si et seulement si y" 5~ 0.

b) y: est « le plus aléatoire possible », soit 03B3un = et" .xn et 03B2un = 1. i) équivaut
alors à la convergence en loi de vers x et au fait que x est p. s. déter-

ministe, ce qui est donc très restrictif.

Vol. XVIII, n° 1 - 1982.



4 J. JACOD, A. KLOPOTOWSKI ET J. MÉMIN

Si donc on veut atteindre la plus grande généralité possible, il y a donc

intérêt à choisir 03B3un aussi déterministe que possible, mais dans le cas extrême a)
on arrive à une tautologie ! .

L’hypothèse (Hl), et notamment iii), est plus restrictive qu’il n’y paraît :
par exemple iii), i) et (1.1) entraînent que 03B3u ~ 0. Dans le but d’affaiblir iii),
et aussi pour étendre le champ d’application de ces résultats au cas des
« mélanges de lois » et des processus, nous introduisons une autre hypo-
thèse, plus faible et beaucoup plus compliquée.

HYPOTHÈSE (H2). 2014 Soit 03BEn et Ç (resp. xn et x) des v. a. à valeurs dans C

(resp. dans (~d); soit G une sous-tribu de F. On suppose que ( ~n (  1,

|03BE|~ 1, et que pour tous u E n, il existe des v. a. 03B2unp et yn avec

et qui vérifient :

i) x et Ç sont indépendantes, conditionnellement par rapport à G;

ü) G) --~ E( ~ G) ;
iii) y" : - [ G) ne s’annule pas, p. s. ;

lv) yn ~ 3

v) 1 G V i 3

vi) les suites 1 sont uniformément intégrables..

( 1. 4) THÉORÈME. - Sous (H2) on a [ [ G), et

donc --~ pour tout u E (~d.

Démonstration. Fixons u E Comme [ y" [ > 0 p. s. et comme y" est

G-mesurable, il suffit de montrer que [ ( G) sur

chaque ensemble ( [ yu [ > 1/p ~, ce qui revient à supposer que [ yu [ > 1/p
partout pour un 03C1 ~ N donné. Si An = f [ yn [ > 1/p }, iv) entraîne alors

que ~ 1 . Posons

En appliquant i ) et iii), puis v) et (1.3), il vient

D’après ii), le dernier terme de (1.5) tend vers 0 en probabilité. On sait

que P(AD ~ 0, et d’après vi) la suite { }n1 i est uniformé-

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



5THÉORÈME DE LA LIMITE CENTRALE ET CONVERGENCE FONCTIONNELLE

ment intégrable, donc le second terme de (1.5) tend aussi vers 0 en pro-
babilité. Enfin d’après (1.3) et vi), la suite

est uniformément intégrable (car y" ~  1) et tend vers 0 en probabilité
d’après iv), donc le premier terme de (1.5) tend vers 0 en probabilité. Par

suite an ~ 0 et on a le résultat.

(1.6) REMARQUE. - Par rapport à (Hl), l’hypothèse (H2) est plus faible
pour trois raisons :

1) l’introduction de ~" et ~, ce qui nous servira à démontrer les théorèmes
de convergence fonctionnelle ;

2) le remplacement de 03B2un par les ce qui sert à affaiblir 
3) l’introduction de la tribu G. L’usage en est, typiquement, le suivant :

supposons qu’on sache, grâce à l’utilisation de (Hl) par exemple, prouver
la convergence en loi de vers x quand x suit une loi indéfiniment divi-
sible (un cas fréquent !). Grâce à G on peut alors obtenir des convergences
vers des « mélanges )) de telles lois.

En fait, cela revient à considérer des versions régulières dx) et

dx) des lois conditionnelles de xn et x par rapport à G et à démontrer
que tend vers ~, étroitement en probabilité. Mais cela évite ainsi l’usage
des probabilités conditionnelles régulières et l’introduction de la conver-
gence étroite en probabilité, t

§ 1. b) Application : le théorème fondamental.

Nous allons maintenant montrer comment le thérorème (1.4) s’applique
dans la méthode des « lois accompagnatrices », en énonçant un théorème
général dont la plupart des résultats de la littérature sont des corollaires.
La première remarque consiste à souligner que la méthode des lois accom-

pagnatrices est fondamentalement une méthode adaptée à la convergence
des processus, et plus précisément des processus indicés par I~ + et à tra-

jectoires cadlag (continues à droite et pourvues de limites à gauche), même
quand on l’applique à la convergence d’une suite de v. a. : en effet
dans ce cas on suppose que xn est la valeur prise par un processus X" en
un temps (éventuellement aléatoire) in, soit x" = X~n ; puis, on donne des
conditions sur les X" permettant d’obtenir la convergence des x" (ceci est
vrai en particulier dans le cas des tableaux triangulaires, comme on le verra
plus bas).

Vol. XVIII, n° 1 - 1982.



6 J. JACOD, A. KLOPOTOWSKI ET J. MÉMIN

Dans ce paragraphe, on suppose que Xn et X sont des processus indicés
par (~ +, cadlag, à valeurs dans nuls en 0. Pour chaque n e N,
soit une filtration rendant xn adapté. Pour les notions de
« théorie générale des processus » nous renvoyons à Dellacherie et Meyer [4]
ou à Jacod [10].

Soit D une partie de soit G une sous-tribu de F.

(1.7) DÉFINITION. - On dit que Xn converge fini-dimensionnellefnent le

long de D vers X, conditionnellement par rapport à G, et on écrit :

si pour tous q E ... , tq E D, g continue bornée sur on a

Quand G est triviale, cela revient à : (X71, ..., (Xtt, ..., Xtq)’ et on

écrit alors : Xn X. Quand en plus D = (~+, c’est la convergence fini-
dimensionnelle usuelle..

(1.9) DÉFINITION. - On dit que X est un PAI (processus à accroissements
indépendants) G-conditionnel le long de D si pour tous q E I~l,
t 1  ...  tq  s E D, les variables XS - X tq et (Xt1’ ..., Xtq) sont indé-
pendantes, conditionnellement par rapport à G (si G est triviale et si D = !? +,
X est alors un PAI ordinaire)..

HYPOTHÈSE (H3). - i) G c Fô pour tout n 
ii) X est un PAI G-conditionnel le long de D ;
iii) G(u)t : = G) ne s’annule pas, p. s., si tE D;
iv) pour tous n E ~1, u E !Rd, il existe :

a) un processus complexe cadlag Gn(u) tel que Gn(u)o = 1, que Gn(u)t = 0
si t  Tn(u) : = inf (s : = 0), et que |Gn(u)| ( soit un processus

F~-prévisible et à variation finie ;
b) un processus complexe cadlag Mn(u), qui est une F"-martingale locale

sur l’intervalle [0, Tn(u)[ : cela signifie que est une Fn-mar-

tingale locale pour tout F"-temps d’arrêt S tel que S  Tn(u) p. s., et ces

processus vérifient :

(1 . 12) THÉORÈME. Sous (H3) on a Xn ~f ~G’~ X.

Annales de l’Irrstitut Henri Poincaré - Section B



7THÉORÈME DE LA LIMITE CENTRALE ET CONVERGENCE FONCTIONNELLE

Démonstration. On va démontrer ( 1. 8), dans lequel on peut bien sûr

supposer t 1  ...  tq, par récurrence sur q, en supposant si q  2 que

pour toute g continue bornée sur -1 ~. Pour obtenir ( 1. 8) il suffit de

montrer que

pour tout choix des vk E !Rd et de u E En d’autres termes, si

il suffit de montrer que

A cet effet, on applique le théorème (1.4) : il suffit de prouver que ~n, ~,
xn, x, G, vérifient (H2).
On a (H3-M) => (H2-i), et (1.13) => (H2-ii) (si q = 1, (H2-ii) est trivial).

Si G), (H3) entraîne que 03B3u =G(u)tg/G(u)tg-1, donc 0 p. s.,
et on a (H2-iii).
Dans la suite on fait la convention a/0 = 0 si a E C. Soit

Il est clair que (1.11) et (H3-ii) entraînent (H2-iv).
Il reste à définir On fixe u E n, p E Pour simplifier les notations,

on écrit G = M = T = Tn(u). Soit R = inf (t > tq- 1 :
1 1 /p). Le temps R A T est F~-prévisible et strictement positif,
donc il existe une suite de Fn-temps d’arrêt croissant vers T A R et
vérifiant Sm  T A R; comme M est une martingale locale sur [0, T[, on
peut même choisir les Sm de sorte que MS"’ (comme d’habitude,
Ms’n = soit une martingale uniformément intégrable pour chaque
m E Posons

Vol. XVIII, n~ 1 - 1982.
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Si tq-l 1  t  R, on a t  T (car G = 0 sur [T, ooj[), donc (1.10) et
la définition de R entraînent que p. On a donc p pour

tout t > 0. Comme Msm est une martingale, on a

donc tq)m est une martingale bornée, et on peut poser

On a (~np ~  p, d’où (H2-vi).
On a = 

1 
= 1 sur l’ensemble { donc

= 1 et comme G V 
1 
on a (H2-v).

Il reste à prouver qu’on a (1.3), et pour cela on va d’abord montrer que
( G est décroissant. Soit S un F"-temps d’arrêt tel que S  T. Alors MS est
une martingale locale, donc 1 MS ( est une sous-martingale locale dont
on note ( MS ~ - M + A la décomposition de Doob-Meyer (Mo =~ 0,
M martingale locale, A processus prévisible croissant). Mais (1.10) entraîne
que 1 MS 1 = 1 / ~ qui est prévisible et à variation finie par hypothèse.
L’unicité de la décomposition de Doob-Meyer entraîne alors que

A = 1 / ~ donc est décroissant. Ceci est vrai pour tout S  T,
et G = 0 sur [T, oo[, donc 1 G ( est décroissant. Montrons alors (1.3) : si

1 ( > l/p on a R et T > tq, donc Sm pour m assez grand et
= (1. 3) découle alors de (1.10)..

COMMENTAIRES SUR L’HYPOTHÈSE (H3). - Cette hypothèse semble à pre-
mière vue fort arbitraire et nous allons voir, de manière heuristique, en

quoi ses différents constituants sont « naturels » quand on utilise le théo-
rème (1.4). Pour cela, on examine point par point la preuve précédente.

1) (H3-ii) est indispensable : c’est ce qui permet d’obtenir (H2-i). Lorsque
D est réduit à un point (i. e., on s’intéresse à la convergence de v. a. et

non de processus), elle est d’ailleurs vide.

2) (H3-iii) est indispensable : c’est ce qui permet d’obtenir (H2-iii),
sans laquelle le théorème (1.4) ne saurait être valide. Toutefois cette hypo-
thèse est liée au fait qu’on utilise les fonctions caractéristiques; on verra
dans la section 3 qu’on pourrait aussi utiliser les transformées de Laplace
(à condition de tronquer convenablement : voir § 3-d), pour lesquelles l’ana-

logue de (H3-iii) est automatiquement vérifié.

3) M"(u) est une martingale locale : cette hypothèse permet d’obtenir
des qui ne dépendent pas des 1) et des 2) : ce
n’est certes pas indispensable, mais c’est une simplification commode, qui

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



9THÉORÈME DE LA LIMITE CENTRALE ET CONVERGENCE FONCTIONNELLE

permet d’avoir des énoncés raisonnables; remarquer cependant que (H2-v)
est déjà une propriété « du type martingale ».

4) 1 Gn(u) ( est prévisible à variation finie : cette hypothèse joue un rôle,
technique mais fort important, pour obtenir des 1 uniformément

intégrables. En outre, d’après la remarque (1.2) on a intérêt à choisir G"(u)
aussi déterministe que possible, et le mieux qu’on puisse faire dans cette
direction, si on veut (1.10) avec pour M"(u) une martingale locale, est pré-
cisément de prendre G"(u) prévisible.

5) (H3-i) est anodine (en général, G est triviale). A ce propos, signalons
que la filtration F" est quelconque, pourvu que G c F~ et que X" soit
F~-adapté. Mais on a en général intérêt à choisir F" aussi petite que pos-
sible : plus F" est petite, plus G"(u) est déterministe; et si F" est trop grosse,
il n’existe pas de décomposition (1.10).

(1.14) REMARQUE. - Soit T" un F"-temps d’arrêt fini. La même démons-
tration prouve que G] ~ E[f(Xt) G] pour f continue bornée
sur IRd, si on remplace (1.11) par : G"(u)tn ~ G(u)t.
On peut aussi se ramener à (1.12) proprement dit en faisant un change-

ment de temps : soit f (s) = s/(t - s) si s  t et f (s) = 00 si s > t; on

applique alors (1.12) aux processus Xs - et X = X, et à

D={t~. .

§ 1. c) Utilisation du théorème fondamental
pour les tableaux triangulaires.

Un tableau triangulaire est une famille E = 1, 2, ..., nz")
de v. a. à valeurs dans IRd (on peut éventuellement avoir m" = oo), définies
sur (Q, F, P). Soit G une sous-tribu de F, et = G V 1  q  k)
pour 1 

Le problème habituellement posé est le suivant : étant donné pour chaque
n un d’arrêt ~" à valeurs dans { 0, 1, ..., étudier
la convergence des sommes ligne par ligne :

(1.15) THÉORÈME. - Soit x une v. a. telle que y" - I G) ne s’annule
pas. Si les variables

Vol. XVIII, n° 1 - 1982.



10 J. JACOD, A. KLOPOTOWSKI ET J. MÉMIN

convergent en probabilité vers yu pour tout u E (~d, on a xn ~ x et même

I G! P E[f(x) ( ~] pour toute f continue bornée sur f~d.

Démonstration. - Soit g(t) = partie entière de t si t  1, et g(t) = ~1-t
si t > 1 . On considère le processus Xt = et à chaque ligne 1

on associe le processus

qui est adapté à la filtration F: = 
Il suffit alors d’appliquer (1.12) avec D = { 1 } : on a (H3-i, ii, iii) avec

G(u) 1 = yu. On a aussi (H3-iv) avec

(remarquer que G"(u) 1 = yn, d’où (1.11)). N 
’ ’

(1.16) REMARQUE. - Ce théorème peut évidemment se montrer direc-
tement, sans passer par l’intermédiaire de (1 .12), et c’est alors un peu plus
facile techniquement : voir Jakubowski [13].

Il existe bien sûr une version « fonctionnelle » pour le problème de limite
ci-dessus (elle sera étudiée au § 2-e), il existe donc aussi une version fonc-
tionnelle du théorème (1.15), pour laquelle le recours à (1.12) est néces-
saire..

2. APPLICATION AUX SEMI-MARTINGALES

§ 2. a) Rappels sur les semi-martingales.

Pour toutes les notions qui ne sont pas rappelées ici, nous renvoyons à [4]
et à [10]. Soit Y = une semi-martingale d-dimensionnelle sur l’espace
probabilisé filtré (Q, F, F, P), c’est-à-dire la somme d’une martingale locale
et d’un processus adapté cadlag à variation finie. On suppose que Yo = 0.

Soit f : IRd une fonction fixée une fois pour toutes, avec

On pose

où 0394Ys = YS - YS-, ce qui définit un processus à variation finie adapté
purement discontinu, avec un nombre fini de sauts sur tout compact (car

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



11THÉORÈME DE LA LIMITE CENTRALE ET CONVERGENCE FONCTIONNELLE

0394Yes = 0 si ) 1 /2). Y - Ye est encore une semi-martingale, dont les
sauts sont bornés par 1, et elle admet donc une décomposition unique en

où B est un processus prévisible à variation finie, Y~ est une martingale
locale continue, Yd est une martingale locale somme compensée de sauts, et

Bo = Yô = 0. On note ... , la ième composante de Y~, ..., et on
pose

(variation quadratique). Soit enfin v = x dx) la projection pré-
visible duale de la mesure des sauts de Y (système de Lévy de Y) : c’est
l’unique mesure aléatoire positive sur f~+ x IRd telle que

et que pour tout A borélien de IRd situé à une distance strictement positive
de l’origine, le processus = v(cv; [0, t] x A) soit prévisible et

soit une martingale locale.
Le triplet (B, C, v) s’appelle le triplet des caractéristiques locales modifiées

de Y (« modifiées », car dans [10] on remplace B par le processus défini de
manière analogue, mais avec la fonction/(~-) = qui n’est pas
continue). On sait que pour tout t > 0 on a

tandis que (CÎ (cv) -- est une matrice symétrique non-négative
si s  t.
Pour tout u E IRd on pose

A cause de (2.1) et de (2.5), cette expression a bien un sens et définit un
processus prévisible complexe à variation finie.

(2.7) LEMME. Il existe une martingale locale N(Y, u) telle que

Vol. XVIII, n° 1 - 1982.



12 J. JACOD, A. KLOPOTOWSKI ET J. MÉMIN

Démonstration. - Appliquons la formule d’Ito à la fonction eiu.x :

On obtient le résultat en posant

Rappelons enfin la définition de l’exponentielle de Doléans-Dade 6(A)
d’un processus à variation finie A :

(2.9) LEMME. - Le processus G(u) = u)] vérifie :

i) si R = inf (t : G(u)t = 0), on a G(u)t = 0 pour t > R ;
~’) on a R = inf (t : u)t = - 1);
iii) il existe une martingale locale M(u) sur ~0, (~~ avec M(u)o = 1 et

Démonstration. i) et ü) sont évidents. Remarquer que R est un temps
prévisible, car A(Y, u) est prévisible. Posons A = A(Y, u), N = N(Y, u),
X = G = G(u) et Z = X/G, avec la convention a/0 = 0. On sait que

Pour obtenir z//) il suffit de vérifier que pour tout temps d’arrêt S  R,
ZS est une martingale locale (on posera alors M(u) = Z). D’après (2.7),
(2.11) et la formule d’Ito, on a :

Les deux premiers termes ci-dessus sont des martingales locales. Le troi-
sième, qu’on note Ft, définit un processus à variation finie. Si
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13THÉORÈME DE LA LIMITE CENTRALE ET CONVERGENCE FONCTIONNELLE

il s’écrit

donc c’est une martingale locale, d’où le résultat.

(2.12) REMARQUE. - G(u) n’est pas l’unique processus prévisible à varia-
tion finie vérifiant i) et iii) ci-dessus; mais il est « maximal » au sens où, si
G’(u) en est un autre et si R’ = inf (t : G’(u)t = 0), alors R’  R
et G’(u) = G(u) sur [0, R’ [.

Revenons à l’hypothèse (H3) : si dans (H3-iv) on suppose que G"(u) est
prévisible à variation finie (et pas seulement ( ), ( 1.10) entraîne
que X" est une semi-martingale sur [0, T"(M)[[ : d’après ce qui précède,
la décomposition (1.10) est alors « presque » unique (et même, il y a un seul
choix raisonnable pour celui du lemme (2. 9), car (1.11 ) et (H3-iii)
impliquent que T"(u) soit aussi grand que possible)..

§ 2 . b) Convergence de semi-martingales et de processus vers un PAI.

Revenons à la situation suivante (celle du § 1. b) :

(2.13) X" et X sont des processus cadlag nuls en 0; G cF; pn est une
filtration telle que G c F~ et à laquelle X" est adapté ; F est la plus petite
filtration telle que G c Fo et à laquelle X soit adapté; D est une partie
de R+ .

(2.14) THÉORÈME. Supposons que

i) X soit un PAI G-conditionnel le long de D, et G(u)t : = G)
ne s’annule pas, p. s., si t E D ;

z/) pour chaque n E N il existe une décomposition Y" + Z", où Y" est
une F"-semi-martingale, et pour tous zr E t E D on ait

alors X" X .

Démonstration. - Il suffit d’appliquer le théorème (1.12) : l’hypo-
thèse (H3) est satisfaite avec

et

d’après le lemme (2.9). M
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14 J. JACOD, A. KLOPOTOWSKI ET J. MÉMIN

(2.16) REMARQUE. - On n’apas supposé ici que xn (resp. X) est une Fn-
(resp. F-) semi-martingale. Même si Z" = 0, donc si xn est une Fn-semi-
martingale pour tout X n’est pas nécessairement une F-semi-mar-

tingale..
Ce théorème, en tant que tel, n’est pas vraiment intéressant car les pro-

cessus u)] ont une expression compliquée. Nous allons maintenant
donner des résultats plus « concrets », lorsque X est une semi-martingale
quasi-continue à gauche (dans la fin de cette section), puis dans le cas
général (dans la section 3).

§ 2 . c) Convergence vers un PAI-semi-martingale
sans discontinuités fixes.

Dans tout ce paragraphe, nous allons faire l’hypothèse suivante.

HYPOTHÈSE (H4). - X est un PAI G-conditionnel le long de !R+, et c’est
une F-semi-martingale quasi-continue à gauche..

Si G est triviale, la F-quasi-continuité à gauche est exactement l’absence
de temps de discontinuité fixe, pour le PAI X.

Rappelons (voir par exemple [10] que si X est une F-semi-martingale,
alors c’est un PAI G-conditionnel si et seulement si ses caractéristiques
locales modifiées, notées (Bx, Cx, sont G-mesurables; dans ce cas

A(X, u) est aussi G-mesurable et, si G(u)t : = E (exp iu.Xt G), on sait que

(2.17) G(u) = u)]

(cela découle, par exemple, de la propriété immédiate que est

une martingale sur l’ensemble { G(u) ~ 0 ~, et de (2. 9) et (2.12)).
En outre, le PAI G-conditionnel et F-semi-martingale X est quasi-continu

à gauche si et seulement si on peut trouver une version de vx qui vérifie
vx( { s ~ x IRd) = 0 pour tout s, ce qui revient à dire que les A(X, u) sont
tous continus; dans ce cas, (2.17) entraîne que G(u) ne s’annule pas, et
en particulier (2 .14, i ) est vérifié.

Rappelons maintenant un résultat classique (voir par exemple Gnedenko
et Kolmogorov [7]). Pour chaque n E N on considère

--- c" une matrice d x d, symétrique non-négative;
-- F" une mesure positive sur avec pn( { 0 ~) = 0 et
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15THÉORÈME DE LA LIMITE CENTRALE ET CONVERGENCE FONCTIONNELLE

Soit

( f est toujours la fonction, fixée, figurant en (2.1)).
Soit aussi C l’espace des fonctions réelles sur continues, admettant

une limite à l’infini, et nulles sur un voisinage de 0.
Pour toute mesure F(dx) et toute fonctions g, on écrira indifféremment

F(g) ou pour l’intégrale de g par rapport à F.

(2.19) LEMME. Pour que X"(M) -~ a°°(u) pour tout Me il faut et il

suffit que

Dans la suite, si Y" est une Fn-semi-martingale, on note CY", vY")
le triplet de ses caractéristiques locales modifiées. Rappelons encore que

Tout est prêt maintenant pour énoncer notre théorème fondamental.

(2.21) THÉORÈME. - a) Supposons qu’on ait (2.13) et (H4), et que pour
chaque n E M il existe une décomposition Yn + Zn, où Y~‘ est une

F"-semi-martingale, et que

On a alors Xn ~f ~G’D~ X.

b) Considérons la condition

si D est dense dans R+, les conditions [sup 03B2], [y], entrainent que X"

converge en loi vers X (convergence étroite des lois sur l’espace de Skorokhod

D([0, ~[; ~)). .

Vol. XVIII, n° 1 - 1982. 2



16 J. JACOD, A. KLOPOTOWSKI ET J. MÉMIN

Voici quelques commentaires sur cet énoncé :

1) Il n’y a pas lieu d’être surpris par l’énoncé de b), dans lequel la condi-
tion [UP] a disparu : on verra que si D est dense dans f~ + et si on a (H4),
alors [5] => [UP].

2) La condition [UP] est une condition « d’uniforme petitesse ~~ des sauts

prévisibles de Y" : si Jn désigne le support prévisible de l’ensemble mince
{ 0 ~, c’est-à-dire exactement l’ensemble

et si m r = Ijn(s), [UP] équivaut à : ~t ~ D, 
3) Si, dans la décomposition (2.3) de Yn, on pose Mn = ync + y"a, le

premier membre de [y] n’est autre que le crochet  M"’, Mnk ).
4) Les trois conditions [~3], [y], [b] sont à comparer, dans le même ordre,

aux trois conditions du lemme (2.19); en particulier elles s’y ramènent
exactement lorsque X et les Y" sont des PAI homogènes, avec G triviale
et D = en prenant

Le théorème (2 . 21 ) est nouveau, sauf dans le cas où la limite X est un
mouvement brownien, cas qui est dû à Liptcer et Shiryaev [18]. Par contre,
la proposition suivante, qui sert d’étape pour prouver (2.21), était déjà
plus ou moins connue (voir par exemple le théorème (5 . 5) de [11] pour un
énoncé très semblable).

(2.22) PROPOSITION. Supposons qu’on ait (2.13) et (H4), et que pour
chaque n E 101 il existe une décomposition X" - Yn + Z", où Yn est une

F"-semi-martingale, avec les conditions [~], [~], [UP] et

On a alors Xn Lf(G,D)X.

(2 . 23) REMARQUE. - Etant donné (2 . 20), il est clair que [y’] + [p] + [y],
donc les conditions de (2 . 22) sont plus fortes que celles de (2 . 21 a). Elles
sont strictement plus fortes, ainsi que le montre l’exemple suivant.

Soit (znp)p1 des v, a. indépendantes uniformes sur Î 0, 1 n ] ; soit
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17THÉORÈME DE LA LIMITE CENTRALE ET CONVERGENCE FONCTIONNELLE

où [n2t] désigne la partie entière du nombre n2t. Il est facile de vérifier que

Soit Y" = X" et Z" = 0. On a [sup 03B2] avec BX = 0. On a [5] avec vX = 0,
et [UP]. Il est facile de voir qu’on a [y] avec Cf = t/12, donc x" tend en loi
vers W/B/12, où W est un mouvement brownien.
On a aussi [y’] (avec Cf = t/3), mais [p] n’est pas satisfaite (heureuse-

ment, sinon on aboutirait à une contradiction !) ; en effet

Nous découpons la démonstration en plusieurs lemmes, qui permettent
de reconnaître à quoi servent les différentes hypothèses. Rappelons la pro-

priété suivante, d’usage constant dans la suite : pour que xn ~ x, où xn
et x sont à valeurs dans un espace métrique, il faut et il suffit que de toute
sous-suite extraite de on puisse extraire une sous-sous-suite qui converge
p. s. vers x.

(2 . 24) LEMME. - On a [fl] + [y’] + [à] + iu . Z? + A(Yn,u)t p A(x, u)i(2 . 24) LEMME. 2014 On a [03B2] + [y’] + [03B4] + A(Y", u) t
pour tous t E D, u E Rd.

Démonstration. Soit t E D. Quitte à prendre une sous-suite, on peut
supposer que les convergences dans [~3], [y’] et [5] au point t, et dans [5]
pour toute g E Co où Co est une suite dense dans C (qui est séparable pour
la convergence uniforme), ont lieu pour tout co n’appartenant pas à une

partie négligeable N de Q. On a alors [0, t] x g) --~ [0, t] x g)
pour tous N, g E C. Le résultat est alors une conséquence immédiate
du lemme ~2.19), appliqué pour chaque N..

(2. 25) LEMME. - Si sont des suites de nombres complexes, et si

on a

Démonstration. - Elle est évidente, en passant au logarithme, et en

remarquant que l’hypothèse implique que lim(n) sup(p) ( ap ~ - 0..
Vol. XVIII, n° 1 - 1982~
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(2.26) LEMME. - On a

pour tous t E D, u E 

Démonstration. D’après (2.6) et (2.20) on a

Il existe une constante ku telle que 1 eiu.x - 1 ~ 1 ~ A 1 et

Posons

Quitte à prendre une sous-suite (comme dans la preuve de (2.24)), on peut
supposer que dans [y’], [b], [UP], [p] il y a convergence pour tout cv en

dehors d’un ensemble négligeable N. On en déduit en particulier que

car les quantités ci-dessus sont majorées par les premiers membres de
[y’], [~] et [p] (pour des fonctions g convenables; rappelons que

On a AA(yn, u) = AByn + Hn, donc

et (z . z~) entraîne que

On a aussi u) ~ Z  ~ u) ~ [ ~ AByn ( + !], donc

Par ailleurs u)S (  + v yn({ s } x f x : ~ x ~ > B })], donc [UP]
entraîne que sups, t -~ o. On déduit alors le résultat de l’iné-
galité ci-dessus, en utilisant (2.28), (2.29) et [p] ..

Démonstration de (2.22). - D’après (H4) on a (2.19) et (2.14, i).
Etant donnée la forme de u)], les lemmes (2.24), (2.25) et (2.26)
entraînent qu’on a (2.15). Le théorème (2.14) entraîne alors le résultat.
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Démonstration de (2.21, a~. - i) Pour chaque Yn on a une décom-

position (2.3) : yne + ync + ynd + On pose

on va montrer que les décompositions xn = Y’n + Z’" vérifient les hypo-
thèses de (2.22), ce qui suffira pour obtenir le résultat.

Remarquons que l’objectif idéal serait de remplacer Yn par Y’n, de sorta

que ~y~n - 0 : dans ce cas on aurait immédiatement [p] et le premier
membre de [y] pour Y" égalerait le premier membre de [y’] pour Y’n; mal-
heureusement on n’arrive pas, en général, à satisfaire cet objectif, et l’essen-
tiel de la démonstration ci-dessous consiste à montrer que By~", bien que
non nul, tend assez vite vers 0.

Pour simplifier les notations, on pose B" - By" et Ns(dx) = s ~ x dx)
On fixe t E D une fois pour toutes et on pose Mn = Quitte
à prendre une sous-suite, on peut supposer qu’il y a convergence p. s. dans
[5] et dans [UP], ce qui entraîne notamment :

z7) Soit g E C. On a AY’" = 4B" par construction, donc

= + 

Le processus r] x g))r, p est par définition la projection prévisible
duale du processus ci-dessus, donc d’après le chapitre 3 de [10] on a

Appliquons ceci à g(x) = ~E} ; si s  t on en déduit que

Comme (Y") vérifie [UP], on déduit alors de (2.31) que (Yin) vérifie aussi
[UP].
Supposons que g E C soit nulle sur l’ensemble ~ x : ~ x ~  2b ~ ; g est

uniformément continue, et on note r~(8) son module de continuité :
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D’après (2.32),

o étant arbitrairement petit et (Yn) vérifiant [5], on déduit alors de (2.30)
et (2.31) que (Y’n) vérifie [5].

iii) Calculons maintenant ~y~n. On a déjà vu que AY’" = OBn~
donc

Par suite y"e _ Fn avec

Par construction Y’n - yme - ync + ynd est une martingale locale,
ce qui entraîne que est la projection prévisible duale de Fn, soit

Soit ~(8) le module d’uniforme continuité de f ; comme f (x) = x
(  1 /2, on a

Comme 8 est arbitrairement petit, on déduit de (2.30) et (2. 31) que

Il est facile d’en déduire que (Yin) vérifie [p]. Comme ZIn = Zn + Bn, et
comme Zn et Bn vérifient [/~], on en déduit aussi que Z’n et vérifient 

iv) Il reste à montrer que (Yin) vérifie [y’]. notons en le
premier membre de [y], avec Yn, et notons c"‘ le premier membre de [y’],
avec Il suffit donc de montrer que c" - c"‘ ~ 0. Mais d’après (2 . 32)
et (2. 20) on a
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Considérons la fonction

On a alors

On a y) = 0 et f (x) = x si x ~ (  1/4 et y ~ (  1/4, et il existe

q(0) > 0 tel que si 1 y ( ~ r~(9) on ait y) (  8 pour tout x E U~d.
Par suite

Comme 0 est arbitrairement petit, (2 . 30) et (2 . 31 ) entraînent que

d’où le résultat.. 
’

Démonstration de (2.21, b). On suppose D dense dans (~+. Quitte à
prendre une sous-suite, on peut supposer qu’il y a convergence dans [~S]
pour tout (J) en dehors d’un ensemble négligeable, toute g E C et tout t
appartenant à une partie dénombrable D’ c D qui est encore dense dans f~ + .
En particulier il existe une suite ~n ~ 0 telle que

pour tous p E D’ (on choisit les Bp de sorte que

pour tout t E D’). Mais t ~ t] x f x : ~ x ~ > est une fonction

continue d’après (H4), donc dans (2. 34) la convergence est une convergence
uniforme sur tout compact (en t) d’après des résultats classiques (voir par
exemple [12]) : on a donc [UP].

D’après (2.21, a) on a alors convergence fini-dimensionnelle de x" vers
X, le long de D. Il reste à montrer que la suite des lois des X" est relativement
compacte pour la topologie de Skorokhod. Reprenons les notations Y’",
Z’" de la preuve précédente : la condition [sup (~] entraîne que Z’" tend en
loi vers le processus BX, qui est continu. Par suite, il reste à montrer que la
suite des lois des Y’" est relativement compacte : pour cela on applique le
théorème (7 . 4) de [12] : on a la condition b) de ce théorème car Y’" vérifie [5] ;
on en a aussi la condition c), avec (Cl) et

r /** f , r
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qui converge en loi vers le processus continu

d’après (2.34) et le fait que vérifie [y’] et [~]. N

(2.38) REMARQUE. - Le lemme (2.26) admet la « réciproque )) sui-

vante :

(voir [14]). Cela permet de voir que, si on veut appliquer directement
le théorème (2.14), les conditions de la proposition (2.22) sont

« optimales » dans un certain sens. Cela montre aussi que, par rapport à
cette proposition, le théorème (2.21) est plus qu’une amélioration de
détail

§ 2 . d) Exemple : convergence vers une martingale gaussienne continue

(le théorème de la limite centrale).

Dans ce paragraphe, on suppose qu’on a (2.13) avec G triviale, et en
outre que X est une martingale gaussienne continue : cela entraîne (H4),
avec BX - 0 et 0. Le résultat suivant est dû à Liptcer et Shiryaev [18] :

(2.39) THÉORÈME. - a) Supposons que X soit une martingale gaussienne
continue, que G soit triviale, et que chaque Xn soit une semi-martingale. Si
on a

pour un E > 0. Alors on a Xn ~f ~~ X :

b) Si on remplace [(3"] par

et si D est dense dans f~ +, alors la suite (Xn) converge en loi vers X.
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Ce résultat est un corollaire immédiat de (2.21), appliqué avec Z" == 0
et Y" = Xn : on a [ f3"] = [~3], [~"] - [5], [sup = [sup et clairement

=> [UP] et => ([y] 1 

Signalons aussi que Liptcer et Shiryaev ont prouvé que si D = ~ + et si
on a alors [~~~] ] + [y£] ~ (Xn) tend en loi vers X.

§ 2 . e) Exemple : convergence de tableaux triangulaires.

On se place dans la situation du § 1-c, avec les mêmes notations : Xn,b
Fn,b G. Quitte à poser Xn,k = 0 et Fn,k = Fn,mn si k > mn, on peut supposer
que m" = 00.

On va s’intéresser à un théorème limite fonctionnel. A cet effet on

considère pour tous n E N, t > 0 un d’arrêt à valeurs

dans ~l, tels que soit un processus croissant, continu à droite,
nul en 0, et n’ayant que des sauts unité. On associe le processus suivant
à la n ième ligne du tableau :

Un exemple fréquent est celui où 6n(t) _ [nt] (partie entière de nt) et

(2.41) THÉORÈME. - a) Supposons qu’on ait (H4) et que pour tous n, 
il existe une décomposition Xn,k = An,k + où An,k et sont Fn,k-
mesurables, et qui vérifie

Si Xn est donné par (2 . 40), on a alors Xn ~f ~G,D> X.

b) Considérons la condition

[sup 03B21] il > o, sups  t I 03A31k03C3n(s)[An,k+E(f(Yn,k) I Àf |~ 0.

Si D est dense dans R+, les conditions [sup /31), [Y1], [al] entraînent que
Xn converge en loi vers X (pour la topologie de Skorokhod).
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Démonstration. A chaque n E ~! on associe la filtration Ft - 
Soit ~n(k) = inf (t : > k). Comme o-n n’a que des sauts unité, on a

= k si 03C4n(k)  ~ . Comme 03C3n est un processus Fn-adapté par
définition de Fn, 7:n(k) est un Fn-temps d’arrêt, et

Par ailleurs { i"(k) > t } = { 6n(t)  k - 1 }, donc est 

rable. Il existe une suite de variables Fn,k-1-mesurables
croissant vers i"(k) et telle que Tn(k, m)  1;n(k) pour tout m  1 ;
par suite si S"(k, m) = Tn(k, m) V 1;n(k - 1) A m, on a m)  1;n(k),

i Sn(k, ni) = 1;n(k), et les k) sont des F"-temps d’arrêt. On en
déduit que 1;n(k) est un F"-temps prévisible, et comme m)) = k - 1

1)  ~, les traces des tribus et F",k _ , sur{ i"(k - 1 )  ~}
coïncident; comme V on en déduit que :

On pose alors

Comme un n’a que des sauts unité, on a = Yn,k si in(k)  oo, et

Comme chaque 7:"(k) est Fn-prévisible et qu’on a (2 . 42), il est facile de déduire
de ce qui précède que

Le résultat découle alors immédiatement du théorème (2.21). N

(2.43) REMARQUE. - Ce théorème contient, par exemple, les résultats
de Durrett et Resnick [5], ou ceux de Rootzen [21] et de Ganssler et Hâus-
ler [6]. En fait, par rapport aux résultats classiques, il y a amélioration sur

deux points :

1) les An,k ne sont pas supposés prévisibles (i. e. F",k-1-mesurables);
2) et surtout, [yl] est remplacé habituellement par les deux conditions :

conditions qui sont strictement plus fortes que [y, ]. .
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La partie a) de ce théorème admet une version « convergence de v. a. »,
qui généralise par exemple les résultats de Klopotowski et Slominski [17] :
on revient à la situation du § 1. c, avec les temps d’arrêt 03C3n et les variables x".
Soit x une v. a. dont la loi G-conditionnelle est indéfiniment divisible,
admettant la transformée de Fourier conditionnelle :

où a(u, 03C9) est donné par (2.18) avec b(03C9) cn - F"{dx) = 

(2.45) THÉORÈME. - Soit x vérifiant (2 . 44) . Supposons que pour tous
n, k ~N il existe des décompositions Xn,k = An,k + avec An,k et 
mesurables par rapport à Fn,k. Supposons enfin que

On a alors ( G) ~ F(g(x) I G) pour toute g continue bornée sur f~d.

Démonstration. On applique (2.41) avec D = ~ 1 }, en choisissant d’une
part un PAI G-conditionnel X tel que Xj~ et x aient même loi G-condition-
nelle (c’est possible car la loi G-conditionnelle de x est indéfiniment divisible),
en choisissant d’autre part les an(t) de sorte que = 6n (c’est possible

par exemple ainsi : = 03C3n n g(t), où g(t) = partie entière de t si
1-t

t  1, g(t) = oo si t 1)..
Noter que la remarque (2.43) s’applique aussi à ce théorème.

3. CONVERGENCE

VERS UN PAI-SEMI-MARTINGALE QUELCONQUE

§ 3 . a) Énoncé du théorème.

Revenons à la condition (2.15), avec G(u) donné par (2.17). Lorsque
A(X, u) est continu (i. e., sous l’hypothèse (H4)), le principe de la preuve
de (2 . 22) consiste à montrer que iu . Z" + A(Y", u) -~ A(X, u) (lemme (2 . 24)),
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et que la partie « produit infini » de 8[A(yn, u)] tend vers 1 (lemmes (2 . 25)
et (2.26)).
Lorsque A(X, u) n’est plus continu, la transposition de cette méthode

consiste encore à montrer que iu. Z" + A(Yn, u) - A(X, u), puis ensuite à
montrer que la partie « produit infini » u)] converge vers la
partie « produit infini » de 8[A(X, u)].

Cette question est nettement plus difficile à traiter que dans le cas où
A(X, u) est continu; elle est encore plus difficile lorsque AA(X, u) peut
égaler - 1, car alors G(u) peut s’annuler et on ne peut plus appliquer
directement (2.14).
Nous donnons ci-dessous un résultat raisonnablement général : on remar-

quera qu’on y fait l’hypothèse, essentielle, que D est dense dans !R+ ; on a
donc un résultat de convergence fonctionnelle, et nous ne connaissons pas
de résultat utilisant les mêmes conditions, mais avec D non dense (et s’appli-
quant donc, par exemple, à la convergence des v. a.).

(3.1) THÉORÈME. - On suppose qu’on a (2.13), que X est un PAI G-condi-
tionnel et une F-semi-martingale, et que D est dense dans ~ + . Pour chaque
n E N on se donne une décomposition Xn - Y" + Zn, où Yn est une Fn-semi-
martingale, et on considère les conditions :

a) Sous [(3], [y], [~], [b 1], on a Xn ~f ~G,D~ X.
b) Sous [sup [y], [5], [~ 1], les xn convergent en loi vers X (pour la

topologie de Skorokhod sur D([0, oo[; (~d)).
Ce théorème sera démontré au § 3 . c.

(3.2) REMARQUES. - Les conditions [~], [sup [5] sont identiques dans
ce théorème et dans (2 . 21 ) ; la condition [y] également : en effet, si X vérifie
(H4), on a x . ) = 0 pour tout s.

2) Lorsque D est dense dans I~+, le théorème (2.21) est un cas parti-
culier de (3.1). En effet le premier (resp. second) membre de [b 1] égale la

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



27THÉORÈME DE LA LIMITE CENTRALE ET CONVERGENCE FONCTIONNELLE

somme des carrés des sauts du processus figurant au premier (resp. second)
membre de [5] ; comme sous (H4) le second membre de [5] est continu en t,
il est classique (voir par exemple [11 ]) que [5] => 

3) D’après [77] encore, le couple [5] + [51] est équivalent à la condition
suivante : Vg E C les processus (vy"([o, t] x convergent en probabilité
vers le processus t] x ces processus étant considérés comme

des v. a. à valeurs dans l’espace D([0, oo [; f~) muni de la topologie de Sko-
rokhod.

4) Nous comparerons dans le § 3. d ce théorème avec les résultats de même
type (mais beaucoup moins bons) obtenus en [11]..
On va maintenant, à titre d’exemple, écrire ce théorème dans le cadre des

processus ponctuels. On dit que X (resp. Xn) est un processus ponctuel
si c’est un processus croissant à valeurs dans N et n’ayant que des sauts
égaux à 1. Lorsqu’en outre X est un PAI G-conditionnel, c’est un processus
de Poisson doublement stochastique avec (éventuellement) des temps de
sauts fixes ou G-mesurables. Le résultat suivant est dû à Kabanov, Liptcer
et Shiryaev [15], et partiellement à T. Brown [3].

(3 . 3) COROLLAIRE. - On suppose que Xn et X sont des prvcessus ponctuels
de compensateurs prévisibles An et A, par rapport à Fn et F, respectivement.
On suppose en outre que X est un PAI G-conditionnel et que D est dense

dans !R+. Si

on a X" X et X" tend en loi vers X.

Démonstration. - Il est facile de vérifier que ~Xn - 0,
C" = 0, t] X g) = et ~] x g) = En

prenant zn = 0 et Xn, on voit tout de suite que les hypothèses entraî-
nent la validité des conditions [sup [y], [~], [51]. N

§ 3 . b) Une généralisation du théorème (2.14).

Dans (3 .1) on ne fait pas l’hypothèse que E(exp iu. Xt G) ne s’annule
pas. Dans ce paragraphe nous allons donc donner une version du théo-
rème (2.14) dans laquelle on s’affranchit de cette hypothèse : on la remplace
par une autre qui paraît très compliquée et artificielle, mais qui en défini-
tive se révélera assez aisément vérifiable sous les hypothèses de (3.1).
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HYPOTHÈSE (H5). - X est un PAI G-conditionnel. Pour chaque u E IRd il
existe une suite (R(u, m))m,1 i strictement croissante et tendant vers l’infini
de temps G-mesurables, telle que si

et si G’(u)t = E (exp G), alors ne s’annule pas, p. s..
Nous ne savons pas si cette hypothèse est automatiquement satisfaite dès

que X est un PAI G-conditionnel. Mais nous verrons qu’elle l’est dès que
X est un PAI G-conditionnel et une P-semi-martingale.

(3.4) THÉORÈME. Supposons qu’on ait (H5), que D soit dense dans R+
et que chaque Xn soit une Fn-semi-martingale. Supposons qu’il existe des
suites strictement croissantes (Rn(u, m))m,1 i de Fn-temps prévisibles telles

que si

-- 

"t 

on ait :

1) m) ~ R(u, 
ü) si t E D, P ~ R(u, m) = t  Rn(u, m) ~ = 0 ;

( G] sur 

m)  
iv) pour tout t E D on a

3 . ~ u)]t ~ 

On a alors Xn ~f ~G~ X.

Démonstration. a) Exactement comme dans la preuve de ( 1.12), on
va démontrer (1. 8) par récurrence sur q, en supposant qu’on a (1.13). En
reprenant les notations du début de la preuve de (1.12), on a des

bornés par 1 et vérifiant

et, si xn = X 1~ - et x = il faut montrer que pour tout

u E ~d on a

Si (Op) est une partition G-mesurable de Q, il suffit de montrer (3.7)
sur chaque Qp séparément, ce qui revient à supposer que Q = Qp successi-
vement pour chaque p. Par suite on peut supposer, et on supposera, qu’il
existe e > 0 et ~u, v E N tels qu’on ait identiquement
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Soit On pose

Quitte à diminuer D on peut supposer que D est dénombrable, dense
dans f~+, et contient tq-l 1 et tq. Quitte à prendre une sous-suite, on peut
supposer que dans les hypothèses i)-iv) il y a convergence simple en dehors
d’un ensemble négligeable N; l’hypothèse ~’) se traduit alors ainsi : si

R(u, m) E D, on a Rn(u, m)  R(u, m) pour tout n assez grand. En parti-
culier si 1  j  p on a = Rn(u, J1 + j) pour tout n assez grand. De
plus comme Rn(u, m) est Fn-prévisible, A(X’"(u), u) est continu en Rn(u, m),
tandis que G’(u) est continu en R(u, m). En utilisant la densité de D dans f~+
on déduit alors de i)-iv) qu’en dehors de N,

b) Pour simplifier on écrit

( avec la convention a 0 == 0 ). Soit

D’après le lemme (2.9), Mn est une Fn-martingale locale sur [0, et

on montre comme dans la preuve de (1.12) que ) et ) G’(u) sont décrois-
sants : d’après (3.5) et (3.8) on en déduit alors que

Posons aussi

On a G"M" [ = 1 et E  ( Gn [  1 par construction, donc 1 ~ [ Mn ~  1/8;
comme S" est prévisible et Tn, on en déduit que Mn est une Fn-mar-
tingale bornée. Posons enfin
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D’après ce qui précède, ces expressions sont bornées, et y7 et ~3n sont

pour 1 ~ i  p. Comme Mn est une martingale et

est prévisible, on a

Enfin si 1 ~ i  p, Gn est continu en dès que = Rn(u, ,u + j ),
donc pour tout n assez grand. On déduit alors de (3.10) et (3.11) que

c) On a

sur l’ensemble D’après (3.11) et le fait que

~ p _ 1 (n)  tq pour tout n assez grand, il suffit donc de montrer que

pour obtenir (3.7) : en effet le second membre ci-dessus et celui de (3.7)
sont égaux car X est un PAI G-conditionnel.

Soit

Il faut donc montrer que

pour m = p + 1. On va montrer (3 .14) par récurrence sur m : pour m = 0,
c’est exactement l’hypothèse (3.6). Supposons qu’on ait (3.12) pour m - 1.

D’après la définition de an et (3.12), on a

D’après (3.9), (3.13) et l’hypothèse de récurrence (3.14) pour m - 1, res-
pectivement, on voit que chacun des trois termes du second membre ci-des-
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sus tend vers 0 en probabilité. On a donc (3.14) pour m : il s’ensuit que (3.14)
est vrai pour tout m, donc en particulier pour m = p + 1, ce qui achève
la preuve du théorème. N

§ 3. c) Démonstration du théorème (3.1).

De même que (2.22) constituait une étape pour montrer (2.21), de même
nous allons d’abord démontrer ici la

(3.15) PROPOSITION. - On suppose qu’on a (2.13), que X est un PAI
G-conditionnel et une P-semi-martingale, et que D est dense dans ~+. On

suppose que chaque Xn est une F"-semi-martingale, et que X" et 0

vérifient les conditions [/3], [y’] (voir (2.22)), [~], [~l], et

O al ors X n X.

Dans toute la suite on suppose, sans le répéter dans les énoncés, que D
est dense dans !R +. De plus, on s’intéresse à la convergence fini-dimension-
nelle le long de D, donc on peut toujours diminuer D de façon à le rendre

dénombrable, en gardant les points qui nous intéressent : en d’autres termes
on supposera que D est dense et dénombrable.

On va commencer par une série de lemmes; dans les deux premiers,
F" (pour n E N) est une fonction à valeurs réelles ou complexes, nulle en 0,
continue à droite et à variation finie. Considérons les conditions :

(3.19) On a (3.18); si 0  t1  ...  tm  ... et si pour chaque m  1

on considère une suite vérifiant les conditions de (3 .18) relative-
ment à tm, alors pour tous r, t E D,

(3.20) LEMME. - Si les Fn sont croissantes et vérifient (3.16), alors

(3.17) ~ (3.18) et (3.17) => (3.19).
Ce lemme est montré dans [11], lemmes (4. 8) et (4.12).
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(3.21) LEMME. - Si les Fn vérifient (3.16), (3.17) et (3.19), on a
--~ pour tout t E D.

Démonstration. Soit t E D. Soit

auxquels on associe les tm(n) par la condition (3.19). Soit aussi tm( oo) = tm et

Remarquons que, d’après (3 .19), il existe no tel que si n  no on a

donc W:(8) est bien défini. Il existe une constante c telle que

si ( x ~  2/3, donc pour tout n assez grand. D’une part
limE ~ o U~°(E) = 0; d’autre part (3 .17) et (3 .19) entraînent que

pour tout ~ > 0. Donc

D’après (3.19) on a aussi lim(n) = V ~°(E). Comme

on déduit le résultat de (3 . 1 6)..
Dans la suite, on affectera parfois de l’exposant « oo » les quantités

relatives à X, par exemple X = X°~, afin d’homogénéiser les notations.
Soit h la fonction h(x) _ ~ 1 x A 1. On pose

Comme pour chaque l’ensemble des t tels que IRd) > 0 est dénom-
brable, l’ensemble V est bien défini, et son complémentaire dans R+ est
au plus dénombrable. On pose aussi

(3.25) LEMME. - Si la suite (Xn) vérifie [b] et [bl], pour tous 1,
~ ~ V on a
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’1) P(T1l/ (£) é D> TI(£)  Tl(£)) ~ 0 1

iii) Nn (g) 1 (g) sur l’ensemble ( T§§$(£)  ~} pour toute fonc-
Tl(£) 

tion g continue bornée sur nulle en 0.

Démonstration. - a) On fixe £ e V et on fait une démonstration par
récurrence sur m. Supposons le résultat vrai pour tout m  q - 1 ; soit

À) = X) - ; l’hypothèse de récurrence implique dairement

que la suite vérifie encore [à] et [ôl]. De plus si on note et 

les quantités associées à n par (3 . 22) et (3 . 24), on voit que Î?(£) = T§(s)
et ùi (dx) = Nn (dx). Quitte à changer les notations, il suffit donc

T?(z) 

de montrer le résultat pour m = 1. Pour simplifier on pose

Quitte à prendre une sous-suite on peut (comme dans la preuve de (2. 24))
supposer que pour tout cv en dehors d’un ensemble négligeable N, on a

convergence dans [5] et pour tous t E D, g E C, et qu’on a N~°(h) ~ B
pour tout t > 0. Il suffit donc, pour N fixé, de prouver que

(3 . 26) Tn -+ T; si T E D, on a T pour tout n assez grand;

(3. 27) ~ NT (g) si T  ce, pour g continue bornée nulle en 0.

b) Il existe 1] > 0 tel que T + r~  T2 (E) et T + r~ E D, si T  00. On a

Soit = ~] x g). Remarquer que = N~). Fixons
g e C avec 0 ~ ~ ~ 1, donc gh e C également. D’après [5] et [~l], la suite
de fonctions croissantes vérifie (3.16) et (3.17), donc aussi

(3.19) d’après le lemme (3.20). On en déduit d’abord l’existence d’une suite

telle que S~)-~TB si TeD, et 

si T  ~. On en déduit aussi :

(3.28) lim sup(,) 

(3.29) lim03C1~ 0 lim 0.

Si g e C avec 0 ~ ~ ~ 1, et g(x) = 1 pour ) ~ ~ e - s’, on a

pour tout n et tout s > 0. Donc N;n(g)(gh) --~ > E’ si T  oo .

Si on compare à (3..28) et à la définition de Tn = on en déduit que

pour tout n assez grand on a Tn = Sn(g) si T  oo, et Tn = oo si T = oo :

cela démontre en particulier (3 26).
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Soit g E C avec 0  g  1 et supposons que T  00. Si 0
on déduit aisément de (3 . 29) et de ce que Nsn(g)(gh) -~ 0, que 0.

Si > 0, comme -~ on déduit encore de (3 . 29)
que nécessairement Tn = Sn(g) pour tout n assez grand : donc

Le même résultat reste évidemment vrai pour toute g E C.

c) Il reste à montrer (3.27) pour g continue bornée sur nulle en 0.

Soit g une telle fonction. Pour q E N, soit gq E C avec 0  gq  1, gq(x) = 1
si 1 /c~  ( x ~  q, = 0 si ) x ~ > 2q. La fonction (ggq)/h est dans C,
donc d’après ce qu’on a vu dans la partie b) ci-dessus, si T  00 on a

Soit par ailleurs

Si 1/q * x 1  q, on a g(x)gq(x) = g(x) ; si 1 x ~ 1  l/q on a

1 P(q) et Si x ~ 1 > q on a 1 g(x)gq(x) 1 ~ P( Donc

dès que T + ~. On a aussi p( oo)  oo et limq p(q) = 0, donc d’après
(3 . 26) et [~] le membre de droite ci-dessus tend vers 0 quand q T ~, uni-
formément en n. On en déduit donc (3 . 27)..

(3.30) LEMME. - Si la suite vérifie [y’], [~], et [p1], on a pour
tout t E D :

_ D

Démonstration. - Quitte à prendre une sous-suite, on peut supposer
que les convergences dans [y’], [5], [~1], [pl], ont lieu pour tous t E D,
g E C en dehors d’un ensemble négligeable N. Posons

Il existe une constante ku telle que 1 eiu.x - 1 - iu. f (x) ~  k~,( ( x ( 2 A 1).
Comme f (x) = x si ) x (  1 /2, il vient d’après [y’] et [bJ :
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Pour tout 8 E ]0, oo] on pose

avec la convention = oo pour m  1. [pl] s’écrit alors

et la formule qu’on veut montrer est la suivante :

Étant donné (2. 20) et le fait que f est continue bornée sur !Rd et nulle en 0,
on déduit de (3.25) que

Quitte à prendre encore une sous-suite, et à choisir une suite 8p E V avec

lim(p) 8p = 0, on peut supposer que dans (3 . 34) on a convergence pour tout
t E D, tout 8 = 8p, et tout cc~ n’appartenant pas à un ensemble négligeable.
Par ailleurs ~n(E)  et comme

on a lim(p) = 0. De (3 . 32) et (3. 34) on déduit alors que si te D,
on a presque sûrement

D’après (2.20) et (2.27), on a u) = + Hn, donc

et (3.31) et (3.35) entraînent que

Il existe une constante telle que 1 I ~ ku( ~ x ~ A 1). Donc si

s # on a u)s (  Ek~ d’après (2.27). Donc

ce qui entraîne

D’après (3.36), (3 . 31) et (3 . 35) on en déduit que lim(p) lim = 0

pour tout t E D. Par ailleurs, comme - 1 est continue bornée sur fl~d

et nulle en 0, (3 . 25) entraîne que an( oo)t - -~ oo)t - pour tous

t E D, 8 E V. On en déduit facilement (3 . 33), et le lemme est démontré.
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Démonstration de (3 .15) . Nous allons montrer que les hypothèses du
théorème (3.4) sont satisfaites. Soit u E et ku E I~+ tel que

Soit e E V tel que e  1/21~u. On pose R’~(u, m) = avec les nota-
tions (3.24). Soit défini par la formule de l’énoncé de (3.4). Comme
chaque Rn(u, m) est Fn-prévisible, on a aussi

Étant donné que e  1 /2ku, il est facile de voir que

si s ~ R"(u, m) pour tout m > 1. Donc [ DA(X’n(u), u) [  1 /2 pour n E M .
En particulier, [ u) [  1/2, donc G’(u) = u)] ne

s’annule pas. Comme d’après (2.19) on a aussi

on a l’hypothèse (H5) avec R(u, m) = m).
D’après (3.25, i, ii), on a (3.4, i, ii). On a aussi

qui d’après (3.25, iii) converge vers

qui est égal à E[ (exp 1 ~ G]. On a donc (3 . 4, iii).
D’après le lemme (2.24), qui n’utilise pas la quasi-continuité à gauche

de X, on a A(Xn, u)t ~ A(X, u)t si t E D. D’après (3 . 25) on a aussi

Étant donnés (3.37) et (3.30), on a :

Quitte à prendre une sous-suite, on peut supposer que les convergences
ci-dessus ont lieu presque sûrement, ainsi que celles du lemme (3.25). Mais
alors on déduit facilement de ce dernier lemme que les fonctions à varia-
tion vérifient également (3.19) presque sûrement
(appliquer (3.25, iii) à la fonction eiu.x - 1, et E’ aussi petit qu’on le désire
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dans V). Mais alors (3.21) implique (3.4, iv), ce qui achève la démons-
tration..

Démonstration de (3 .1, a) . On va décomposer la démonstration en
un certain nombre d’étapes.

1) Le principe de la démonstration va être le même que celui de (2.21, a) :
on pose Y"‘ - yne + ync + yn - On écrit aussi Y°° - X et

on pose Y’ ~° = yooe + Y°° ~ + X - ~x. On va montrer que les (Y’")
et Y’~ vérifient les hypothèses de (3.15) : on en déduira que Y’n 

Comme on a et comme X" = Y’n + (Zn + DY’) et X = + x,
on en déduira que Xn Lf(G,D) X.

Pour n on pose B" - Bx) et = Vy"({ t ~ x dx).
On note Vo une partie dénombrable dense dans f~ + telle que pour tout

~ ~V on ait P f Nt~(h) ~ B pour tout t > 0 } = 1, où h(x) = | x n 1.
Enfin les sont associés aux Y" par (3 . 24).

Quitte à prendre une sous-suite, on peut supposer qu’en dehors d’un
ensemble négligeable N on a pour tous t E D, B E V o :

~ 
--~ Tm (E) ; Tm (E) E D ~ Tm (E), pour n assez grand ;

(3 . 39) Nn 
n (g) ~ N ~ (g) si Tm (E)  ~, pour g continue bornée~ T»1~E> nulle en 0.

(on utilise [~] appliqué à (Yn) pour (3.38); comme les (Yn) vérifient [~]
et [~ 1], on obtient (3 . 39) grâce au lemme (3 . 25)).

2) On remarque d’abord que BOO est G-mesurable, donc Y’~ est un PAI
G-conditionnel.

Le même calcul que dans la preuve de (2 . 21, a) montre que v Y’" est donné
par (2.32), pour tout n (y compris n = oo : on n’a pas B°° = 0 ici).
Cette formule s’écrit aussi

De même, est donné par (2 . 33).
D’après (2.20) et (3 . 39), on a pour e E Vo :

On pose = 
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Soit g E C avec g(x) = 0  2~; soit r~(B) le module d’uniforme
continuité de g : ~ x - y ~  ~(~) => g(x) - g(y) ~  0. Posons

Si s ~ on a ~ OBs (  E. Donc si E  2b on a g( - = 0 pour

s rt Donc (3.40) entraîne que

Comme g(x) = 0 si 1  25, si s ~ 5 A r~(8) on a donc

pour n E N . Si E E Vo et t E D, (3.39) et (3.41) entraînent que -~ 

et pn(e)t --~ /3°°(E)t. Comme x -~ g(x - g( - est continue nulle
en 0, (3.39) et (3.41) entraînent aussi que --~ Enfin (3.38)
entraîne que t] x { x : ~ x ~ > b ~) est fini. Par ailleurs pour
tout 0 > 0 on peut trouver e E Vo tel que 0  e  ~ A r~(8), donc (3.42)
entraîne que

Autrement dit, les (Y’n) vérifient [5].

3) Si = vy~n([0, t] x g), on vient de voir que pour toute g E C
la suite vérifie (3.16). Le fait que (Y’n) satisfasse à revient
à dire que la suite vérifie (3.17). Quitte à faire la décomposition
g = g~ - g!, il suffit d’ailleurs de montrer ceci pour g E 0. Mais

alors le lemme (3.20) entraîne qu’il suffit de montrer que la suite 
vérifie (3.18).

Si = 0 il est clair qu’on peut trouver une suite tn --~ t, tn  t,
avec = 0. Supposons que > 0. Il existe alors B E vo et

tels que t = D’après (3 . 40) on a

et d’après (3.39) et (3.41) on en déduit que -~ 

On a donc le résultat cherché ~avec tn = et la suite (Y’n) vérifie [~ 1).
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4) D’après (2. 33) d’une part, (2.20) et (3.40) d’autre part, on a

Posons

Soit r~~9) le module d’uniforme continuité On af(x) = x si ~ ~ ~ 1/2
et e si s ~ Jn(e), donc en utilisant la première formule (3.43) on

voit que si E  ~l (8 ) A 8 A ~ on a ~ U~y~" S ~  20Ni(( x : ~ x ~ > 1 / 4 .
Donc

En utilisant la seconde formule (3.43), et (3.39) et (3.41), on voit que
bn(8)t -~ si t E D, 8 E Vn. Enfin

Comme 0 > 0 est arbitrairement petit, on déduit alors de (3 . 4.4) et de (3 . 38)
que

si t E D, et la suite (Yin) vérifie [p l ].
De même, si

on a - pour t E E Vo. Le même raisonnement que ci-dessus,
basé sur la majoration ) B r ~n -  prouve que -~ ~ Y ~ ~°
si t E D, donc la suite (Yin) vérifie 

5) Fixons j, k  d et t E D. Notons en (resp. c°°) le premier (resp. second)
membre de [y], avec Y" et Y°° = X; notons c’" (resp. c’ ~°) le premier (resp.
second) membre de [y’], avec Yin et Y’~°. Par hypothèse c" ~ Pour

prouver que c’est-à-dire que (Yin) vérifie [y’], il suffit donc de

montrer que c" - c’n P c°° - c’~.
Le même calcul que dans la preuve de (2.21, a) montre que c" - c’n est

donné par (2. 36), avec hjk défini par (2.35), pour tout n E N : on a donc
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avec dns donné par l’une des deux formules :

Posons

Soit ~(0) tel que ~ ~ ~(8) => ~) ) ~ ~ pour tout xe !R~.

Si ~  ~(03B8) ^ 1 4 et s ~ r(s), on a |dns|  03B8Nns({ x : |x|  1/4}) (car

/(~) = x si ~ ~ 1/2 et s), en utilisant la première formule (3.45).
Donc

Par ailleurs en utilisant la seconde formule (3.45), et (3.39) et (3.41), on
voit que si B E Vo on a Xn(B) -~ Comme c" - c’" - Xn(B) + et

comme 0 est arbitrairement petit, on en déduit (comme dans la fin de la
partie 4) ci-dessus) que c" - c’n -~ c°° - c’oo. On en déduit que la suite (Y’n)
vérifie [y’], ce qui achève la démonstration. []
Avant de passer à la démonstration de (3 .1, b), nous allons prouver deux

lemmes. Pour tout processus cadlag Z on notera 2(Z) sa loi, c’est-à-dire

l’image de P par l’application : Q  D([0, oo [ ; cet espace est muni
de la topologie de Skorokhod, et l’ensemble des probabilités sur cet espace
de la topologie de la convergence étroite correspondante.

(3 . 46) LEMME. - Sous les hypothèses de (3.1, b), et si = yn - 
la suite est relativement compacte.

Démonstration. On va appliquer le théorème (7.4) de [12] : on a les
conditions a) et b) de ce théorème, car Y~ - 0 et que les (Y’n) vérifient [5]
d’après la preuve précédente. Soit

On va montrer qu’on a aussi la condition c) du théorème (7.4) de [12],
avec (C3), ou plutôt (C’3) (qui entraîne (C3) d’après [12]-(5.3)) : il s’agit
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donc de montrer l’existence de processus croissants F"-prévisibles G"
tels que

que G°° soit G-mesurable, et que Gn - Fn soit croissant si n E (~ .
Quitte à prendre une sous-suite on supposera, comme dans la preuve

précédente, qu’il y a convergence presque sûre dans [sup [y], [!)], [~ 1] et
en particulier qu’on a (3 . 38) et (3. 39). On prend pour n 

G t = + t] x ( )2)] + 1 ABs 1 + t] x ~)

où g E C vérifie 0  g  1 et g(x) = 1 si ( ~ 1 /2. Il est clair que Goo est
G-mesurable, que les Gn sont Fn-prévisibles, et que G" - F" est croissant.
On sait que les (Y’n) vérifient [y’], [5], [~ 1], et on montre comme dans la

partie 4) de la preuve précédente (en remplaçant ) OBS ~" ~ 2 par ) (
dans la définition de que

On en déduit donc que G7 si t E D. Quitte à prendre encore une
sous-suite, on peut supposer qu’on a Gr -~ G~ p. s. pour t E D. D’après
le lemme (3.20), pour montrer qu’on a (3.47) il suffit alors de montrer que
les G" vérifient (3.17) en dehors d’un ensemble négligeable.

Si 0394G~t = 0, il est clair qu’il existe tn ~ t, avec tn  t et OGtn = 0.
Supposons que AG~ > 0. Il existe alors B > 0, eeVo, m E tels que
t = Tm (~). Comme on a, avec les notations de la preuve précédente, et si

(3 . 39) et (3 . 41) entraînent que OG?n m (~) ~0394G~T~m (~) . On a donc le résultat
Tnm(~) T m(e)

cherché, avec tn = 

(3 . 48) LEMME. Supposons que pour chaque q E I~I il existe un processus
cadlag Vq tel que | 0394Vq (  1/q et que la suite + soit relative-
ment compacte. Alors la suite est également relativement compacte.

Démonstration. Pour tous N E o > 0, x E ®([o, oo [; on pose

wN(x, 9) - inf {maxir suptistti+1 x(t) - x(s) ( : r > 1,
- __ . _ .. -,
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Rappelons que la suite est relativement compacte si et seule-
ment si on a les deux conditions suivantes (voir par exemple [12]) :

(3.49) VN E V8 > 0, 3a E ~+, lim > a)  8;
(3 . 50) VN E V8 > 0, ‘d~ > 0, ~8 > 0, lim 0) > r~)  8.

Pa hypothèse, les (Xn + vérifient (3.49), donc aussi les 
Par ailleurs, comme ) OV~ ‘  il est facile de voir que

D’autre part on vérifie aisément que + y, 0) ~ 20) + 0).
Par hypothèse, chacune des suites (X" + vérifie (3.50), donc d’après
(3.51)ona:

On en déduit que lim e) > r~)  8, ce qui achève la démons-
tration..

Démonstration de (3 .1, b ) . Pour chaque q on considère une fonc-
(~d --~ continue, telle quefq(x) = x si ( x ~ 1  1 /2q, = 0

l/q, et que l/q. Notons la « première caracté-
ristique locale » modifiée de Yn, lorsqu’on remplace f par f q dans la défini-
tion de Il est facile de vérifier que

Les conditions [5] et [£51] ne dépendent pas de f Par contre, [sup ~3]
et [y] en dépendent. Mais, comme fq - f E C, on déduit facilement de [5],

] et (3 . 52) que les conditions et [y], qui par hypothèses sont
satisfaites pour la fonction f; le sont aussi pour chaque fonction fq. Par
ailleurs tout ce qui précède, et en particulier le lemme (3.46), ne fait inter-
venir que les propriétés suivantes de f : elle est continue, bornée, égale à
l’identité sur un voisinage de 0, et nulle en dehors d’un autre voisinage de 0.
Par conséquent tout s’applique aux fonctions fq. En particulier, si

le lemme (3 . 46) implique que la suite est relativement com-

pacte pour chaque q.
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Soit Vq = - x(fq). On a

D’après [sup ~] appliqué à fq, les processus Z" + ten-

dent en loi vers le processus nul, pour chaque q. Comme la suite (~(Y’n( fq))
est relativement compacte, on en déduit que la suite (2(Xn + yq)))neN est
aussi relativement compacte pour chaque q. D’autre part f q (  l/q, donc
1 0394Vg  Le lemme (3 . 48) entraîne alors que est relativement

compacte. Comme d’après (3.1, a) il y a convergence fini-dimensionnelle
le long de D de xn vers X, et comme D est dense, on en déduit que Xn
converge en loi vers X..

§ 3 . d) Comparaison des méthodes utilisant transformées de Fourier
ou transformées de Laplace.

Plaçons-nous dans la situation du § 1. a : dans (Hl) ou (H2), on pourrait
penser à remplacer yU par yP = 1 G), pour p E IRd (donc est

la transformée de Laplace G-conditionnelle) :
l’inconvénient en serait qu’il faudrait supposer x bornée (ou, au moins,

eP.X intégrable pour tout p E IRd);
- l’avantage en serait que, comme > 0 identiquement, l’hypothèse

(H2-iii) serait automatiquement satisfaite.

Dans [11] par exemple, on utilise cette méthode des « transformées de
Laplace », par opposition à la méthode des « transformées de Fourier »
utilisée dans le présent article. Formellement les deux méthodes sont iden-
tiques et conduisent aux mêmes calculs; les différences portent exclusive-
ment sur les deux points suivants :

1) Dans la méthode des transformées de Fourier, on a un théorème (2.14)
simple lorsque G(u)t ne s’annule pas; par contre si G(u)t s’annule, on a
besoin du théorème (3.4), qui est plutôt compliqué.

2) Dans la méthode des transformées de Laplace, il n’y a pas lieu de dis-
tinguer deux cas. Par contre, la démonstration de l’équivalent de (2.14) est
un peu plus compliquée, car il faut « borner » les processus et il s’introduit
une hypothèse supplémentaire, qui s’énonce comme suit (dans le cas où
Y" = X" et Z" == 0 pour simplifier) : si
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on a :

(3. 53) lima~ ~ lim sup~"~ P(F~ > a) = 0 si t E D..

Si on veut démontrer le théorème (3.1), on vérifie facilement à l’aide
de (3.25) que l’hypothèse (3 . 53) est vérifiée (pas par les Xn, mais par les Y’n
introduites au § 3. c ; en fait, cela découle immédiatement de la convergence
des processus Gn qu’on a considérés dans la preuve de (3.1, b)). La méthode
des transformées de Laplace est donc plus simple que celle des transformées
de Fourier, dans la mesure où on évite (3.4) au prix d’une petite compli-
cation supplémentaire de (2.14).

Si par contre on veut démontrer le théorème (2.21) dans le cas où D
n’est pas dense (par exemple, D est réduit à un point), l’utilisation de la
méthode des transformées de Laplace conduit à imposer en plus l’hypo-
thèse (3.53), qui n’est pas impliquée par les hypothèses de (2.21, a).

C’est la raison essentielle pour laquelle nous avons dans cet article utilisé
les transformées de Fourier; secondairement, cela simplifie l’exposé dans
la section 1, tout en se rapprochant plus des méthodes « classiques ».

§ 3. e) Exemple : convergence de tableaux triangulaires.

A titre d’exercice (élémentaire) nous transcrivons le théorème (3.1)
dans le cadre des tableaux triangulaires. On se place dans la situation
du § 2. e, avec les mêmes notations : Xn,k, Fn,k, G, les temps d’ariêt et X"

donné par (2.40).

(3.54) THÉORÈME. - On suppose que X est un PAI G-conditionnel et une
F-semi-inartingale, et que D est dense dans !R+ ; pour tous n, k E soit une

décomposition Fn.k-mesurable Xn,k = An,k + Yn,k. On considère les condi-
tions : .’

N p

[sup (3 y ‘d t > 0, sups t|03A31k03C3n(t)[Ank + E(f(Ynk) I Fn ,k - O] - |~ 0.
[y1] 

a) Sous on a Xn X.

b) Sous [SUp [y iJ, [~ iJ, [~ 1 lJ, les Xn convergent en loi vers X.
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La démonstration est la même que celle de (2 . 41 ), mais on utilise cette fois
le théorème (3.1). Remarquer que, par contre, on n’a pas de généralisation
du théorème (2.45).
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