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L’analyse de covariance mise en question

par

C. HEUCHENNE (%

SUMMARY. — Alternatives to usual analysis of covariance are proposed.
Powers are compared.

Le propos de cet article est d’étudier des alternatives a I’analyse de cova-
riance dont je rappelle le contexte.

Une variable y et une variable x sont observées dans g groupes repérés
par I’indice i. Avec des échantillons de taille n;, le modéle I le plus général
pose que y;; = o; + Bix;; +e;pouri=1,2, ...,qetj=12, ..., n.
En outre, les e;; sont des variables normales centrées indépendantes de
variance commune 2.

La théorie générale des modéles linéaires [2] montre sans peine que f; est

estimé par B, = E"” ‘et a; par
xxi
~ - oo T
;=Y — pix; = x . =
1
ou
ni ni np
Ty: = yu ’ Txt = qu ’ Exyi - Z(xij i—i)(yij ;x)
ji=1 ji=1 =1
N T.T N S| T
= injyij - —x;,l*y‘ et Erei = Z(xij - -’?.')2 = Zx,z, - n—x' .
1
j=1 j=1 ji=1

(*) Adresse postale : Université de Liége au Sart-Tilman, par 4000 Liége 1, Belgique.
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316 C. HEUCHENNE
Le modéle T ne fait qu’exprimer la régression de y sur x dans chaque

. Z ELi Ty
groupe. La somme des carrés correspondante est ( i 4 V) et g
xxt n;
, L. i=1
somme des carrés résiduelle est

Eil Tzi
= (2] S ().

i=1 j=1

Dans I’hypothése d’égalité de tous les coefficients de régression f; a un
coefficient commun B, le modéle I devient le modéle I : y, i =%+ Bx;; + ey
Les estimations y sont

E:—— et a?=_.— _.

et

q T2
Exx = Exxi = ( xizj) - o .
Z z Z n;

i

La réduction de la somme des carrés par rapport au modéle I est

E2 E2
= (2, 82) -

i

L’épreuve du parallélisme des droites de régression est fondée sur
= %—2 qui est une variable de Fisher-Snedecor dans le modéle T,
centrée dans le modéle II.

Enfin, dans le modé¢le II, on peut éprouver 1’égalité des ordonnées & 1’ori-

gine «; & une constante «, c’est-a-dire le modele I : y;; = o + Bx;; + e;;.

p

L. S - =
Les estimations y sont f* = §"—y eta* =y — f*x on
xXx

< — - z : T,T
Sxy = _>_ (xij - x)(yij —-y) = ( xijyij) - ¥
i,j i,Jj

et
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L’ANALYSE DE COVARIANCE MISE EN QUESTION 317

2 2

\ S T , .
La somme des carrés du modéle III est Si’ + —X et sa réduction par
XX

E)V E; Sy

-2 4 . L’épreuve de

n EXX SXX

. , S./qg — 1 . .
I’égalité des «; est fondée sur F, = ST S,/)‘;n m— qui est une variable

de Fisher-Snedecor dans le modéle II, centrée dans le modéle I1I.

. EZ X T2- S2 T2
On peut encore envisager S, =S, + S, = Z ("—“ + _y‘) — 2y

n;

rapport au modele Il est S, = (Z

i

Exxi n; Sxx n’
e , ot S/2q = 2
réduction de la somme des carrés du modeéle I au modéle III. F, = S/n—2q’

variable de Fisher-Snedecor dans le modéle I, centrée dans le modéle ITI,
permet ’épreuve globale de I’identité des droites de régression (égalité des o;
et des §;).

Une objection sérieuse a la méthode classique utilisant F, est que, pour
étre exécutée correctement, elle postule ’égalité des coefficients de régres-
sion B;. Or il est clair que cette hypothése n’est strictement réalisée en pra-
tique que rarement; et ce n’est évidemment pas ’absence de résultat signi-
ficatif & I’épreuve de parallélisme qui prouve quoi que ce soit.

D’autre part, cette condition est une nécessité technique, non une
contrainte d’interprétation comme beaucoup de praticiens semblent le
croire. En effet, le but d’un chercheur est de comparer le critére y entre les
groupes quand il a été ramené 4 un méme niveau de la covariable x; peu lui
importe que cet ajustement se fasse différemment ou non dans chaque groupe.

Evidemment, dans le cas de non-parallélisme, se pose le probléme du choix
du niveau de la covariable ou comparer le critére, probléme inexistant si
les régressions sont paralléles. La nature de la question peut imposer ce
choix. Imaginons la comparaison d’une performance y selon le milieu socio-
culturel en neutralisant I’influence de 1’age x. Il y a fort & parier que la vitesse
de développement de y avec 1’age est différente suivant la catégorie socio-
culturelle envisagée : voila un exemple typique o le parallélisme des droites
de régression n’est pas tenable. La comparaison des niveaux intrinséques de
performance se fera tout naturellement prés de 1’origine du temps, & une
époque ol seul jouerait le matériel génétique.

Il serait donc intéressant de disposer d’une épreuve qui compare les y
ramenés a une méme valeur a de x, sans postuler 1’égalité des f;. C’est
I'épreuve du modele IV : y;; =y + Bi(xi;j — a) + e;; a l'intérieur du
modele I' : y;; = y; + Bi(x;; — a) + e;;.

La procédure est basée sur une statistique F,, et permet de répondre 2 la
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318 C. HEUCHENNE

question : les droites de régression ont-elles une méme ordonnée y pour
x=a?l

En posant y; = «; + B,a, le modéle I’ est identique au modéle I. Si les B;
sont égaux, les méthodes F, et F,, éprouvent la méme hypothése. La
méthode F_ sera naturellement plus puissante puisqu’elle se fonde sur une
information supplémentaire dont ne peut tenir compte la méthode F,.

Par contre, si les f; sont inégaux, ’épreuve F,, garde un sens contrairement
a I’épreuve F,. Si la perte de puissance de F,, en cas de parallélisme est
minime et compensée par un gain appréciable sur F, pour des B; modéré-
ment différents, la méthode F,, prend de I’intérét puisqu’elle évite une hypo-
thése souvent gratuite. C’est ce que je vais tenter de montrer.

Le modéle I’ s’écrit sous forme matricielle

y= X[Z:] +e=Ay+Bf+e
B
ou
71 0 . . 0 xll —a 0 . . 0 -
1 0 0 xp—a 0 0
0 1 Xy —a 0
X=lo1 . .0 0 xp-a .. 0 =[A]B].
00 10 0 Xy —a
00 . .1 0 0 X, — @
—————
q q
A’A|A'B]  [NiT
OnaXX= [ ] = [ ----- ] ou
BA{BB| ITis
N =diag (n) , T = diag (t;) = diag (T,; — n;a)
et
S = diag (s)) = diag (Z(x,.,. - a)z) .
Comme !

- _ t'2
z(xij - xi)z + n,-(x,- - a)2 = Exxi + n_i’

j

S,~=

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Section B



L’ANALYSE DE COVARIANCE MISE EN QUESTION 319

N et S sont inversibles pour peu que les n; et E_; soient positifs pour tout
i=1,2,...,q. Par la formule de Frébenius-Schur, on a

N~'+ N7!'TET'TN"' | — N"TE“]

X'X)™' = [ a
— E7!'TN! E~!
ou
E =S — TN™!'T = diag (E,,,).
Les estimations des paramétres sont données par (X’X)_‘X’;. Or

Ay =(T,) =T,

. LT, = =
By = (Z(xij - a))’ij) = (Exyi + ln,y‘) = Exy + TN_ITy'
Jj

Le vecteur des f§; est estimé par

et

f=—E'IN"'A’y + E"'B’y = E"'E

xy?

donc E,- = Evi comme dans le modéle I.

xxi

Le vecteur des y; est estimé par

y=N"'Ay + N"'TE"'TN'A’y — N"!TE- !B’y
=N"'T, — N7'T§,
soit explicitement ;»\, =y, - ﬁ:(x—, — a).

Par rapport a I’estimation des «; du modéle I, on voit que
La somme des carrés du modéle I’ est y’X(X’'X) "1X'y, soit

~
—>

—, >, ’)) -, = _ > — = ,:;
[YAly B][%J =T,(N"'T, - N"'Tf) + (E,, + TN"'T))'8

) TZ- EZ )
= i Ty
Z (ni * Exxi '

i

=T,N'T, + E,

y y xy:

=)

La somme des carrés et le résidu du modéle I’ sont donc ceux du modéle I.
Ils ne dépendent pas de a.

Dans le but de comparer les modéles I' et IV, notons que

M=t —MTTST
XX)™ = [ ]
—S$T'TM™' i S™! 4+ sTITM T ITS !
2
ou M =N — TS™'T = diag (m,) avec m; = n, — ;_i= nis”i'

Vol. XV, n° 4-1979.



320 C. HEUCHENNE

-~
o

On a 7=M"'Ay - M'TS" !B’y
et
f=—S"'TM A’y + S7'By + S"'TM~'TS" !B’y = S~ !B’y — S~ 'T).
La somme des carrés du modéle I’ est aussi

~
—>,

-, -, 'y - = -, _ P _ =
[yA%yB]H =y'Ay + y'B(S™'B'y — S7'Ty)
B
= (’AM™'M — y'BS"'TM~'M)y + y’BS"'B’y = 7'My + y'BS~'B'>.

Le modéle IV s’écrit

>

y=7yAT +Bf + ¢

oul = (1, 1, ..., 1) de dimension g. On a maintenant
R L [IAy

X =[Al|B] , X'y=[ ~~~~~ - ]
B’y

TA’AT{ TA'B]  [I'NT|T'T
X,X = \‘ -5 é ] = [ —> i ------- ] b
B’Al | B'B TI | S
L
XX)"! =
S7!TL .,  STI!TIITS™?!
— STty T ———
L m : m

ou

Le paramétre 7y est estimé par

TAy TTs™'By _TMy
m m T om

‘y:

Le vecteur des f; est estimé par

> _ Q-1 TT' A"y — - ~ —
5 = _SZI—IAY + S”IBY + S™1B'y — 387IT1.

La relation entre les estimateurs des f8; dans le modéle I (ouI') et le modéle IV
est donc

STITITTS ™ 'By
LS

5 3 5 o~ M\3
Bt -B=s1G -7 =sT(i- M)
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L’ANALYSE DE COVARIANCE MISE EN QUESTION 321

La somme des carrés du modéle IV est

[VAT|y'B] [EL] =7Y'Al + yB(S™'By =387 TI)
=7%(’AM~'M1 — y’BS"'TM~MI) + ’'BS"'B’y = my* + y'BS'B'y.

Finalement la réduction du modéle I' au modéle IV est S,, = )7M_); - m’):z.
On peut encore 1’écrire

::, M_iT,M:; ~ 1 < AZ_I ~ ~.2
Y (M —_ - )‘y = (ani'yi) - ;z (Zm,y,) = E Zmimk(‘yi - yk) .

i i<k

Comme il se doit, S,, ne s’annule que lorsque tous les )Ti sont égaux entre
Sn/qg—1
S,/n—2q
variable de Fisher-Snedecor dans le modéle I, centrée dans le modéle IV.

Si a n’est pas connu a priori, mais dépend des x;;, une petite difficulté algo-
rithmique se présente : il faut garder en mémoire x;, y;, n;, E,,; et E_;

eux. L’hypothése y; = y pour tout i s’éprouve par F,, = qui est une

(ou Ei) jusqu’a la fin de I’introduction des données. C’est seulement alors
qu’on pourra calculer successivement
_ ~ - -~ . 1 1 (';l - a)z
li"a,?i—}’i—ﬁi(xi“a),’;‘_—;i'f‘ B
(car M™! = N7! 4+ N7!TE"'TN™Y), enfin S,
Comme je I’ai indiqué précédemment, le choix de a peut étre imposé par
I’application. Autrement il semble naturel de prendre a = x. Cependant,
Exexl + Exxle
Exx

xxi

pour g = 2, la valeur a = est intéressante. On vérifie

qu’avec elle

. — - Ey - - mym, n;nE
?x—vz=y1—y2—§"1(x1—x2) et 172 _ T1l2 7

XX m nSxx

b
d’ou résulte

mm, ~ ~ nny(y, —y,)* EZ S2
S, = 2(}'1—?2)2— 112001 2) 4 y _

et
_S(n—4) F(F,+n-4)
s, n-—3 ’

Puisque F,, > F, quand F, > 1, on entrevoit déja par 1a que, lorsque le
parallélisme est suspect, I’épreuve F,, peut €étre plus puissante que
I’épreuve F.. .

Pour g > 2, il n’existe pas de valeur de a (indépendante des y;;) qui iden-

F
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322 C. HEUCHENNE

-1
tifie S,, & S.. La valeura = (ZE;‘,) ZE;;,.)_Q, qui minimise la trace

de M™! et qui est I’extension de la valeur ci-dessus a g > 2, ne semble pas
avoir de propriété spéciale, mais la question reste ouverte.
Une autre procédure a été suggérée ([1], p. 275). Alors que dans le modéle IT,
. . , . ~ E
I’estimation du coefficient de régression commun est f = E’Q , dans le

., S . L .
modele III, B est estimé par f* = S—"” . Or la meilleure estimation est 8 si

XX

les «; sont inégaux. Ceci a méme conduit a affirmer ([4], p. 764) que 1’analyse

XX

de covariance exigeait E = B* ! Mais le paradoxe n’est qu’apparent puisque
pour éprouver ’hypothése y;; = a + Bx;; + e;;, il faut bien estimer B dans
ce modéle.

Il n’empéche qu’on peut tenter naivement de corriger ce défaut en faisant
jouer éﬁ dans S, le role normalement tenu par f*. On est alors conduit 2
une somme de carrés notée T,,, en [/]. Comme il est dit & cet endroit, la
méthode est incorrecte, au mieux approximative, puisqu’elle fait jouer a
I’estimation d’échantillon B le role du paramétre B dans le modéle II.

Cette procédure est cependant alléchante parce que plus puissante :
T,ya est systématiquement supérieur a S, noté T, en [I]. Elle reste inté-
ressante quand on peut connaitre une bonne estimation a priori b du coeffi-
cient de régression commun f, indépendante de ’analyse de covariance pro-
prement dite.

Posons z;; = y;; — bx;;. L’épreuve du modéle

- — -
Vij=a+bx;;+e; ou zi=at+e; ou z=oAl+e

dans le modéle

-

— —_
yij = ai + bxu + eij ou Zij = ai + eu ou zZ = Aa + e
n’est autre qu’une analyse de variance simple des z;;. L’épreuve passe par

_ Sp/q — 1
Fo=gm—q

a

ou

S, = }"(AN"A' _ALT'A )?

=( ’Ii,._'l‘_f,)_Zb( %i_!‘_’{v).,.y(zg_g)
n; n n; n — i n

i i i
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L’ANALYSE DE COVARIANCE MISE EN QUESTION 323

et
—?’(I—AN-IA')E’

(St »( oo S50 (- S )

Pour comparer les puissances des différentes épreuves, nous calculerons
les valeurs attendues de leurs statistiques en termes des paramétres «; et §; du
modéle I, le plus général.

Le modéele I peut étre considéré lui-méme comme le cas particulier du
modéle I’ obtenu pour a = 0. Jaffecterai d’un indice O tous les symboles
dépendant de a quand ils sont pris avec @ = 0; ainsi Ty = A'B, = diag(T,,),

So = ByB, = diag (z U) , etc.

J A~ A

Par ([2], théor. 6.1), dans le modéle I, (Z, E) est un vecteur multinormal

de moyenne (Z, ﬁ) et de matrice des covariances
2[ M,! - N_‘TOE_I]
E

0*(Xo» Xo) ™! = -
—ITON—I E E—l

En répliquant la procédure générale développée lors du passage du modéle I’
au modéle IV, on verrait que la réduction de la somme des carrés du modéle I
au modele IT est

Par ([2], théor. 4.20), S,/o? est une variable chi-carré & (¢ — 1) libertés dont
la non-centralité est

o) = & (= EEE) é’ .

Cette non-centralité s’annule si et seulement si ,—é est colinéaire 2 1.

On notera que la non-centralité considérée ici est celle de [3] ou [4],
c’est-a-dire le double de celle de [2].

La matrice des covariances de (;*, E) dans le modéle II est

D-1 L ONTITol
E Exx 4
0_2 E 01‘1 D N _ Toll To )
_ TN 1 TSl
Exx é Exx

Vol. XV, n° 4-1979.



324 C. HEUCHENNE

Le schéma général de réduction montre que, pour le passage du modele 11
au modele I11,

S. =Z*'(D _ Dl IP)E*
I'D

. . >3 .
qui est encore une forme quadratique en («, ) puisque

*_‘—‘—A' =A ‘_‘.A.—- =A -—x—i A.— k
al yl xl al+xl(ﬂl ﬁ) al+ ni ﬁl Exx
soit
S N"‘TO(I - IEI E)E.

De cette derniére égalité résulte la multinormalité de o* ([2], théor. 3.22),
On vérifie sans peine que la matrice

est idempotente. Par ([2], théor. 4.9), S./6? est une variable chi-carré a
(g — 1) libertés dont la non-centralité est

s@*y (D ~ DTT'D) Cw)

o T’DT o

Cette non-centralité s’annule si et seulement si

I1TE\~
)ﬂ

Z+N*no—
xXx
est colinéaire a 1.

Dans le modéle T', —); est un vecteur multinormal de moyenne ; et de
matrice de covariances 62M !, Par ([2], théor. 4.20), puisque
= MI1M\>
Spm = Y'(M - ﬁ) )
I'M1

S,./o? est une variable chi-carré 4 (g — 1) libertés dont la non-centralité est

-y = m(;9 l—i a)'
I'M1 /e c

Y (M_MIIM)y=(a+aﬁ) (M_MIIM)(a+aﬂ)
(2

m (2
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L’ANALYSE DE COVARIANCE MISE EN QUESTION 325

Dans le modéle I,; est un vecteur multinormal de moyenne ; = Aa + BO_B
et de matrice des covariances ¢°I. On a
yy 1 ( T2 §2
= =S +S,+S. +2X+Z=).
ez ¢\ " P n S,
Chaque composante est une forme quadratique en ;et il est bien connu que
leurs rangs respectifs sont n — 2g, ¢ — 1, ¢ — 1, 1 et 1 de somme n. Par

le théoréme de Cochran ([2], théor. 4.14), ce sont des chi-carré indépendants
dont les non-centralités s’ajoutent. La non-centralité totale est

—

4 1 - > —> vy e s
Fi _ = @Na + 20 Tof + B'Sof)

|

. , 1 z s? :
qui est aussi celle de — (S, + 2+ :—” ) puisque S,/a” est centré.
c n -
T2 {'Ap)? - (AITA\~
L _ Ay _ - ( ) 5
n n n
Comme est idempotente, par ([2], théor. 4.7), la non-centralité
2
de —; est
ne
W (Al 1’A’) p_ (AW _ ('Na + 1'Tof)?
c n c no? no*
TxT T o Tx TIA T
Sey = (?xu)’u) - Y = 1'Boy — = (I'A'y),
Ly n n
iJ
donc

2 - - — -, - -
Sy _ _l_(y’(Bol - T"Al)(l’Bo - % ’A’) y) .

Sxx XX n
La matrice de cette forme est idempotente car

(1'130 _L ’A')(Bol —L‘Al) = T'Sgl — 2 21"Tol + £1'NI = S,,.
n n n n
2

. N
Par ([2], théor. 4.7), la non-centralité de —>; est

xxo.
— — - -, T — —
(B.7 — L=Ai)(T'B, — =TA")u 2
P T n B! "Y’A'_)) !
S0 = ( # #) S o

1

2
S,x0

2
(i"TooT + T'Sof — %(I’Na + l’Toﬁ))

Vol. XV, n° 4-1979.



326 C. HEUCHENNE

En posant d = T (To - %‘N); +1 (So - %‘ TO)E, la non-centralité de
S, =S, + S, est finalement

2
t(a, [3) = — (a No + 2a’T0ﬂ + B’ oﬁ - :— - ’;(l’Na +1'T ﬂ) )
Cette non—centralité s’annule quand le modéle I coincide avec le modéle 11T,
c’est-a-dire quand o « d’une part ﬂ d’autre part, sont colinéaires a 1. La non-
centralité de S, est encore t(oz, ﬂ) - p(B)

Il est facile de voir que le modeéle III" : y;; = vy + B(x;; — a) + e;;
a la méme somme de carrés que le modéle III. 11 en résulte que la réduction
du modéle I’ au modéle III' n’est autre que S,, réduction du modéle I au
modeéle III, et ne dépend pas de a.

Appliquant encore le méme schéma général, on verrait que la réduction
du modéle IV au modéle III', correspondant a I’hypothése f; = B pour
tout i dans y;; = y + Bix;; — a) + e;; est la forme quadratique

B*'(F—Ii“f)ﬁ* on  F=s- LT
I'F n

la matrice des covariances de (;, ﬁ*) dans le modéle IV étant

L T’TS“]
l' S™IT1 i }
m |

Cette réduction est encore une forme quadratique en (_o:, E) puisque
-, = i1 M
* - 1 -
T =B+S (I - )y
Comme elle vaut S, — S,,, sa non-centralité est t(fx, ﬁ) - m(_gz, B, a) par

([2], théor. 4.22).

(F - I-JI—IF)F" étant une matrice idempotente, par ([2], théor. 4.9),

1'F1

— , —>—>' 2
t(a, B) — m(a, B, a) = 67 (F - F_,I, IAF) &¢)
c 1'F1 o

Annales de UInstitut Henri Poincaré - Section B



L’ANALYSE DE COVARIANCE MISE EN QUESTION 327

: lmM)(ot + aB) est colindaire

qui ne s’annule que lorsque E + S"IT(I -
al.
Dans le modéle I, les z;; sont des variables normales indépendantes de
moyennes &(y;;) — bx;; = o; + (B; — b)x;; et de variance a2
Donc &(z) = Ax + Bo(f — b1).
Par ([2), théor. 4.7), la non-centralité de S /¢* = ;(I - AN‘lA')—z , de
matrice visiblement idempotente, est
1 — —> — ¢ — — —
o2 (@A’ + (B = b1)YBy)(I — AN"'A")(Aa + By(B — bl))
= —l—z(zx (N — NN"!N)a + 20/(Ty — NN~ To)(B — bl)
+ (B — B1Y(So — ToN™'To)(B — 1) = ? (B — BIYE(B - b]).
Sous cette forme, on voit que la non-centralité de S,/o* ne s’annule que
pour E = bl.
En posant e(E, b) =
p(B) + e(B, b).

Par ([2], théor. 4.7),la non-centralité de S—'; =
g

C TG
E_xzx (IEEﬁ — b) , la non-centralité de S,/o? s’écrit
o

XX

Q Ny

iTa 7
(AN"A’—- AlTA ) % de
n o
matrice visiblement idempotente est

AITA

;12 (&"A' + (B — BIYBLYAN'A’ — )(A + By(f — b))

1 NIT'N = =
= ;—2( + (B — bIYTN" 1)(N - T—)( + N7!'To(B — b1)).
Sous cette forme, on voit que la non-centralité de S,/c* ne s’annule que
lorsque o + N™'To(f — bl) est colinéaire 2 1.
2
En posant s(a, B, b) = S— (—Si - b) , un calcul un peu long montre que
a XX
la non-centralité de S,/o” est t(;, E) - p(ﬁ) + s(;, ﬁ—: b) — e(,g: b).
Dans le cadre du modéle I, F. et F, ne sont généralement pas des variables

de Fisher-Snedecor. En effet, la non-centralité p(_B) du dénominateur
S, + S,)/a* de F, ne s’annule que si les f; sont égaux; la non-centralité

p(E) + e(ﬁ: b) du dénominateur S,/o?de F, ne s’annule qu’en cas de parallélisme
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et si b vaut la pente commune. En outre, en I’absence de parallélisme, la non-
centralité de leur numérateur S, ou S, s’annule dans des conditions curieuses.
Le résultat suivant permet d’évaluer la valeur attendue de variables

Ay

2(vy, AV L+ v,
telles F, et F,. La moyenne de F = X2 L1771 est Lsi A, =0
X (v, A))[v, 1 — 2

v
(moyenne d’un F non centré) ([4], p. 832), appartient & I’intervalle

si A, >0,

E N T st v, est grand.

2
Va Va2
Par intégration sur la densité de probabilité ([3], p. 252), la moyenne
pour v, > 2 est

1+'12

v, exp (

=0s=0r's‘B(2+r,3+s

~

) ii (/2 (3,2 ) fw ui_ o

L’intégrale valant B(Lz1 +r+ 1,7 + 5+ 1) , c’est encore

ve exp [ — A +,12) "

LIS S e
"1 = ( +s5— 1)

s=0

g S

\

Pour a quelconque,

k) S G

s“:;{s!(%+s~l)

AN A IV a 1
—exp(7)+7 s! <v2 RS

s=0 i+s §+S
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V2_

En prenant ¢ = 1, puisa = S onen tire
2
2y by O > exp e
2 2 \ ts—1 2
=!(3 )
> (.Vz, L=k 1) (A2/2)°
2 2v,

=0 s ! (2 +s—1>

avec la double égalité si 2, = 0. Il en résulte

1+’L 1+
1
57, < B < — O, — 27,
1- 2422 1 - _
V2 V2 V2 V2

avec la double égalité si 1, = 0.
Dans le modéle I, on a ainsi

1+ p(_ﬂ)l 1+ m(“_ﬁla) 1+ 2:;“’_/?)
8F)= —o—, 6F)=—1—, srF)= 2110
1—n—2q 1_n—2q 1_—n---2q
L 1B~ pB
E(F) ~ q-1 _
2 (n—q-2pp
n—gq-—1 (n—q—1)7
| 4 1@ B) = p(B) + (o, B, b) — e(B b)
—1
E(Fy) ~ 1
{2, (=g = 1B + e, b)
n —q (n — q)?

Dans la discussion qui suit, nous supposons n grand devant g ce quia
pour effet que les degrés de libertés v, =n —2¢, n — g — 1, n — q des
dénominateurs sont grands et peu différents entre eux.

La qualité de I’épreuve F, dépend essentiellement du choix de 4. Si ce

N ZExxiﬂi
1'EB

dernier peut étre pris trés voisin de = , e, b)~0, les
EXX EXX

dénominateurs de&(F,) et &(F,) sont presque identiques et le numérateur de
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&(F,) est supérieur a celui de &(F,). L’avantage de F, sur F, croit avec

~ 2 TEf . 'd TEB| . .
sfa, ﬁ,ﬂ? , C’est-a-dire avec i I'E qui est dans la population
E.x Sex Ex
’ Sxy Exy x P sz . e irAp s
ce qu’est N o | B* — B | dans I’échantillon. On a intérét & employer
XX xx |

F, quand les deux estimations f* et’B sont fort différentes ce que I’intuition
indiquait.
Rappelons toutefois que F,, tout autant que F_, n’est correcte qu’en cas
de parallélisme. Si g = B1, on a
- T N
1'{Ty — =N)a
(=)

d 1 /[ T, \7 . e T, \7\ _
s o (F(To = )i+ 47 (s0 - ST =5+ =

Dans ce cas, pour b =

= B, le gain de F, sur F, se marque par la

T'(To - %N)Q = Z(Tx,- — nx)a .

- - -

é(F,) est > ou < &(F,) selon que 2m(o_c), B, a) est > ou < (o, f). Mais le
degré de libertés du numérateur de F, doublant, les valeurs critiques de F,
sont, grosso modo, doubles de celles de F,,. F, sera généralement une épreuve
moins puissante que F,, ce qui est logique puisqu’elle s’attaque 3 deux
hypothéses en méme temps : o; = a et f; = f pour tout i.

En ce qui concerne la comparaison de &(F,,) et &(F.), on a

1 1
>

2 2 (n — g = 2)p(B)
l_n—2q ! n—q—l+ m—q—1)7

magnitude de

—> —>

Il importe donc de comparer m(a_z: B,a) a t(o, 3 - p(ﬁ). Si E-— BT, la
non-centralit¢ de S,/o? est supérieure A celle de S,/o” puisque alors
1, B1) — p(Bl) = t(x, 1) = m(x, B1, @). Cette derniére inégalité compen-
sera vraisemblablement ’inégalité ci-dessus et F, gagnera sur F,,.

Rappelons ici que p(B)) < t(z, E) (resp. m(_c;z, E, a) < t(;, E)) puisque le
modéle II (resp. IV) est intermédiaire entre les modéles I (resp. I') et TII
(resp. III").

Si les droites de régression ne sont pas paralléles, il n’y a pas de relation
systématique entre m(o—c: E, a)et t(z, _ﬁ) - p(/?). On peut cependant s’attendre
a ce que ces deux quantités soient du méme ordre de grandeur. En effet, si
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les moyennes x; sont égales entre elles, on peut voir que les non-centralités
de S,/o* avec a = X, S./o? et S,/o? avec b quelconque valent toutes

1 _
— S nm((o; — o) + x(B; — B))”.
no <«
i<k
Drailleurs m(;, E, a) peut dépasser t(;, E) — p(ﬁ) comme l’indiquent les
deux cas particuliers suivants. Si

— —i_>' —
« + N‘lTo(I - El E)ﬁ

est colinéaire a —1), la non-centralité de S /o> est nulle alors que celle de
Sn/o’ est positive pour presque tout a. Si

'™

B+ S“T(I - )(cx + af)

est colinéaire aT, la non-centralité de S /o2 est inférieure & m(a, B, a)=1t(a, p).
Enfin il faut tenir compte de ce que, si f # f1, la différence entre
1 1

et

2 2 (n — g — 2)p(p)
n—2q 1_-n—q—l—'_ (n—q—1)>

1 —

s’approfondit en faveur de F,,. Il est donc probable qu’en cas de non-paral-
Iélisme accusé I’épreuve par F,, soit plus puissante que 1’épreuve par F,.

Pour montrer la supériorité de la méthode F,, j’illustre la comparaison
des performances selon la catégorie socio-culturelle par deux exemples
non forcés. De trois populations ol la performance a une variance unité,
on extrait un échantillon de 30 enfants de moyenne d’age 5 et d’écart
type 2. On sait que le taux linéaire de croissance de la performance avec
I’4ge est 0,2 environ; en fait, les taux réels inconnus sont 0,1, 0,2 et 0,3.
Enfin on décide de faire la comparaison 2 un an.

Les données sont donc n; = 30, T,; = 150, E_; = 120, g=306*=1,
,B (0,1, 0,2, 0,3), b=0,2 et a = 1.8(F,) = 2,2537 2 2 et 84 libertés
n’est pas significatif & 0,10 et permet d’envisager les épreuves F,etF,.

Si a = (2,3, 1,6, 0,9), &(F,) = 2,1905 et &(F,) = 2,1906 ne sont pas
significatifs a 0,10; &(F,) = 2,2537 n’est pas significatif a 0,05;
&(F,) = 3,2371 est significatif a 0,05.

Si o = (1,6, 1,6, 1,6), &(F,) = 8,4633, &(F,) = 8,4637 et &(F,) = 5,4805
sont tous trois significatifs a 0,001;&(F,) = 1,0859 n’est pas significatif a
0,25.
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Ici la méthode F,, gagne sur tous les fronts.
En conclusion, on pourrait proposer la stratégie suivante.

1) Des raisons théoriques sérieuses permettent de postuler 1’égalité des
coefficients de régression.

a) Si dans un premier échantillon de taille importante, on constate une

forte disparité entre f et f*, et s’il est possible d’extraire indépendamment
un second échantillon, on effectue I’épreuve F, dans ce dernier avec b égal &
I’estimation f du premier.

b) Sinon on éprouve I’hypothése par F..

2) On ne peut supposer a priori le parallélisme.

a) On emploie F,, si c’est I’égalité des ordonnées en une certaine abscisse a
qui est en question.

b) Si c’est I’identité des droites de régression qu’il faut éprouver, on
emploie F,.
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