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V.1. GENERALITES

A . Introduction.

Les tests d’hypothéses sont des problémes statistiques particuliers ou
I’espace des décisions est un espace a 2 éléments d, et d,.
Ils sont donc déterminés par:

— un espace mesurable (X, 2) espace des observations,

— un espace mesurable (©, %) espace des paramétres,

— une famille de probabilités (P%),.e définie sur (X, Z),

— un espace mesurable (D, 2) espace des décisions ou D = {d,, d, },
— une application h, définie sur ®, a valeurs dans D.
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- En général, nous représentons un probléme de décision statistique
par

[Xa G» (Pg)f)ee’ D]
. Ici D = {d,, d, }, donc h induit une partition de ® en 2 sous-ensembles
®0:h_1(d0) O :h_l(dl)

. On suppose en outre que Oye . #.
Un test sera représenté par: [X, Oy, @, (PR)seol-

B. Définition d’une stratégie.

— Par définition, une stratégie relative au test [X, @, @, (P%)yeo] est
une transition, Sy, de (X, &) vers (D, 9).

— Comme D = {d,, d, }, une stratégie est parfaitement définie par la
donnée de I'application mesurable x ~» ¢(x) = S} (probabilité de décider
d, si x), application ¢ : X — [0, 1] est appelée fonction critique de la
stratégie S3.

Dorénavant, par abus de langage, nous parlerons de la stratégie .

— Fonction puissance d’une stratégie .

. La fonction puissance d’une stratégie ¢ est une application de
0O - [0, 1] telle que

© ~ Eyp = j @(x)dP’(x).

X

— Seuil et taille d’une stratégie .
. On dira qu'une stratégie ¢ est de seuil a, si et seulement si,

sup Egp < o
60,

. On dira qu’une stratégie ¢ est de taille a, si et seulement si,

sup Egp =«
08
— Relation d’équivalence # entre stratégies.
Etant donné un test [X, ©,, O, (P%)scel. comme on ne travaille que sur
les fonctions puissances des stratégies, on dira que deux stratégies sont
équivalentes si et seulement si elles ont méme fonction puissance.

¢ =¢ < (V0eO)Ep = Eyp’
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C. Comparaison de deux stratégies.
(relatives & un méme test [X, O, O, (P")y0])

— Notons S, la classe de toutes les stratégies relatives au test
[X’ ®Oa 61, (PO)OEO]'

— Nous prendrons comme critére de comparaison sur S un préordre,
noté (C)(ce critere sera toujours compatible avec la relation d’équivalence ).

Remarque. — Comme le critére de comparaison est un préordre sur
S, noté =, on s’intéressera au probléme d’existence et de caractérisation
d’¢léments « optimum » ou maximaux (*).

EXEMPLES DE CRITERES.

1) Critéres de Neyman et Pearson.
Etant donné «€[0, 1].
. Si il existe deux stratégies ¢, et ¢, telles que

sup E;, 2 o
0€6,

sup Eq, S«
08,

alors ¢, = ¢,

. Si il existe deux stratégies ¢, et @, telles que:

sup Egpy < o
06,

sup Eqp, < | alors ¢, > ¢,
06,

(V0e®,)E;p, < Eop,

Remarque 1. — 1. Pour toute stratégie ¢ telle que sup E,¢ > a, la stra-
08,

tégie ¢’, telle que (Vx e X)¢'(x) = a, satisfaita ¢’ > .

2. Deux stratégies peuvent ne pas étre comparables.

3. Les fonctions puissance de deux stratégies peuvent ne différer que
sur ®,, donc il peut exister plusieurs stratégies optimums.

(*) Etant donné un préordre, noté >, sur un ensemble S on dit que
. ¢’ est un majorant de @ si et seulement si ¢’ > ¢

- @ est un optimum si et seulement si (V ¢’ €S)p > ¢’

. est un élément maximal, si et seulement si,

¢’'eS tel que @' = 0.

On remarque qu’un élément maximal n’est pas forcément comparable a tous les éléments
de S, tandis que 'optimum est comparable a tous.

ANN. INST. POINCARE, B-V-4 26
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4. Dans de nombreux ouvrages les stratégies optimums sont appelées
« tests UMP » (uniformément les plus puissants).

5. Dans de nombreux ouvrages les « stratégies maximales » sont appelées
« tests admissibles ».

2) Critére maximum.
Etant donné a€e[0, 1].
. Si il existe deux stratégies ¢, et ¢, telles que:

sup Ego, >
00,
sup Eq0; < o
0@

alors ¢, = ¢,

. Si il existe deux stratégies ¢, et ¢, telles que:

sup Egp; < o | alors ¢, et ¢, sont toujours comparables
6e8,

sup Egp, S o et 9, = ¢y < Inf Ejp, > Inf Ego,
00, 00,

0e0,

V.2. EXISTENCE ET CONSTRUCTION
DE STRATEGIES OPTIMUMS

Dans ce paragraphe on suppose les P% dominées par une mesure ¢ o-finie.
0, et ©, sont munis chacun d’une tribu. On note P? les densités des proba-
bilités PR par rapport a ¢ et on les suppose mesurables par rapport aux
tribus produits mises sur @, x X et ®, x X. Remarquons que cette condi-
tion est satisfaite si X est séparable. Une stratégie est ici (V.2) une classe
d’équivalence de variables aléatoires définies sur (X, Z, o), a valeurs
dans [0, 1].

A. Existence de stratégies optimums.

1° PROPRIETES DE LA CLASSE &,

THEOREME 1. — &, ensemble des stratégies de seuil a, est une partie
convexe de L (X, Z, 0); elle est compacte pour la topologie faible
G(Lx’ Ll)

Démonstration. — Rappelons que &, est 'ensemble des stratégies ¢

telles que
Sup Ey(p) < a.

0e0®g
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L’ensemble &, , des stratégies telles que Eg(¢) < «, c’est-a-dire

j P(x)p(x)do(x) < o
X

est fermé pour la topologie o(L,, L,) et ceci quel que soit 0.

L, = myw est fermé. Etant contenu dans la boule unité de L
0€@g
qui est compacte, &, est compact.

2° CAS OU ®, A UN SEUL ELEMENT 0,

Dans ce cas les deux critéres considérés coincident. L’application de
&, dans R qui a ¢ associe sa puissance E, (¢) est faiblement continue.
&, étant faiblement compact, cette application atteint sa borne supérieure :
la stratégie optimum existe.

3° Cas OU ®, EST QUELCONQUE.

On ne peut rien dire quant a I’existence de la stratégie optimum au sens
de Neyman-Pearson, mais la stratégie maximin existe, en effet les appli-
cations de &, dans R qui a ¢ associent E,(¢) sont faiblement continues
quel que soit 8. Donc l'application qui a ¢ associe ohéf Ey(¢) est faible-

€0

ment semi-continue supérieurement et atteint sa borne supérieure sur &,
faiblement compact.

B. Construction de stratégies optimums.
Probabilités les moins favorables.

Le lemme de Neyman-Pearson donne une forme suffisante des stratégies
optimums dans le cas ou ®, et ®, ont chacun un seul élément. Dans les
autres cas on essaiera de se ramener a celui-ci et C’est 1a qu’interviendra
la notion de probabilité la moins favorable.

1° LEMME DE NEYMAN-PEARSON.

On considére le cas ou @ et @, ont chacun un seul élément noté respec-
tivement 0, et 0,.
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THEOREME 2.

1) 11 existe une stratégie ¢ et un nombre k tels que
(a) Eo(0) = o
() ¢(x)=1  quand  p"(x) > kp®(x),
e(x)=0 quand  p°(x) < kp®(x).
2) Toute stratégie telle qu’il existe k satisfaisant aux conditions (a)
et (b) est optimum.

3) Si une stratégie ¢ est optimum, alors il existe k tel que (b) soit vraie
o-presque partout et on a soit E, (¢) = a soit Eq (9) = 1.

2° ©y ET ©,; SONT QUELCONQUES. CRITERE DU MAXIMIN

Les parties de ©, réduites & un élément sont supposées mesurables.
Le critére considéré ici est celui du maximin. Soit A une probabilité sur
©,. Posons:

E(p) = J Ey(@)dA(0).
0,

Remarquons que E;(¢) peut s’écrire :

Eip) = L CO(X)[L p"(X)di(f))]dG(X) = L P(x)p*(x)do(x).

Au lieu de considérer la famille de densités {p’, 0 ®,} on considére la
densité unique p* définie par

pi(x) = J pP(x)dA(0)
[h

qui est encore une densité de probabilité par rapport a la mesure ¢ sur
X, Z).

Définition d’une A-stratégie. — ¢, est une stratégie de Bayes associée
a A (ou une A-stratégie) si ¢, maximise E;(¢) C’est-a-dire si

E;(¢;) = sup E;(o),
PES

Remarque. — Une A-stratégie ¢, est une stratégie optimum pour le
probléme consistant a tester @, contre I'hypothése simple associée a la
densité p*. Pour ce nouveau probléme la classe des stratégies de seuil o
est inchangée et E;(¢) est la nouvelle puissance de la stratégie.
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Définition d’une probabilité la moins favorable. — Une probabilité u
sur ©,; est dite la moins favorable si:

(V2  Eule,) S Eie))
ce qui s’écrit aussi:
\ E (o) < :
(V2 sup E(¢) = sup E(¢).

Définition d’une (4,)-stratégie. — Soit (4,),.,, une suite de probabilités
sur ©,, ¢, est une stratégie bayésienne associée a la suite (4,),.y (Ou une
(4,)-stratégie) si:

lim [E; (¢o) — sup E; (¢)] = 0.
n— oo pes,
THEOREME 3. — Si une p-stratégie est telle que :
(1) Eu((pu) = I?f Ei.((pu)’

Alors: 1) ¢, est maximin.
2) u est la moins favorable.

Démonstration du théoréme 3.
1° ¢, est maximin. En effet:

oleréf Eg(o) = L , Eo(@)du(0) < fgp E.(¢)=E (¢,

(VA Ejfe,)= Inf E(9,) < Ef0,)-

Les parties de @, réduites 4 un point étant mesurables quel que soit
0e€®,, il existe une probabilité A, concentrée en 0. On a E, (@)=Eyo);
donc:

(V0e®,), (Voes,) Inf Ep) < Ef9,).
2° p est la moins favorable. En effet :
ESVIZ El((p) g EA((pu) z Ey((pu) = (§El;€ Eu((p)'

Donc, les probabilités les moins favorables, si elles existent permettent
si la condition (1) est réalisée, d’atteindre les stratégies maximin comme
stratégies de Bayes associées a ces probabilités.

THEOREME 4. — Toute stratégie ¢, maximin est un (4,)-test et

,.lin; E; (0o) = oIeIel)f Eg(9o).
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Démonstration du théoréme 4. — On vérifie aisément que

Inf E,(p) = Inf E,(0).

0e®

Soit ¢, stratégie maximin, on a alors:
(1) Inf Ey(po) = Sup Inf Ey(p) = Sup Inf E,(¢)
60, peSy 00, PeFy A

D’autre part:

(2) Sup Inf E;(p) = Inf Sup E,(p)
A PeSy

0Ly A

en effet, considérons l'application :

J (@, 0) ~ Ep)
L, x0; - R

&, est une partie compacte d’un espace vectoriel topologique. ®, est
un espace mesurable ol toutes les parties réduites & un point sont mesurables.
L’application ¢ ~» Ey(p) est quasi-convexe et semi-continue inférieu-
rement I'ensemble { @; Ey(p) < «} étant convexe et fermé. Les conditions
requises sont bien réalisées pour que (2) soit vrai (cf. Nicolas C. L. R. 0.).

En réunissant (1) et (2) on obtient

Inf Ey(¢,) = Inf Sup E;(¢).

0e® i QeSy

Il existe donc une suite (4,),.y de probabilités telles que :

PeSa

Sup E; (p) — Inf Ege,) quand n— 0
0@,
Or
ole%f Eglpo) = I?f E(@o) £ E; (9o) < Sup E; (o).

PeL o
Donc E; (¢,) et Sup E; () ont méme limite (et par 14 ¢, est une (4,)-stra-
pesy
tégie), et cette limite est Inf Eg(p,).
CECH

*
Xk

On va voir maintenant que sous certaines hypothéses cette (4,)-stratégie
est une p-stratégie telle que la probabilité u soit la moins favorable.

THEOREME 5. — Pour qu’il existe une probabilité la moins favorable
il suffit que:

1° ©, soit localement compact & base dénombrable et muni de la tribu
“de Borel.
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2° p%x), pour chaque x, soit continu en 6.
3° Quel que soit ¢ > 0, quel que soit K compact de ©, il existe SeZ
tel que:

a) Pl <esi e®, UK.

b) P{ est une fonction de 0 nulle a linfini pour e ©,.

Démonstration du théoréeme 5. — ©, étant L. C. D. donc a fortiori Polo-
nais, les mesures sur la tribu de Borel de ®, sont réguliéres pour les compacts.
La tribu de Borel est identique a la tribu engendrée par les compacts car
©, est dénombrable a l'infini. Donc il y a correspondance biunivoque
entre les mesures sur la tribude Borel de ©, et les mesures de Radon définies
sur @,.

Munissons .#(®,), ensemble des mesures de Radon sur ®,, de la topo-
logie vague. .#*(©,) le sous-ensemble des mesures positives, est métri-
sable car ®, est L. C. D. De plus le sous-ensemble des mesures u telles
que || #|| £ 1 est vaguement compact. Donc de toute suite (u,),.y de proba-
bilit¢ on peut extraire une sous-suite convergente. On notera encore
(Un)men 1a suite extraite :

Bo = p avec  |lpll=1
c’est-a-dire:

E.(f) = E(f)

pour toute la fonction f réelle continue a support compact définie sur ©;.
Et méme avec la topologie choisie sur ®, ceci vaut pour f réelle continue
bornée définie sur ®@,. On a vu précédemment qu’il existait un test ¢,
maximin et une suite de probabilités (4,),. telle que ¢, soit un (4,)-test.
De cette suite (4,),.n €Xtrayons une sous-suite convergente, que nous note-
rons encore (4,),cy

An = Yl

avec y€|0, 1] et u une probabilité.
On va maintenant montrer que, sous les hypothéses faites, on a:
a) Si y =1, pu est la moins favorable.
b) Si lim Sup E; () = 1, toute probabilité sur @, est la moins favo-

rable. " *7-
¢) On a soit y = 1, soit lim Sup E; () =1 et la démonstration sera
terminée. noeeds

a) Si y = 1, montrons que u est la moins favorable, c’est-a-dire

Sup E,(®) = Inf Sup E;(p)
0Ly i @9eSy
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ou encore en utilisant le théoréme 4

Sup E (¢) = lim Sup E; (¢)

PeS o n QeSy

Cela va résulter de ce que (Vo e.¥,)E, (¢) tend vers E,(¢) uniformément
en ¢. En effet on déduit de cette convergence uniforme

Sup E (¢) = Sup lim E; (¢) = lim Sup E, (¢).
ey n

QeLy n  @e¥y

Montrons donc que E; (¢) tend vers E (¢) uniformément en ¢.
Sur ©, on considére une nouvelle topologie définie par la distance d:

d(0, 0") = Sup |Eg(p) — E(@).

PeSy

La nouvelle topologie est moins fine que la topologie initiale, en effet,
soit (0,),.n une suite d’¢léments de ®, qui converge vers 0, au sens de la
topologie initiale

Eoy(@) — E () = J @(x)[p*(x) — p’(x)ldo(x)

| Egy(@) — Ep (@)] = J | p%(x) — p*(x)| do(x)

X

p’(x) étant continu en 6, p’(x) converge vers p®(x) pour x fixé. Posons
U,(x) = p™(x) — p*(x).

J U, (x)do(x) =0 J U, (x)do(x) = J U, (x)da(x)

jl p(x) — p*(x)da(x) = 2L U, (x)da(x)

U] — { 0 si )z pPx)
"EU R - ) s ) < )

0 < U, (x) < p%(x), p?(x) est intégrable, U, (x) converge presque sire-
ment, donc, d’apres le théoréme de convergence dominée, U, (x) est inté-

grable et J U, (x)do(x) converge vers O et:
X

(0, 00) = Sup | Eq () — Eq(9)| = 0

©, muni de la nouvelle topologie d reste séparable; dans ces conditions
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d’apres le théoréme 2.14 (Wald, Statistical Decision Functions) la conver-
gence vague de 4, vers u entraine la convergence de

Sup |E;(¢) — E(0)]

vers 0, ce qu’il restait a démontrer.

b) Si lim Sup E; () = 1, alors toute probabilité est la moins favo-
n  @Pe¥,

rable. De la fagon méme dont a été choisie la suite 4, :

lim Sup E; (¢) = Inf Suyp E,(p)
i QeFy

n @e¥qy
Donc si lim Sup E; (¢) = 1, alors (V¥ 2) Sup E;(¢) =1 et toute probabi-
n @e¥y PeS o
lit¢ A est la moins favorable.

¢) On a soit y = 1, soit lim Sup E, (¢) = 1.
n @e¥q

Cela va résulter des lemmes 1 et 2 suivants. Sous les hypothéses du théo-
réme 5, on a les résultats suivants :

LemME 1. — VK compact <« ©, Ve > 0, AN tel que:
VnzN J Efpo)d,(0) 21—y —¢ (1)
KC

LEMME 2. — Ve > 0, 3K compact = ©,, AN’ tel que

Vn= N et Vope,
on ait

L Ey(@)d2,(0) 2 YE(¢) — ¢ 2

Voyons d’abord les conséquences de ces lemmes :
Ve>0, 3K et N’

tels que pour n = N’ on ait (2)

E, (9o) = L Eo(po)d,, (0) + f

EG((PO)dA,.(H)
KC

donc

J;( Eo((/’o)dz,.(o) 2 7E (po) — &
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D’aprés le lemme 1 il existe N tel que si n = N:

J Egpo)d; (0) =1 —y —¢
KC
Donc:

VnzSup(N,N)  E, (9o ZvE (@) +1—7y— 2
li;n E;(90) 2 YE(@o) + 1 —7

E(9o) Z YE(@o) +1 -7
Ceci n’est possible que si y =1 ou E (o) =1 c.qf.d

Démonstration du lemme 1. — 11 suffit de démontrer que VK compact
de O, et Ve>0

j Eg@ols)d;, ()21 -y —¢
Kl.‘

ou S un ¢lément de & qui est associ¢ a ¢ et a K selon ’hypothése 3 du théo-
réme S.

Nous allons montrer que si ’on suppose I'existence d’'un compact K
tel que Ve >0et AN ny, = N tel que:

J Ef@ols)d; (0) <1 —7y—¢ (1)
KL‘

on aboutit a une contradiction.
Considérons le test ¢* défini ainsi:

1 si xeS§*
*=<q a—¢
@ Po si xeS

o

On vérifie facilement que ¢p*e %,
D’autre part

P*x) 2 . Z o) + (01 — po()]
E, (0% > “7:—8&"(%) + f dz,,(e)j [1 — @’ ()do(x)
0, Sc

J‘ din(G)J (1 = @o(x)p’(x)do(x) Z f
e, S

K

Pl.d2,(0) — j

K

Eo(@ols:)d2,(0)

J PLAL(0) = 1 —f PL4(0) —I PLdJ(0)
K¢ 0, K
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P¢ étant une fonction sur ®, nulle a I'infini, il existe un compact K’'c ©,
tel que P <e si 0¢K’

f PLL(0) < el (K) < ¢
Kre

J P3dA,(0) < 2,(K’)
o _

Or A, — yu donc il existe N’ tel que quel que soit n = N’ on ait

AK) S yuK') + ¢ K’ étant compact
MK) =y +e

D’ou
f PldA,0) <y + 2¢
On a >
J‘ Pgd2,(0) < e4,(K) <&
Donc )
J Pldi(0) 21—y — 3¢ Vnz N
et .

o0—¢
E; (0% 2 e E, (o) +1—7y—2e— J E; [¢ols]dA,(0)
KL‘

Mais avec I’hypothése (1) précédente pour n assez grand et ¢ assez petit :

E;(0*) Z E; (o) + k
k étant un nombre strictement positif. Or E, (p,) a la méme limite que
Sup E, (¢), il y a contradiction, c. q.f. d.
ves,

Démonstration du lemme 2. — 11 existe K compact de ©, tel que

&
K9)<-.
u( )_2

1x(0)p°(x) est pour x fixé une fonction continue a support compact, donc

L 1k(0)p°(x)d2,(0) — VL 1L(0)p°(x)dp(0)

1
Posons

Y. (x) = J pi(x)dA0) et Y(x)= VJ p®(x)dp(0)
K

K



398 F. LAURANT, M. OHEIX ET J.-P. RAOULT

Y,(x) = Y(x), les Y, sont positifs ou nuls; en utilisant le lemme de Fatou,
on obtient :

lim J Y,(x)da(x) 2 f Y(x)do(x).
X K

n

Cest-a-dire en échangeant I'ordre des intégrations:

lim L Ey(@)d2,(0) 2 ?j Eo(@)du(6).

AN(e) tel que pour n = N(g)

Ey@)dAi,0) = yf E(¢)du(0) — ;
K K
Or
| I3
E@)du(0) < u(KY) < -
JKe©
donc

3

Eo(p)dA,(0) Z yE (@) — ¢

JK

3° ®, QUELCONQUE. ®; A UN SEUL ELEMENT.

a) Les parties de ®, réduites a un point sont supposées mesurables.
Posons f(x) = p%(x) pour 6 égal a I'unique élément de ©,. Soit A une proba-
bilité définie sur O, ;

pi(x) = L p(x)dA(0)

est une densité de probabilité par rapport a g.

On considére le nouveau probléme du test de deux hypothéses simples
liées respectivement aux densités p*(x) et f(x). Soit &, ; I'ensemble des
stratégies de seuil a pour ce probléme. Posons:

Ei(p) = f j @(x)p°(x)dM(0)da(x) = L Ey()d(0)
X JOo o
ya,}. = { (p/El((p) é a}

(V1) contient &,. Remarquons que les ordres considérés sur ces deux
ensembles coincident sur &,
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Désignons par ¢, une stratégie optimum pour ce nouveau probléme,
sa puissance est:

E/(0;) = f 0,/ (Mo(x) = Sup E (@)

Définition d’une probabilité la moins favorable. — p, probabilité sur ©,,
est dite la moins favorable si la puissance des stratégies optimums associées
a u est inférieure a celle de toute stratégie optimum associée a toute autre
probabilité A. Cest-a-dire:

Vi Ef((Pu) < E/(‘Pl)
Oou encore:

Vi Sup E/p)= Sup E¢)

PeS au

THEOREME 6. — Soit ¢, une stratégie optimum associée a p. Si ¢, €.,
alors :

1) ¢, est optimum dans &, c’est-a-dire pour le probléme initial.

2) p est la moins favorable.

Démonstration.

1) ¢, appartient a &, et est optimum dans &, , qui contient ¥,, donc
@, est optimum dans &,

2) €%, donc Vi g, e, ;; la puissance de @, est inférieure a celle
de ¢, optimum dans &, ;.

Vi Ej((pu) = Ef((/’z)

Donc u est la moins favorable.
Du théoréme précédent et du lemme de Neyman-Pearson résulte le
corollaire suivant :

COROLLAIRE. — S'il existe une stratégie ¢, un nombre k, et une proba-
bilit¢ 1 sur ©,, tels que:

| si f(x)>k J P%(x)dA(0)
©o

o(x) =
0 si flx) < kf P(x)dA(0)
(cH)

et
Eolp) S a VoeO,

Eo(p) = a

sauf sur un ensemble de ®, de mesure A-nulle, alors @ est optimum dans
&, et A est la moins favorable.
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Les probabilités les moins favorables peuvent permettre de construire
des stratégies optimums. Dans ce qui suit, on donne une condition suffi-
sante d’existence d’une probabilité la moins favorable et des propriétés
utiles pour la recherche de ces probabilités.

b. Existence d’une probabilité la moins favorable.
THEOREME 7.

Il existe une probabilité la moins favorable sous les hypothéses suivantes :
1) ©, est localement compact a base dénombrable.

2) p’(x) est une fonction de 6 ©, continue pour chaque x.

3) V&> 0 VK compact = ©,, ASex tel que:

Pl<e V0eKu®O,
P{ est une fonction de 0 € ©, nulle 4 I'infini.

Démonstration du théoréme 7. — En échangeant les roles de @, et @,
le théoréme 5 nous a appris I'existence d’une stratégie ¢}, et d’'une proba-
bilité u’ sur O, telle que:

Eu(2) = Inf Efpp)= Sup E,(¢)=Inf Sup Ej(o)

{¢|Ef(@) <2} 2 {elf(p)sa}

On aurait pu montrer de méme I'existence d’une stratégie ¢, et d’une
probabilité u sur @, telles que :

E.(9o) = OSEgp Efpo)= Infl E(@)=Sup Inf Eo).

{@|Ef(0)2 B} i {elEf(@) 2B}

Choisissons § égal a la puissance de la stratégie optimum du probléme :
B = Sup E (o).
134
1° ¢, est optimum dans &,. — Soit ¢, une stratégie optimum de &, :
Ef((pl)‘_‘ﬁ Sup Ey(¢;) £«
=
donc E (¢,) S a.

Sup Ey(@) = E(¢o) = Inf E(p) S Efp) S a

0e®,, {@|Ef(0)= B}

D’ou ¢, appartient é'ya et est optimum dans &, : E(¢,) = f.

2° u est la moins favorable. — Si f§ =1 toute probabilité est la moins
favorable car

\Z E_f(</’ J=1
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Sif < 1. Pour montrer que u est la moins favorable d’aprés le théoréme 6,
il suffit de montrer que @, est une stratégie optimum associée a p.
Montrons d’abord que Sup Ey(¢,) = a. En effet si Sup Ey(p,) < a, la
, . 00, 0e8,
strategie

1 —a
@'(x)=Apo(x)+1 -4 avec A= ~—:|
[ ° I = Sup Ey(¢)

est telle que Sup Ey(p’) = a et E (¢’) > E (¢,) = B; or ceci est impossible.
0e©q
Montrons donc que ¢, est une stratégie optimum associée a la proba-

bilité p, c’est-a-dire:

Efpo)= Sup ’Ef((P)

{@|E ()5

ou
B= Sup E/e)

{¢|E (¢)sa}

ou encore
{@|E(p)Sa}c{p|Ep) B}
Or
o= Inf E
{0 |Es(9)2 8} W)

donc

{o|Efp)Z B} < {@|E p)=a}.

Il suffit de montrer qu’il n’existe pas de stratégie telle que E @) > P et

E(¢) =
A toute stratégie ¢ on peut .associer le couple (E @), E()). L’ensemble
.de ces valeurs est convexe dans R?.

(©)
E¢
1 SRR

Po

E ()
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Si on suppose qu’il existe ¢ tel que E Ap) = Bo> B et E (¢) = a, alors
il existe ¢ tel que E (') = f et E (¢') < a (Cest la stratégie qui minimise
E, sur { ¢ |E/(¢) = B}) ce qui est impossible. Il n’existe pas de stratégie ¢
telle que Ep) > f et E(¢) = a.

c. Propriétés des probabilités les moins favorables utiles pour leur recherche.

Nous ne considérons dans ce paragraphe que la sous-classe des proba-
bilités les moins favorables u telles que la stratégie ¢, associée appartienne
a &, (voir théoréme 6).

Si on cherche les probabilités les moins favorables concentrées en un
point, ce point 0’ sera tel que la densité de probabilité p®(x) correspondante
soit dans la famille (p°)s e, celle qui « ressemble le plus & f », c’est-a-dire
I’hypothése qu’il semble le plus difficile & distinguer de la contre-hypothése.
Plus généralement une probabilité la moins favorable correspond 4 une
pondération des densités p’ qui donne une densité la « plus proche » possible
de f. Cest le sens du théoréme suivant.

THEOREME 8. — Soit 4 une probabilité la moins favorable au sens restreint
précédent. Supposons que la stratégie optimum ¢ soit donnée par :

px)=1 st f(x)>kp"(x)
p(x)=0 si  f(x) <kp'(x).
Alors |[kp* — flI| S kp* — f1 V/, la norme utilisée étant celle de

Z2.X, 7, o).

LeEMME. — Soient f et g deux densités de probabilités par rapport 4 o
et k>0.On a

llkg = f1l =k —1+2Sup L [f(x) = kg(x)}da(x).

Aed

Démonstration du lemme.
kg — [l = f lkg(x) — f(x)|da(x)
X
=k—-1+2 j [f (x) — kg(x)lda(x)
{f > kg)

=k—1+2Sup j [f(x) — kg(x)]da(x).
AeZ A
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Démonstration du théoréme 8. — Elle résulte du lemme précédent et de
la définition de ¢

Ikp* — fll=k—1+2 SAUE j [/ (x) = kp*(x)lda(x)
€ A
2k —1+2[p(f(x) = kp*(x)}do(x)
Z [ kp* = [l

THEOREME 9. — Si une probabilité est uniformément la moins favorable
C’est-a-dire si elle est la moins favorable quel que soit le seuil o, alors :

AV = Sl 1ip* = 1l

Démonstration du théoréme 9. — En effet il suffit d’appliquer le théoréme 8
a un seuil «, tel que k(ao) = 1 (Ceci est possible, voir la démonstration du
lemme de Neyman-Pearson). Le théoréme 9 servira dans la recherche d’une
probabilité uniformément la moins favorable: elle sera parmi les proba-
bilités 4 sur @, telles que la densité p* soit la plus proche de f au sens de
la norme de £!.

Dans le cas ou il n’existe pas de probabilité uniformément la moins favo-
rable les théorémes suivants serviront dans la recherche d’une probabilité
la moins favorable pour un seuil donné, quand on en connait pour d’autres
seuils.

THEOREME 10. — Pour « fixé, I'ensemble des probabilités les moins favo-
rables pour ce seuil est convexe.

THEOREME 11. — L’ensemble des valeurs des seuils a pour lesquelles une
probabilité donnée u est la moins favorable est fermé.

Démonstration du théoréme 10. — Soit « fixé, et soient u, et u, deux pro-
babilités les moins favorables pour ce seuil a.

Soit ael0, 1]. Montrons que g = au, + (1 — a)u, est la moins favo-
rable pour le seuil «.

Soit ¢ optimum’; il est optimum respectivement dans Lo, €S
D’aprés le lemme de Neyman-Pearson il existe k, et k, tels que :

e =1 si  f(x)>kp“(v)
Pp(x)=0 si  f(x) < kpti(x)
et on a soit E/(p) = 1, soit E, (¢) = E,(p) =«
Soient k et b déterminés par:
ka = kb
k(1 — a) = k,(1 — b).

ANN. INST. POINCARE, B-V-4 27

a,uzt

} ¢ presque partout
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Considérons le test ¢’ défini par:

1 si f(x) > klap“(x) + )] = kp
¢'(x)=0 si f(x) < Klap*'(x) + (1 — @)p*(x)] = kp*(x)
P'X)=0lx) si f(x)=klap"(x) + )l = kp

@' = ¢ o-presque partout donc soit E (¢’) =1 (et toute probabilité est
la moins favorable), soit:

E(¢) = E(p) = aE, (¢) + (1 — a)E,(¢) =«

(et dans ce cas ¢’ est optimum dans ., , et appartient & % ,, dont u est
la moins favorable).

Démonstration du théoréme 11. — Supposons qu’il existe une suite (@,,),cn
de nombres appartenant a [0, 1]. convergente vers a, et que u soit la moins
favorable quel que soit le seuil «,. Montrons que u est la moins favorable
pour o.

Soit ¢, une stratégie optimum pour le seuil «,. L’ensemble des stratégies
étant compact pour la topologie faible o(L_. L,) on peut extraire de la
suite (¢,),.y UNE sous-suite convergente, que nous noterons encore (¢,)
Soit ¢ la limite. On a:

Eg(@,) — Eqlo) OeO,.

Or V0e®,. Ey9,) < a,, donc Ey(p) < a: ¢ est de seuil a. Soit f() la puis-
sance de la stratégie optimum dans le test du p* contre f au seuil a.
On.a:

neN*

(Vn)  Blo) = Efg,).

Or E (¢,) a pour limite E () et § étant une fonction concave de a et par la
continue, f(«,) a pour limite (o). Donc E (@) = p(x). ¢ est optimum pour
le test de p* contre f au seuil a, ¢ est de seuil a pour le probléme initial,
donc u est la moins favorable pour le seuil o.

V.3. CLASSES DE STRATEGIES

Soient

— S, I'ensemble des stratégies relatives au test [X, ©o, O, (P%)scol;
— C, le centre de comparaison entre stratégies, préordre sur S,

— .#%,'ensemble des éléments optimums de S par rapport a ce critére C,
— /%, ensemble des éléments maximaux de S,

alors
Ui A <S
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A. Réductions du probléme.

Comme, dans de nombreux cas il n’existe pas d’éléments optimums dans
S, nous sommes amenés a restreindre notre probléme.

A.1 Soit 2 une propriété telle que, si on note P, le sous-ensemble des
stratégies de S, possédant la propriété 2:

ME#QD = ME <P

Soient .#¢, 'ensemble des stratégies optimums de P par rapport au
critere C. o/¢, 'ensemble des stratégies maximales de P, alors

MEc MEcPcS et ME+QD = ME = MY

En effet 1) Mi=D = MEcPcS.

2) Si M # D, il existe une stratégie p e .#$, donc ¢ eP.

. Or ¢ étant optimum est comparable a toutes les stratégies de S, donc
a fortiori a celles de P. Donc ¢ est aussi optimum dans P. .#% < .#?%. )

. De plus, si il existe, une autre stratégie ¢’ appartenant a .#%, alors
@’ 2 ¢ et par transitivité ¢’ majore toutes les stratégies de S. Donc .4 < ME.

Conclusions. — Nous avons toujours intérét a travailler dans P, car si
nous trouvons une stratégie optimum dans P,

ou bien ME # D et cette stratégie est aussi optimum dans S,

ou bien M3 = @ et cette stratégie a 'avantage d’étre optimum parmi une
classe de stratégies, possédant une propriété qu’aurait eu tout optimum
de S.

A.2 Soient maintenant deux propriétés 2, et 2,, telles que, si on

note P, et P,, les deux sous-ensembles de stratégies de S, possédant la
propriété 2, respectivement la propriété 2,.

ME#QD = MEcP,cP,cS
On a donc d’aprés le paragraphe précédent les inclusions suivantes :

M < M2 =P, S
si de plus
M2 < P,
Alors
ME < ME < M <P, cP,cS
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Avec les remarques suivantes :

L MEED = M= M= AP <P, cP,cS.

MEF D

,/ﬂgl?ég = M@ =M cP,cP,cS
. C

M= M D

.///'é;é(ac ‘:M%CP‘CPZCS

. Evidemment, tout ceci peut étre étendu a un ensemble fini de sous-
ensembles P; emboités.

Dans les prochains paragraphes, nous n’utiliserons que le critére de
Neymann et Pearson.

B. Stratégies sans biais.

DEFINITION. — Une stratégie ¢ est dite sans biais si et seulement si
(V0e©,) (V' eO,)) Eqp < Epo

On notera B I'ensemble des stratégies sans biais.

(Ce sont les stratégies pour lesquelles la probabilité de rejeter 'hypothése
nulle est, si §€ ®,, inférieure a la probabilité de rejeter 'hypothése nulle
si 0e©,).

a) A tout a€]0, 1[ on associe ¢, stratégie constante (¢} = o). On note

D = {¢¥|xe]0, 1[}

On remarque que
DeBcS

Toute stratégie majorant la stratégie constante ¢} est sans biais, donc
M<=BcS
b) Le paragraphe précédent nous donne les inclusions suivantes :
M MBcBcS

¢) De plus, toute stratégie optimum dans B est maximale dans S. En
effet, comme toute stratégie majorant une stratégie sans biais est sans
biais, un optimum dans B, ne peut étre majoré donc:

M MB=BcS
M= MP = 5
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C. Stratégies semblables.

DEFINITION. — Etant donné une partie w de ©, une stratégie ¢ est dite
semblable sur w, si et seulement si

(V(6, 0)ew?)  Egpp =Eyp.
On notera X, 'ensemble des stratégies semblables sur w.
. Désormais, on supposera @ muni d’une topologie et on note
wo = ©®y N ©,. Par abus de langage, on appellera stratégies semblables,
les stratégies semblables sur w, et on notera ¥ = Lo
Propriétés élémentaires :

.DecX.

. Une condition suffisante pour qu’une stratégie ¢ sans biais, soit sem-
blable est que l'application 0 ~» E,p soit continue.

. Dans ce cas nous avons les inclusions suivantes :

McBcXcS donc M MEcT S

Or comme D c Z, toute stratégie optimum dans X, majorant les éléments
de D, est sans biais, c’est-a-dire que

M* = B.

Donc, grace au résultat du paragraphe (A-2):
Si (V¢ e B) I'application § ~» E,¢ est continue alors

M M MBcBcTcS

Remarques. — 1l est intéressant de travailler sur T plutdt que sur S ou B,
car on sait un peu plus facilement exhiber les stratégies semblables que les
autres (1).

Il'y a de nombreux cas classiques de tests ou existent des tests optimums
dans X, donc optimums dans B, alors qu’il n’existe pas d’optimum dans S.

Exemples. — Famille exponentielle 4 un paramétre réel 6 ;

Soient les tests [X, @y, Oy, (P)sco] ou (VOe®) P% est une probabilité
absolument continue par rapport 4 une mesure o-finie sur (X, &) de densité

(!) LINNIK [4].
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de la forme Py(x) = C(0)e?™™h(x), on C. T, h sont des fonctions a valeurs
réelles.

Si on a

1°0@g =]- oo, Oy, ©, =10y, + oof, alors il existe un optimum dans S.

2° Qg =[0g, + o[, ®, =]— o0, B, il existe un optimum dans S.

3° 0 =]- 00, 0,]Ul0,, + o, ®,=10,, 0,[(0, < 6,), il existe un opti-
mum dans S.

4° Oy = 1[0, 0,], ®; =]— o0, 6,[U]0,, + o[, < 0,), il n’existe pas un
optimum dans S, il existe un optimum dans X.

5900 ={6,} ©,={0e0|0+# 0,}, il nexiste pas un optimum
dans S, il existe un optimum dans X (1),

D. Tests conditionnés.

Dans un grand nombre de Test, ®, n’est pas composé d’un seul élément ;
le conditionnement par une statistique exhaustive T, va nous aider  ramener
un probléme général (ou se présentent des paramétres nuisibles) a4 un pro-
bléme ou @, est simple.

D.1. DEFINITION DU CONDITIONNEMENT D’UN TEST

— Soit un test [X, ©, O, O, (P%)ocol-
— Soit T: (X, ) — (Y, %) une application mesurable. On suppose
que « % contient les points de Y’ ».
_ Soient { Xy =T @) la tribu induite par T.
Q=P T°! la probabilité image par T.

Hypothéses fondamentales.

a) (V0e®) P& est réguliére ; donc une version de cette probabilité
étant fixée, pour tout y, la notation P% ™™ =¥ que I'on écrira P%"? désignera
une probabilité sur X.

b) (VOe®)VyeY) P47 est concentrée sur T~ 1(y) c’est-a-dire

(VAeZ) P™A)=P"”AnT () ()
On note ', la tribu des traces sur A des éléments de Z'.

(1) Les démonstrations se trouvent dans LEHMANN [/].

(%) Voir les conditions de concentration. METIVIER, Thése Rennes, 1966-1967. lonescu
TuLcea, On the Lifling Property disintegration of mesure S. Annales Inst. Fourier, Gre-
noble, 1964. '
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Définition. — Soit ye Y, on appelle test conditionné en y le test

[T— I(Y), %|T‘ (y) ®09 ®‘1a (Pg k4 ‘(y)oee)]

Comme on désigne par « stratégie associée au probléme initial », toute
application mesurable ¢: (X, Z) — ([0, 1], By ;) et par S, 'ensemble de
ces stratégies, :

par analogie, on désignera par « stratégie associée au test conditionné
en y » toute application mesurable ¢, : (T~'(y), Zjr-14) — ([0, 1), Byo,1)
et par S,, 'ensemble des stratégies du test conditionné en y.

Donc si ¢ est une stratégie du test initial, |-, est une stratégie du test
conditionné en y.

Définition 2. — Le test initial est T-conditionnalisable si et seulement si
e’ = (VOe0O) Q{yeY|@p-1,eM>} =1

c’est-a-dire que 2 presque toutes les restrictions d’une stratégie optimum
pour le test initial sont des stratégies optimums pour chaque test conditionné.

Inversement : On peut se demander si, étant donné, pour tout yeY,
une stratégie optimum pour le test conditionné, ‘P, :

1) il existe une stratégie @: (£, Z) — ([0, 1]), By, 1)), telle que
(Vye'Y) ¥, =gpr-iy,

2) si cette stratégie ¢, quand elle existe est optimum dans S.
Nous désignerons ce probléme sous le nom de « recollement des solutions
des tests conditionnés ».

Remarques. — Dans de nombreux cas, au lieu de chercher un optimum
dans S, on cherche un optimum dans X. On note X, I'ensemble des stratégies
semblables du test conditionné en y; le probléme que nous venons de poser
est ainsi seulement légérement modifié : nous remplagons S par X et Sy
par Xy.

D.2. CONDITIONS POUR QU’UN TEST SOIT T-CONDITIONNALISABLE
D.2.1. Préliminaires théoriques.

®) Saturation par rapport a (T, ©).

DEFINITION. — On appelle tribu saturée de 2 par rapport a (T, ®)
la tribu

F(Te) _ {Ae2(X)|(VOe®)y ~ P*Y(An T~ Y(y)) est %-mes. }
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PrOPRIETES. — ZT8) > &
P% se prolonge de & a Z™®) par

(VAeZ™®) PYA) = f P (A T~ (y)dQ%y).
Y

On supposera désormais que & est sa propre saturée par rapport a
(T, ®) (Ce qui n’implique pas nécessairement qu’elle le soit par rapport
a (T, ©y), car ™ est plus grosse que ZT9),

B) Familles complétes de probabilités.

. Soit (X, &) une espace mesurable et #=(P"), ; une famille de proba-
bilités sur (X, ).

. Soit # un sous-espace vectoriel de £ ,(X, X, P).

. Soit EM lapplication: # — RY

@ {E”(p }nEH
PROPRIETES. — Si ¢ = ¢'(2) alors Efg = EHy’.

Posons n={pe# |¢p(x)=0 (2)}.
E induit une application F de #/n dans R

PROPRIETE P;. — On dit que le couple (s, H) satisfait & la propriété P,
si et seulement si F est injective.

Remarques.— On dit (*), dans le cas.ou # = £ (X, Z, 2) que 2 est une
famille compléte de probabilités.

Danslecasou # = %, (X, Z, ?), que 2 est une famille bornée compléte
de probabilités.

PROPRIETES P,. — On dit que le couple (5, H) satisfait a la propriété (P,)
si et seulement si il satisfait a la propriété P, et si ’application réciproque F~!
associe a tout €lément positif de F(#/n) un élément positif de J#/n :

(Voe#) [(VneH)E,pz0] = [p20(2)]

D.3. TeST T-PRECONDITIONNALISABLE

Nous allons introduire deux propriétés des tests:

— la préconditionnabilité,

— la propriété de majoration mesurable dont la conjonction entraine
la conditionnabilité.

(') FRrASER [2].
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DEFINITIONS. — Le test [X, ©¢, ©(P%)sce] st T-préconditionnalisable
si et seulement si

Sup Egp < ¢ = (V00) Q"{yeY|Sup E @l Sa}=1(")

On dit que ©, est dominé par ©, (et on note @, « O,) si et seulement si
(V0e®,)V0,e0,) P « PP

THEOREME 1. — Si 'application est exhaustive pour ©,, ®; est dominée
par ©, une CNS pour que le test [X, @y, ©,, (P%)sce] soit T-précondition-
nalisable est que le couple (L (X, Z, 2), ©,) posséde la propriété P, (*).

Démonstration. — On note E}j¢ la valeur commune des E}¢ pour tout
0e@,.

a) Condition suffisante.

On a la chaine d’une implication suivante :

(V0,e00) Eg 0 < at.

{
(VO,e0,) EBO[E5¢] < E,,oa
U (P2)
(VO,e0,) Ebo =« [Qoo]
U 0,«0,

(V0e®) Ejp<a  [Q]

b) Condition nécessaire.

Soit pe Z (X, Z, 2) telle que (VO,eO,) E, 0 = 0.
Soient M et m les bornes supérieures et inférieures essentielles de ¢ pour
la famille 2 (3).

() Dans le cas ol nous cherchons un optimum dans X. Nou§ notons N la classe des
stratégies du test [X, @, Oy, (P%)s.e] telles que

(V0ew) Egp=a = (V0e0) Q°{ ye Y |(VO0ew) EF'g| 1, =a} =1

Si Ny = Z, alors nous pourrons dire que le test est T-préconditionnalisable et dans le
théoréme 1, la propriété P, sera remplacée par la propriété P,. On appelle les éléments
de Ny: « stratégies de structures de Neyman ».

(*) Rappel: cela signifie que

(V0e®,) Plp > M] =0
et

(Ve>0)30€0,) Plp > M —¢] #0.
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. L +m S .
On suppose que m < 0; soit la stratégie ¢ elle satisfait 4 la condi-
m

tion
(Voco,) Ee("’ : "') S
M+m m+m
et donc par hypothéses
o+m m
E} > P
°<M + m) T m+4+m @)
autrement dit
Ep20 (2)

et alors
E; 0 =E, (E)20 ()

ce qui est contraire a ’hypothése m < 0.

D.4. TESTS CONDITIONNALISABLES ET PRECONDITIONNALISABLES

Familles de stratégies mesurablement majorée en a.

DEFINITION. — Soit, pour tout yeY, V,, stratégies définies sur T~ !(y)
telles que
Sup B}¥, < a
6()

On dit que { ¥, },.y est mesurablement majorée en o, si et seulement si

39: (X, 2) -0, 1]
telle que

(VyeYXVxeT () o(x) > ¥,(x)
t
) Sup Egp < a.

Remarques. — Si (V0e®), y ~» E}¥,) est mesurable, alors {¥, }yey
est mesurablement majorée en o. On prend pour ¢ le recollement des ‘¥,
qui est mesurable car on a supposé 2" égale a saturée par rapport a (T, ©).

AUTRE CAS PARTICULIER

T exhaustive pour @, et O,.
Z (saturée par rapport a (T, ®)) est saturée par rapport a (T, @,).
Pour tout y, P%” (valeur commune des P®¥ pour e ®,) est diffuse sur
T~ '(y). On peut en effet définir, pour tout y, une stratégie W, vérifiant :

(VxeT!(y)  Wi(x) 2 ¥,(x)
E}(¥)) = a.
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Le recollement des ¥} est mesurable par rapport a la tribu saturée &
par rapport a (T, ©®,) puisque I'application y ~ Ej¥, = Ej¥, = a, cons-
tante.

On a alors (V0e®,) E,¥' = E[E{Y’] = a, donc ¥’ eX.

THEOREME 2. — Une condition suffisante pour qu’un test précondition-
nalisable soit conditionnalisable est que

1) Pour toute famille (‘¥,),.y (ou, pour tout y, ¥, est une stratégie de
taille < « pour le test conditionné en y) la propriété de majoration mesu-
rable en a soit satisfaite.

2) Le couple (L (X, ¥, 2), ©,) posseéde la propriété P,.

3) Pour tout y, le test conditionné en y soit tel que 4% # @.

Démonstration.

1) Soit e .#5, et soit B = { yeY, @opr-1,) ¢ M }.

Pour tout y appartenant a B, il existe ¥, de seuil o, tel que ¥, e.#%.
@ étant de seuil a, il en est de méme de Z-presque tous les @r-1 ().

Soit alors ¥ qui majore mesurablement en a les @r-1, (si y€ B) et les
¥, (si yeB) ¥ vérifie donc

(V0e®,XVyeY) Ej¥' = Ejo
et donc
(V0e®,) E,¥ = E,0.
Or pe.#5, et donc
(V0e®,) E,¥ < Eyp

d’ou, le couple (L (X, &, 2), ®,) possédant la propriété P,,
(V0e®,)) ¥ =9 P, p.s.
d’ou

(V0e®,) Qe{y’ Y, # (pIT"(y)} =0
et donc

( 0e®,) QyB)=0
2) Réciproquement, soit un test ¢ tel que
(V0e®) Q°{yeY; -1, eM¥} =1
Soit alors ¥ un autre test; il vérifie en particulier

(V0e®,) Ejo = Ejy P, p. s.
et donc

(V0e®,) Eqp = E V.
Donc ¢ e /5.
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D.5. RECOLLEMENT. THEOREME 3.

Soit le test T-conditionnalisable [X, Z, ©,, ©,, (P%)oco] tel que:

— M #D.

— pour tout y le test conditionné en y est tel que 4% # @,

— si p,e M%, ¥, e MY, ¢, # ¥, alors pour tout 0 ¢, = ¥ [P??]. Alors
tout recollement des ¥, (pour ¥, e.#%) est un élément de .#5, ces recol-
lements sont 2-presque sirement égaux.

Démonstration. — Soit gpe.#° alors (VyeY) ¢ |y-1, € M.
Soit ¥, un autre élément de .#%; ona

(VGG @) \Py = (plT‘ 1(y) (Pe"v p- S.)

Le recollement des ¢;-1, étant par hypothése Z-mesurable il en est
de méme de celui des P, (car & est saturée pour (T, ©)) (on le note ¥) et

(V0e®) ¥=¢ (P’p.s)
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