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SUR LES LOIS A SYMETRIE ELLIPTIQUE

Dominique CELLIER , Dominique FOURDRINIER
Laboratoire Analyse et Modéles Stochastiques
(URA CNRS 1378) Université de ROUEN

B.P. 118 - 76134 MONT SAINT-AIGNAN CEDEX

O-INTRODUCTTION

L’origine de cet exposé est 1’étude des estimateurs a rétré-
cisseur (dits de James-Stein) dans un cadre plus large que celui de la
loi normale multidimensionnelle (cf. [3] et [4]). De nombreux résul-
tats obtenus s’appuyant sur la propriété d’invariance de la loi
normale par transformation orthogonale, il est naturel d’envisager la
classe des lois possédant cette propriété d’invariance : les lois a
symétrie elliptique.

En dimension 2, Artzner [1], fournit une caractérisation des
mesures planes invariantes par rotation et la classe des lois sur la
droite qui en sont les marges. En dimension supérieure, de nombreux
auteurs ont abordé ce sujet : Philoche [11] montre les implications
statistiques des vecteurs isotropiquement distribués, Kelker [7] et
plus récemment Cambanis ([2] et Eaton [6] présentent des propriétés
essentielles de ces 1lois. On peut consulter Chmielewski [5] pour une
bibliographie détaillée.

Nous rassemblons et unifions les résultats qui nous paraissent
importants dans le contexte statistique du modéle linéaire. Notre
préoccupation essentielle est de fournir une présentation "coordinate
free" des lois a symétrie elliptique dans le cadre général d’un espace
vectoriel réel de dimension finie dans lequel 1la propriété d’inva-
riance par transformation orthogonale est 1liée a la notion de para-
métre de dispersion. Kruskal [8] et [9] et Stone [12] et [13] ont
largement développé 1les intéréts d’une telle approche en ce qui
concerne la clarté, la concision et 1le caractére intrinséque des
résultats énoncés.

Dans toute la suite, E désigne un espace vectoriel réel de dimen-
sion finie. On munit E de 1la topologie engendrée par les formes
linéaires sur E et de 1la tribu borélienne associée B(E), qui est
aussi, puisque E est de dimension finie, la tribu engendrée par les
formes linéaires.
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1- INTEGRATION SUR UN ESPACE VECTORTIEL
DE DIMENSION FINTIE

Soient (Q,F,un) un espace mesuré. Notons M(R,¥) 1l’espace vectoriel
des applications mesurables de (Q,¥) dans (E,B(E)).

I - Intégrale d’une fonction de M(Q,F)

I.1. Définition
Soit f € M(Q,¥). On dit que f est p-intégrable si, pour tout

t € E', dual de E, tof appartient a L' (Q,F,n).

Dans ce cas, on appelle intégrale de f par rapport a p 1’élé-
ment p(f) de E
E,(f) si u est une probabilité définie par

v teg" p(E)(t) = p(tof) .

*

(bidual de E) gqu’on notera IQ fdp, ou encore

I.2. Remarque
E'"* étant canoniquement isomorphe a E, on identifiera p(f) au

vecteur de E, noté de la méme maniére, défini par
v teE p(£) (t) = t(u(f)) .

I.3. Définition

Soit P une mesure de probabilité sur (E,B(E)). Si 1id; est
P-intégrable et si on note m = Ep[ide] , on dit que P admet pour
moyenne m.

I.4. Cas particulier
Supposons que E soit euclidien. On note (,) 1le produit

scalaire et I | la norme associée. E et E* sont alors isomorphes
par 1’isomorphisme de E sur E* : u ~~— (u,.) .

Dans ce cas une fonction f mesurable de (Q,¥) dans (E,B(E))
est p-intégrable si et seulement si, pour tout u € E,
(u,f(.)) appartient a L' (Q,F,n).

L’intégrale de f , u(f), est l’unique vecteur de E vérifiant

VUEE (w,u(f)) = [ (u,£(0)) p(do) .

On vérifie alors que f est p-intégrable si et seulement si f
est fortement intégrable (Bochner-intégrable) c’est-a-dire que Ifl
appartient a ' (Q,F,n).
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II - Fonctions caractéristiques
II.1. Définition
Soit P wune probabilité sur (E,B(E)). On appelle fonction
caractéristique de P 1’application ¢, de E' dans C définie par
VtegE" ¢p (t) = E, (e't)

II.2. Remarque
Si P, désigne la loi image de P par t, alors on a

VteE" @p (t) = opt(l) .
Si f est wune application linéaire de E dans un espace vecto-
riel de dimension finie F, alors on a
VseF" P () = @ (F£(s)) -

II.3. Cas particulier
Dans 1le cas (E,(,)) euclidien, ¢, sera identifiée a l’appli-
cation de E dans C définie par
VUEE ep (u) = E, [elU/-)
Dans le cas E = R" muni du produit scalaire classique, on
retrouve la notion usuelle de fonction caractéristique.

II.4. Proposition
Si P et Q sont deux probabilités sur (E,B(E)) telles que

@ = @y alors P =0Q .

II.5. Corollaire
Toute probabilité P sur E est caractérisée par ses images

par toutes les formes linéaires sur E.

Démonstration
C’est une conséquence triviale de 1la proposition II.4. et de la
remarque II.2.

III - Moments d’une loi de probabilité sur (E,B(E)).
Soit k un entier naturel non nul.

III.1. Définition
On dit qu’une probabilité P sur (E,B(E)) est d’ordre k si
VteE" t € L* (E,B(E),P)

I1 est clair que si P est d’ordre k, P est aussi d’ordre j
pour tout j < k.
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III.2. Proposition
Une probabilité P sur (E,B(E)) est d’ordre k si et seulement
si pour tout (t,,-,t) € (E" )k
k
[Tt €L (,3B(E),P) .
i=1

Démonstration
1 - La condition suffisante est évidente.
2 - Démontrons la condition nécessaire. Soit (t,,-,t,) € (E")¥ .

-j- 1 f
Pour tout j, 0 < j < k-2, on a kkzjl + ETE = 1 et en vertu de 1’inéga-
lité de Hélder
k-j
I+
1=1 K/Ck-J)
k-j-1 ) ket (k-jy/sk
< l_] (ti)k/(k‘l) '"(tk-j) J || )
.=1 . . k-j
1 (k-j)/Ck-j-1)
k-j-1
= ) t; Iltk_jllk
i=1

kK/Ck-j-1)
On en déduit par récursiviteé
k k
E [T 16,0 < T 1ty
i=1 i=1 k
d’ou le résultat escompté .
III.3. Définition

Si une probabilité P sur (E,B(E)) est d’ordre Kk, on appelle
moment d’ordre k, la forme k-linéaire m, sur E*, définie par

k
V(t,,, %) € (E")k mo(ty ) =B []—l ti] .
i=1

III.4. Variance d’une loi de probabilité sur E
III.4.1. Définition
Si une probabilité P sur (E,B(E)) admet un moment
d’ordre 2, on appelle variance de P le moment d’ordre 2 de la loi

centrée.
C’est la forme bilinéaire positive sur E", notée v, définie
par

V(t,s)EE" xE" v(t,s) = IE t(x-m;) s(x-m; )P(dx)
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avec 1’ identification de m avec un vecteur de E faite en

remarque I.2.

on vérifie dans ce cas la formule "classique" de la variance :
v (t,s)€EE" xE" v(t,s) = m, (t,s)-[m (t).m (s)] .

III.4.2. Proposition

Soit P une probabilité sur (E,B(E)). Soit f une application
linéaire de E dans F, espace vectoriel de dimension finie. Notons
P, la loi image de P par f sur (F,B(F)). Alors

1. si P admet m comme moment d’ordre 1, P, admet un moment
d’ordre 1 égal a mot f

2. si P admet un moment d’ordre 2 et si V désigne la
variance de P, P; admet un moment d’ordre 2 et sa variance est

égale a v(*£(.),"£(.))-

Démonstration

1 - Si P admet un moment d’ordre 1 alors, pour tout s € F',
Epf(lsl) = [Ep (Isofl) < +
car sof€E” . Donc P, a un moment d’ordre 1. Celui-ci est égal a
mot f puisque, pour tout s€F",
mot f(s) = m(*£(s)) = EP('f(s)) = E, (sof) = Epf(s) .

2 - Supposons que P admette un moment d’ordre 2. Alors, pour tout
(s,t)EF" xF",
Epf(lstl) = [Ep (Isoflltofl) < +4oo .

) admet donc un moment d’ordre 2. Sa variance est égale a
v(*£(.), £(.)) puisque, pour tout (r,s)EF" xF",

m, (F£(r),t£(s)) = E, (*£(r)."£(s))

[g (ref) (%) (o) () P(ax)

Epf(r.s) .

III.5. Cas particulier d/un espace eqclidien
soit (E,(,)) un espace euclidien comme dans I.4. dont on

conserve les notations.
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III.5.1. Proposition
Une probabilité P sur (E,B(E)) admet un moment d’ordre k si

et seulement si |.l appartient a Lk(E,B(E),P).

Remarque
Le moment d’ordre k de P s’identifie alors a4 la forme k-linéaire

sur E, notée aussi m,_ :

k
V(u,,,u,) € E m, (U, ,~,u,) = EP[]’] (ui,.)]
i=1

III.5.2. Proposition - fonction caractéristique et moments
Si une probabilité P sur (E,B(E)) admet un moment d’ordre Kk,

m alors sa fonction caractéristique ¢, de P est de classe ck

k ’
sur E et vérifie, pour tout h€EE et tout (t1,---,tk)EEk B

k .
[H(ti")el(h'.)
i=1

ik E

<P;(>k) (h) . (t1 r'“ltk)

En particulier

1]
-

ef %) (0g) m .
Démonstration
1) Montrons par récurrence que ¢, est k fois dérivable sur E et
vérifie la formule donnée dans la proposition.
1.i. Supposons k=1. Montrons que, pour tout (h,t)€E?, ¢p vérifie
@ (h).t = i E [(t,.) ellhs.))
On a, pour {€E,

A(h,2) = |¢, (h+2) ¢, (h)-i E, [(£,.) ei(h,.)],
= |E, (eXB¥E, ) _ oih,) L jeg, .y ei(h, )
<E (1l -1~ e, 1)

[g 1eX8X) 1 5 (g xy1ap(x)

[g 108,301 & (x,2) ap(x)
ou, pour tout x € E,
lim €(x,£) = 0
£-0,
Donc
A(h,e) < 1er [ooixl e (x,0) ap(x) .
Or, pour tout o € R,
lef® - 1-jal < 21l

donc ¢ (x,£) est uniformément borné par 2. La loi P admettant un moment
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d’ordre 1, on en déduit, en utilisant le théoréme de convergence domi-
née de Lebesgue, que
VhEE A(h,2) = o(len) (¢ » 0) .
Donc ¢, est dérivable sur E et ¢; vérifie la formule désirée.

1.ii. Supposons que le résultat soit vrai jusqu’a 1l’ordre k-1 .
Pour tout heE et tout (t,,-,t,)EE* , on a

A(hrt1 ltz l"'rtk )

k
= |ot* 1) (htty) . (ot ) =08 K1) (). (E, oty ) -ikE, ]—[(ti,.)el(h")l
i=1
, k Wh .y (it ) .
= | [0 TT ¢y, elmed (X507 oy gy, 0)
i=2
k it , %) .
< T aggn g taks? Ie ! -1-1i (t,,x)l dP(x)
i=2
k
=TT vt JE ixis-? 10ty 300 € (x,t,) dP(x)
i=2

ou, pour tout X € E,

lim ¢(x,t,) =0 .
t, -0

Donc
k

A(h,t, ,t, -, t) < [1 1t 0 [ 1x1% e(t,,x) ap(x) .

i=1

En conséquence, pour tout h € E et tout t;, € E, on a

A(h,t;) = sup A(h,t,,t,,~,t) < It J'E IxI*% e (x,t,) dP(x) .
It 1=1
2<i<k .
En utilisant la méme méthode que dans 1.i., il vient
VheE A(h,t,) = o(it;1) (t, » 0) .

Donc ¢, est k fois dérivable sur E et vérifie la formule voulue.

2) Regardons la continuité de @{*’.
Pour tout (h,¢)€E? et (t,,-,t,)EEX tels que It;l=1 pour 1<i<k, on a
[@¢%) (h+e) . (£, it ) = ®f¥) (). (t i t,) |

E,

k
[l_[ (ti,,)}(ei(mz,.) - ei(h,.))”
i=1
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k . .

SEP l'—l <til') ,el(h+£,.)_el(h,.)|
i=1

< J.E Ixnk |ei(h+£,x) - ei(h,x), dpP(x)

Comme Iei< h+¢,x) _ ei(h'X)l est inférieur ou égal a 2 et comme P
admet un moment d’ordre k, le résultat en découle en appliquant 1le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue.
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2 - LOIS RADIALES

- LOIS A SYMETRIE ELLIPTIQUE

Introduction

Beaucoup de résultats en analyse statistique multidimensionnelle
sont obtenus sous des hypothéses de normalité. Or il s’avére que, pour
certains d’entre eux, 1la propriété fondamentale qui intervient dans
leur démonstration est l1’invariance de la loi normale par rotation (ou
plus généralement par transformation orthogonale).

Philoche [11] montre dque le classique test F du modéle linéaire
reste valide dans 1le cas de 1lois invariantes par transformation
orthogonale.

De nombreuses propriétés des lois invariantes par rotation ont
été obtenues par Kelker [7] et Artzner [1], puis, plus récemment, par
Cambanis [2] et Eaton [6].

Comme dans ce dqui précéde, nous adopterons une présentation
"coordinate free" de telles lois en nous plagant dans le cadre général

d’un espace vectoriel de dimension finie.

Notations
1 - Pour tout produit scalaire w sur E, 1l’application
X ~— W(X,.) est un isomorphisme de E sur E' qui induit le produit
scalaire v sur E* défini par
V(x,Y)€EE v(w(x,.),w(y,.)) = w(x,y) .
De méme tout produit scalaire v sur E* induit un produit scalaire
w sur E identifié a E** .

Dans ces conditions, remarquons que, si (e,,-,e,) est une base de
E, (e: o e;) sa base duale dans E* , alors les matrices de w et de v
dans ces bases respectives sont inverses l’une de l’autre. Il est
ainsi naturel de noter v=w' et w=v" .

2 - Soit H un sous-espace vectoriel de E.

Si w est un produit scalaire sur E, on note w, la restriction de w
aHxH. ‘

Si Vv est un produit scalaire sur E', on note Veyy le produit
scalaire sur H* défini par Viny = v(tw,'w) ou w est la projection

v- ' -orthogonale de E sur H. Il vérifie (v(“))'1 = (v")H .
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3 - Dans toute la suite, si v désigne un produit scalaire sur E',
on note (,) et | | 1le produit scalaire et la norme pour la structure
euclidienne définie par v'' sur E.

On désigne par B, . (resp. Sv'r) la boule (resp. la sphére) de
centre 0O, et de rayon r 2 0. En particulier on note B, = Bv'1 et
s, =S, ;-

v v,

I - Lois radiales - Lois a symétrie elliptique
I.1. Définition
Soit Vv un produit scalaire sur E'. Une mesure (resp. une
probabilité) sur E est dite radiale (resp. loi radiale), de para-
métre de dispersion v, si elle est invariante par toute transfor-

mation v"-orthogonale.

Supposer que le paramétre de dispersion est un produit scalaire
sur E' se justifie par 1le fait, que nous démontrerons plus loin
(cf. III.3.), que si une 1loi radiale admet un moment d’ordre 2 ce
dernier est un paramétre de dispersion.

I.2. Définition

Une mesure (resp. une probabilité) sur E est une mesure (resp.
une loi) a symétrie elliptique sur E, de paramétre de position
AEE et de paramétre de dispersion v si elle est 1’image, par la
translation de vecteur A, d’une mesure (resp. loi) radiale sur E

de paramétre de dispersion V.

I.3. Remarque
Si une mesure a symétrie elliptique sur E admet v pour para-

métre de dispersion, elle admet aussi pour paramétre de dispersion
av pour tout a€R, . On verra plus loin qu’en fait le parametre de
dispersion est défini & un facteur multiplicatif preés.

Etant donné le lien entre mesures radiales et mesures a symétrie
elliptique, nous nous limiterons par la suite a 1’étude des propriétés
des mesures radiales. Celles des mesures a symétrie elliptiques s’en
déduisent facilement. '
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I.4. Proposition
1 - Une 1loi de probabilité P sur E est une loi radiale de
paramétre de dispersion V si et seulement si sa fonction caracté-
ristique ¢, factorise a travers Il 12. I1 existe donc alors une
fonction y, de R, dans C telle que
VtEE @p (t) = wp (1E12)

2 - Dans ce cas, les lois images de P par toutes les formes
linéaires sur E de norme 1 sont les mémes et leur fonction carac-

téristique est 1’application a ~"— wp(az) .

Démonstration
1 - a) Condition nécessaire
Soient t€E et t'€E tels que Itl = It'l . Il existe alors une
transformation v '-orthogonale g de E, telle que g(t') = t. Nous pou-
vons écrire
@op () = Ep [exp(i(t,.))]

E, [exp(itg(t’),.))]

n

E, [exp(i(t',g" "' (:)N)]

Ep _, [exp(itt,.))]
9

Ep [exp(i(t',.))]

=@, (t*) .
La condition nécessaire en découle.

b) cCondition suffisante

Supposons qu’il existe y, de R, dans C telle que
VtEE @ (t) = wp (1E12) .
Soit g une transformation v- ' -orthogonale. Nous avons, pour tout
t€E,
0 (t) = 0 (37" () = (1g 1 (0)17) = wp (1£12) = @, ()
donc P, = P d’aprés II.4. chap. 1.

2 - Soit f€E* telle que Ifl = 1 . On désigne par t le vecteur de E
tel que £ =(t,.) .
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Soient F le sous-espace de E engendré par t, m le projecteur
v '-orthogonal de E sur F et & 1’isomorphisme de R sur F (E(a) = at).
Il est clair que £ = £ 'om . Pour tout s€E, on a
@ (8) = @ (7(s))
en vertu de la remarque II.2. du chapitre 1 et du fait que 7 est

autoadjoint.

En particulier, pour tout a € R, et s = at,
®p (at) = @p (at) = wp (Hatlh?) = yp (3%) .
Pour tout a€R , on a alors
%, (a) = E, [exp(ia.)]

E,ﬂ[exp(ia&"(.))]

Ep  [exp (i( at, 2" ' (.)t))]

Epﬂ[exp(i(at,.))]

]

‘ppﬂ_(at)

¥ (a%).

I.5. Proposition

Soit P une loi de probabilité radiale sur E.
Sauf si P est la loi de Dirac en O , le paramétre de disper-

sion de P est défini & un facteur multiplicatif preés.

Démonstration
Soient v, et v, deux paramétres de dispersion de P. Notons [
et | I, les normes associées. Il existe une base de E, (e;,,e,), qui

est a la fois v;‘-orthonormale et vé’-orthogonale.
Soient X, ,~,\, les coefficients diagonaux de la matrice diago-
nale de vé’ dans cette base (pour 1<i<n on a A;>0). Soient

m = min X, et i un indice tel que A; =m
1<k<n
et
M= max A, et j un indice tel que A =M.
1<k<n
Il suffit de démontrer que si m<M alors P est la mesure de Dirac
en O

e -
Nous définissons les endomorphismes f et g de E par :



312
Vk (1<k<n, k=i, k=j) f(e,) = g(e) = ¢

f(e;) =e; , f(e;) =¢; , g(e;) = Jg—ej et g(e;) = Jg e;, .

I1 est clair que f est v;’-orthogonale et que g est vé‘-orthogonale.
Supposons m<M. Soit t # 0. dans E et soit X, le vecteur de E dont
les composantes dans la base (e,,-,e,) sont (e, 8kj)1$k$n
Nous avons ||x°I|1 = ltl, . Définissons alors la suite (xn)"aN de
vecteurs de E par

VneN' x, = gof(x,.,)

et par conséquent

lim x, =0
n-+>+oo

En outre
e (X,) = @p (gof(x,_4))

= @ (£(x,_4))
car g est vé‘—orthogonale et P est v,-radiale.
Alors
e (X,) = @p (%,_4)
car f est v]‘-orthogonale et P est v,-radiale.
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Il en résulte que, pour tout neN,

@p (X,) = @ (%) = @p ()
et donc que la suite (:pp(xn))nelN est constante.
Par conséquent
1 =¢,(0) = lim ¢, (%x,) = @ ().
n-++oo
L’égalité précédente ayant 1lieu pour tout t€E, P est la loi de
Dirac en 0;. En définitive nous avons montré que si P n’est pas la loi

de Dirac en 0,, alors m = M et donc v;' = m v;'

II - Exemples de mesures et de lois radiales
II.1. La mesure de Lebesgue sur E
Soit Vv un produit scalaire sur E*. Soit (e, ,,e,) une base
v' ' -orthonormale de E et E 1’isomorphisme naturel de R" dans E

défini par
n
V(%) ,%,) €R" E(Xy ;0 X,) = Z X, e .
i=1
I1 est clair que & est une isométrie bimesurable de R" sur E.

on définit alors 1la mesure de Lebesgue sur E, notée A\ comme

v
étant la mesure image par & de la mesure de Lebesgue sur R" .
L’invariance de la mesure de Lebesgue sur R" par transfor-
mation orthogonale implique d’une part que’ A, est une mesure
radiale sur E admettant v pour paramétre de dispersion et d’autre
part que A\, ne dépend pas de la base v '-orthonormale choisie.
On vérifie aisément que, si v, et v, sont deux produits sca-

laires sur E*, alors Av1 et sz sont deux mesures équivalentes.

II.2. La loi normale n-dimensionnelle

On appelle loi normale sur E toute loi de probabilité P sur E
dont 1’image par toute forme 1linéaire sur E est une loi normale
sur R. Une telle loi P admet un moment d’ordre 1 et un moment
d’ordre 2 (cf. III.1. chap. 1).

Supposons P centrée et calculons sa fonction caractéristique

VtEE" o, (t) = ®p (1)

exp[— fR xZPt(dx))

Nl =

exp[— Ep(tz)]
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= exp(— % v(t,t))

ou v désigne la variance de P.

Si v est définie positive, alors d’aprés I.4., la loi P est
radiale de paramétre de dispersion v. Dans le cas ou P n’est pas
centrée, si m désigne la moyenne, alors 1la loi P est une loi &
symétrie elliptique notée N; (m,V).

II.3. La loi de Cauchy n-dimensionnelle
Soit v un produit scalaire sur E*. Une probabilité P sur E est

une 1loi de Cauchy de paramétre v si pour toute forme linéaire t
sur E, la loi image P, est une loi de Cauchy sur R de paramétre
d’échelle Vv(t,t) .
Calculons la fonction caractéristique d’une telle loi. Pour
tout teE"
@ (£) = @p (1) = exp(-{V(E,¢))

Par conséquent P est loi radiale admettant v comme paraméetre
de dispersion. Cette 1loi admet pour densité relativemﬁnt a la

mesure de Lebesgue X, sur E l’application y ~— YL
+
(1+1yr2) "t

ou n = dim E et K est une constante de normalisation.

II.4. La loi uniforme sur une sphére n-dimensionnelle
Soit v un produit scalaire sur E* .

II.4.1. Proposition
Il existe sur S, une unique loi radiale de E de parametre de

dispersion v, appelée loi uniforme sur S, et notée .

Démonstration

E =

Nous adaptons celle donnée par J.L. Philoche [11] dans le cas
R" .
i - Existence
Soit ), la mesure de Lebesgue sur E associée a v. Soit N

l’application de B,-{0.} dans S, définie par

1
VXEBV-(OE) N(x) = “—;(—“.X .

Soit Y, la mesure de probabilité sur E définie par

VAESB (E) W, (a) = N1 (ans,))

X, (B,) A'(
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autrement dit U, est la normalisée de 1la mesure image par N de la
trace de A, sur B, .

Montrons que 1, est radiale de paramétre de dispersion v.

Soit g une transformation v !'-orthogonale de E. Il est clair
que Nog = goN. Pour tout A€B(E),

] o e
U, (g7 ' (a)) = W) A [N (gt ayns,) ]
1 (o ;
= X, (B,) AN (e angt (s,)) ]
=1 1 (g 1
=B A [ (o7 ans,)) ]
-1 -1 (N
=X (B At (v ans)))]
-2, (v (ans ))
Av (Bv) v v
=1, () .

Par conséquent 1, est radiale de paramétre de dispersion v.

ii - Unicité
Sa démonstration fait appel a4 la théorie de la mesure de Haar.
Le groupe O, des transformations v"—orthogonales de E est un groupe
topologique compact. Il en découle qu’il existe une unique probabilité
v invariante par 1les translations & gauche et a droite (voir Nachbin
[10]). v est appelée la mesure de Haar de o, .

Soit C(S,) l’ensemble des fonctions continues sur S, a valeurs
réelles. Pour tout fe€C(s,), pouf tout geO, et tout x€S,, on définit
f, (9) et fg(x) par

£,(9) = £5(x) = £(g7" (x)) .

Puisque O, opére transitivement sur S,, pour tout feC(S,) 1’inté-

grale fO f, (g)dv (g) ne dépend pas de XES, . On peut donc définir sur

S, une loi de probabilité Q par

vEec (s, ) fs £4Q = fo £,dv .
v v
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Soient P une loi v-radiale sur S, et feC(S,). Alors
Isv £(x)dP(x) = JOV [Isv f(x)dP(x)] @ (g)

- Iov(fsvfg(x)dp(x)]dv(q)

(Iov fx(g)dv(g))dp(x)

]
—
0
<

£, (9)dv (9)

]
—
o

- ISV £4Q .

Par conséquent P = Q ce qui établit 1l’unicité.

IXI.4.2, Définition
Soit TY€ER,. On appelle loi wuniforme sur S, . la loi image,
par 1’homothétie de rapport r, de la loi uniforme sur S,6. On la note

U .

v, r

III - Propriétés élémentaires des lois radiales
III.1. Propriété

Tout mélange de lois radiales sur E est une loi radiale sur E.

III.2. Propriété
Soit P une loi radiale sur E. Si P admet un atome en a€E,

alors a = Og.

Démonstration

Supposons a # 0. . Considérons la sphére S(0.,lal) de centre 0. et
de rayon lal. Pour tout x € S(0g,lal), on a P({x}) = P({a}) > 0 et
ainsi P(S(0g,lall)) = +o ce qui est absurde.

III.3. Proposition
Soit P une loi radiale sur E. Si P est une probabilité

d’ ordre 2 alors P admet son moment d’ordre 2 pour paramétre de

dispersion.

Démonstration
Soit v un parametre de dispersion de P. D’aprés la proposition
I.4., il existe une fonction y, de R, dans C telle que
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VtEE ep () = ¥ © g(t)
o g(t) = Itl?2 = vi'(t,t). La fonction g est différentiable sur E et
vérifie, pour tout (t,z)€ExE,

g (t).z =2 v'(t,z) et g (t) = g

et donc, pour tout (x,y)€EExE,

g'(0g) =0 et g (0g).(x,y) =2 v '(x,y) .

Soit m, le moment d’ordre 2 de P. D’aprés la proposition
III.5.2., «chap. 1, ¢, est de classe (2 sur E et vérifie
0 (0g) = = m3'.

Pour tout t€E, ¢p(t) vérifie, pour tout (x,y)EEXE,

ey (). (x,y) = v (9(t)) . (g (t) . (x,¥)) + ¥y (g(t)) (9" (t).x,9' (t).y)

par conséquent, pour t = O
ep (0 ). (%,Y)
= Yp (9(0g)) - (9" (0g) - (%X,¥)) + up (9(0¢)) (g’ (0;).%,g9' (0).Y)
=2y (0) v'(x,y) .

E/’

Autrement dit, pour tout (x,y)€EExE,
m ' (x,y) = -2 ¥ (0) V' (x,y) .
En conséquence, le moment d‘ordre 2 est proportionnel au para-
métre de dispersion, c’est donc aussi un paramétre de dispersion de P
(cf. remarque I.3).

ITII.4. Proposition . Image d’une loi radiale par une application
linéaire
Soit P une loi radiale sur E de paramétre de dispersion V.
Soit f une application linéaire surjective de E dans F.
Alors la loi image P, de P par f est radiale sur F et admet
pour paramétre de dispersion v(*£(.),'£(.)).

Démonstration

1 - Soient H un sous-espace vectoriel de E et m la projection
v-1-orthogonale de E sur H.

Montrons que P, est radiale de paramétre de dispersion
Viny = v(tw,'w), autrement dit, d’apres 1’introduction au chapitre 2,
que P, est invariante par toute transformation (v")“—orthogonale.
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Soit <Y une transformation (v")"—orthogonale sur H. La transfor-
mation § sur E définie par
VXEE §(x) = v(w(x))+x~-m(x)
est v '-orthogonale et admet pour réciproque § ' donnée par
VYEE &7 (y) =Y ' (m(y)) +y - m(y) .
Pour tout borélien B de B(F), comme Yomw = mwo§ nous avons
Pr (v"' (B)) = P((vom) ' (B))

P((mo8) 1 (B))

P(§ 1om 1 (B))

P(n ' (B))

Py (B)
ce qui constitue le résultat cherché.

2 - Désignons par H le sous-espace vectoriel v !'-orthogonal de
Ker f et par m la projection v '-orthogonale sur H. La fonction f
factorise alors a travers w : f = gow ou g est un isomorphisme de H
sur F. Il est alors clair que 1l’image par g d’une loi radiale sur H de

paramétre de dispersion Vv est radiale sur F de paramétre de

(H)
dispersion v ,, (*g,%q).
Puisque P, = (P;) , P, est radiale de paramétre de dispersion
]

Veuy (Fg,tg) = v(tmotg , two tg) = v(*£,'f) .

IV - Propriétés caractéristiques des lois radiales

Nous développons ici deux types de caractérisation des lois
radiales.

D’une part (cf. prop. IV.1l. et corol. IV.3.), toute loi radiale
est présentée classiquement comme un mélange de lois uniformes sur des
spheéres. Dans ce cas le rayon et 1le vecteur normalisé sont
indépendants.

D’autre part (cf. prop. IV.5.), a la suite de Eaton [6], nous
caractérisons une loi radiale par la loi conditionnelle de toute forme
linéaire relativement a toute autre forme linéaire orthogonale.
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IV.1. Proposition

Soient P une loi de probabilité sur E et Vv un produit scalaire
sur E'.

Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

i) P est radiale de parameétre de dispersion Vv

ii) P est un mélange de lois uniformes sur les spheéres de E de
Centre O .

Dans ce cas une version réguliére de la loi conditionnelle de

P sachant | | = r est u, R

Démonstration
i) » ii) I1 existe une application ¥, de R, dans C telle que

VEEE @, (t) = y, (IEI2).
Soit t fixé dans E. Pour tout u de E tel que lul = 1, nous avons
@p (t) = up (1E12) =y, (HEIZ Tul?) = @, (Itlu)

Alors
e () = fs @p (Ithu) U, (du)

ISV[IE exp (i(y, Itiu) P(dy)] U, (du)

fE [ISV exp (i Itly,u)) uv(du)] P(dy)

¢ (Itly) P(dy)
E U

]
g_—§

\4

¥ (Ith? Jyi?) p(dy)
E U

v

¥ (Itl1? r?) Py | (dr)

¢ (rt) P y(dr)

]
=
+
=

v

IR* uv r

.

D’ou il vient, pour tout borélien B € B(E),

P(B) = IR’ U, , (B) P, ,(dr)
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ce qui termine cette partie de la démonstration.
ii) = i) évident d’aprés la propriété III.1.

IV.2. Remarque

De 1la proposition précédente on déduit qu’une loi de proba-
bilité sur R, caractérise une loi radiale sur E comme étant la loi
de son rayon.

IV.3. Corollaire
Soient P une loi de probabilité sur E sans atome en O et V un
produit scalaire sur E* . Soit N 1’ application de E-{0;} dans E
définie par
VXEE-{0; } N(x) = —.x .

Alors les deux conditions sont équivalentes
i ~ P est radiale de paramétre de dispersion V.
ii - La 1loi Py est la loi uniforme sur la sphére S, et les

variables aléatoires N et | | sont indépendantes.

Démonstration
i) =» ij) Supposons que P soit v-radiale. Calculons la loi P, de N.
Soit g une transformation v''-orthogonale de E et soit f une fonc-
tion numérique positive B(E)-mesurable. Alors

E,, (f°9) = E, (fogeN)

E, (£0Nog)

[}

E, (£oN)

Ep, (£) .

Donc P, est v-radiale. Or P, est portée par S, par conséquent
P, = ,.

Calculons la loi conditionnelle de N sachant | | notée Pﬂ I, pour
P, j-presque tout r € R,, d’apres la proposition précédente IV.1.,

BT, = =R

Par conséquent N et | | sont indépendantes.
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ii) = i) Pour tout x€E-(0.}) , on a x = IxIl.N(x). Des hypothéses de
ii) on déduit facilement dque 1la 1loi conditionnelle de P sachant
I I =r est Y, . et donc que P est v-radiale.

IV.4. Remarque
Du corollaire précédent on déduit qu’une loi v-radiale sur E

est caractérisée par le couple (N,I ) dés que ces deux variables
sont indépendantes et que la loi de N est 1,.

IV.5. Proposition
Soient P une probabilité sur E et VvV un produit scalaire sur

E*. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes

i = P est radiale de paramétre de dispersion V.
ii - Pour tout couple (f,g) de formes lindaires non nulles
v-orthogonales sur E, la loi conditionnelle de d sachant f est

symétrique sur R.

Démonstration
i) = ii) Soient f et g deux formes linéaires non nulles
v-orthogonales sur E. Notons H, = (Ker f)! et H, = (Rer g)*.

L’application linéaire (f,g) de E sur R? est surjective. En effet,
pour tout (x,8) € R?, il existe X, EH; et XpEH, tels que f(x,) = o et
g(xz) = Bg. Comme v(f,g) = 0, on a Hg C Ker f et H, ¢ Ker g et donc

(£,9) (%, + X3) = (x,8).

D’aprés 1la proposition 1III.4., Pi¢, g4, est radiale sur R? . Comme
P et P, sont elles-mémes radiales sur R (i.e. symétriques), on en
déduit facilement que la loi conditionnelle de g relativement a f est
symétrique sur R puisque Igl| et sgn(g) sont indépendantes (cf. corol-
laire IV.3.).

ii) » i) La démonstration s’appuie sur le lemme suivant

IV.6. Lemme
Soient f et g deux formes linéaires sur E. Si la loi condi=—
tionnelle de g sachant f est symétrique sur R, alors pour tout

couple de nombres réels (a,b) on a =
wpaf+bg opaf-bg
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Démonstration du lemme
vte t
R ‘opa“bg( )

EP (eit(af*bg))

=IEP(|EP(eit(af#bg) | f))

Ep(eitaf Ep(eitbg | f))
= [EP (eitaf IEP (e-itbg ] f))

= ‘ppaf-bg () -

Démontrons maintenant que ii) = i)
Soit v une transformation v'!' -orthogonale sur E. Pour tout t€E,
soient

£ = (-;- (t+Y(t)),.> et g = (% (t-Y(t)),.>.

on remarque que v(f,g) = 0, f+g = (t,.) et £f-g = (v(t),.).

En vertu de 1l’hypothése ii) et du lemme IV.6. précédent, on a
on*s = @Pf_g d’ou op'+g(l) = @Pf_g(l) et donc ¢, (t) = @, (Y(t)). Par
conséquent P est radiale de paramétre de dispersion v.

IV.7. Proposition . Ccas de lois a densité
Soient Vv un produit scalaire sur E*, P une probabilité sur E
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue A\, sur E.
Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes
i) P est radiale et admet Vv pour paramétre de dispersion
ii) P admet une densité f, de la forme
VYEE £, (y) = &, (1yl?)
ol E, est une application mesurable de R, dans R, .

Démonstration
Soit f, une densité de P relativement a la mesure de Lebesgue ), .
i) = i) sSoit g une transformation v- ! -orthogonale. Pour tout
A € B(E), on a

[a £ ax, = P(A)

P(g" ' (A))

fg* (a) By

[a g0 a0,
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= \rA fpog’1 d’\v .

Il en résulte que f,.,og'1 = f, A, -presque strement. D’olu le résultat.
ii) = i) Soit g une transformation v '-orthogonale. Pour tout

A€EB(E), on a

[l

P(g ' (a)) £, (x) A, (%)

Ig" (3)

Ig_1 e (K17 &, (0

jq_1(A) g, (1g(x)12) ax, (x)

jg_, ay (B9 (0 &, (0

fa £ (1 am), (0

[a £ (v) ax, ()

P(A)
d’ou le résultat.

La proposition IV.8. suivante et 1le théoréme fondamental IV.9.
mettent en évidence une propriété particuliérement précieuse des lois
radiales.

IV.8. Proposition

Soit v un produit scalaire sur E' . Soient H un hyperplan de E
et w la projection v '-orthogonale sur H.

Pour tout r > 0, la loi image par w de la loi uniforme uv'r

sur la spheére S, est absolument continue par rapport a la mesure

r
de Lebesgue Av(") sur H.

Démonstration

On considére une probabilité P sur E, v-radiale et absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue )\, sur E. Une telle loi
existe toujours (il suffit de considérer la 1loi normale Ne (0 ,V)).
Alors d’aprés la proposition IV.7., P admet une densité f, de la forme
£, (x) = E, (IxI12) ou E, est une application mesurable de R, dans R, .

Pour toute application numérique mesurable positive ¢ de H dans
R,, on a
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Ju ema, . =g (eom ) v, (ax)
=E, (eom | I I =) (1)

en vertu de IV.1.
Mais pour toute fonction mesurable y de R, dans R, on a

Epy, ((v-Ep(oom 11 1)
=[5 vaixi) (eom) (x) dP(x)

= .fE w(Ixl) (eom) (x) &, (IxXI2 dx, (%)

2
IHXHL w(ly+zl) o(y) &, (ly+zl?) dAV(n)(y) dAv(nl>(Z)

2[ ¥(®) o) & () gly,m) @, (¥) B, (¥)

en effectuant 1le changement de variable (y,z) ~~— (y,ly+zl) ou

K = {(y,r) € Hx R] / Iyl < r} ; compte tenu du fait que dim H! = 1,
1

le jacobien g(y,r) de cette transformation vaut r(r?-lyl?) 2

On remarque que MR est équivalente a (Av)II et qu’une densité
+

de Ag relativement a (Av)|| est l’application
+

I 2+ 1
k : r (n/ ) rt-n
n ."n/2

ou n est la dimension de E.
Il vient alors

Ep“ I [w.Ep (@om) | I 1]

2f W(E) e(y) & () gly,r) K(r) &, (¥) d)y 5 (¥)

2[ w(T) @(¥) g(y,T) k(r) dr,  (¥) aBj (x)

+

JIR' o) (2] gy 0 ST KD @, ) ary o).
Oon en déduit que, pour tout r > O,

Ep(oom 1 1 1 =1) =2 [ o) gy,r) k(X) Lyjery @) &, () -
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Ceci étant vrai pour toute fonction ¢ mesurable de H dans R,, en
reportant 1’égalité précédente dans (1), on en déduit que pour tout

r >0, (U est absolument continue par rapport a la mesure de

v,r)ﬂ

Lebesgue Av( sur H, est portée par Bv(") . et admet pour densité
W) .
relativement a AV(H) sur cet ensemble
_ I'(n/2) r2-n

e 12)1/2

IV.9. Théoréme

Soient v un produit scalaire sur E' et P une loi radiale sur E
de paramétre de dispersion v, n’admettant pas d’atome en 0

Alors la projection V'1—orthogona1e de P sur tout sous-espace
vectoriel propre H de E est absolument continue relativement a la

mesure de Lebesgue Av( sur H.
H)

Démonstration

1) Supposons d’abord que dim H = (dim E)-1. Si = désigne la
projection v !'-orthogonale sur H, pour tout r > o, (“V.r)ﬂ est abso-
lument continue par rapport a Av(”) et admet une densité h_, d’apres
la proposition précédente.

Comme P est v-radiale, on a, d’aprés la proposition IV.1l., pour
toute fonction ¢ mesurable de H dans R,

Ep (¢) = E, (¢om)

IR' (fE (eom) (x) AU, . (x)) APy 4 (x)

+

Jm. u e a®, e m) ap, | (x)

f @ (y) [f . h (y) dp, "(r)] gy, (v) -
H R

+

Donc P, est absolument continue par rapport a i, et admet pour
3 Py 2 0] P’y . 3 (") .
densité 1le mélange des densités des projections des lois uniformes
y+k,mW)ﬂ,um-

+

2) Dans le cas ou H est un sous-espace vectoriel propre de E, la
propriété se déduit facilement de 1) en se rappelant que la projection
d’une loi radiale est encore radiale.
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V - cas de la normalité
V.l1. Proposition
Soit v un produit scalaire sur E'. Soit P une loi radiale sur
E, de paramétre de dispersion V.
Si la projection v'1-orthogona1e m de P sur un sous-espace
vectoriel H de E (dim H = 0) est une loi normale, alors P est une

loi normale NE(OE,GZV) .

Démonstration

Soit f une forme linéaire sur H de norme 1. Alors fow appartient
a E' et est de norme égale aussi a 1.

D’aprés la proposition I.4., pour tout t € E, ¢, (t) = w(ltl?) ou y
est la fonction caractéristique de P;o, = (Py), -

or par hypothése P, est normale, donc P;,, = (P); est normale et
¢ a la forme fonctionnelle de 1la fonction caractéristique de
NE(OE,UZV).

V.2. Proposition
Soient Vv un produit scalaire sur E* et P une loi v-radiale

1

sur E. Soit (e,,,e,) une base v'! —orthonormale de E.

Si les marges P; de P sur les sous-espaces vectoriels E;
engendrés par {e; / 1<i<n) sont indépendantes, alors la loi

P est égale a NE(OE,OZV)) .

Démonstration
Pour t € E, soit (t‘)1si$n
base (e,,...,e,). Alors, d’une part,

la suite des composantes de t dans la

n n
ep(8) = [T @ (£;) =TT wp (£2)
i=1 ! i=1

en vertu de 1’indépendance et, d’autre part,

n
@p (t) =w,[2 t?] .
i=

Ainsi la fonction continue vp vérifie 1’égaliteé
Yy (at+b) = wp(a)¢P(b) . Par conséquent y, est une fonction exponen-
tielle y, (s) = e*® ., De plus, comme y, est bornée sur R,, nous avons

a < 0 ce qui donne le résultat cherché.
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