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Temps locaux et l’intégrale d’aire de Lusin.

R.F. Gundy

, ...

Dans les comptes rendus de la semaine d’analyse harmonique dediee a A.

Zygmund, a Chicago [4], , nous montrons qu’un joli theoreme recent de Martin
~ , ~ , , ,

Barlow et Marc Yor peut etre utilise a demontrer des inegalites de normes

,

pour une nouvelle fonctionelle definie sur les fonctions harmoniques

u(x,y), , x E ~ n, y > 0:

D(u)(xo) ) = sup )
r

ou

d~r

avec {(x,y): x [  y}, , le cone base en xo ~ IRn, et dor
,

la mesure de Lebesque sur la ligne de niveau r(c’est a dire sur {(x, y): :

u(x,y) = r}). . On montre que

(1) 

ou

> = > dx dy.

Il s’en suit que D caractérise les classes HP de Stein-Weiss [8] dans IR n+l+.
, , , , ~

La demonstration des inegalites (1) dans [4] reposait sur le theoreme

de Barlow-Yor et l’invariance conforme de la fonction de Green dans 

Cette invariance est en defaut dans 1R ainsi la demonstration ne s’etend

pas à plusieurs dimensions. Or, cette démonstration n’est pas tres

révelatrice en ce qui concerne la signification géométrique-analytique de la
fonctionelle D.
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, ~ , , , ,

En effet, ou peut demontrer les memes inegalites en toute generalite

toujours a l’aide du theoreme de Barlow-Yor mais d’une facon plus facile
~ , ,

qu’on ne le croyait. (I1 est meme possible de liberer la demonstration

du nauvement brownien pour faire plaisir aux analystes; cette demonstration
, , ,

qui repose sur la theorie des integrales singulieres va paraître ailleurs

(5]. )

1. L’ intégrale d’aire et le mouvment brownien dans IRn+l+.
Posons  0 le processus "bruit de fond" dans (6]. Ce processus

~ ~ ,

est obtenu par retournement du temps du processus yt) t  0 ou Xt est

le mouvement brownien dans partant de xo s ~ n , et yt est le processus

de Bessel d’indice 3, partant de y = 0. La mesure initiale est celle de

Lebesgue sur IR 
n 

Le retourne se comporte carme le mouvement

brownien "venant de soit inf 0: 0}; alors

(XT + s, y03C4+s), 0  s  - La’ est le mouvement brownien issu du hyperplan
a a . 

n,a) avec mesure initiale celle de Lebesgue sur IR n. (Voir [7] appendice)

Ainsi le processus se presente carme le retourne du mouvement

brownien conditioné à aboutir en x Il est facile a calculer le

potentiel associe a Soit .

= 

cn t _n/2 |xo ~ x|2 2t x|2 ) dx

et

= y exp( - dy (Bes (3))

Alors, ’.

Pt(dx dy ~xo) = Pt(dx ~xo)

et le noyau potentiel
- ( n+1 2) |xo-x|2+y2 2t dt

G(xo, 0 ; x,y) = 

cn y t 

-  #> 2t ) 

.
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où Ky(xo - x) = cn y(|xo - x|2 1 + y ) 
-( , , le noyau de Poisson dans IR ++1 . .

Définition. L’intégrale d’aire de Lusin dans IR n+l.

A(u) {xo) _ ) Y- n ~o u~2(x,Y) dx dy)1~2
0

ou r(xo) _ {(x,y): |xo- x|  y, xo E 

Pour une fonction F holanorphe dans C+ {z > 0} (= IR 2+ ), AZ(u) (x )
est l’aire de l’image de r (xo) sur l’application F. Dans ~ ++1 il n’en

,. , 
,

est pas de neamoins iI y a une interpretation brownienne. Il se

trouve que A2(u)(xo) est proportionel a l’ésperance conditionelle du temps
intrinseque d’occupation du cone r(xo) pour le processus u(xt,yt), C’est a ‘
dire

A2(u)(x ) ° i E(j ~ ~ I r(xol 
,

En effet, cette esperance se calcule facilement, compte tenu de la forme du
noyau potentiel ci-dessus.

Ir (x ) 2(x ,y 
o 

t t o

_ 

y K (x - x) dx dy

Yl nlVu) 2 I r(xo) (x,y) dx dy.

(Sur le cone r( ô), KY(xo - x) i  n,)

Evidement cette équivalence est plus générale. Si on prend une bande
{(x~Y): r - E  u (x,y) t r + E} = L(E,r) alors

E( foo Ir (x ) fl L(E,r) dt a ô)
= lj Y--nI r L(E,r) (9u~2(x,y) dx d . Y
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En divisant par (2E) de chaque cote , on peut passer a la limite lorsque

s tend vers zero. A gauche, on obtient l’ésperance conditionelle du temps
local en r (L(u;r)(xo))du processus u(x,y) restreint au cone r(x )
D’autre part, on desintegre l’integrale d’aire a l’aide de la formule de

co-aire (voir Federer [3] ). Ainsi il se trouve que

E(L(u;r) (xo) . = D(u;r) (xo).

et

D(u) (xo) ) = sup (xo)° 
r

 E(sup L(u;r)(xo)~xo) .

A ce nt la, on invoque les inegalites de Barlow-Yor. Leur fonctionelle

L*(u) ) = sup L(u;r),
r

, 
,

est une fonction maximale associée aux temps locaux L(u;r). (On a supprime

la restriction au cone. Evidement, L(u;r)(xo)  L(u;r).) Pour 1  p  ~

on a 

’

dx

axo

- 

 Cp~u~Hp

par les inegalites de Barlow-Yor et l’équivalence de Hp analytique 
et

Hp-probabilité [2].

On peut aussi démontrer la réciproque (Uun H p = Cp ilDilp) 

des normes pour 0  p  1: voir [4] pour ces arguments. Ils n’ont rien

a voir avec la restriction de dimension imposeé.
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