RICHARD F. GUNDY
Temps locaux et ’intégrale d’aire de Lusin

Séminaire de probabilités (Strasbourg), tome 18 (1984), p. 77-81
<http://www.numdam.org/item?id=SPS_1984__18__77_0>

© Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York, 1984, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire de probabilités (Strasbourg) (http:/portail.
mathdoc.fr/'SemProba/) implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SPS_1984__18__77_0
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Temps locaux et 1'integrale d'aire de Lusin,

R.F. Gundy

Dans les comptes rendus de la semaine d”analyse harmonique dedie;e ; A.
Zygmund, ; Chicago [4], nous montrons qu'un joli théoréme recent de Martin
Barlow et Marc Yor peut :atre utilisé ; dénontrer des inégalités de normes
pour une nouvelle fonctionelle définie sur les fonctions harmoniques

u(x,y), xe R", y > 0:

D(u)(xo) = sgp D(u;r)(xo)

D(u;r)(x,) = fr(xo)qu| do,.

avec I'(x_) = {(x,y): |x,- x| < y}, le cone base en x e R", et do,

la mesure de Lebesque sur la ligne de niveau r(c'est a dire sur {(x,y):

u(x,y) = r}). On montre que

(1) IDI, > 1Al 0<p<w

p 1

ou

A%(u)(x) = J'fr(xO)[Vu|2(x,y) ax dy.

Il s'en suit que D caracterise les classes HP de Stein-Weiss [8] dans R :_H'l .

La démonstration des inégalites (1) dans [4] reposait sur le théoréme

de Barlow-Yor et 1l'invariance conforme de la fonction de Green dans ]Rz.

Cette invariance est en defaut dans R Tl; ainsi la dézmnstration ne s'étend

pas a plusieurs dimensions. Or, cette demonstration n'est pas trés
revelatrice en ce qui concerne la signification geanétrique—analytique de la

fonctionelle D.
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En effet, ou peut démntrer les mémes inégalités en toute géneralité
toujours a 1'aide du theoréme de Barlow-Yor mais d'une facon plus facile
qu' on ne le croyait. (Il est méme possible de libérer la démonstration
du mouvement brownien pour faire plaisir aux analystes; cette démonstration

. - N
qui repose sur la theorie des integrales sinqulieres va paraitre ailleurs

{51.)

1. L' int:agrale d'aire et le mouvment brownien dans ]R:_H"l.
Posons (Xt,yt)t < 0 1le processus "bruit de fond" dans [6]. Ce processus

) £t <0ou X est

est obtenu par retournement du temps du processus ()h(t, §t ¢

le mouvement brownien dans R, partant de X, eR" , et Y est le processus

de Bessel d'indice 3, partant de y = 0. La mesure initiale est celle de

Lebesgue sur R" Le retourne (X, ,y,) se comporte comme le mouvement
t’t

brownien "venant de 1'infini": soit 1,= inf {t < o0: Y= a> 0}; alors

(X‘a‘“ s’ yTa+ s), 0<s< - Tar est le mouvement brownien issu du hyperplan

(R™,a) avec mesure initiale celle de Lebesgue sur R". (Voir (7] appendice)

Ainsi le processus (Xt’yt) se presente comme le retourne du mouvement

brownien conditione a aboutir en X, € R"™. Il est facile a calculer le
potentiel associ:a a (;(t,;/t). Soit

%, - x|

t_n/2 exp(- 5 ) dx

Pt(dx leo) =c,

et

-3/2 2
/Y

2
- =Y
Qt(dy) =ct exp( /21:) dy (Bes (3))

Alors,

P (dx dy I1x ) = P (dx Ix,) Q(dy)

et le noyau potentiel
n+l w12y 2
= —2_) Ixo x|y ) dt

2 (o
Glxgr 07 %:¥) =y ¥ o e~ —r ) ¢

=c,Y Ky(x0 - X)
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. _ 2, .2 . n+l
ou Ky(xo- X) = c, y(|x°— x|+ y9) » le noyau de Poisson dans R, .
D;finition. L' intégrale d'aire de Lusin dans ]le_

A(u) (xo) = (”I'(xo) yl_" |v u|2(x,y) dax dy)l/2

ou Tlx,) = {x,y): |x - x| <y, x, € rY.

Pour une fonction F holomorphe dans C,=1{z >0} (=R f_ ), Az(u) (x,)

est 1'aire de 1'image de T (xo) sur l'application F. Dans ]RT'l il n'en
est pas de m;_me; néamoins il y a une interprétation brownienne. 1I1 se
trouve que Az(u)(xo) est proportionel a l'ésperance conditionelle du temps

intrins:aque d'occupation du oSne I‘(xo) pour le processus u(xt,yt). C'est .;
dire

A2ux) » E(f p Ir(xo)|Vu|2(xt,yt)dtlxo)

En effet, cette esperance se calcule facilement, compte tenu de la forme du

noyau potentiel ci-dessus.

tryt)dtlxo)

E(_fB° II‘(x )|Vu|2(x
o

= fIfII‘(XO) IVUIZ(X,y)Pt(dxdylxo)

= 2

=Tt ) 170l %0y v R(x - ) ax ay

I ) ax gy
o

“ _ . .
(Sur le cone I‘(xo), Ky(xo X)> y L)
Evidement cette equivalence est plus générale. Si on prend une bande
{(x,y): r-e<u (x,¥) < r + ¢} = L(e,r) alors

E(f 1

2
T(x,) nL(e,r) [P0l "Oxeryy) gt ax)

=y Py e, [7l%00y) ax ay .
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En divisant par (2e) de chaque ogté , on peut passer ; la limite lorsque
¢ tend vers zero. A gauche, on obtient l'ésperanoe conditionelle du temps
local en r (L(u;r)(xo))du processus u(xt,yt) restreint au cgne I‘(xo).
D'autre part, on désint:egre l'intégrale d'aire a 1'aide de la formule de
co-aire (voir Federer [3]). Ainsi il se trouve que

E(L(u;r) (x,) Ix,) = D(u;ir) (x,).

et

D(u)(xo) sup D(u;r) (xo)

r

IS

E(sup L(u;r)(x,)ix ) .
X

A ce moment la, on invoque les inegalites de Barlow-Yor. Leur fonctionelle

*
L (u) = sup L(u;r),
r

est une fonction maximale associee aux temps locaux L{u;r). (On a supprime
la restriction au cone. Evidement, L(u;r)(xo) < L(u;r).) Pour 1 < p< =

on a

p * p
[Ipu) (x ) [F ax ) < JIEW () rx ) |F dxg

n

jE:(L*p(u)nxo) dx

E((L")P)

< C_lul
S J

par les in;galités de Barlow-Yor et l'equivalence de HP- analytique et

#P-probabilite [2].

On peut aussi d:amontrer la réciproque (Wt p < Cp lthp) et 1l'equivalence
H :

des normes pour 0 < p < 1: woir [4] pour ces arguments. Ils n'ont rien

-,

a voir avec la restriction de dimension imposee.
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