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Comportement d’une plaque élastique
dont une petite région est rigide et animée
d’un mouvement vibratoire.
Etude asymptotique de la matrice d’impédance(*)

CaMpPBELL ALAIN() et NazZarov SERGUEL(?)

RESUME. — Dans cet article, on considére une plaque P de modéle
Love-Kirchhoff, de diamétre §, reliée a un support rigide vibrant suivant
un petit domaine w,, de diamétre £§, et on se propose d’étudier le
comportement de la matrice d’'impédance quand ¢ tend vers zéro. On
écrit les développements asymptotiques au voisinage de zéro des solutions
du probléme extérieur obtenu en réduisant w. & un seul point, & 1'aide
de la solution fondamentale du probléme biharmonique et de ses dérivées.
On écrit ensuite les développements asymptotiques au voisinage de 1'infini
des solutions du probléme intérieur obtenu apreés dilatation du domaine
we. Enfin, dans le cas d'un mouvement rigide imposé de w., on raccorde
les développements intérieur et extérieur correspondants et on obtient des

équivalents des termes d'impédance sous forme de fractions rationnelles
enlne.

ABSTRACT. — This paper considers a Love-Kirchhoff plate P which is
fixed to a vibrating rigid support along a domain w, . The size of w, is small
so that we set diamw, = ¢ diamP. We want to study the behaviour of the
impedance matrix when ¢ vanishes. We give the asymptotic expansion of
the solutions of the outer problem together with the fundamental solution
of the biharmonic problem and its derivatives. Then we set the inner
problem after a dilatation of the domain and we write also asymptotic
expansions of its solutions. Finally, in the case of a given rigid motion
of w,, we match the outer and inner expansions and we obtain rational
equivalents in Ine for impedance terms.

(*) Recu le 9 mai 1993
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Introduction

P est une plaque mince d’épaisseur h, homogéne, de masse spécifique o.
On suppose que P est isotrope, de modéle “Love-Kirchhoff”, et on note v
le coefficient de Poisson.

On représente P par une région 2 du plan Ozjzs. Cette plaque est reliée

a un support rigide R, animé d’un mouvement vibratoire de fréquence ¢.
On définit ainsi une inclusion rigide dans €2, notée w.. On désigne par ¢ le
rapport entre les diamétres de w. et de 2,

_ diamw,

~ diam Q
On suppose en outre que I’épaisseur h de la plaque est trées petite devant
ediam Q. Enfin les contours dw. et 90 de w, et N sont de classe C! par
morceaux.

Le mouvement de vibration rigide de R est défini par une translation
Ue2™¢t suivant z3, et deux rotations ©; 2™t et 0, e2™%t gutour de Oxy
et Oz, respectivement. Les éléments de reduction en O du torseur résultant
des actions de P sur R sont une résultante de R e2™%*Z’; et un moment
en O, (M1 T1 + MyTs)e?™¢t, La matrice d’impédance J est alors définie
par (cf. [1]),

R U
M| =J106,
M, (02

On note,
J = [Iij]ij=0,1,2‘

Dans le cas ou @ et w, sont deux disques concentriques de centre O, le
contour de 2 étant libre d’effort, on calcule explicitement cette matrice a
I’aide des fonctions de Bessel et on détermine les expressions asymptotiques
des termes d’impédance quand ¢ est infiniment petit ([2] et [3]). Pour une
plaque de contour 9N quelconque, dw. étant circulaire, on obtient par
raccordement de développements asymptotiques, un équivalent de la matrice
d’impédance sous la forme générale,

Jou  Joz
Ine Ine
Jo1 4rN J1i2
lIne Ine Ine
Joz .712 47N
Ine Ine Ine
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Comportement d'une plaque élastique dont une petite région est rigide

N est le module de rigidité a la flexion de la plaque. Les coefficients J;; sont
inconnus mais indépendants de ¢ [1].

On se propose ici de donner une approximation plus précise des termes
d’impédance, dans le cas ou Q et w. sont de formes quelconques, en utilisant
des raccordements de développements asymptotiques ([4], [5], [6] et [7]), il
s’agit d’appliquer au probléme biharmonique, des méthodes analogues a
celles déja développées par exemple pour des problémes de laplacien ([5],

(7], [8] et [9]).

Aprés une premiére partie destinée a poser le probleme et a fixer les
notations, on étudie le probléme extérieur, dans lequel w, est réduit au seul
point O, et avec des conditions aux limites quelconques sur 952. La troisieme
partie est consacrée au probléme intérieur obtenu aprés une dilatation de
0 de rapport ¢~ !. Enfin, dans la quatriéme partie, on s’intéresse au cas
particulier de la plaque libre d’effort sur 9 et au calcul de la matrice
d’impédance. On y raccordera de maniére formelle les développements
asymptotiques obtenus précédemment, et on obtiendra des équivalents des
termes d’impédance sous forme de fractions rationnelles en Ine. Ce calcul
sera effectué sans toutes les justifications théoriques qui feront ’objet d’un
travail ultérieur.

1. Position du probléme et notations

P désignant un point quelconque de la plaque, le déplacement de P,

w(zy, z3) e3¢, vérifie 'équation
A’w—Aw=0, (1)
ol on a posé
ar2¢loh
A= Aok
N

On suppose que la fréquence de vibration de la partie rigide R n’est pas
trop grande. Par exemple, A est un O(1) par rapport a l’infiniment petit e.
Le déplacement w est rigide suivant w. et donc :

VMeEw:, w(M)=U+0izy—02z1. (2)
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Rappelons que, d’aprés la formule de Green-Riemann, si u et v sont des
fonctions de H2Z(R) on a (cf.[10]),

(A%u,v) = / Aly-vdz
Q

®3)
:a(u,v)-}—/é;nM(u)-gP—dI‘—/;nF(u)-vdI‘,

n
avec

a(u,v) = / (2(1 - u)-———-——azu _—3211 + & 22_1, +
! 0 8:1!133:2 3:!:162:2 3:1:% 3-’5%
Pus (e i)
Bzg 31"2’ 8:1:% Bmg 3:1:% Bm%

M(u)=-Au—(1-v) <2n1n2 20%u 232“) (4)

u
v _ppgu_ 29t
O8z,0z, 23:1:% 1 oz

F(u) = ~%(Au) —(1-v)x

xin 8%u 62_u+(2 2) 8%u
o7 \"'"* \ 822 ~ 822 ™M T "2 5y 62,

ou §/9n et 8/9t désignent les dérivées normale et tangentielle.

a est la forme bilinéaire classique des plaques en flexion. NM et NF sont
les densités de moment de flexion et d’effort tranchant. n; et ny sont les
composantes du vecteur normal extérieur au contour 952. On désigne par D
I’opérateur

D) = [ a“u] (5)
on
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et pa N,

NW%:UZZ] ®)

On note alors (3) sous la forme,
2
(A u,’u)n = a(u,v) + (N(u)»D(”))an . (7)
Différents types de conditions aux limites homogénes sont envisageables

sur le contour 99 de la plaque :

o conditions de Dirichlet sur une partie §;Q (bord encastré) :
D(u) =0 sur 619 ;
e conditions de Neumann sur une partie 928 (bord libre) :
N(u)=0 sur8,9;
e ou conditions de support simple suivant 930 (92 = 9;Q U 820 U 830).
On notera de maniére générale,
B(u) =0 sur 80,
les conditions aux limites sur 9.

Dans cette étude, on utilisera fréquemment les six polynémes V7 définis
par,
Vo(a:) = Vo(ml, z2) =1
Vi(z) =21, Vi(z)==2, (8)
1 1
V3(w) = — a:{ , Vi) = 2122, V5(:c) = —z%

V2 V2

D’autre part h désignant une fonction de z admettant des dérivées
partielles, on pose :

B (z) = VI(=Vy)h(z). (9)
Soit
ho(:c) = h(z1, z2)

8h oh
h(e) = -5 (@), H(e) = —5,- (2)

T1 ) (10)
2 8%h 1 8%h
B () = _\% g;% (@), W) gpge; @) W)= 555 ().
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2. Probléme extérieur

2.1. Solution fondamentale

Dans le plan Ozqz4, I’équation biharmonique
Alu= bo
ou §g désigne la distribution de Dirac en O, admet la solution fondamentale,
®(z) = —r2lInr, (11)
8w

ou r est la premiére coordonnée polaire [11]. Cette fonction est réguliére en
O et l'intégrale sur tout contour entourant ’origine de F(&®), défini en (4),
est égale a —1.

2.2. Probléme de Sobolev

On note V ’espace,
2 Ou
YV =< u € H*(Q) tels que u = 8—:05ur 819, u = 0 sur 930
n

Soit Vg le sous-espace de V, ensemble des u tels que u(0) soit nul. 2 est une
partie de IR? et par conséquent les fonctions de H?(2) sont continues sur 02
et la condition sur u(0) a donc bien un sens.

Soit f une fonction de L2(f2) et soit le probléme suivant (probleme de
Sobolev) :

on cherche v dans Vg tel que :

A?v—Av=f sur Q\O
B(v) =0 sur 00 (12)
v(0) = 0.

Si A n’est pas valeur propre du probléme, celui-ci admet une solution unique
dans Vg. Dans ce cas, le seul élément u de Vg tel que a(u, u) — A(u, u)q soit
nul est la fonction nulle. Pour certains types de conditions aux limites, en
particulier si le bord de la plaque est libre d’effort, il apparait des modes
rigides correspondant a la valeur propre zéro.
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En outre, on a la propriété suivante : toute solution dans V du probléme
(12) s’écrit sous la forme :

v(z) = A®(z) + (combinaison linéaire des Vj(z))jzy..s +0(lz[?) (13)

au voisinage de O. Les V7 sont les cinq polynémes définis en (8) et A est
une constante qui dépend de f et des conditions choisies sur 4Q.

En outre, si A n’est pas valeur propre du probléme (12) et n’est pas valeur
propre du probléme,

Azu—Au:f sur Q
B(u) =0 sur 89,

alors ce probleme admet une solution unique u(z) dans V. En particulier,
si f est la distribution de Dirac &g, cette solution est la fonction de Green
G(z) [11] et on a,

G(z) = #(z) + Go(=),

ou G est de classe C* sur Q, car §q est élément du dual de V.

On a alors la relation suivante,

4= —u(0)G(0)™! = —G(0)"1(£,6), -

En effet, on remarque tout d’abord que G(0) n’est pas nul, car sinon G
serait solution du probléme homogeéne de Sobolev et donc serait la fonction
nulle, ce qui est absurde. De plus, la fonction définie par

v(z) = u(z) — w(0)G(0) " G(x),

qui appartient & Vp, est alors solution du probléme (12). v(z) s’écrit sous la
forme,

v(z) = A®(z) + fonction réguliére en O
au voisinage de O, avec,
A= —u(0)G(0)7 L.

De plus,
u(0) = (u, bo) g = (u, A’G ~ AG),,

et d’aprés Green,

u(0) = (A%u - Au, G), = (£,G)q -
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2.3. Description asymptotique de la solution 7° vérifiant 1°(0) = 1

On considére maintenant le probleme :
on cherche w tel que :
A2w—Aw=0 surQ2\O
B(w) =0 sur 0Q (14)
w(0)=1.
Si A n’est pas valeur propre du probléme (12), le probléme (14) a une

solution unique dans H2(2) notée 1°(z) et on a

5
7°(z) = 1+ Tood(2) — 3 LopV?(x) + O(ja*) . (15)
p=1

Les six constantes I'gg et I'g, dépendent du contour 9 et des conditions
sur ce contour.

Pour montrer cette propriété, on introduit la fonction x,; définie de la
fagon suivante : soit d un nombre réel positif tel que le disque de centre O

et de rayon d soit inclus dans 2; on appelle x; une fonction C* sur 2 telle
que

(2)=1 silel<
= si|z| < =
Xd =2 (16)
xq(z) =0 sid< |zl
On pose alors,
w=xg4+7v,
v est alors solution d’un probléme de Sobolev, et on obtient le résultat
d’aprés (13) .

2.4. Exemple : plaque circulaire libre d’effort

Q est un disque de centre O, de rayon R, et le contour circulaire 92
est libre d’effort. Si A n’est pas valeur propre du probléme de Sobolev
correspondant, la solution en déplacement de (14) est alors (cf. [3]),

w(z) = agJo(cr) + Aolo(er) + Bo (Yo(cr) + %Ko(cr)) ,

Ji et Y, sont les fonctions de Bessel d’ordre k, I}, et K; les fonctions de
Bessel modifiées, et le nombre c est défini par

ct=A.
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Les constantes ag, Ag et Bo sont les solutions du systéme linéaire,

ag+Ag=1
v—1

@0 (Jo(cR) +—5 11(63)) + Ao (IO(CR) +

"c;l I (cR)> +
—Po (Yo(cR) - —;KO(CR) + "c—;l (Yl(cR) + %Kl(cR))) =0
aoJ1(cR) + doli(cR) + Bo (Y1(0R) - —72;K1(cR)> =0,

qui admet une solution unique si A n’est pas une valeur propre. Les deux
dernieres équations de la forme,

Cl(a()aAOHBmCR) =0
C(ag, Ao, B0,cR) =0

traduisent les conditions sur le cercle de centre O et de rayon R. Un calcul
simple montre que

_ —Jf2(cR)
®0 = ACR) Bo
Ao = {AIEEII:; Bo

ol on a posé,

”; 1 Kl(a:)] +

Aie) = 11(2) [¥a(e) - 2 Ko(a) +

~ Jo() (Yl(a:) - %Kl(m))

fa(z) = () [Yo(w) - %Ko(z) + % Z ; : Yl(z)] +
— Iy(z) (Yl(m) - %Kl(z))
et ou, .
A(z) = Io(2) J1(2) + I (2)Jo(2) + 27— L(2)1(=),

A(cR) est le déterminant du systéme qu’on suppose non nul si A n’est pas
valeur propre. On en déduit

A(cR)
f1(cR) = f2(cR)

- 219 -
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En utilisant les expressions asymptotiques des fonctions de Bessel au voisi-
nage de zéro [12],0n a

mw(z)=1-— %ﬂoczrzlnr+
_ 2
+ 72 (ﬂczlnc-i- c—(z\o—ao)+'§Qc2(1—+-1112—‘)')) +
T 4 ™
+O(r*In7)

ou v désigne la constante d’Euler.

On obtient donc ici,

Too = —8f0c’
Top =Tg2=Tps4=0

g —
I‘o3=r05=—-62\/§('80 (1+ln2—7—1nc)+-9——g—9-> .

ra 4
D’autre part, dans cet exemple, la fonction de Green est de la forme
2
G(z) = aJo(cr) + Alg(cr) + B (Yo(cr) + ;Ko(cr)) ,
ou a, B et A vérifient
Ci(a, A\, B,cR) =0
Cz(a, A, ,3, CR) =0.

En écrivant que la distribution de Dirac est appliquée en O, on obtient

-1
ﬂz‘s‘c—z
et . .

La fonction 79—1 est solution du probléme (12) avec f égale a la constante
A. On a donc,

(f,G) 27A RG d
,G)gq =27 /; (r)rdr
= —Zrcamé(Y1(C6) - -12;K1(C6)) = Sﬁcz = -1 )
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et on retrouve ainsi

—A(cR) 2

Too = —G(O)—l (fv G)ﬂ = m st

2.5. Probléme extérieur

On suppose que A n’est pas valeur propre du probléme de Sobolev. Soit
le probléme (dit extérieur) :

trouver w tel que,

{Azw—AwZO sur 2\ O (17)

B(w)=0 sur 912.
On peut énoncer le résultat suivant.

LEMME .— En dehors de O, le probléme (17) admet des solutions g
qui pour r suffisamment petit s’écrivent sous la forme,

7 (2) = ¥ (2) + m (), (18)
et ou 173 est une fonction de Vg solution d’un probléeme de Sobolev.
#7 est défini comme en (9) et (10) par,
3 (z) = VI(—V,)8(z).
Notons que, pour j variant de 1 & 5, les fonctions &7 sont dans L%(Q2).

Démonstration.— On cherche une solution du probléme (17) sous la
forme :

ou x, est la fonction définie en (16).

ng vérifie alors :
Alnd — Al = Axy @ — A% (x ®7).

Ax ;7 appartient 3 L2(Q). A%(x,$7) est nulle partout sauf sur la couronne
(d/2, d), ou elle est de classe C*. Elle est donc dans L2(£2).
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De plus n-’ et 17% coincident sur 402 et donc

B(w’)=B(7) =0 sur dQ.

On impose

1‘]’3(0) =0.

La fonction 773 est alors solution d’un probléme de Sobolev.

A n’étant pas valeur propre, ce probléme admet une solution unique dans
Vo. Pour r suffisamment petit (inférieur & d/2), on a donc la propriété (18).0

2.6. Description asymptotique des 7/

En utilisant les expressions des solutions des problémes de Sobolev écrites
en (13), on obtient

5
7 (z) = #(2) + Tjod(z) — ) TjpVP(2) + O(la®), (19)
p=1

ou j varie de 1 & 5.
Les constantes I'r; dépendent de la géométrie de §2.

Le probléme (17) admet donc la solution 7°(z) définie en (15), qui prend
la valeur 1 en 0 et les cinq solutions 77 (z) définies en (19). On obtient une
matrice,

[Tpal, g=0..5" (20)

dont les coefficients dépendent du bord 92. On se propose de montrer que
cette matrice est symétrique.

s est le domaine 2 privé du disque de centre O et de rayon §. On note
Cs le cercle contour de ce disque.

Soient u et v deux fonctions de H%(25). On suppose que u et v vérifient
les mémes conditions sur 90 (par exemple B(u) = B(v) = 0). D’aprés (7),
ona:

(Azu, v)ms — (u, sz)ﬂg = (W(u), D(v))a(“ — (D(w), Af(v))am .

Compte tenu des conditions sur 9%, il reste

(A%, v)q = (u, A%) g == (N(u), D(v))g, + (D(v), N(v))g,

ou le cercle Cs est parcouru dans le sens positif.
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Soit ¢ la forme bilinéaire antisymétrique définie par
q(u,v) = (.Af(u) , 'D(v))c5 - (D(w), N(v)) Cy - (21)

D’aprés la formule de Green, il est clair que g(u,v) ne dépend pas
de 6 pour des fonctions u et v biharmoniques ou solutions de I’équation
A%y — Au = 0 sur Q privé de O.

En outre, on a les propriétés suivantes.

LEMME .— Pour les fonctions VI définies en (8) et les fonctions &7
obtenues par (9) et (10), on a les relations suivantes :

q(V7,vk¥) =0 (22)
q(®%,2%) =0 (23)
a(#7,Vk) =65 (24)

pour tout j et k vartant de 0 d 5.

Démonstration. — En écrivant la formule de Green sur le disque de
centre O et de rayon 6, on a

q(VI,vk) = / (A%VI . VR _vi. A?2VF)dz =05
{r<é}
ce qui démontre (22).

Par antisymétrie de ¢, on voit immédiatement que q(<I>j , ®7 ) est nul.
q(%®7, ‘I>k) peut se calculer directement :

o 39, 08%9/9n, M(2°) et F(8°) sont des fonctions de la seule variable r.

o 31 981 /0n, M (') et F(®!) (respectivement #2...) sont le produit
d’une fonction de r et de cosf (respectivement sinf), § désignant
la seconde coordonnée polaire du plan (z1,z2). Il en résulte par
orthogonalité que

(@, 8%)=0 sij, k=01,2;

et un calcul simple montre en outre que

@, ") =0 (-515 (1 +(1n6)2)> sij, k=3,4,5.
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Et comme g(&7, ") est indépendant de &, on voit qu’il est nul en faisant
tendre 6 vers linfini.

D’autre part,

32
q(§01 §4) =4q (Xd§0 ) 3:!!13132 (Xd§0)) )

ol x, est la fonction définie en (16) et ou d est supérieur a 26. D’aprés
Green,

2
3,8 = (8708, 5o (0¥ |+

- (Xd{)o’ a* (31:193%2 ))I
= (A2 (aaTl(Xd‘I’o')> )

car toutes les fonctions a intégrer sont a support compact sur IR? privé de
O. On montre de maniére analogue que g(#°, %) et ¢(2°, %) sont nuls, et
ainsi on obtient la propriété (23).

Enfin, pour démontrer (24), on remarque que

Q&7 VF) = (8787, VF) 5 — (87, A%VF) 5.

Soit, en utilisant la dérivée au sens des distributions,
g(2,VF) = (VI(=Va)bo, V) 5
] k
= (60, VI (V)V ){756}
= (VJ(Vr)Vk)mzo = 6jk 5

ce qui achéve la démonstration du lemme. O

La symétrie de la matrice [I‘pq] en résulte. En effet, les fonctions »?
définies en (19) vérifient (17) et donc, pour tout 6 :

(A2T,P’ nq)na = A(np’nq)ﬂa = (7fva2"lq)06
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Soit

g(n”,m?) =0.

En utilisant les expressions (15) et (19), et les propriétés (22), (23) et
(24), il reste

q(n?,n?) = —Tgp + T'pg +0(8) 3
ce qui démontre la symétrie de la matrice.

2.7. Exemple du disque

Reprenons ’exemple traité au paragraphe 2.4. On peut donner la mé-
thode de détermination des constantes I'pq sans entrer dans le détail des cal-
culs. Par exemple, on cherche %' par un développement en série de Fourier-
Bessel. On impose les conditions limites sur le cercle C de centre O et de

rayon R, et on veut en plus qu’au voisinage de zéro on ait une expression
de la forme,

5
n'(2) = #'(2) + T10%(2) = 3 T1pV7(2) + O(lzf*)
p=1
avec
3l (z) = —% (1+2lnr)cosf.

On est donc conduit & envisager dans le développement de 7' un terme
de la forme

(a1 Ji(er) + B1Yi(er) + A I1(cr) + p1 Ki(cr)) cos 6
pour identifier avec ! au voisinage de zéro. On obtient ainsi,

2 c -1
ur==p0 et 28— =-——.
T ™ 4r

Par les conditions limites sur C, on déduit de maniére analogue au
paragraphe 2.4 les constantes a; et A\; et donc le coefficient I'y;.

Par ailleurs, ;5 est nul car sinon on aurait des termes en (rln7siné)
dans 1.

Le terme d’ordre 0 est de la forme
2
aoJo(cr) -+ ﬁoYo(CT) + AQIQ(CT) + ; ﬂoKo(c‘r)
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et sa valeur en 0, ag + Ag, est nulle. Les deux conditions sur C sont

homogeénes, et il en résulte que les coefficients ag, Bo et Ag sont nuls et
donc que :

T'i34+Tiy5=0 e TIy9=0.

Compte tenu des comportements en zéro des fonctions de Bessel d’ordre 2,
Y, et Ko, le terme d’ordre 2 dans le développement de Fourier-Bessel de !
s’écrit,

(agJa(er) + AaIz(cr)) cos 260 (ou sin 26)

Par les deux conditions limites homogénes sur C, on obtient
Qa9 = /\2 =0
et donc

I3 =T15=T14=0.

On peut naturellement pratiquer de maniére analogue pour déterminer
les autres fonctions 7” et les constantes I'pgq.

3. Probléme intérieur

3.1. Introduction

Dans la deuxiéme section, le domaine w. était assimilé au seul point O.
Les solutions envisagées sont donc des approximations du probléme posé
pour des points éloignés de w. (solutions extérieures). Dans cette section,
on s’intéresse aux solutions au voisinage de I'inclusion rigide w. (solutions
intérieures).

On procede a une dilatation
z
y=- (et p=1/¢)

Ainsi, si ¢ appartient a w,, alors y est élément de w; = ¢~ lw, qui est un
domaine de taille fixée, indépendant de . L’origine O est & l'intérieur de
wi.

On considére alors le probléme suivant, appelé probléme intérieur.
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On cherche w tel que :

2, — 2
{Ayw =0 sur R* \ w; (25)

w(M) =U + Oreyy — Ogey;  sur w;.
Notons que ’opérateur différentiel de 1’équation (1), s’écrit sous la forme :
AZ A=Al A=A - "),

mais on néglige le terme en ¢*A. D’ailleurs dans les développements que nous
allons construire, nous nous limiterons & des termes trés grands devant e*.

3.2. Espace fonctionnel H

L’application qui a u associe a(u,u)l/2 définie en (4), est une norme sur
’espace des fonctions deux fois dérivables sur IR? \ w1 qui s’annulent sur le
bord dw; . Soit H le complété au sens de cette norme de ’espace C§° (IR2 \wi)
des fonctions infiniment dérivables & support compact dans IR \wiy.

Soit v un élément de H, on pose :

-2 —4
loll = | [, 19202 du+ [ 1oor iy s [ o Mgy
R? R? (In [y1) R* " (In|y])

(26)
ou on a supposé pour simplifier que w; contient le disque de centre O et
de rayon 1, ce qui ne restreint pas le probléme (si ce n’était pas le cas, on
modifierait N(v) en remplagant In |y| par 1+ |In |y]|).

LS L

On a alors la propriété suivante.

LEMME . — Les normes I“ m eta(-, -)1/2 sont équivalentes.

Démonstration. — 1l suffit de montrer que pour tout u de C§° (R?\ w1),
on a une inégalité de la forme,

cllull < a(w.w)*? < cllul,
ou ¢ et C sont des constantes positives, puis on conclut par complétion.

La deuxiéme de ces inégalités est évidente car a est une forme bilinéaire
continue. Comme on a l’inégalité (cf. [13]),

1-v) Lz|V2u|2 dy < a(u,u),
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il reste donc a montrer qu’il existe K telle que :
2 2 oo 2w 2 12
ll]|? < KAJVZul dy:K/o /0 V24| pdpde,
V désigne I’opérateur
(i li)
8p’ p 86/’

On notera §; la dérivée partielle 3/8t.

On suppose ici que u est nul si p = |y| est inférieur & 1. On a D’inégalité
de Hardy [14],

oo 5 oo 2 2
4] |8,Vu|“pdp > A lpln p|~2|Vu|“pdp

qui permet d’estimer la deuxi¢éme intégrale de l’expression (26). Pour la
troisieme intégrale, on va montrer que :

oo -2 2 it -2y 12
‘/1- ‘plnpl |8pu| pde/; |p21np| !u‘ pdp. (27)

On a,
u(p)? = /1 ? pu(t)oru(t) dt

et donc
®\ 2 -2).12
A |p?Inp| ™" |ul?pdp <
oo 2 —2 P
< 2/; ’p lnpl (‘/; Iu(t)\ . ‘Btu(t)ldt> pdp
(o< (e o) —2
< 2/; |u(t)l . latu(t” (‘/; p_3|ln pl dp) dt
oo oo
< 2/ lu(t)] - |Beu(t)| - |lntl_2 </ p3 dp) dt
1 t
oo
< / lu(t)] - |Beu(t)| - [Int| "%t 2 at.
1
Par l'inégalité de Schwarz, cette derniére intégrale est inférieure &
1 1
(e <} 7 o
(/1 Iu(t)lzt‘silntl_zdt) . (/ t_1|lnt|—2|6tu(t)|2dt)§ ;
1
ce qui acheve de démontrer ’inégalité (27). O

- 228 -



Comportement d'une plaque élastique dont une petite région est rigide

8.8. Solution du probléme intérieur

Soit le probléme : trouver w tel que

{ Alw=f avec |y|%|In|y||f € LE(R? \ &1) (28)
w=0, 8,w=0 sur dwq,

ou on a supposé que wy contient le disque de centre O et de rayon 1 comme
pour (26). Ce probléme admet une solution unique dans H. Si de plus, la
fonction f est d’ordre au moins 6 par rapport 4 I'infiniment petit |y|~! quand

|y| tend vers ’infini, alors cette solution a une expression asymptotique de
la forme (cf. [15], [16] et [17]) :

w(y) = ag + 191 + a2y + @3®3(y) + «ad*(y) + a5 8°(y) + O(|Jy| 1) .

3.4. Description asymptotique des solutions du
probléme homogéne

Soit 1 une fonction biharmonique n’appartenant pas & H, comme V3,

V4, V5 ou 8%, 1, 2. Le probléme (28) admet des solutions ¢ qui, pour y
suffisamment grand, s’écrivent sous la forme :

¢(y) = ¥(y) + Co(y)

ou (o est une fonction de H.

La démonstration de cette propriété est analogue a celle développée dans
le paragraphe 2.5 en utilisant la fonction 1 — x .

En particulier, pour la fonction f égale a zéro, le probléme (28) admet
les solutions :

2
(M(y) =M (Y) - D rmi V() +

1=0

5
+> Ymn®™ (@) + O(jyI™), otm=0,1,2
h=s (29)

2
"(y) = V™) - D 1miVi(y) +
]

5
+ 3 1n®"(v) + O(lyl™?), avee n=3,4,5,
h=3
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ou les constantes vp, dépendent de la géométrie de wi.

La matrice :

[71"1] p,g=0...5 (30)

définie par les expressions (29) est symétrique.

La démonstration est analogue a celle de la symétrie de la matrice des

T'pq en utilisant la forme g définie en (21) sur un cercle de centre O extérieur
a wW1.

38.5. Exemple du disque

De méme que pour le probléme extérieur (§ 2.7), on peut déterminer
explicitement les coefficients vpq dans le cas particulier ou w; est le cercle

de centre O et de rayon 1, en utilisant des développements en séries de
Fourier des fonctions biharmoniques :

w(y) = ap + boIn p + cop® + dop?lnp +
+ (a1p+ bip !+ c1p3 + dlplnp) (cosG + ey sin 9) +

+ Y (@amp™ +bmp™™ + cmp™ 2 + dmp”™F?) x
m>2

X (cosmb + e, sinmb) .

Les conditions sur le bord dw; s’obtiennent en écrivant que w et sa dérivée

par rapport a p s’annulent pour p égal a 1. On obtient ainsi des relations
linéaires sur les coefficients ay,, bm, ¢m et dy. Par exemple :

ag+bg=0 et bg+2cg+dyg=0.

La fonction ¢° définie par (29) vérifie les conditions précédentes. On peut
faire apparaitre les premiers termes de son développement de Fourier. Ainsi
le terme indépendant de 6 nous donne :

1
a0 = =700 + —7= (Y03 + 705) ,
0 00 + — 7 (vo3 + v05)

1
bo = 3 (703 + Y0s) »

Co:O,
1

do = —.
0 8«
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Par les conditions aux limites, on obtient,

ag=cog=0 et boi—d0:§.

De méme, 'identification des termes d’ordre 1 dans le développement de
Fourier nous fournit

Yo1 =702 =0.

Et celle des termes d’ordre 2 :

Y03 =7Y05 et 04 =0.

Et finalement, la premiére ligne de la matrice des 7,4 est donnée par :

w00 0
[1 V2 x/i]

On peut procéder de la méme maniére pour les cinq autres fonctions (™ ou
(™ et déterminer tous les coefficients v,4. On obtient facilement :

-1
=22 =

-2
730 =750 = T, Y33 =755 = —6m, 35 =53 =27
Y44 = —87.

Tous les autres termes sont nuls.

4. Solution du probléme (1) et
étude asymptotique de I’impédance lorsque w, est en translation

4.1. Position du probléme

On considére ici la plaque définie par le domaine §2, libre d’effort sur le
contour Q. L’inclusion rigide w, est animée d’un mouvement de translation
parallélement & z3. Le probléme (1) s’écrit donc sous la forme :

chercher W tel que :
A2 —Aw=10

w=1et 212 =0 sur Ow, (31)
on
Nw=10 sur 912,
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_ 4nl¢ploh
= ~ )

A

On suppose que A n’est pas valeur propre du probléme de Sobolev associé
défini en (12).

4.2. Développements extérieur, intérieur et raccordement

On se propose ici d’utiliser une méthode de développements asympto-
tiques raccordés ([4],[5],(6] et [7]). Dans une région éloignée de w., on ap-
proxime la solution du probléme (31) par la solution du probléme extérieur
associé. Au voisinage de w., on approxime par la solution du probléme in-
térieur obtenu aprés la dilatation de rapport ¢~1. Il reste alors & raccorder
ces deux développements dans une région intermédiaire.

Soit we(z) la solution du probléme extérieur (14). Comme la fonction w
est égale & 1 sur w,, on écrit la solution extérieure sous la forme

we(z) = 170(1:) + ...
car la fonction 7° prend la valeur 1 en 0. Or, d’apreés (15),
n°(z) =1 - To1z1 — Togez + -

Afin de préparer les conditions de raccordement, on choisit le développement
intérieur sous la forme

wi(y) =1+ ewi(y) + -

Les termes prépondérants dans w} seront alors linéaires en y; et y2 ce qui
conduit & poser d’aprés (29) :

wi(y) = 411 (y) + 42¢%(v) -
On obtient alors la forme :
wi(y) =1+ e(—v1041 — 72042 + br1y1 + boya + A1{>1(y) + Aztl’z(y)) + .-
ce qui ameéne a compléter le développement extérieur en
we(z) = n°(z) + A1n' (z) + A2n(2) + - -
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ou apparait le terme
(roo + ATy + A2F20)§0(z)
ce qui nécessite dans w;, la présence de
¢?(Too + A1T10 + A2P20)40(y) .

Enfin les termes du types A;¢! dans w; aménent des coefficients —eA170
ce qui nécessite des termes en —£A1710170(a:) dans we. On posera donc :

we(z) = n°(z) + A1n' (z) + A2n*(z) + e (71041 — v2042)n°(z) + -+ (32)
et

wi(y) = 1+e(A41¢1 (¥) +A42¢%(y)) +e? (Too+A1T10+ 42T 20) (O (y) +- - - (33)

On raccorde en écrivant ¢ = ey et donc
(] 1 . 250 e ,
$"(z) = —r“lnr =e“® (y) + — p°lne
87 8w (34)
-1
§1(m) =5 (z1+2z1In7) = e§1(y - Zi; Ine

Ainsi les deux développements s’écrivent :

we(z) =1+e¢ { —To1y1 — To2y2 — A1T11y1 — A1T12y2 — AoToyyn +
— AsT22y2 — Y1041 — 712042 +

+ 41 (#(y) - Z—; lne) + 4, (82(y) - ij—;lns)}+"'

wi(y)=1+e¢ {Al [8' () — 710 — 111351 — 71202 +
+ A2 [‘I’z(y) — Y20 — Y21Y1 — 7223/2]} +
En comparant ces deux expressions, on voit que le raccordement est

possible si les nombres A; et A, sont des fonctions de €. On écrira donc
les conditions

1
To1 + ATy + Aol + 4 (Z; 1115) = A1711 + A2721

(35)
1
Toz2 + A1T12 + ATz + A2 (4—1r 1116) = A1v12 + A2722.
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Le systéme linéaire ainsi obtenu peut s’écrire sous forme matricielle

{[I‘pq]p,qzl,z = [vpal p gt 2 + ‘—:‘; lnel} [j:] =- [gz:] (36)

ot 1 désigne la matrice identité. La matrice entre accolades est inversible
pour ¢ suffisamment petit. On pose :

1
M= [I‘pq]p,qzl,z + [7P‘1]p,q=1,2 - Z; Inel. (37)

] = o) e

ce qui détermine la solution extérieure sous la forme :

Et on a donc :

we(z) = n%(2) + Alnl(:c) + A2n*(z) + O(e)

d’aprés (32).

4.3. Calcul des termes d’impédance

La matrice d’impédance définie dans l'introduction associe aux déplace-
ments rigides de w,., les composantes de la résultante et du moment en O
des efforts exercés par la plaque sur w, :

R U
M | = [Iij]i,jzo, 1,2 0, (39)
M 0,

Le calcul de ces efforts dans le cas de la translation de w. donne la
premiére colonne de la matrice. La résultante est donnée par :

R=N F(w)dl = —Ng(w, 1) (40)
Swe

d’apres (3), (5) et (21). Donc, en utilisant les résultats (22), (23) et (24), on
a:
R = —Ng((Too + A1T10 + 42T20)8°, V°) + O(e)

= —N(roo + AT40 + Agrzo) + O(E)

ou

-1 T
+ B=Too+[T10 TalM™! [r‘“] +O(¢). (41)
02
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La matrice M1 peut s%crire sous la forme :

-1 - —
M- = {4_“ lnel + [ 722 — T2 '712+I‘12]} 1 (42)

-r12+T12 7y11-Tn1 det M’

avec @

1 2 1
det M = <4—1r 1115) — (1 +722—T11—I‘22)G In e+det ([vpq] — [Tpq)) -
(43)

Pour ¢ assez petit, la matrice M est définie positive.

L’expression asymptotique du terme d’impédance Ipg obtenue en (41)
s’écrit & ’aide d’une fraction rationnelle en Ine :

1 1 (-1 s s

N Ioo = Too + Jet M {:1; In &(T'3y + T'3p) + (122 — T22)T20 +
(44)
+ (111 = T11)T%0 — 2(712 — I'12)1‘101‘20} +O(e) .

Et on peut en écrire les premiers termes dans 1’échelle des (In s)'k,

1 2 47l'
5 Ino = —Too + (T10 + I‘%o)i; + ((v11 = T11)To +

. _ 4\ (L
+ (v22 — T22)T30 + 2(12 — T12)T10T'20) (1115) +0 (Ine)® /)~
(45)

Il reste a faire le calcul des moments pour obtenir les autres termes de la
premiére colonne de la matrice d’impédance. Ils sont donnés par :

Myz7 + Myz3 =

- N(/&”‘ _M(w)7dl +

(2171 + 22Z3)A F(w)T3 dI‘) )

We
D’ou
M, = —Ng(w,z3) et Mj = Ng(w,z1) (46)

d’aprés (3), (5) et (21). On a donc :

M,

—Nq(n°(z) + A1n' () + 42m%(2), V?) + O(¢)
_ N4, + O(e)

i
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en utilisant les expressions des 77(z) et les relations (22), (23) et (24). De
meéme,

M; = NA; + O(e).

En remplagant A; et A, comme précédemment, on obtient des équiva-
lents rationnels en In e des termes d’impédance I;q et I20,

N -1
— — - T + 0
ho= 35 m ((r12 712)To1 + (M Ine+v1 I‘n) 02) (e)

N -1
aryval el —T9 T I‘—I‘)+O.
20 = g ((4,, ne + 722 22) 01 + (T12 — 112)To2 (¢)
(47)
On a aussi dans échelle des (In¢) ™,
1 4r 4\ ?
w o= Toz + (I?E) X
1
X [(‘712 —T12)To1 + (722 — I‘22)I‘02] +0 ((_111_;)—5)
(48)

1 4 4ar \2
o= g To— (ﬁr) x

x ((711 = T11)To1 + (112 — T'12)To2) + O <(1n15)3) .

4.4. Exemple du disque

On considére une plaque circulaire de centre O, de rayon R. Le bord est
libre d’effort et w. est le disque centré en O et de rayon . Les notations
sont celles du paragraphe 2.4. Le calcul des termes d’impédance montre que
I1o et Izo sont nuls par symétrie et que (cf. [3]) :

Igo = —47rNc3s(ao.71 (ce) + BoYr (Cﬁ)) .

Une étude asymptotique montre que :

8N A(cR) 1
Too = 8N 2 TCR) - faleR) T O ((m s)3) '

En appliquant les expressions (45) et (48) et compte tenu de

—8c2A(cR)

o= om0 e Too S FiR) — faleR)

on retrouve le résultat.
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5. Solution du probléme (1) et étude asymptotique de ’impédance
lorsque w. est en rotation

5.1. Position du probléme

L’inclusion rigide w est ici animée d’un mouvement de rotation autour
de z1 et de x3. Le probléme (1) s’écrit sous la forme suivante :

chercher w tel que :

Alw—Aw=0
w= 0129 — Osz; sur w, (49)
Nw=20 sur 99

d’aprés (2). On suppose que A n’est pas valeur propre du probléme de
Sobolev.

5.2. Construction des développements extérieur et intérieur.
Raccordement

D’aprés (25), on doit avoir :
w;i(y) = €(@1y2 — O2y1) + -~
ce qui conduit a choisir le développement extérieur sous la forme :
we(z) = Byn* (z) + Ban?(z) + - - -

Les expressions (19) montrent qu’on fait ainsi apparaitre 3! et 2 dans
we ce qui améne & introduire e¢1(y) et £¢?(y) dans w;. On pose donc :

we(z) =B1n'(z) + Ban?(z) + e(—7110B1 — 720B2)n°(2) + - --
wi(y) = (@192 — @231 + B1¢ (v) + B2l?(y)) + -+

ol on a tenu compte dans we d’une premiére condition de raccordement.

(50)

En écrivant que z = ey et en utilisant (34), on a
_ 1 ) T
we(z) = eBy (87 (y) — - Ine—Tuy —Tzyz ) +

2 Y2 _
+ B,y ('I> (v) - o Ine —T2a1wn I‘zzyz) +
+ e(—710B1 — 720B2) + -
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et
w;(y) = 6(913/2 — @231 + B1(2'(¥) — 710 — 71191 — 11292) +
+B3(2%(y) — 720 — 72131 — ‘7223/2)) +---

Et on en déduit 1’écriture des conditions de raccordement :

1
B1T'11 + B2T'21 + By (j4—7r In 8) = Bim11 + B2v21 + 02

1
B1T'12 + BaT'22 + Bs (Z; In €> = B1712 + Bav22 — ©4

qu’on peut aussi écrire sous la forme matricielle :

{[l‘m]p,q=1,2 ~ ["palpgm1,2 T 4% Ine 1} [g:] _ [_9@21]

ol on retrouve la matrice M définie en (37). On a

52 =2 oY) ®

et la solution s’écrit

we(z) = Byn*(2) + Bon’() + O(e).

5.8. Calcul des termes d’impédance
On calcule les termes d’impédance comme dans la section 4. D’aprés (40),
R = —-Ng(w,1).

On obtient
R = —N(B1T'10 + B2T3) + O(¢).

D’ou
1

N

R=—[Ty0 I‘zo]M[ o, ]+0(e).

Le calcul est analogue & celui effectué dans la section 4. On obtient les
expressions des termes d’impédance Ip; et Ip, définis par

R = 19103 + 10202
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sous la forme :
-N -1
In = 350 (T12 = 12)T10+ (4—ﬂ_ Ine+ 711 — I‘11) I‘zo} + O(¢)

N
Toz = Tt M { (—— Ine + 722 — I‘zz) Ti0+ (T12 — 712)1‘20} +0(e),

qui sont les mémes expressions que celles trouvées en (47) ce que permettait
de prévoir la symétrie de la matrice d’impédance. On obtient donc les
expressions asymptotiques écrites en (48).

Le calcul des moments fournit les derniers termes. D’aprés (46) :

M; = —Ng(w,z3) et My = Nq(w,z1).

Donc
My = —NBjy + O(¢)
M, = NB; +O(e).
On obtient
M|
My| ™~
N T ISP —‘712] [91]
= + O &
det M [Flz — 712 T2z 0, ()

avec
1 1
111 = 2-7—‘- Ine + (rll —_ ’7’11) et 7—22 = '—41" Ine + (F22 - 722)

On a donc des équivalents sous forme de fractions rationnelles en lne :

L, = deiVM (-— Ine +T17 — 711) + O(E)
Iy = 112 N (r12 - 712) + O(E) (52)
det M
Ipp = N (— Ine + a2 — 722) + O(e).
det M

Et on en déduit alors les expressions

4 N 2 1
hi=4—- N(T22 — 7v22) (lne) +0((1ne)3)

N(T12 — 112) ( 47‘;) + O<(ln1€)3> (53)

4N 4m 1
Iz Ine N(f11 =) (ln 6) + ((ln £)3>
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5.4. Exemple du disque

Dans le cas du disque déja envisagé précédemment, le terme d’impédance
I 5 est nul; 779 et Ips sont égaux et se calculent a 1’aide des fonctions de
Bessel J; et Y5 [3]. L’étude asymptotique directe fournit I’équivalent en :

4N
Ine °

6. Conclusion

Finalement, par des raccordements de développements extérieur et inté-
rieur, on a construit une expression asymptotique de tous les termes d’im-
pédance et on a obtenu pour chacun d’eux, un équivalent sous forme d’une
expression rationnelle en In e. Cette approximation des coefficients est a la
précision O(¢), et donc est bien meilleure que celle obtenue précédemment.
Par exemple, pour € prenant la valeur 0,01, on calcule une valeur appro-
chée avec une erreur de ’ordre de 10™2 des termes d’impédance, alors que
I’approximation en (In s)"l est trés médiocre, la valeur de In ¢ étant faible.
En outre, on a vu que les résultats obtenus conviennent pour des inclusions
rigides de forme quelconque.

Si lne est grand, on peut alors faire un développement par rapport a
Pinfiniment petit 47 /In ¢ sous la forme

4T ar \? 1
J=Jot Nt (F) ’”0(‘—“@”)3) ’

avec _
—Too 0 O
Jo=N 0 0 0
| 0 0 0
r 12 2
I‘lo + r20 Togo —To1
.71 =N 1‘02 1 0
L —-To1 0 1
et
(7aﬂ - raB)raorﬂO (70:2 - ra2)r0a (70:1 - ral)rﬂa
J2=N| (Ya2 —Ta2)Toa (v22 — T22) —(712 = T12)

(Vo1 = Ta1)Toa —(712 — T12) (v11 — T11)
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ou on somme sur « et 3 prenant les valeurs 1 et 2.

On retrouve ainsi en particulier ’équivalent de J déja connu et donné
dans lintrodction (cf.[1]), dans lequel Ji2 est donc nul. On remarque
en outre que les coefficients J;; ne dépendent que des I'p; et donc sont
indépendants du contour de l'inclusion rigide w,.
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