R.LE VAVASSEUR
Les groupes d’ordre 16p, p étant un nombre premier impair

Annales de la faculté des sciences de Toulouse 2° série, tome 5,n°1 (1903), p. 63-123
<http://www.numdam.org/item?id=AFST_1903_2_5 1_63_0>

© Université Paul Sabatier, 1903, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales de la faculté des sciences de Toulouse »
(http://picard.ups-tlse.fr/~annales/) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AFST_1903_2_5_1_63_0
http://picard.ups-tlse.fr/~annales/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

LES GROUPES D’ORDRE 16p,

p ETANT UN NOMBRE PREMIER IMPAIR,

Par M. R. LE VAVASSEUR,

a Toulouse.

Jai divisé la discussion en trois Parties. Dans la premiére Partie (A), je
suppose que le groupe cherché admetl un sous-groupe d’ordre p, conjugué de.
lui-méme; [ étant ce sous-groupe, G le groupe cherché, je prends pour I_" succes-
sivement les 14 groupes connus d’ordre 16 (n* 2, 3,..., 13). J’ai ainsi 25 groupes.
Pour savoir s’ils sont distincts, j’énumére dans chacun d’enx le nombre d’opé-
rations d’ordre donné (ns 16, 17,..., 40).

Dans la deuxié¢me Partie (B), jarrive au cas ot il n’y a pas dans le groupe
cherché de sous-groupe d’ordre pvconjugué de lui-méme, mais ou il y a un
sous-groupe d’ordre 16, conjugué de lui-méme (n" 41, 42,..., 56).

Dans la troisiéme Partie (C), j’envisage le cas ou le groupe cherché d’ordre
16 p n’admet ni sdus—groupe d’ordre p conjugué de lui-méme, ni sous-groupe
d’ordre 16 conjugué de lui-méme (n* 57, 38, . .., 67).

A la fin est un Tableau résumant les résultats obtenus.

1. Le groupe cherché a au moins un sous-groupe d’ordre p.
L égalité
16 p=pm(1 + hp) (1)
donne
16=m((hp +1).

Donc, pour p > 7, le groupe admet un sous-groupe d’ordre p conjugué de lui-
méme.

Pour p = 7, on peul supposer i =1, m = 2.

Pour p =5, » h=3, m=r,

Pour p = 3, » h=1,m=4o0ouh=>5 m=1.

(") Voir §21, p. 18 de mon Mémoire sur I'Enumération des groupes d’opérations,
¢dité chez Hermann, 8, rue de la Sorbonne, ou chez Privat (Toulouse).
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2. (A). Nous supposerons d’abord que le groupe admet un sous-groupe d’ordre p
conjugué de lui-méme.

I. Ce sous-groupe I' étant d’ordre D % est du type Gy (*). Ona
a's—=~0rP=—1, ba = ab* avee alb=1 (mod p).

Sio=1,0na
Gm/::GmGp-

Si a appartient & 'exposant 2, le groupe sera désigné par Gy, ,

2
» 4, » Gu;m
» 8, » G::G,n
» 16, » G:Gp_

3. 1I. %est du type GsG, ¢

(at=0"=1,a b = b'a).
On a
at=0b>=1, ab = ba, ch=r,
puis
ca = ac*, ad=1 (mod p),

cb = bch, pr=1 {mod p).

(1). 2= B=1 donne
GG Gp =G5, G2 = G, Gy

(2). Soit B=1, a1,
Si o appartient & I'exposant 2 (mod p), on a Gy, G
» 4 » » G;—:PGQ ().
» 8 » » G;pG: !
(3). Soita =1, B —=-—1,0na Gy ,Gs.
(4). Soit p=—r, oA,
Sig=—1, ca=ac ", cb="0bc"", cab = ac™'b=abc.
On peut poser ab = d'.
On retrouvera (‘I“_,I)Gg.

Si o appartient & exposant 4 (mod p) on ale groupe Gig, -
ad=br=ct=1, ab = ba, ca = ac?, cb = be !

[ x appartient a Fexposant 4 (mod ”

-

(1) Eoc. cit., Chap. VI.
(2) Loc. cit., Chap. VIIIL.
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Si  appartient a 'exposant 8 (mod p), «* appartient & I'exposant » (mod p) :
cat=a‘*c, cb = bc, ca*b = a*bc.

Posons a’b = ', on retrouve G§, ..

4TI T est du type (Gy)?

(a*=b"=1,ad' b =10Vd).
On a
ab = ba, ca = ac*, cb = beh,
avec
at=ft=1 (mod p).
(1). a=p3=1 donne
(Gh)z(;p:G'.[le'

(2). a=1, p 1 donne
1,6, et GG, (Y.
(5) U-:—’?ﬁ#[‘

Soit ca = «c™*, ¢b = bc 1, alors cab = abe.
Posons ab = U/, on retrouve G|, G,.
Si B appartient a I’exposant 4 (mod

@ app p 4 p

ca = ac™', ch*=bc!;
donc
cab*=ab’c.

Posons ab?= &', on retrouve G, G;.

(4). « et 3 appartiennent tous deux a 'exposant 4 (mod p).
Alors « et 3 sont racines de la congruence 2241 = o (mod p).
Sil'on suppose =3, on a

ca’= a*c®, cb = bc?, c@®b=a*c* b=a®bc.

Posons a*b =¥/, on retrouve G} ,G;.
Si a est différent de 3, on a

o =1 (mod p),

ca = ac*, cb = bch, cab == ac*b = abc*b — abc.

On retrouve encore G} ,G;.

(') Loc. cit., Chap. V.
Fac. de T., 2* S., V. 9
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, ab=ba, ac =ca, be = cb,
da = ad* avec at=1 (mod p),
db=10bd? avec P’=1 (mod p),
dc = cdY avec Y=t (mod p).

(l). lzp:Y:I,On a

G,(G2)?G,p= Gy, (Gy)* = G,, G, G
(2). B=y=1,2%1,0na
Gip(Ga)’s GE,(Ge)
(3). e=B=1,y=—1donne
G!,G: G,
(4). B=y=—1,db=>bd™",dc=cd"; donc
dbc = bcd.

On pourra donc toujours supposer 3 =1.

(3). B=1,y=—1,01.

Sio=—1, da=ad™', dc=cd™!, dac = acd.

Posant ac = &', on retrouve G;I,G,. G,.

Si « appartient a 'exposant 4 (mod p), a*c est permutable avec d.

On pourra prendre a*c = ¢’ a la place de ¢ comme opération génératrice.

On trouve Gfp(G2)2.

G
6- V. 'f p— (Gz)"' :
al= 0= c’_—_dzzel’:l,

ab = ba, ac = ca, ad = da,
bec = Cb, bd = db, cd = dc,

ca=ae* eb==beB, ec=cel, ed=del, =p'=y'=3d=1 (modp).

En transformant e par loutes les opérations du groupe d’ordre 16, on trouve,
comme exposants de opération transformée :

o, ﬁ; 7 J, 0‘(5' ay, aa, @Y’ ﬁa’ 76’ @73, 769‘7 6“@’ 157’ a@ya'
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I

Si2=f=+y=208=1, tous ces exposants sont égaux a 1.
e

Si g

:ﬁ:y: 1, on trouve

o
Siy=26=—1,a=8=1, on trouve

n 1, —I1, —1, I, —I, —1, —1I, —1I, I, 1, I, —1, —1I, I.
Sia=1,3=y=28= —1, on trouve

I, —I, —I, —i1, —I, —1, —1, 1, I, 1, —1, 1, 1, 1, —1
. N

Sio=@3=y=28=—1, on trouve

—1, -1, —I, —1, I, I, I, I, 1, I, —1, —1I, —1
On n’obtient donc que les deux groupes suivants :

(G2)'G,=Gyp (Gy)* et GL,(Gy)
P 2p

T. VI 5 =G{G, (). On a
at=b*=c*=dr=—1, ab = ba?, ac = ca, bec =cb,
da = ad* avec at=1 (mod p),

db=>bdP  avec (=1 (mod p),

dc = cd avec yi=1 (mod p);
mais

dab = abd*B, dba® = ba’d*8,
Donc, puisque ab = ba?, on a
al=1 (mod p).

=3 =vy=1donne G}G,G, = G}G.,, ().
=—1, B=y=1 donne G;,G, (?).
1, 3=—1,y=1 donne G;,G: (3).

B=1,y=—1 donne G;G,,.

S e
R R R @
I

I

AN N AN~
&SN W N

(1) Loc. cit., Chap. IV.
(%) Loc. cit., Chap. VIII.
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(3). a=1, 3=+=—1, dbc= bed. Posons bc = U'; on trouve
at=b*=c’=1, ab = b'a®, ac = ca, be=cb,

da=ad, db'=1"b'd, dec = cd'.

On retombe sur Gy G} .

(6). 3=1,y=a=—1; dac = acd. Posons ac = a'; il vient

a*=b0=c2=d"=r, a'b=ba'?, ac—=ca, be = cb,

da'=ad'd, db = bd, de = cd-1.

On retrouve GG} ,.
R

(7). y=1,0=3=—1,dab= abd. Posons ab=10V'; ona 4

a*=0*=c?=d"*=1, ab = b' a3, ac = ca, b'c=cl,
da = ad—!, db'=10'd, dc =cd.

On retrouve Gy, G, [voir (2), méme numéro].

(8). a=R=vy=—1.Posons ab=1",'; on a

at=bt=c?=d*=1, ab' = b'a?, ac = ca, be=rcb,

da = ad—, db'=10'd, de = cd—1.

On retrouve Gj G.;p [voir (6)].

G
8. VII 1 =G3Gs :

at=0'=c*=drP—=1 at=>? ab = ba? ac —ca be =cb
’ ’ ’ ’ )

da = ad* avec at=1 (mod p),
db=0bdP  avec Bi=1 (mod p),

dec = cdY avec =1 (mod p),
mais

dab = abd*B, dba® = ba® = d*8,
Comme ab = ba3, on a
a=1 (mod p),
a? est permutable avec d, donc aussi b*= a*; et par suite on a

Br=1 (mod p).

On peut toujours supposer a = I, car sil'ona o = —1, |

muter a et b (on a ba = ab?).

3 =1, on peut per-
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Sia=—1,8=—1, dab=abd; on peut poser ab = /', car a'b = ba'*.
(1). a=p=y=1donne G{G.G, = GiG,,.

(2). a=y=1, 2= —1 donne G;,G. (Y).

(3)o=p=1,y=—1 donneGiG.‘_,p.

(4). a=1, P=vy=—1, dbc = bed.

Posons bc == 0'; on a

at=b"=ct=dr=1, a*= b, ab' =b' a3, ac = ca, b'e=cb',
ad = da, db'=10'd, dc = cd,
on 2 (3 ¢
On retrouve G{G,,.
>

G
9. VIIL £ =G, :

) at= b=, ab=ba> (2).
On a
AB=b=cr=1, ab = ba®;
puis
ca = ac* avec ad=1 mod
P

cb = beh avec Bi=1 (mod p).

Mais, d’une part
cab = abc*B,
d’autre part
cba’ = bas c*B,
d’ot I'on déduit
at=1 (mod p).

)- 2= =1 donne G| G,.
2). B=1,a£1,0na

aAt=Dbr*=cr=, ab = ba®, ca = ac%, cb = be.

Si a appartient & 'exposant 2 (mod p), on aura le groupe Glo,-

» 4 » _ GZGp'
(3) a=—+41, B=—1.

AB=b=crPr=, ab = ba’, ca=ac, cb = be-t

’ h S
définissent G? 6p°

(4)- B=—1,a1.

() Loc. cit., Chap. VIII.
(%) Loc. cit., Chap, VI,
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7()
Sio=—1,0na

ca=uac™!, ch = be? donc cab == abe.

On pourra poser ab—a'; alors, comme ab = ba’, a’2= a®, a'® =1
p P ) ’ I ) b

a'b=ab*=ba*b, a'*=at, a*=a%b donc a'b = ba'’.
8
On retrouve G, ,.
Les formules
at = b*==cP—=—1, ab = bad, ca = ac?, cb =bc 1,

ou o appartient a 'exposant 4 (mod p), définissent Gl

Je rappelle, pour la clarté de ce qui précéde, le Tableau suivant des opérations

de G, ().

8] a aa } ab aba
4‘ o ad f ol ba o
2‘ o? o l b ] ot o? o?
10. 1X. ¥ =
* * I‘ 16
al=b=c*=1, ab = bac?, ac = ca, bc = cb,
4 ” a ' aa ba 1 ab |
: ' (e=2) (%)
2 ” a b | o® l a? o? o ‘abal
On a:
aAd=b*=ct=dr=1, ac = ca, be = ¢b, ab = bac?,
da = ad* avec al=1 (mod p)
db—=0bd® avec f*=1  (modp)
dc = cdY avec yr=1 (mod p)
Mais

dab = abd8, dbac? = bac? d*BY donc y==1.

(1). a=8 =y =1 donne G G,.

(1) Loc. cit., Chap. VI.
(%) Loc. cit., Chap. VL.
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(2). »=B8=1,y=—1 donne G!?, : .

16p °
at=b=ct=dr=1, ac = ca, bc =cb, ab = bac?,

da = ad, db = bd, dc == cd—1.

N
16p°

(3}.a:1,ﬁ:~1,y:1donneG
A=b*=ct=dr=1, ac = ca, bc =cb, ab = bac?,
da = ad, db = bd—1, de = cd.

L]

16p- 11 suffit, pour le voir, de permuter

(4). e=—1, B=y =1 redonne G
a et b, dans les équations précédentes.

(5). a=1, B=y=—1; da=ad, db=bd~", dc=cd™', dabc— abed.
Soit abc = ¥'; on a

at= 4= ct=1, ac = ca, b'e=cb',
ab'=a*bc = bca.a = bac.a — abc.act = b ac?,

da = ad, ab' == b'd, dc = cd—!.

On retrouve G!'?

i6p°
(6). a=—1,B=1,y=—1 redonne Glep
(7)- e=f=—1,y=1: abc=a’ est d’ordre 2. On a
a*=b=ct=1, a' b= abch = ab’c = bac*bc — babc’ — ba'c?,
a'c =ca, bc =cb.

Draillears, si da= ad~', db = bd~"', dc — cd, on en conclut

da'—=a'd.
"

On retrouve Gj; .

(8). =B =vy=—r1; alors
dabc = abed-!.

12
16p

Le groupe G}; , a, pour équations de définition,

Ar=b*=ct=dr=—1, ac = ca, bec = cb, ab = bac?,

da = ad?, db = bd—!, de = cd—!.

G
1. X. =62, (\):

i6

at=0b'*=1, ab=ba*® oubien a’=a, *=8, a*=f'=1, ab=baa.

(1) Loc. cit., Chap. VI.
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Rappelons le Tableau des opérations de G}, :

4 I a b | ab l
2 2 | 313 ||
On a
at—=b —=cr—=1, ab = ba?, ca — ac®, eb = bch,
avec

at=ft=1 (mod p).
Mais ab = ba?, or
cab = abc*B, cba’ = ba*c*'?;
Donc on a

o= (mod p).

at=bt=—cP =1, ab = ba?, ca=—ac}, ch = be

définissent le groupe G| .

(3). Soita=1,BA41:
at=b"—=cr=—1, ab = ba?, cb == bed.

Si B =—1, on ale groupe G g ,.

Si B appartient a I'exposant 4 (mod p), on a le groupe G|,

16p°

(4). Soitenfin o= —1, B£1.
Sif=—1,ca=ac™", cb=>0bc", donc

‘cab = abc.
Posons ab =0/, d’ot b'2 = b2, donc

ar=br—cr—ru, ab =b'a?, ca = ac™!, ch'=10"c.
On retrouve G g .
Si B appartient a Uexposant 4 (mod p), on a
ca=ac™l, c¢b =%, donc cab?— ab?c.
Posons ab® = d', ¢'* = a®.
Done
at=bt=1=cP, a'b =abl— b¥a*—= b(ab?)* = ba'3, ca'=dc,

15
On retrouve Gmp.

ch = beB,
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12. XI. sz‘:G "):
at=b*=c*=1, ac = ca, bc = cb, ab = bac.
Rappelons le Tableau des opérations :
(a*=a, V=ar=03=1, ab = baf),
Ordre 4 ( a ab ”
Ordrezta b | af B\
On a
at=b=c’=dr—1, ac = ca, bec —cb, ab = bac,
da = ad®* avec at= (mod p),
db = bdPB avec = (mod p),
de = cdy avec yi=1 (mod p).
Mais, tout d’abord, /
dab = abd*B, dbac = bacd*B.
Comme ab = bac, j’en conclus
Y =1 (mod p).
(1). «=B==r donne G} G,.
(2). B=1, «5£1. On a, comme équations de définition,
at=b=ct=dr—=—r, ac =ca, be = cb, ab = bac,
da = ad®, db = bd, dc = cd.
Si @ = —1, ces équations définissent Gl

Si a appartient a 'exposant 4 (mod p), ces équations définissent G!7
(3)- Soit =—1, a =1, on ale groupe G!?

atr=0=c*=dr=1,

da = ad,

(4). Soitaz£1, f=—1.

ac = ca,

db = bd—1,

16p°

16p7
bc =cb,

cd =dec.

ab = bac,

Siz=—r1,da=ad™', db = bd~", donc

dab = abd.

défini par les équations

73

(1) Loc. cit., Chap. VI.
Fac. de T., 2*S., V.

10
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Posons ab=a/, on a
a*="b=c*=1, a'c=ca, be=cb, a'b=ab>= bachb=babc= ba'c.

18
On retrouve Gig,

Si « appartient a 'exposant 4 :
da®* = a*d!, db = bd-!, da?b = a*bd.

Posant a?b = V', on retrouve G|{ .

13. XIL § =Gf, (9):

at=oa, B=a, atl=1, ab = bada.

8 a a?
41| a* | a’a b ab | a®b | a3b
2 || « o « a a o
On a
al=bt—=cP=1, at*= 02, ab = ba’,
ca = ac* avec a¥=1 (mod p),
cb==>bc® avec fB'=1  (modp).
Mais
cab = abc*B, cba’= ba’c¥'B,
Donc on a
al=1 (mod p), a==1.
J’en conclus
ca*=—atc,
donc
cb2=b%c,
donc
(_’) — 7.

(1). Sia=3=r1, onale groupe G}; G,.

(2). Sia=1, 3=—1, on trouve G|} ,, dont les équations de définition sont
ad=b*—cP=1, at= 0% ab="ba’, ac = ca, ch = bc-1.

(1) Loc. cit., Chap. VI.
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(3). Sia=—1, B=-1, on trouve G};,.

aAd=bt=crP=1, at*= b2, ab—=ba’, ca=ac, bc =cb.

(4). Sita=B=—1, ca=ac™*, ¢b = bc~", donc

cab = abe.
Posons ab=1¥'; on a
at=b"*=cr=1, at=1>0"?, abl="b'a’, ca = ac™?, b'c=cb'.
Donc on retrouve G37 .
1 XL 8 =6, ()
4. 2 . —f = U, ( )
at=ua, f—at=—, ab = bad.

Tableau des opérations.

8 a a? ’
41| @ | a?a ab a’b
2 o o b o a?b o ’
On a
adB=0=cr=1, ab = ba’,
ca = ac* avec ab =1 (mod p),
cb=>bcP  avec =1 (mod p).
Mais
cab = abc*B, cha® = badc*B;
donc

a?=1 (mod p).

(1). a=f =1 donne GS,G,.

(2). a=1, B = —1. Les équations

at=b*=cP—q, ab = bad, ac = ca, ¢b = bc!

3 . 21
définissent G2 op*

(3)- a=—1, B=1. Le groupe G?2, est défini par les équations

at =b*=cr =1, ab = bad, ca=ac!, cb = bec.

(1) Loc. cit., Chap. VI,
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(4). a=8=—1, G2

est défini par les équations

16p
at=>b>*=cr =1, ab = ba?®, ca=ac', ¢cb = bc1.
15. x1v. ¥ =G, (1)
CXIV. £ =G, ()
a* = «a, =—ur=1, ab=bada.

Voici le Tableau des opérations

) 8 ” a l ad I ]
4 ” a? atuo \
2 H a l o i b ab | a*b | a*b 1

On a
at=0?=cP =1, ab—=ba’,
ca = ac* avec ad=1 (mod p),
cb=0bc® avec B*=1  (modp).
Mais

cab — abc*B, cba® = ba’c* B,
d’ou, puisque ab = ba’,
a’=1 (mod p), donc o= 1.

(1). «=03 =1 donne G} G,.

(2). =1, 83 = — 1 donne le groupe G};

14 p) défini par les équations

at=b*=crPr =1, ab = ba!, ca = ac, ¢b = bc1.

25, défini par les équations

(3). = —1, 3=1 donne le groupe G

16p?
at = 0*=cP =1, ab=ba!, ca=ac™}, cb = be.
(4).. e=f3=—1, ca=ac', cb=>bc*, cab= abc.
Or posons ab=10'.
O[l a
at=0"?2=1 ab' =b'a’

25

On retrouve G? op

16. Il reste maintenant a chercher si les 25 groupes G,

trouvés (A =1, 2,...

(1) Loc. cit., Chap. VI.
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sont bien distincts. Pour cela, énumérons dans chacun d’eux le nombre d’opéra-

tions d’ordre donné.
3 ) 1 .
Soit d’abord Gmp :
a's =br =1, ab—' = ba,

a? est une opération d’ordre 8, conjuguée d’elle-méme dans le groupe total.
On a
b-%a=ab", donc (ab*)? = a?,

pour toute valeur de w.

a?+1 b quel que soit i, est d’ordre 16.

On a donc 8p opérations d’ordre 16.

a?b¥, abb¥, a'o b, a'* b (1 premier avec p) sont d’ordre 8 p.

Cela fait 4(p — 1) opérations d’ordre 8p.

a*b¥, a'2bt (. premier avec p) sont d’ordre 4p, d’ou 2(p —1) opérations
d’ordre 4p.

ad b¥ (. premier avec p) est d’ordre 2p, d’ou (p — 1) opérations d’ordre 2p.

b* (u premier avec p) est d’ordre p, d’ott (p — 1) opérations d’ordre p.

a?, a%, a'®, a'* donnent 4 opérations d’ordre 3.

a*, a'? donnent 2 opérations d’ordre 4.

a® est d’ordre 2.

Ainsi, G

:Gp a:

8p opéralions d’ordre 16,
4(p—1) » 8p,
2(p—1) ) 4p,
P » 2p,

p—1 » Ps

4 » 8,

2 » 4,

1 opération d’ordre 2.

17. Gfsp est défini par les équations

al® =br =1, ba = ab?,
ou o appartient & exposant 4 (mod p); p — 1 doit étre divisible par 4; exemples :
p=>5,13,17,
On a

b*a=ab avec a'a=1 (modp).
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o/ est différent de 1
ab —p¥va,
(@bt)? = b¥'b g2 bt = g2 pra—a),

(abt)t = @2 br1-%) g2 pu(i—a) — gb

Donc ab est d’ordre 16, quel que soit p.

De méme
(a?b*)? = at.

a?bv est d’ordre 8, quel que soit p.

Ainsi, @® b, quel que soit p, est d’ordre 16;
a2+ e quel que soit p, est d’ordre 8.
a* 1) bl (1 premier avec p) est d’ordre 4 p.
a®b¥ (. premier avec p) est d’ordre 2p.

O% (. premier avec p) est d’ordre p.

a3+ est d’ordre 4, a® d'ordre 2.

Gip 2
8p opérations d’ordre 16,
4p » 8,
2(p—1) » bp,
p—i » 2p,
p—1 » P>
2 » 4,
1 opér'ation d’ordre 2.
18. G}, est défini par les équations

al® =br =1, ba = ab?,

ol o appartient a I'exposant 8(mod p); p —1 est divisible par 8; exemples :
p=17, 41, ceen
Alors on a
b%a = ab, a'a=1 (modp), b¥ kg — ab¥, (ab?)? = b* a2 bt,
Mais
ba*Pa? = a? b¥-.

Donc
(ab®)? = pla+a)pg2 — g2 DR +02) — o2 pU(0+1)

(ab!")" — H(HHY gl hU(ot1) — HA+AD)p—(A+1) P g — gt b—(a'+a'i)(:1.+(oc+1)p.

Enfin
(ab¥)® = ab.
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Donc, a?*+1 b, quel que soit u, est d’ordre 16;
@20 e quel que soit w, est d’ordre 8;

a* @+ b quel que soit p, est d’ordre 4.

a3 b¥ (p. premier avec p) est d’ordre 2p.

b* (1 premier avec p) est d’ordre p, et a® d'ordre 2.

G3

16,
8,
4,
20,
P>

2.
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Top @1
8p opérations d’ordre
4p »
2p »
p—1 »
p—1 »
I opération d’ordre
19. G{,,, @' = bP =1, ba = ab*, « appartient i I'exposant 16 (mod p), p —1

sera divisible par 16; exzemples: p=17,97,....

brar = at b,

(b a)? = b @ %" = a2t b (a+a’®)

(& " )\
(Brat)p = apb Pt +a™ 4. o) — gopp ™

waft—1

Si « appartient a exposant 16 (mod p), pourvu que @ ne soit pas égal a 16,

a¥ — 1 sera différent de zéro.

Donc, on aura
(Bra¥)ts =1,

Donc, a?**!b¥, quel que soit ., est d’ordre 16;
@@+ b quel que soit u, est d’ordre 8;
a1 pe | quel que soit p, est d’ordre 4;

adb¥, quel que soit w, est d’ordre 2.

b* (u premier avec p) est d’ordre p.

4 P
Glop a: o
8p  opérations d’ordre
4p »
2p »
1 4 »
p—1i »

20. G}, est défini par les équations

ad=0*=cP=1, ab = ba, ca = ac%,
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ol o appartient & 'exposant 4 (mod p)
crat bY = at " by = gt by ¢(—1" 2"
(c)\ap, bv )e — cha2t p2v (-1t — oou bevc(—t)“mh(—l)*"la’i"
(c)‘ a¥ bY)P = aph b (=1 Mot (= 1) Do (—1) 7 ha®

v ne peut prendre que deux valeurs.

1° Soitv=o0:
o 28—
(ctar)p=aptc -1,

Si p n’est pas multiple de 4, o — 1 est différent de zéro.
Donc, on a
(crat )t = a'+, pFEo (mod 4).

2° Soity=1:
F(_.n?’“a?f”_’

(cratb)p = aptbp c—Mo—a™+..(=0%®] — goupp ¢ o1

Soit p= 29’ :
et 1o’

(cxai’- b)¥ = a?'tc— 1+a1*’

o appartient & Pexposant 4 (modp). Done, si p est impair, 1+ a* est différent
de zéro, 1 -+ a2* est nul, puisque o= —1.
Donc,
(C)‘aQP'"" b)2p: a?p(2p.+1),

a* est une opération conjuguée d’elle-méme.
Revenons a la formule
(c*ab)P = a0 bp oot — L (— 1) ha R
M I ! .
Soit p =29’ :
(cratb)w = P B A
Si u=2p/+1, Pexposant de ¢ sera

—M—1—1—...—1) =422},

done
(C‘A a2(2b+1) )2 — ap2p+1) o2hp

et, par suite,
(c"aﬁ(7ﬂ+‘)b)‘: o,

Si donc A est premier avec p, c*a2(2¥+1)p est d’ordre 4 p.
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Si @ est pair, "
p=2p, (cta*¥ b)) =1,
- cha b est d’ordre 2.
En résumé ;
Cela donne
¢ta®+p () premieravec p) estd'ordre 8 &4(p — 1) opérations.
cha@+) ) » » 4p 2(p—1) »
ctatb » » 2 2(p—1) »
chapt » » 8 4(p—1) »
a2+ » » 4 2(p—1) »
crat » » 2p (p—1) »
ch » » )4 (p—1) »
a1y vy =1, 2 » 8 8 »
a?CPr vy —q1, 2 » 4 4 »
av b, u,v=r1, 2 (sauf p=v=—12) » 2 3 »

Donc G, contient

2(p—1) opérations d’ordre 4 p,

p—1 » 2p,
p—1 » Ps

8p » 8,
2p+2 L 4,
2041 » 2.

21. G}, , est défini par les équations
aAdA=b*=cr=1, ab = ba?, ca = ac™?, ch = be.

Rappelons le Tableau des opérations de G} :

8 a ao l ab abo ”
4 o od o3 bo o
2 o2 o? } b ot ol o

Le groupe %a, b} contient donc

8 opérations d’ordre 8,
4 » b,
3 » 2,

Fac.de T., >*S., V. I1
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Puisque cb = be, bc* = c*b.

bc* () premier avec p) sera d'ordre 2p; cela donne (p —1) opéralions
d’ordre 2p. '

¢* () premier avec p) sera d’ordre p; d’olt p — 1 opérations d’ordre p.
ca—=ac™', donc cla=ac, (ac)*=a’.

Donc @' ¢t (1 premier avec p) sera d’ordre 8.
Cela donne 4(p — 1) opérations d’ordre 8.

cab = abc!, (cab)?=calct=oad.

Donc a®* bet (. premier avec p) est d’ordre 8; d’ou 4(p —1) opéralions
d’ordre 8.

2 est une opération conjuguée d’elle-méme.

Donc a2 bbch (h premier avec p) est d’'ordre 4p; de la 4(p — 1) opérations
d’ordre 4 p.

22btc> (L premier avec p) est d’ordre 2p; de la 2(p—1) opérations
d’ordre 2p.

G};, adonc:
4(p—1) opérations d’ordre 4p,
3(p—1) » 2p,
p—1 . » ps
8p . » 8,
4 » 4,
3 » 2

22. qup est défini par les équations

ad=b=cP=1, ab—=ba*, ca=ac?*, cb = be,

ou 2 appartient a lexposant 4 (mod p).
On a toujours, pour le groupe | a, by,

8 opérations d’ordre 8,
4 » 47

3 » 2.

be> () premier avec p) sera d'ordre 2 p, dott p—1 opérations d’ordre 2 p,



LES GROUPES D’ORDRE 16p, p ETANT UN NOMBRE PREMIER IMPAIR 83
c* (% premier avec p) sera d’ordre p, ot p — 1 opérations d’ordre p

crat=at M, (chat)r= cha et = g M atva)

B q
. . a2
(crat)p = aptehla+a . raf) __ jonn et .

Si @ est mcongl‘u

zéro (mod 4), a*— 1 sera différent de zéro.
Donc

(crace+1ye = q*;
a*ttichest d’ordre 8; d’ott 4(p — 1) opérations d’ordre 8.

(c)‘ a2(2p.+l))2: a* ;

2(2pt1) o) est d’ordre 4; d’on 2(p —1) opérations d’ordre 4.
a‘c* est d’ordre 2p; d'oti (p —1) opérations d’ordre 2 p.
crabb = at " b — gt bor,
(cratb)? = crast e = gop Mot +a®) —- o dattult)

(crabb)* = atv,

c) a*¥*' ) est donc d’ordre 8, ce qui donne 4(p —1) opérations d’ordre 8,
a4} est done d'ordre 4, ce qui donne 2(p — 1) opérations dJordre 4,

a'b est donc d’ordre 2 p, ce qui donne p — 1 opérations d’ordre 2 p.
G,‘“p a donc :

3(p—1r) opérations d’ordre

2 p,
p—1 » P
8p » 8,
4p » 4,
3 » 2.
23. G}, a pour équations de définition
aAd=02=cr =1, ab = ba’, ca = ac, cb = be1.

On a toujours, pour le groupe |a, b|,

8 opérations d’ordre 8,
4 » 4,
3 2.

»

b =bc?, (be))*=1; d'ot p — 1 opérations d’ordre
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¢* donne (p — 1) opérations d’ordre p.
avber= crab b, (a*bc*)* = (abb)?2, quel que soit L.

. LE VAVASSEUR.

4(p —1) opérations d’ordre

2(p-—1) »
(p—m) »
4(p—1) »
2(p—1) »
(p—1) »

opérations d’ordre 8 p,

Donec
a?b+1pcr  est d’ordre  8; d’on
a2(2u-+1) pok » b »
at bC)‘ » 23 »
arich » 8p; »
@?(2p+1) oh » hp; »
a*c* » 2p; »
Gfﬁp posséde :
4(p—1)
2(p—1)
1) — 1
P — 1
bp+4
2p42
2p -1
24. G}, est défini par les éqﬁations

ad=b>—=cr—1,

ab = bas,

a2 appartient a I'exposant 4 (mod p).
On a toujours, pour le groupe |a, b;,

4p,
2p,
P
8,
by

2.

ca = ac*, ¢b = bec?,

8 opérations d’ordre 3,

4
3

»

»

b,

2.

¢ b = b}, (beh)2=1; d’ot p — 1 opérations d’ordre 2.

¢* donne p — 1 opérations d’ordre p.

a+1ch est d’ordre 8 (voir n° 22), d’ou 4(p —1) opérations d’ordre 8,
a22p+1) ch » 4 » a( pP— 1) » 4,
a‘c » 2 P, » (p—1) » 2 p,
abbr = ateb, c*a=—ac, cPa=ac, c*rab=atc?,

at ber = ¢**? gt b,

(atbcr )2 = ) (atb)er = A st ok = Mat—1) gop — gk Ma—a)
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et
(a¥bch)r = a*r.,

(a*t*tbct)t=a'; c’est une opération d'ordre 8; d'od 4(p —1) opérations
d’ordre 8.

(a*etVber)i=1; d’ont 2(p — 1) opérations d’ordre 4.

a*bct est d’ordre 25 d’olt p — 1 opérations d’ordre 2.

Gy, a:
p e C. ,
p—1 opérations d’ordre 2 p,
p—1 » D>
81) » 8,
4[) » [l’
2p+1 » 2.
23. G,'::P est défini par les équations
At=b0'=ct=dr=1, ac = ca, be = cb, ab = bac?,

da = ad, db = bd, dec = cd—1.

Le groupe des opérations | @, b, ¢! a pour Tableau :

4 l c ac | ab
2 l a b c? c? ¢t | abe
| @, b, ¢| donne donc

8 opérations d’ordre 4,
7 » 2,
d* donne (p—1) » P»
ad* donne (p—1) » ap,
bd» donne (p—1) » ap.

dc)*=c?, dc est d’ordre 4.

c*d", cd* donnent 2(p—1) opérations d’ordre 4,

ctd* donne (p—1) » 2p,

bed), bc*d* donnent 2(p—1) » 4,
acd), ac*d donnent 2(p—1) » 4,
be*d), ac*d* donnent 2(p—1) » 2p,

abd  donne p—1 » 4p.
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abed'= d~*abe, done (abedh)* = 1.

abed*, abc*d* donnent 2(p—1) opérations d’ordre

27
abe*d*  donne (p—1) » ap.
G}, admet :
2(p--1) opérations d’'ordre 4p,
5(p—1) » 2P,
p—1 » P>
6p+ 2 » 4,
2p+5 » 2.
26. G}, a pour équations de définition
aA=b=c'=dr=1, ac = ca, bc =cb, ab = bac?,

da = ad, db = bd!, de = cd.

i
la,b,ci donne

8 opérations d’ordre
7 »
d~ donne (p—1) »
ad* donne  (p—1) »
bd*> donne (p—1) »
cd*, c*d» donnent 2(p—1) »
ctd*> donne (p—1) »
bed*, bc*d* donnent 2(p—1) »
acd*, ac*d* donnent 2(p—r1) »

berd* donne  p—1 »

ac’d* donne  p—1 »
abd*=adb=dab, (abd )= c?.

abe?d* donne
4(p—1) opérations d’ordre 4.

Bref Gjg, a
4(p—1) opérations d’ordre 4p,
3(p—1) » 2p,
p—1 » P
6p+2 A » 4,

ap+5 »

&

4,
2’
p

2p,

4p,
2p,

4p,

2,

2p,
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27. G\;, a pour équations de définition
A== ct=dr=1, ac =ca, be = cb, ab = bac?,
da = ad!, db = bd-!, de = cd—?.
L, b, c¢| donne
8 opérations d’ordre 4,
7 » 2,
d~ donne  p—1 » Ps
ad*, ba*, cd*, c*d* donnent 4(p —1) » 2,
c2d*  donne  p—1 » 2p,
bedr, bc*dh donnent 2(p —1) » 4p,
acd*, ac’d* donnent 2(p—1) » 4p,
berd*, actd* donnent 2(p —1) » 2,
abd*, abc*d* donnent 2(p —1) » qps
abed*, abc*d* donnent 2(p —1) » a.
G, posséde :
6(p —1) opérations d’ordre 4p,
p—1 » 2p,
p—1 » Ps
3 » b,
8p —1 » 2.
28. Gg, est défini par les équations
a=b=cr=r, ab = ba?, ca—=uc!, cb = bc.

Le Tableau des opérations de z a, b% est,

G ab|a !
> «| 818 las

1a,b | contient :
12 opérations d’ordre 4,

3 . » 2,
¢* donne p—1 » 7
ac*, a*c* donnent 2(p—1) » 4,
bc*, b3c* donnent 2(p—1) » 4p,
atc’, b2c* donnent 2(p—1) » ap,
A 3 oA 3hor
Zsb; ’cx, Z:“ ;\,’ Z;ll;cc; % donnent 6(p —1) » 4,
a*bc*, a*bdc* donnent 2(p—r1) » 4p,
a*b2c*  donne p—1 » 2p.
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Bref G:‘;‘,p a )
4(p—1) opérations d’ordre 4p,
3(p—1) » 2P,
pP—) » Ps
8p-+4 > 4,
3 » 2.

Remarque : 4p opérations, savoir ; a, a®, ab?, a3 b2, ac*, a*c*, ab*c*, a b*c*
ont pour carré o.

4 p -+ 4 opérations, savoir : b, b*, ab, ab3, a®b, a’b, a?b?, a® b*, abc*, ab? ¢,
a3 ber, a3 b® c* ont pour carré 8. '

29. Gig, est défini par les équations .
at=bt=cP=1, ab = ba?, ca=ac, ch=be'.

<

g a,b : contient

12 qpéralions d’ordre 4,

» 2,

¢~ donne  (p—1) » D»

act, a’ct, abc, a*b*c* donneni 4(p—1) » 4p,
ber, V3¢, abber, a%bich donnent 8(p —1) » © 4 (carré 3),

a’ct, bxc, a*bic* donnent 3(p —1) » ap.

On remarquera qu’il y a 8p opérations d’ordre 4 ayant pour carré 3 el 4 seule-
ment ayant pour carré o. \

Donc G differe de G*?

16p 16p?
donné que ce dernier groupe, savoir :

bien qu'ayant le méme nombre d’opérations d’ordre

4(p —1) opérations d’ordre 4p,

3(p—1) » 2p,
pP—1 » P>
8p+4 » 4,

3 » 2.

30. G;;

1op €st défini par les équations

at=br=cP=1, ab = ba*®,  ca—ac, cb = bcb,

ou {3 appartient & I'exposant 4 (mod p).
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L@, b! contient

12 opérations d’ordre
3 »
¢ donne p—I1 »
ac, a*c* donnent 2(p—1) »
(cb)?=cbcB=c'-Pb2=b2cP-! donc (cb)r=1,
bc*, b3’c* donnent 2(p—1) opérations d’ordre
a*c* donne  p—1 »
b¢*  donne p—1 »
atbc, a*l3cr, abct, adbct,
5 donnent 8(p —1 >
abdcr, a*bicr, ab’c, adb c* (p ) )
a*b*c>  donne  p—1 »
15 )
Done Gi;, a
2(p —1) opérations d’ordre 4p,
p—1 » 2p,
p—1 » Ps
10p +2 » 4,
2p+1 » 2.
31. G:::‘,) a pour équations de définftion
at=0=¢>=dP=r, __ _ac—ca, bc —=cb, ab = bac,
da = ad—1, db =1bd, dc = cd.
Le Tableau des opérations de {a, b, ¢! est
4 n a ab |
2 " a*=a b ac=of ce=p \
Dot
8 opérations d’ordre
7 »
d* donne {(p—1) »
ad*, a*d* donnent 2(p —1) »
a*d*, bd*, cd* donnent 3(p—1) »
@t bdr, @ tedh,  a+t'bedh donnent 6(p —1) »
a*bd, a’cd’, a’bed*, bed: donnent 4(p—1) »

Fac. de T., 2*S., V.
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4,
2,
P
4p,

4,
2p,

2y

4,
2/)
4,

ap.
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Gl§, posséde

7(p —1) opérations d’ordre 2p,
Pt » 12
8p » 4,
7 » 2.
32. Gjg, est défini par les équations
ad=b0=c?=dr—u, ac = ca, cb=cb, ab = abc,
da = ad*, db = bd, de=cd,
ot « appartient a 'exposant 4 (mod p).
Le groupe |a, b, c| donne
8 opéralions d’ordre
7 »
d*  donne  (p—1) »
ad*, a*d* donnent 2(p—1) »
a’d*  donne (p—1) »
bd*, cd*, bed* donnent 3(p-—1) »
abd, a*bd*, abed
acd*, acd*, a®bed* donnent  6(p —1) ?
a*bd*, a*cd*, a’bed* donment 3(p —1) »
Gii,a .
3(p—1) opérations d’ordre 2p,
8p » 4,
p— » 2
4p +3 » 2.
33. G}, 2 pour équalion de définition
at=br=crt=dr—=1, ac = ca, bc = cb, ab = bac,
da = ad, db = bd-1, de — cd,
%a, b, c; donne
8 opérations d'ordre
7 »
d*  donune p—1 »
ad*, a*d* donnent 2(p—1) »
a*db, cd*, acd* donnent 3(p-—1) »
ba, bed, arbd, a*bed* donnent f(p —1) »
abd’, a*bd*, abed*, adbcd* donnent j(p—7) »
acd*, a*cd* donnent 2(p—1) »
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G5, posséde

16p

4(p —1) opérations d’ordre 4p,

3(p —1) » 2p,
p—1 » P>
Gp + 4 » 4,
4p+3 » 2.
34 G|i, est défini par les équations
At =bt—=cr=1, a*=b?, ab=ba’, ca = ae, ch = be~
la, b a pour Tableau d’opérations
8 a ‘ a?
4 a | ala b ab | a*b | a*b
2 | o a a o o o
donc | a, b{ donne
4 opérations d’ordre 8,
10 » 4,
1 opération d’ordre 2,
¢ donne p—1 opérations d’ordre p,
a*+ick  donne  4(p —1) » 8p,
a*¥+ber donne  2(p—1) » 4p,
a*c* donne p—1 » 2p,
* atbc donne 8(p—1) » 4.
Donc G}, a
4(p —1) opérations d’ordre 8p.
2(p —1) » 4p,
p—I » 2p,
p—1 » P>
4 » 8,
8p+2 » 4,
1 opération d’ordre 2.
35. Gig, est défini par les équations
ad=bt=cr—i, a’= b2, ab = ba’, ca=ac™!, cb = bc,

91
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4 opérations d’ordre
10 »
1 opération d’ordre
¢* donne (p—1) opérations d’ordre
_ a®+ich  donne  4(p—1) »
@b el @2euh e ghpe  donnent  5(p —1) »
a'c, bc* dénnent 2(p—1) »
a?+pct  donne  4(p—1) »
Done Gj, a
5(p—1) opérations d’ordre 4p,
2(p—1) » 2p,
p—1 » P>
4p » 8,
Ap+6 » 4
1 opération d’ordre 2.
36. Le groupe Gi;, est défini par les équations
at= b= cr—m, ab= ba?, ac = ca, cb = bc1,
Le Tableau des opérations de |a, b; est
8 a a? !
4 a | ata ab ab
2 o o b a | @b | o |
Par suite, {@, b! donne
’ 4 opéralions d’ordre 8,
6 » 4,
5 » 2,
¢ donne p—1 » Py
a+teh donne  4(p—1) » S p,
@k donne  2(p—1) » 4p,
a*c* donne p—1 » 2 p,
ber, @+ ber,  atbc> donnent 4(p—1) » 2,
a**+1pcr  donne 4(p—1) » 4.
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Bref G} a

i6p
4(p—1) opérations d’ordre 8 p,

2(p—1) » 4p,
p—1 » : 2 p,
p—1 » P
4 . 8, '
hp-+2 » f,
4dp—+1 » 2,
37. Le groupe Gi;, a pour équations de définitions

ad=b>*=cP=1, ab = ba®, ca=ac!, cb —=be.:

{a, b| donne
opérations d’ordre

o &~

<t

¢ donne p—1 »

a+cd  donne 4(p—1) »

a*@-+ek  donne  2(p —1) »

atcl, ber, a*®+Ubcd, a*bcr donnent 5(p—1) »
a*+iper  donne  4(p—1) o

22

Bref, on a, pour le groupe Gi{ ,

2(p—1) opérations d’ordre 4 p,

5(p—1) » 2P,
p—1 » P
bp » 8,
hp+2 » by
3 \ » 2.

38. G}

tip st défini par les équations

al=D2==cr ==, ab= ba3, ca=ac!, ch = be—!
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la, b | donne

o

2y+1 )

a? ‘.Zp.+l)c)\’ a2V+1 pek

atch
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[oPEES

Ut

donne  p-—r
G(p—1)

donnent 6(p —1)

donne

donne

opérations d’ordre

p—1 »
bet,  a*eBl pek, abber donnent 4(p—1) »
Done Gi, a ‘
6(p —1) opérations d’ordre 4p,
p—1I » 2p,
pP—1 » P
41) » 8,
6 ) 4,
hp—1 » 2.
39. G7;, a pour équations de définition
at=b>=cPr=—1, ab = ba’, ca = ac, cb = be—1.
Le Tableau des opérations de | a, 6! est
P 1O
8 a a? ]
4 a? a’o
2 a | « b ab | a*b [ atb
Donc | a, b| doune
4 opérations d’ordre 8,
p
2 » 4,
9 » 2,
¢ donne p—1 » )2
a*+ick donne 4(p—1) » 8p,
a*®+ ek donne 2(p—1) » 4p,
a*c* donne p-—i » 2p,
a*bc*  donne » 2.

8(p—1)

ap,

2P



LES GROUPES D ORDRE IGP, P ETANT UN NOMBRE PREMIER IMPAIR.

Gf('fp posséde

2(p—1) » 4p,
P » 2p,
p— » 2
4 » 8,
2 » 4,
8p+1 » 2.
40. Enfin G, est défini par les équations
at=b*=cr=1, ab = ba’, ca—=ac™,
Le groupe | a, b | donne
4 opérations d’ordre
2 »
9 »
¢~ donne  (p—1) »
a’*+ick  donne 4(p—1) »
a2+ ck  donne  2(p—1) »
a‘c*, a®bc* donnent 3(p—1) »
a’®+tbc*  donne  4(p—1) »
Gi;pa
2(p—1) opérations d’ordre 4p,
3(p—r) » 2P,
I) — I » &)
4p » 8,
2 » b4,
4p—+5 » 2.

4(p—1) opérations d’ordre 8 p,

be = cb.

95

41. B. JYarrive au cas éu 1l n’y a pas dans le groupe cherché de sous-groupe
d’ordre p conjugué de lui-méme; alors supposons qu 1l y ait un som—omup(-
d’ordre 16, conjugué de lui-méme.

Supposons que le sous-groupe d’ordre 16 conjugué de lui-méme est G,

Soit @ une opération d’ordre 16. Elle engendre G.

Pour engendrer G, on peut remplacer « par

a, ou a’,

ou a?,

a7’ a9’ (l“, a13’ ali‘i'
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Le groupe des isomorphismes de G, est d’ordre 8.

Ces isomorphismes sont, I'isomorphisme identique, 1, puis

s =(a,a* a® a') (a® a®) (a*, a'?) (a*, a's, a'?, a’) (a'®, a'*),

s =(a,a’)(a? a't) (a’, a'?®) (a’, a'?),

s = (a, a'l, a’, a®) (a?, a®) (a*, a'®) (&, a’, a'?, a'®) (a', a'*),

t = (a,ad a’a')(a® a'®)(a’ a'?, a'l, a’) (a®, a'*),

st = (a, a'®) (a?, a'*) (a3, a'?®) (a*, a'?) (&%, a't) (a%, a'?) (a’, a’),

s*t=(a,a'®, a’, a®) (aza a') (a*, a’ya'!, a'®) (ab a'*),

$t=(a,a) (a*, a) (a*, @) (@, a'?) (a*, a®) (a, @) (a¥1, @),

On a

st=t =, sT=1¢2, st =ts.

De la résulte que si b est une opération d’ordre p, permutable avec le groupe Gy,
elle ¢st nécessairement permutable avec toutes les opérations de Gyg.

On retombe sur le groupe G, Gp.
42. Soit G4G, le sous-groupe d’ordre 16 conjugué de lui-méme
et =pr=1.
On pourra remplacer (pour engendrer le sous-groupe)
o par o, ad, ob a'y, a3, B3, a*B, a’f,
B par B, a*B.

Le groupe des isomorphismes de G4 G, est donc d’ordre 16.

1l n’y a donc aucun isomorphisme d’ordre impair.

Donc, si une opération d’ordre p est permutable avec GG, elle sera permu-
table avec toutes les opérations de ce groupe.

On retrouve GG, Gyp.

43. Soit (G, )? le sous-groupe d’ordre 16 conjugué de lui-méme.
Soient a*= b*=1, ab = ba.
Voici le Tableau des opérations :

a a? b ab | a*b | a*b | ab® | a?b?| 0? ab® | a?b® | a®b?
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Il'y a 12 opérations d’ordre 4 :

4 ont pour carré a?,
» b2,

4
4 » a?b?,

On pourra prendre pour opération génératrice @' I'une des 12 opérations
d’ordre 4, puis ensuite, pour &/, I'une des 8 opérations d’ordre 4 n’ayant pas
méme carré que a'.

En tout, cela donne
12.8 = g6 isomorphes.

Or,
96 =3.32.

Puisque 3! est la plus grande puissance de 3 qui divise g6, les isomorphismes
d’ordre 3 se partagent en groupes cycliques d’ordre 3 formant une suite compléte
de sous-groupes conjugués dans le groupe total des isomorphismes.

Soient ¢3=1.

Posons

ac = cb, be = ca*bB;

d’ou
a*bBec = a%ca*B pB* = caxB po+B:,

On devra donc avoir

B+ a=o, aB=1 (mod4).
Donc
B=—1 (mod4),
d’ott
B=3, a=3.
Le groupe G3§ sera défini par les équations

at=bt=c’=1, ab = ba,

c=(a, b, a®b?).

44. Le sous-groupe d’ordre 16 conjugué de lui-méme est G,(G,)2. On a

ar=0=c*=, ab = ba, ac = ca, be = cb.
4 ” a a? ab arb ac atc abe a*be
2 “ a? a’ b a* | a®b | & c a* | a’c | a® be a |atbe| «*

Pour avoir le groupe des isomorphismes, on peut remplacer @ par une des

Fac. de 7., 2¢8S., V. 13
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8 opérations d’ordre 4, soit a'; puis b par 'une des 6 opérations b, a?b, ¢, a*c,
be, a*be, soit U'; ensuite ¢ par 'une des 4 opérations d’ordre 2 qui restent aprés
que I'on a exclu &/ et a'2¥'.

Le groupe des isomorphismes est donc d’ordre

8.6.4=3.64=192.
Les isomorphismes d’ordre 3 se partagent en groupes d’ordre 3 formant unc
suite compléte unique de sous-groupes conjugués.

Si 'on se reporte aux considérations faites dans un Mémoire antérieur ('), on

aicly my=1, ad = da, par exemple (en supposant d*> =1),
d = (a*b, a*c, a*bc).
On trouve ainsi le groupe décomposable G}, G, (2).
43. Le sous-groupe d’ordre 16 conjugué de lui-méme est (G,)*. L'ordre du
groupe des isomorphismes est
(16 —1) (16 —2) (16 — 4) (16 — 8) =15.14.12.8 = 25.3% 5.7 == 20 160.

On a
my,=15 (mod p) (3).

Sip =7, peul-on avoir m,=8?
Soit

)

a*= bficﬂzd'

«, b, ¢, d étant deux a deux permultables.
Les opérations avec lesquelles e est permutable forment un groupe, car si

Pon a
ae = ea, be = eb,

on aura
abe = aeb = eab.

Or il faudrait, en prenant les 8 opérations d’ordre 2 et en y ajoutant 'opération
identique, ce qui fait g opérations, que ces g opérations constituent un sous-
groupe de (G2)*.

Mais g ne divise pas 2%. Donc c’est impossible.

On peut avoir n, =1,
ae = ca;

(1) Loc. cit. au commencement du Chapitre VIII.
(2) Loc. cit., Chap. V.
(%) Loc. cit. au commencement du Chapitre VIIL
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puis ~
e = (b, c,d, be, ed, bed, bd) (ab, ac, ad, abe, acd, abed, abd).

On wouve ainst G§, G, (*).
D’ailleurs, dans le groupe des isomorphismes de (G.)*, il y a une suite com-

pléte unique de sous-groupes conjugués d’ordre 7.

46. Faisons p=135.

On peut supposer m, =10, ou my=>5, ou my=o0.

Mais les opérations de (G.)* permutables avec e forment un groupe. Oun en
déduit qu'on a nécessairement m,==0; autrement l'ordre du groupe des opéra-

tions de (G;)* permutables avec e serait 6, ou 11, cc qui est impossible puisque
ces nombres ne divisent pas 2.

On peut supposer, par exemple, qu’on a
¢ =(a, b, c,d, abed) (ab, be, cd, abe, bed) (ac, bd, abd, ad, acd).

Introduisons les exposants imaginaires de Galois.

Prenons comme congruence fondamentale
=+ (mod 2).

Voyons a quel exposant appartient x :

2

=z, 2= a?, a3 — a?, rr=at 2+ 1,

=ttt a2t =1.
Donc x appartient & 'exposant 5 et GjJ est défini par les équations
al? VXt r+1) — B — 1, qb — ba*.
On remarquera d’ailleurs que les sous-groupes d’ordre 5 du groupe des iso-

morphismes de (G,)* font partie d’une suite compléte unique de sous-groupes
conjugués.

47. Soit p = 3. On aura

my=—13, 12, 9, 6, 3, o.
~ . ) . . , : . N
Pour my= 15, on aurait un sous-groupe d’ordre 3 conjugué de lui-méme.

Les opérations de (G.)* permutables avec e devant former un groupe, les
hypothéses my=12, 9, 6 sont exclues.

(%) Loc. cit., fin du Chapitre VIII.
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Soit m,= 3.
On aurait, par exemple,

et—1, ce—=ec, de = ed,
c=(a, b, ab).

On trouve ainsi G3,(G,)?2.
Soit enfin m, = o.
Appelons b la transformée de a par I'opération e :

ae —=eb.

Soit ensuite be = ec', et par suite ¢'e = ea.

On a

abc'e =eabc’; donc abc' =1, c'=uab.
Bref, on pourra prendre pour e 'isomorphisme suivant :
e={(a, b, ab) (¢, d, cd) (ac, bd, abed) (ad, bed, abe) (be, abd, acd).

Introduisons les exposants imaginaires de Galois.

Prenons la congruence fondamentale
2+ 2+ 2+ +1=o0 (mod 2).

On a vu (ue , z%, 2%, 2%+ x*+ x +1 appartiennent & exposant 5, 1 + x
appartient a Uexposant 15.

Il en est de méme de 1+ 22= (1+2)?, de z+ 2+ 2= (14 2)", de
(142 +22)=(1+2)7, de 1+at=0+2z)8, de 1+ +x>= (1 +x)", de
r4-z2r=0+2z)%etde x + 2= (14 z)'.

Les deux seuls nombres appartenant a I'exposant 3 sont

1+ a2 el xt+ at [1+a2t+ 2= +ax); 22+ 2=+ 2)°].

Sil’on envisage le groupe des isomorphismes de (G,)*, ou plutét le groupe des
substitutions linéaires simplement isomorphe, j’observe que, puisqu’ona m,= o,
les substitutions d’ordre 3 correspondront & des congrucnces caracléristiques
ayant toutes leurs racines imaginaires.

Cette congruence caractéristique sera donc

g4+l +o+1=0 (mod 2)
ou
gt +1=0

ou
p

gt+ '+ 1=0
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ou
g*+ o+ 1=o.

Cette congruence caractéristique est d’ailleurs donnée par la formule

a,+ag ayy as ap,
(221 A9y -+ C ays3 Ay,
=o (')
sy A3z A+ 0o A3
I A Ays Ay ay,+o
G?3 sera défini par les équations
a(2,x»¢+x5+x‘5+1+1): b3 — 1, ab — baxn“'xﬂ.

48. Le groupe d’ordre 16 conjugué de lui-méme est G} G,

at=b*=c'=1, ab=ba?, ac = ca, bec =cb.

ab | a®b | a®b c a? a* | a*c | bc | abc |a’be|atbe

I

™

a?

R =N
Q

N
N}
e
D
o
N

I’ordre du groupe des isomorphismes est 64.

En effet, on peut remplacer a par une des 4 opérations a, a*, ac, a®c; puis b
par I'une des 8 opérations b, ab, a*b, a®b, be, abe, a*be, a3 be; enfin ¢ par 'une
des 2 opéralions ¢, a®c.

Cela fait en tout 64 isomorphismes.

Dong, il n’y a pas d’isomorphisme d’ordre premier impair.

Autrement : on a '

=2 (modp), donc m,=—2;

donc P’opération d, d’ordre p, est permulable avec « et c.

Ensuite il y a 11 opérations d'ordre 2.

Si p=17, m, est au moins égal a 4 (puisque d est permutable avec w2,
¢, ac).

D’ailleurs m, ne peut pas étre égal a 4 : il n’y a pas dansle groupe G} G, de
sous-groupe d’ordre 5. :

Si p =35, I'hypothése m, =6 est inacceplable : il n’y a pas dans le groupe G} (i,

de sous-groupe d’ordre .

(') Loc. cit., Chap. VII. — Voir aussi Chap. VIII.
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Si p=3, my=38, 5. Clest impossible : il n’y a pas dans G G, de sous-groupe
d’ordre 6, ou g.

49. Le sous-groupe d’ordre 16 conjugué de lui-méme est G2 G, ’
a=b=a, al=cr=1, ab=baa, ac=ca, be =cb,
4 a b ab ao bo | aba ac be abe aco | bea al)cz‘
|
2 o o o o o o c o o o co o o o |

On peut remplacer @ par 'une des douze opérations a, b, ab, aa, ba, abx, ac,
be, abe, aca, bea, abeo; soit @' ; puis b par 'une des 8 opérations d’ordre 4 qui
restent, aprés quon a effacé o, @'c, a’'a, @’ca; enfin ¢ peut étre remplacé par
I'une des deux opérations ¢, ca.

Le groupe des isomorphismes est donc d’ordre

12.16 =192,

D’aprés cela, il y a, dans le groupe des isomorphismes, une suite compléte
unique de sous-groupes conjugués d’ordre 3.

Soit d une opération d’ordre 3. Je dis que d est nécessairement permutable
avec o.

Lin effet, si d n’est pas permulable avec 2, il n’est permutable avec aucune des
opérations d’ordre 4, qui toutes ont pour carré o. On aurait, par exemple,
ad =dda', &' étant d’ordre 4.

Mais on en déduit a* d = da'?, donc 2.d = dx. Il y a contradiction. Donc d est
permutable avec «, et, par suite, avec ¢ et ca.

Il y a six groupes d’ordre 4, donc on a

m,=6 (mod 3) (1).

L’hypothése m, =6 doit étre écartée (7 ne divise pas 16).

Donc m;= 3 ou m,=o.

Soit m;=3; si d est permutable avec a, b, ab, il est aussi permutable avec
ac, be, abe, donc on aurait m, = 6.

Mais, s'il est permutable avec ac, il est permutable avec @, puisqu’il est déja
permulable avec c.

Donc Phypothése m ;=3 doit étre écartée.

(') Loc. cit., le commencement du Chapitre VIII.
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Reste m,= o, qui donne G}, G, ('),

2

a’=0'=uq, a?=ct=d¥=1,

ab = baao, ac = ca, be = cb, de = cd, d=(a,ab,b).

50. Le sous-groupe d’ordre 16 conjugué de lui-méme est G, :
(at= b*=1, ab = ba?).

Le Tableau des opérations est le suivant :

8| a a’ a’ a’ ab a*b ab l a’b |
4| a® a® a? ad a® | a?b | at | atb | @ ‘
— 1
2| a* | at | at | at b at | a |- a* | a'b| at | at | a* |

On peut remplacer @ par 'une des 8 opérations a, a?, a*, a’, ab, a®>b, a*b,
a’b, et b par 'une des 2 opérations b, a*b, ce qui donne 16 pour P'ordre du
> I > )
groupe des isomorphismes; donc, il n’y a pas d’isomorphisme de degré impair.
51. Le sous-groupe d’ordre 16 conjugué de lui-méme est G}, (2):
a?=b?=ct=—=1, ab = bac?, ac=ca, be =cb;
il a, pour Tableau de ses opérations,

4 ’ ab abet| ¢ c? ’ ac bc act | bed |

2| a b ¢t | ac? | be? c? ¢t c? , c? ¢t | abe | ¢ c? | abe?,

On peut remplacer @ par 'une des 6 opérations a, b, ac?, be?, abe, abe?.

@ étanl ainsi remplacé par a', on peat choisiv pour & I'une des 4 opérations
qui restent quand on a supprimé @' et a@’c2. On peut enflin remplacer 'opération ¢
par ¢ ou c?.

Cela fait en tout 48 = 3. 2% isomorphismes.

Il'y aura donc, en particulier, une suite compléte unique de sous-groupes con-
jugués d'ordre 3. '

On pourra, par exemple, prendre

- a b ¢
d=
<b abe c>

(1) Loc. cit., fin du Chapitre VIII,
(2) Loc. cit, Chap. VI,
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ou
d—=/(a, b, abc) (ab, ac®, bc?) (ac?, be?, abce?) (ac, be, abc?).

Le groupe G7} est alors défini par les équations

A= =ct=d*=1, ab = bac?, ac = ca, be = cb, cd = dc,

d=(a, b, abc).

32. Le sous-groupe d’ordre 16 conjugué de lui-méme est G7; :
at=b'=1, ab = bad.

Le Tableau des opérations est ici, en posant a*= 2, b>*= 3, ab = bax:

ab bo 'al)oc | afB aa3 b I abf3 ' baB | abz3 |

5 | 5 |6 | g | 2 |las| « | 86| 68| 5|

a pourra étre remplacé par 'une des 4 opérations a, ax, a3, aop.

b » 8 b, ab, ba, aba,bB,abB,
bafB3, abaf.

L’ordre du groupe des isomorphismes est 32.

Il n’y a pas d'isomorphisme d’ordre impair.

53. Le sous-groupe d’ordre 16 conjugué de lui-méme est G3, :
a*=a, b*=a*=p=1, ab=baf,

aaf abf3

ao abo abaf

o o bp af | baB | 4B ba

3 | B

@ pourra étre remplacé par I'une des 8 opérations a, ax, ab, aba, a3, as3,
abB, abafB; b, par 'une des 4 opérations b, b3, ba, baf.

Cela donne 32 pour l'ordre du groupe des isomorphismes:

Il n’y a pas d'isomorphisme d’ordre impair.

54. Le sous-groupe d’ordre 16 conjugué de lui-méme est Gy :

a=b=a, at=r, ab = ba’a.
81 a a | aa | a*a Il
41l a® | o | at | ata b | ab | a@®b | a3 | ba | aba | a*boa | aPba |

1
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a peut étre remplacé par I'une des 4 opérations a, a?, aa, a®a, et b par I'une
des 8 opérations a*b, A =o, 1, 2, 3, 4,5,6, 7.

On a donc un groupe d’isomorphismes d’ordre 32.

Donc, pas d'isomorphisme d’ordre premier impair.

83. Le sous-groupe d’ordre 16 conjugué de lui-méme est G :

at—=a, br=oa>=rm, ab = ba®.
8 a a? ao | ata
_[r a* | a’o | a® | a’a ab a*b aba adba
T o o o o b o a’b o ba o a’bo o

On pourra remplacer @ par 'une des 4 opérations a***', A =o,1, 2, 3, et b, ~
par 'une des 4 opérations a?b, A = o, 1, 2, 3.

Le groupe des isomorphismes est donc d’ordre 16.

Il n’y a pas d’isomorphismes d’ordre premier impair.

56. Enfin, le sous-groupe d’ordre 16 conjugué de lui-méme est G7 :

at= a, bP=o’=1, ab = ba*a.
8 a a® | aa | ada
-4— a? ata a? a’a
;— o o o o b ab | a®’b | a*b | ba |aba| a’ba | adba

On pourra remplacer a par I'une des 4 opérations a2 kA =o, 1, 2, 3, et b
par I'une des 8 opérations a*b, A=o0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7.

Le groupe des isomorphismes est d’ordre 3.

Il n’y a donc pas d’isomorphisme d’ordre premier impair.

57. (CG). Soit maintenant a considérer le cas ou le groupe cherché d’ordre 16p
n’admet ni sous-groupe d'ordre p conjugué de lui-méme, ni sous-groupe
d’ordre 16 conjugué de lui-méme. '

Alors p = 17,5, ou 3 (voir n° 1).

Sip=2>5,0na

16 =m(dh+1); d’on h=3, m=1,

il y a alors 16 sous-groupes conjugués d’ordre 5, d'ott 64 opérations d’ordre 5.
Reste 80 — 64 =16 opérations; il y a donc nécessairement un sous-groupe
d’ordre 16 conjugué de lui-méme.
Fac.de T., 2 S., V. 14
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Le cas p =5 peut donc étre écarlé.

58. Envisageons le cas p = 7.

L’ordre du groupe est
7.6 =112,

Il y a 8 groupes conjugués d’ordre 5 (n° 1), donc 48 opérations d’ordre 7.
Ensuite on a
16.7=16m (2h +1) ().
Donc
7=m(2h+1) avec h = o.

Donc
h = 3.

Cela donne 7 groupes conjugués d’ordre 16.
Appelons n le nombre des opérations communes & tous ces groupes trans-
formés d’ordre 16. On a

A8+ 7(16 —n)+niii2
ou .
48 —6n<o,

.n28.

Or, d’autre part, n ne peut étre supérieur a 8.
Donc
n—==_8.

Ainsi, il y a un sous-groupe d’ordre 8, conjugué de lui-méme.
y Ly I ) jug
Le sous-groupe conjugué de lui-méme, d'ordre maximum, aura donc pour son
ordre un multiple de 8.
Ce sera un groupe d’ordre 56.
8
Ce sous-groupe d'ordre 56 doit contenir un sous-groupe d’ordre 8 conjugué de
lui-méme, mais ne doit contenir aucun sous-groupe d’ordre » conjugué de lui-
’ p 7 jug
méme.
Seul le groupe G}, (?) répond aux conditions imposées.
Remarquons, a cause de ’égalité
)

48+ 7.8+8=112,

que le groupe pourra contenir des opérations d’ordre 7, ou 16, ou 8, ou 4, ou 2,

mais aucune opération d’un autre ordre (sauf Popération identique).

(1) Loc. cit., n° 21, p. 18.
(2) Loc. cit., Chap. VIIL



LES GROUPES D’ORDRE 16p, p ETANT UN NOMBRE PREMIER IMPAIR. 107

On a

QAT — T ab = ba*,
a*=>b, a”=c, a* — q*+'= ab, a* = a**+* = pe,

a*®= a.r3+1-’ — ax‘3+1'+1 — abc,

a*®

— VAT — gt — ac, a’ = q**+* — a,
donc

AA=0=c’=d" =1, ab = ba, ac = ca, bc =cb,

d= (@, b, ¢, ab, be, abe, ac).

A ce groupe d’ordre 56, il faut adjoindre une opération e, d'ordre 2 ou 4
(puisque e doit faire partie du groupe d’ordre 56).
De plus, e ne sera permutable avec aucune des opérations d’ordre 7, puisque
p p 1 7, puisq
autrement on aurait une opération d’ordre 14. D’aprés la remarque faite plus
haut, cela est impossible. .
) p

Soit
de = ea* b* ¢V dp,
(de)2=de*a*b¥c¥ dp.
Mais
e?—a*bBev,
donc

(de)? = dor 2 pr+Bev+Yde = d'+pak b¥ ¢V,

Comme de doit étre d’ordre 2 ou 4 (car on a vu que le groupe d’ordre 112
envisagé conlient, comme opérations d’ordre 7, les 48 opérations d’ordre 7 du
groupe G3.)

1+p=o, p—=—1.
Donc
de = ea’ b cvd-1.

Je dis que e ne peut étre permutable & deux opérations d’ordre 2 que d trans-
forme ’une dans Dautre.

En effet, soient m et m, deux opérations d’ordre 2, telles que 'on ait

me = em, mye—em,, md = dm,.

On a, d’une part,
m de = ema* b*¢¥d—!,
et d’autre part
dm,e = ea*b*cvd-"m,.
Donc
md-'=d-'m,
ou
dm = m,d,
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d’ot
md?=dm,d =d*m,,

ce qui est 1nexact.

Considérons les 21 isomorphismes d’ordre 2 du groupe ga, c’ (").

Ces 21 isomorphismes forment une suite compléte unique de sous groupes con-
jugués d’ordre 2.

Ils sont de la forme (a, b) (¢, abc).

Les 3 opérations d’ordre 2 qu'ils transforment chacune en elle-méme forment
un groupe avec l'opération identique.

Soit [1, a4, a3, a; ] ce groupe.

On a

[1,a, a,, as] d:d[ly a'lu a;v a;]v

d n’étant permutable & aucune opération d’ordre 2.

Donc @) n’est pas égale a a,, ni @, a a,, ni &} & a,.

D’ailleurs, il est impossible que @, a,, @ soient les opérations a,, a,, a; ran-
gées dans un autre ordre, car, si 'on avait, par exemple, a,d == da,, e, d’aprés
la remarque faite plus haut, ne serait permutable ni & @,, ni a a,.

Donc, il faut que les trois opérations @), a;, a; soient distinctes de a,, a,, a;.
Or ceci esL 1mp0551ble car si I’on prend deux sous-groupes d’ordre 4 quelconques
du groupe (a b, c {, ils auront toujours deux operatlons communes.

Bref, le groupe cherché n’existe pas.

59. Soit maintenant p — 3.
Il peut y avoir 16 ou 4 groupes transformés d’ordre 3 (n° 1). D’autre

part
3=m(2h +1).

Comme on a & £ 0, il y aura 3 groupes transformés d’ordre 16.

16 groupes transformés d’ordre 3 donnent 32 opérations d’ordre 3 ; il y aurait
donc un sous-groupe d’ordre 16 conjugué de lui-méme. L’hypothése est a rejeter.

Ainsi, prenons le cas de 4 groupes transformés d’ordre 3.

Appelons d le nombre des opérations communes aux groupes transformés
d’'ordre 16.

On a
8 3(16 — d) +- d<48

ou
8 —2d<o, dzi.

Il y aura donc un sous-groupe d’ordre 4, ou d'ordre 8, conjugué de lui-méme,

(1) Loc. cit., Ghap. VIII.
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ce qui entraine pour le groupe cherché un sous-groupe conjugué de lui-méme

maximum d’ordre 24.
Ce sous-groupe d’ordre 24 ne doit pas avoir de sous-groupe d’ordre 3 conjugué

de lui-méme.
Tels sont les groupes GI,, G, Gi, G, (*).
Prenons d’abord G}, :

at=b>=a, G=at=1, ab = baa, ¢ = (a,ab, b).

Voici le Tableau des opérations :

4 “ a aux b ba ab | aba ”

N P O R I I

6 i @ ¢ co be abe
3 abc? c? ac? bc?
) o o o o

3 aca c beo abco
6 abca o ac’o bcta

Le groupe des isomorphismes cogrédients sera ici d’ordre 12; cela tient a la
résence de 'opération o, qui est conjuguée d’elle-méme dans le groupe consi-
p p y q ]
déré.
D’une fagon générale, si G est un groupe, I le sous-groupe formé des opérations
de G conjuguées d’elles-mémes, le groupe des isomorphismes cogrédients sera
] ’ P

. . - .G
simplement isomorphe a T

Pour trouver le groupe total des isomorphismes, nous pourrons procéder comme
il suit ;

1° On choisit pour a l'une des six opérations a, aa, b, ba, ab, aba.

2° Soit @’ 'opération choisie, on prendra pour & 'une des 6 opérations précé-
dentes, a 'exception de @’ et de @' a; soit &/,

3° Parmi les 6 opérations d’ordre 3, ¢, c2, ac?, bc?, abe?, aca, bea, abea, il

faudra choisir une opération ¢ telle que

=(a, a'b', b).

(1) Loc. cit., fin du Ghapitre VIII.
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Or, écrivons d’abord le groupe des isomorphismes cogrédients :

a =—/(c, abca) (b, ba) (ca, abe) (c?, be*) (c*a, bera) (ac, be)
(aca, bea) (ac?, abe?) (acta, abc*a) (ab, aba),

b = (c, aca)(a, aa)(ca, ac) (¢, abe*) (c*a, abc*a) (be, abe)
(bea, abea) (be?, ac?) (bc?e, ac*a) (ab, aba),

ab = (c, bea) (b, ba)(a, aa)(ca, be) (abe, ac) (c?, ac*) (be?, abe*)
(c*a, ac?a) (bcta, abca) (abee, aca),

¢ =(a,ab,b)(aa, aba, ba)(ac, abe, be) (aca, abea, bea)
(ac?, abe?, be?) (acta, abca, be*a),

ac =(a,ab, ba)(ac, aba, b) (¢, bea, abca) (ca, ‘be, abe)
(¢2, ac?, be?) (c*a, aca, bcta),

bc —(a, aba, b) (aa, ab, ba) (¢, abca, aca) (ca, abe, ac)
(¢, be?, abe?) (c?a, beta, abca),

abe = (a, aba, ba) (aa, ab, b) (c, aca, bca) (ca, ac, be),
(c2, abc, ac?) (cta, abcla, ac’a),

2 = (a, b, ab) (aa, ba, aba) (ac, be, abe) (aca, bca, abcoa)
(ac?, be?, abe?) (acay bea, abc® a),

ac* = (a, b, aba) (aa, ba, ab) (c, dcot, abca) (ca, ac, abe)
(¢?, abe?, be?) (o, abca, bea).

be? = (a, ba, aba)(aa, b, ab) (¢, bea, aca) (ca, be, ac)
(¢2, ac?, abc?) (ca, acta, abc®a),

abc*= (a, ba, ab) (aa, b, aba) (¢, abca, bea) (ca, abe, be)

(¢, bey ac?) (c?a, be*a, aca).

D’aprés la maniére indiquée plus haut pour former les isomorphismes, si 'on
faita'=a, b'=2>5,0n a
d=c.

Sia =a, V'=ba, alors
c'=(a,aba, ba), donce c'=abca.

On retrouve ainsi I'isomorphisme cogrédient a.
Soit @' = a, b' = ab, alors
¢ =(a, ba, ab),

donc
¢ = abe?.
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On a alors

d = (byab, ba, aba) (¢, abe?, abca, ac?)
(ac, bc*a, be, c?a) (ca, abcla, abe, acta) (aca, be?, bea, c?).

_ a b C
[En effet, d = >]
a ab abe?

On voit maintenant que 'on a

d*=a.

Vient ensuite

ad=d*= (b, aba, ba, ab) (¢, ac?, abca, abc®) (ac, c*a, be, bc*a)
(ca, acta, abe, abc*a) (aca, c?, bca, be?) ...,
Le groupe des isomorphismes est d’ordre 24 = 3.23.
Il en résulte que les sous-groupes d'ordre 3 formeront une suite compléte
unique de sous-groupes conjugués. ‘
Cela posé, il s’agit d’obtenir un groupe d’ordre 48, dans lequel le sous-
pose, g P )
groupe G}, envisagé soil un sous-groupe conjugué de lui-méme.
On a d’abord le groupe G}, G, déja trouvé.
Si Pon veut prendre une opération d, d’ordre ermulable avec toutes les
P! p ) » P
opérations de G],, il faudra que I'on ait

d*=oa.
Mais alors, on aura
ad = da, aAd=d*= a.

Donc ad = d' sera d’ordre 2.

On retrouve G, G,.

Si Popération d donne le méme isomorphisme que a, par exemple, alors on
aurait ad = da.

Ensuite ad serait permutable avec toutes les opérations de GI,, et serail
d’ordre 2 ou 4.

C’est un cas déja examiné.

L’isomorphisme fourni par d sera donc un isomorphisme contragrédient.

60. Etudions de plus prés le groupe des isomorphismes de G7,.
C’est un groupe d'ordre 24 qui ne contient pas de sous-groupe d’ordre 3
conjugué de lui-méme.

Ily a donc une suite compléte de 4 sous-groupes conjugués d’ordre 3.
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7

Or continuons I'énumération des isomorphismes; on a encore

bd = (a, aa) (b, ab) (ac, abc*a) (ca, bc2a) (c2a, abe) (be, acta)
(aca, abc®) (¢, be?) (¢, abea) (ac?, bea) (aba, ba),

abd =(a, aa) (b, aba) (ba, ab) (ca, c*a) (be, abcta) (abe, be*a)
(ac, ac*e) (¢, c*) (bea, abe?) (abea, be?) (aca, ac?),

cd =(a, ba, aa, b) (¢, abe?, bea, be?) (ca, abc?a, be, beta)
(¢? aca, ac?, abca) (ca, ac, ac*a, abe),

acd = (a, ba) (ab, aba) (aa, b) (¢, c?) (ca, c*a) (bea, ac?) (be, acta)
(abca, abc?) (abe, abc*at) (be*aca) (beta, ac),

bed = (a,b)(aa, ba)(ab, aba)(c, ac?)(ca, ac?a)(abe, be2a) (abea, be?)
(ac, abc®a) (aca, abce?) (c?, bea) (c*a, be),

abed =(a, b, aa, ba)(c, be?, bea, abc?) (co, be*a, be, abc? o)

(¢* abca, ac?, ac*a) (c*a, abe, ac’a, ac),

ctd  =(a, ab)(aa, aba) (b, ba) (¢, abc?®) (ca, abc*a) (ac, c*a) (aca, c?)
(be, ac*a) (bea, ac?) (abe, be*a) (abea, be?),
actd — (a, ab, aat, aba) (¢, be?, aca, ac?) (ca, beta, ac, ac®a)
(abc, abc*a, be, c?a) (abea, abe?, bea, c?),
bcrd = (a, aba) (aa, ab) (b, ba) (¢, c?) (ca?, cta) (be, betar)
(ac, abc®a) (aca, abc?) (ac?, abca) (ac?a, abc),
abc*d = (a, aba, aa, ab) (c, ac?, aca, be?) (ca, aca, ac, be?a)

(abe, c*a, be, abc?a) (abca, c?, bea, abe?).

Soit
bd =da', c="0
Ona
a’=r1, b3 =1,
a'b'=(a, aba, aa, ab) (c, ac?, aca, bc*) (ac, be*a, ca, ac*a)
(abc?a, abe, c?a, be) (abe?, abea, c?, bea).
Donc

a?=">b"%=1, (a'b')r=1.

Donc, le groupe des isomorphismes de G], est isomorphe avec le groupe GJ,,
ou le groupe symétrique de 4 lettres.

61. Le groupe G}, est bien connu : on voit donc, par cette remarque qui ter-
mine le n°® 60, que les isomorphismes contragrédients d’ordre 4 du groupe Gj,
forment une suite compléte de 3 groupes conjugués d’ordre 4.
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Les 1somorphismes contragrédients d’ordre 2 forment une suite compléte de
p 8
6 groupes conjugués d’ordre 2.
Prenons d’abord un isomorphisme contragrédient d'ordre 4.
p 8
(Puisque‘ d*=a,onawrad?’=a, d'=a*=a.)
Posons

2

at=0=a I=a

a={(b, a*b, ba, a*ba) (¢, a’bc?, a*bea, a’c?) (a’c, bera, be, c2a),
(ca, a*bcta, atbe, a’c*a,) (alca, be?, bea, c?);
c=(a a*b, b)(a*a,a’ba,ba) (a*c, atbe, be) (a’ca, a*bea, bea),
(a*c?, a®bc?, be?) (ac?a, abca, beta).
D’ailleurs on a
ac=a*c’a = a’c.ca = ca’bca == cadc%a,
adcta.c=ata =c.cla*a=c.a’be,
atbe.c = a?be*=a’ca’c = aca®ba’c = acbc = ca’c?abc = ca*ctaca® —= ca.
On a donc
c=(a, a®c®a, a’bc).

Posons ab = ¥, d’ou

at=r, b=,
car
ab=a*baa, b—=aba’, ab = ba®,
(ab)!=ab’@P=a*b>=a2=1.
On a donc
ad="02=1, ab' = b'ad,
puis
c={(a, a’c? a*b'c) (¥, b'c?, b'c),

car

abc = aca®*=ca’c*a’= ca’.a?bc®* = c.abc® = cb' ¢?
b

bctie=b'=c.c?b'=c.c’ab=c.a’c’.c®b=c.a’cb = c.a’a’ bc = c.abc = ¢’ ¢,
enfin
blec.c=b'c*=abc*=abc.c = aca’c =ca’c?a’c = ca’.atbc* — cb'.
Le groupe G}§ sera donc défini par les équations
A==’ =1, ab = ba?,
c=(a,a’c, a be) (b, be, be).

62. Prenons maintenant un isomorphisme contragrédient, d’ordre 2.

Fac.de T., 2°S., V. 15
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Soient a*=0*=ua, d=o0o2=1, ab=baa, ¢ = (a, ab, b), d* = am,

d=(a,aa) (b, ab) (ac, abc?a) (co, abca) (co, be?a) (2 a, abe)
(be, acta) (aca, abe?) (c, be?) (¢, abea) (ac?, bea) (aba, bo).
Considérons I'opération bd = d'.
On a
bl =dab,

(bd)*=bd?*ab — baba™ = ab>am+' —=qaqa™,
Donc
d?*=aa™, a=d?*a™,
d*—=a>=— a.
D’auatre part,

d' = (b, ab, ba,aba) (c, abc?, abca, ac?)
(ca, abc*a, abe, ac*a) (¢*, aca, be?, bea)

(cta, ac, be?a, be).

» . o P 30
On retrouve, par conséquent, le groupe Gig

63. Je me propose, avant de terminer la discussion, d’énumérer les opérations
de ce groupe Gy (').

G} est défini par les équations

aAd=0=c=1, ab = ba3,

¢ = (a,a’c’, atbe) (b, be?, be).

On a d’abord le Tableau I :

8 a a?
4 a | a’a ab a’d

s |
2 3 o b a | ab a |

ce qui donne
opérations d’ordre 8

-

6 » A
5 » 2,
Maintenant (ac)?= acac, mais
a*bc.c = ca, ca=a?bc?;

(1) Le lecteur désireux de suivre simplement la discussion pourra passer ce numeéro.
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donc
(ac)*=a.a*bc*.c = a*b,
(ac)*=a*bac = a®bc = a*bea,
(ac) ==, (ac)*=aca, (ac)P=a*ba.
On a

c=(a* ab,d®bz) (a’c, abe, atbeax) (a®c?, abe?, a®bea) (a, a’c?a, abe)
(ata, aba, a*b) (a*ca, abca, a®be) (a*ca, abe’ 2, a®be?) (ax, adc?, a*bea)
(b, be*, be) (@, a*bea, aca) (ac?, adca, a*b)

(ba, bera, bea) (aPa, a?be?, ac) (acta, abe, a*ba),

En elfet, puisque -

ac =ca*c’a, a’c = cab,

on a
(a*c*a)*= ab;

donc
(a*cta))=aba’cta = a’bca.

De méme

(atbc)=a*ba, (a®bcy¥P=a*ba*bca — a*b*ca — aca.

On peut écrire le Tableau Il :

8 ac a*bea at¢? a’*be?
4 atd adba ab aba
2 o o o o

ce qui donne
8 opérations d'ordre 8.
Maintenant

(a’c)*—=a’ca’c =at.a*ba.c®*=— abc?,

2

(a’c)P=a’cabc*=a*.a’c.c? —=a.

De la le Tableau ILI :

6 a*c abe co adbea
3 abce? abc*a c? ate
2 o o o o

3 a’ca abca | ¢ adbe
6 abco a® be? ca aco
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8 opérations d’ordre 6

8 opérations d’ordre 3.

Puis enfin lc Tableau 1V ;

2|l ate | be | be* | ac® |

8 opérations d’ordre 2.

Ces deux Tableaux sont justifiés par les égalités suivantes :

(@*c)*=a’ca’c=a’.aca.c®*=1,

(bc): = bcbe =—=0b.bc*.c =1,
s (abc)? —abcabe =ab.a*c®*=a’bc*=a*bc*x,
" (abe)® = abca*be*oa = ab.abca.cta = a;

‘ (a*be)*=a*bea’bc = a*b.abca.c = a*c?,

z (a®be) = a®bea’c?

‘ (a3c‘2)5 — a3c2a3c‘2
2

(a*c*)? = aba®c?

(be*)r = bcrbe?

(ac?®)? —ac?ac?

Le groupe GI} a donc

=a*b.a*ba=—1;

—=a’.a’bca.c*=ab,

= a?bc?;

=b.bc.c>*=1,

—a.a’co.c?=1.

12 opérations d’ordre 8,

6
13

64. Passons au groupe G}, G,, défini par les équations

A= =cd=d*=1,

¢ =(a, b, ab),

ab = ba,

ad = da, bd = db,

c*=(a,ab, b).

cd=cd,
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Voici d’abord le Tableau des opérations :

2| a b d, ab, ad, bd, abd

6 cd acd bed abed
3 c? bc? abc? ac?
2 d d d d
3 c ac be abc
6 crd berd | abcld | actd
car
(ac): =acac=a.abc*=bc?,
acbc® —a.ac.c’=1;

; bc.bc =b.ac.c =abc?,

bc.abc® = b.be.c?=1;

§ abc.abc = ab.bc.c = ac?,

[ abc.ac* = ab.abc®=1.

65. Cherchons tous les isomorphismes de G}, G..
Ecrivons d’abord les isomorphismes cogrédients.
Soit Popération a; elle est permutable avec b et & :

ca = abc, bca = babc = ac,
cta=bc*=a.abc?, abc’a = ab.bc*= ac’.
Donc on a
a = (c, be) (2, abe?) (ac, abe) (ac?, be?) (cd, bed) (c*d, abe*d) (acd, abed) (acd, be*d),
cb—=ac=>0.abc, c2b=abc*—=b.ac®.

Donc

= (¢, abe) (2, ac?) (be, ac) (be?, abe?), (ed, abed) (c*d, ac*d) (bed, acd) (be*d, abe*d),
= (¢, ac) (¢?, be?) (abe, be) (abe?, ac?) (cd, acd) (c*d, berd) (abed, bed) (abed, acd),
= (a, b, ab) (ac, be, abc) (ac?, be?, abe?) (ad, bd, abd) (acd, bed, abed) (ac*d, be*d, abe*d),
= (a, ab, b) (ac, abc, be) (ac?, abe?, be?) (ad, abd, bd) (acd, abed, bed) (ac*d, abe*d, bed),
=(a, b, ab) (¢, abe, bc) (¢, ac?, abc?) (ad, bd, abd) (cd, abed, bed) (¢*d, ac*d, abc*d),
= (a, b, ab) (c, ac, abc) (c?, be?, ac?) (ad, bd, abd) (cd, acd, abed) (c*d, be*d, ac*d),
‘abe = (a, b, ab) (¢, be, ac) (c?, abe?, be?) (ad, bd, abd) (ed, bed, acd) (c*d, abe*d, berd),

act = (a,ab, b)(c,ac, bc) (c, be?, abe?) (ad, abd, bd) (cd, acd, bed) (c*d, be*d, abed),

bet = (a, ab, b) (c, be, abe) (2, abe?, ac?) (ad, abd, bd) (cd, bed, abed) (c*d, abetd, ac*d),
abc*=(a, ab, b) (¢, abe, ac) (¢?, ac®, bc?) (ad, abd, bd) (cd, abed, acd) (c?d, ac*d, bc*d).

SRR TR
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Nous pouvons maintenant énumérer les suiles complétes d’opérations eonju-
guées du groupe.

(1). L’opération identique. (2). L’opération d.
3). a, b, ab. (4). ad, bd, abd.
(35). ¢, be, abe, ac. (6). ¢* abc?, ac?, bel.

(7). cd, bed, abed, acd. (8). c*d, abcerd, actd, bcd.

Dans chaque isomorphisme P'opération d joue un réle a part et ne pourra étre
remplacée que par elle-méme.

a pourra étre remplacé par @, b, ab (3 combinaisons possibles).

Soit a’ opération choisie pour a.

b pourra étre prise parmi les 3 opérations @, b, ab, a U'exclusion de I'opération a’
(2 combinaisons possibles).

Appelons &' I'opération choisie pour b.

Reste a choisir ¢/ par la condition

¢ =(a, b, a'tb') (4 combinaisons possibles).

En tout, il v a 24 isomorphismes.

Nous venons de dire que a ne peut éire remplacé que par a, b, ou ab.

On peut se demander pourquoi il est impossible de remplacer a par ad, par
exemple.

Soit, je suppose, a'= ad, b’ = bd, alors

a'b' = ab.
Mais il n’existe pas d’opération ¢’ telle que .
¢ = (ad, bd, ab),

et il est clair que, sur trois opérations d’ordre 2 telles que I'une soit le produit
des deux autres, il y en aura deux (ou il n’y en aura aucune) contenant d, jamais
trois.

Cela posé, on a

— a b ¢
/':( >:(b,ab)(c, c?) (bd, abd) (cd, c*d) (ac, ac?)
’ ab ¢t '

a
(acd, ac*d) (bet, abe) (be*d, abed) (be, abe?)(bed, abctd).
Puis
Ef: (a, ab) (c, be?, abe, abc?) (e, ac, ac?, be)

(ad, abd) (cd, be*d, abed, abe*d) (c*d, acd, actd, bed).
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Posons f = x, ac = p.
On a
a*=p=1, (af)r=r.~

Le groupe des isomorphismes est donc du type G},.

66. Revenons au groupe cherché, d’ordre 48.

Une opération d’ordre 2 ou 4, permutable avec toutes les opérations a, b, ¢, d,
donnerait un groupe d’ordre 48 dans lequel il y aurait un sous-groupe d’ordre 16
conjugué de lui-méme.

Nous retrouverions un groupe déja obtenu.

Si nous prenons une opération e donnant les mémes isomorphismes que «a, b,
ou ab, par exemple que a, alors ae serail une opération permutable avec toutes
les opérations de G}, G,. ae serait d’ailleurs d’ordre 2 ou 4, et, par suite, il y
aurait encore un sous-groupe d’ordre 16, conjugué de lui-méme.

Une seule combinaison est donc possible. C’est la suivante :
aAA=0=c=d*=e*=1, ab=0ba, ad=da, bd=db, cd=dc, ed—=ude,
c=(a, b, ab), e = (b, ab) (c, c*).

L’opération d se sépare, le groupe est décomposable.

D’ailleurs
bebe = babe* = a,

be = (b, ad) (¢, be?, be, ac?) (ac, abe?, abe, c?).

Donc (') on trouve GJ, G,.

67. Reste a examiner le groupe GJ, lui-méme.
C’est le groupe symétrique de 4 letres.
G}, est défini par les équations

A=l=c=d'=1, ¢ =(a, b, ab), d=(b, ab)(c, ¢*) (?),
Voici d’abord le Tableau de ses opérations :

2alblab|d|ad |cd]| cid | bed | aberd |,

” bd abd acd | abed l berd | acd | 3 { c ac be , abe
H |

|
act 1

c? be? ah¢?

a a b blal) al)’ 3

(') Loc. cit., fin du Chapitre VIII.
(2) Loc. cit., fin du Chapitre VIII.
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Pour écrire le groupe de ses isomorphismes cogrédients, soit

1=1, a=2, b=3, ab=4; c=5, bc=6, ac=7y, abc=3§,
=9, be*=10, ac*=11, abcl®=12; d=13, ad=14,
cd=15, c*d=16, bed=17, abc*d=18; bd=19,

abd =920, acd=21, abed=22, ac*d=23, bc*d=24.

Voici les isomorphismes cogrédients :

Il

(5,6) (9, 12) (7, 8) (10, 11) (13, 17) (16, 18) (21, 22) (23, 24) = a,

(5,8) (9, 1) (6,7) (10, 12) (13, 14) (16, 18) (19, 20) (23, 24) = b,

(3,7)(6,8) (9, 10) (11, 12) (13, 15) (13, 17) (19, 20) (21, 22) = ab,
(2,3,4)(7,6,8) (11, 10, 12) (13, 15, 16) (14, 17, 18) (19, 32, 23) (20, 21, 24) = ¢,
(

(

(

|

[l

Il

[l

2,3,4)(5,8,6)(9, 11, 12)(13, 15,18) (14, 17, 16) (19, 22, 24) (20,21,23) = ac,

Il

2,3,4)(5,7,8) (9, 10, 11) (13, 17, 18) (14, 13, 16) (19, 21, 24) (20, 22, 23) = be,
2,3,4)(5,6,7) (9, 12, 10) (13, 17, 16) (14, 15, 18) (19, 21, 23) (20, 22, 24) — abc,

I

=(2,4,3)(7,8,6) (11, 12, 10) (13, 16, 13) (14, 18, 17), (19, 23, 22) (20, 24, 21) = ¢%,
= (2, 4,3)(5,7,6) (9, 10, 12) (13, 16, 17) (14, 18, 13) (19, 23, 21) (20, 24, 22) = ac?,
=(2,4,3)(5,6,8) (9, 12, 11) (13, 18,15) (14, 16, 17) (19, 24, 22) (20, 23, 21) = be?,
=(2,4,3)(5, 8,7) (9, 11, 10) (13, 18,17) (14, 16, 13) (19, 24, 21) (20, 23, 22) = abc?,
=(3,4)(5,9) (7, 11) (6, 12) (10,8) (19, 20) (13, 16) (21, 23) (17, 18) (22, 24) =4,
= (3, 4) (5, 12) (6,9) (7, 10) (8, 11) (13, 18) (16, 17) (19, 20) (21, 24) (22, 23) = ad,
=(3,4)(5, 10,6, 11) (7, 12, 8, 9) (13, 14) (13, 16, 17, 18) (21, 23, 22, 34) = bd,
=(3,4) (5, 11,16, 10) (7,9,8, 12) (13, 14) (13, (8, 17, 16) (21, 24, 22, 23) = abd,
15=(2,4) (3,9) (6, 10) (7, 12) (8, 11) (13, 16) (14, 18) (19, 24) (20, 33) (21, 22) = ¢d,
21 =(2,4) (5, 10,8, 12) (6,9, 7, 11) (13, 16, 14, 18) (13, 17) (19, 24, 20, 23) = acd,
17=(2,4) (3, 11) (6, 12) (7, 10) (8,9) (13, 18) (14, 18) (19, 23) (20, 24) (21, 22) = bed,

81 15| .:\I ;.l ;l 5[ :! Ol o O N wu &P owp N

22 =1(2,4) (5, 12,8, 10) (6, 11,7,9) (13, 18, 14, 16) (13, 17) (19, 23, 20, 24) —abed.
16 =(2,3)(5,9)(6,11) (7,A10)(8, 12) (13, 15) (14, 17) (19, 21) (20, 22) (23, 24) = c*d.
23 =(2,3)(3,11,7,12) (6,9,8,10) (13, 15, 14, 17) (16, 18) (19, 21, 20, 22) = ac’d,

ah =(2,3) (5, 13,7, 11) (6, 10,8, 9) (13, 17, 14, 15) (16, 18) (19, 22, 20, 21) = bc*d,
18 =1(2, 3) (5, 10) (6, 12) (7,9) (8, 11) (13, 17) (14, 13) (19, 22) (30, 21) ) (23, 24) = abc*d.



LES GROUPES D'ORDRE 16p, p ETANT UN NOMBRE PREMIER IMPAIR. 121
Voici, d’aprés cela, les suites complétes d’opérations conjuguées :

(1). L’opération identique,

(2). a, b, ab,

(3). ¢, be, ac, abe, c¢*, bc, ac?, abc?,
4). d, ad, cd, c*d, bed, abcd,

(3). bd, abd; acd, abed; ac*d, bcid.

Y a-t-il des isomorphismes contragrédients?

Cherchons l'ordre total du groupe des isomorphismes.

On pourra prendre pour a l'une des trois opérations a, b, ab (3 combinai-
sons possibles). '

Soit @' I'opération choisie pour a.

On pourra prendre ensuite pour b I'une des deux opérations qui restent, aprés
qu’on a supprimé a' (2 combinaisons possibles).

Soit &' 'opération choisie pour b.

Il faudra ensuite choisir ¢ parmi les 8 opéralions

¢, be, ac, abc, c*, bc*, ac*, abc?,
de fagon que, en appelant ¢’ Popération choisie pour ¢, on ait
¢'=(a, b',a'd) (4 combinaisons possibles).
Enfin d devra étre choisi parmi les 6 opérations
d, ad, cd, c*d, bed, abcd,
de facon que, en appelant d’ I'opération choisie, on ait
d'=(d, a'b')(c, c"),

d’ sera ainsi complétement déterminé.
L’ordre du groupe des isomorphismes est donc 24.
Autrement : partons des équations de définition

a*=>5b"*=1, (@' )e=1.

Prenons pour &' 'une des huit opérations d’ordre 3.

Parmi les opérations de la suite (4) il y en a trois qui, avec 'une des opérations
de la suite (3), donnent comme produit une opération d’ordre 4.

Par exemple, avec ¢, il faut prendre ad, ou bed, ou abe?d, car

cad = abcd, cbed = actd, cabc*d = bd.
Fac. de T., 2¢ S., V. 16
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Donc 'ordre du groupe des isomorphismes est bien 2.
[l n’y a pas d’isomorphismes contragrédients.
On appelle groupe complet un groupe qui n'admet pas d’opération conjuguée
d’elle-méme, a Pexception de 'opération identique, et qui n’a pas d’isomor-
’ I P que,

phismes contragrédients.
Le groupe GJ, est donc un groupe complet ().
Le théoréme suivant a d’ailleurs été démontré (2) :

Un groupe qui contient un groupe complet comme sous-groupe conjugué
de lui-méme est le produit direct du groupe complet et d’un autre groupe.

11 en résulte que le scul groupe possible d’ordre 48 admettant GJ, comme sous-
groupe conjugué de lui-méme est G), G.,.

Résumé des groupes d’ordre 16p (p premier impair).

Grsp= GGy, GG,y Gp= Ggp, Ga= G, Gy,
Gl,Ge GF,Gy G5,Gy GG,
(63)G,=Gip Gy, Gl,Gi, GG,
G, (G2)2G,= G, (Gy)?= Gy, G, Gy,

G!,(G2)? Gi,(62) G},G G,
Gp((}‘l)":(}zp((}e):;’ Gél,(Gg)s,
G;Gsz:Gf;Gz]u Ggp("ﬂ GSIIG:’-’ GgG;I”
G2G.G,— G2G,,, G3, Gy, GiG!,,

GG,y GG, GHGp Gi Gy GEGy GEGy GTG),

G1,Gy, GHL(G) GGy GGy, GG,

G!,, [a®=0br=1, ba=ab* aapparlient a 'cxposant 2 (mod p)],
G? [at®= br—=1, ba = ab*, « apparlient & I'exposant 4 (modp)],
G} [att=bP=1, ba = ab*, « apparlient & I'exposant 8 (modp)],
[at®= br=1, ba = ab*, a apparlient a 'exposant 16 (modp)],

Gi,, [@=b=cr=1, ab=ba, ca=ac?, ch—=bec 1,
o appartient a Pexposant 4 (modp)],

(1) Voir O. HoLDER, Bildungsusammengeselster Gruppen (Math. Ann., Vol. XLYI,
1893, p. 323).
(2) Voir BuxsioE, Theory of Groups of finite order, théoréme V, § 163.
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(a=b*=cP=1, ab=ba*, ca=ac™!, cb=bc),
[@®=b>=cr=1, ab= ba’, ca=ac*, cb=bc,

o appartient a I'exposant 4 (modp)],
(a® = b*=cP=1, ab=ba’, ca=ac, cb=bc™"),
[a*=b*=cr=1, ab=ba’, ca=ac* cb=bc™!

o appartient & 'exposant 4 (mod p)],
(a*=b*=c*=dP=1, ac=ca, bc—=cb, ab=bac?, da=ad, db=0bd, dc=cd™"),
(@*=b=c*=dr =1, ac=ca, bc=cbh, ab=bac?*, da—ad, db=0bd~1, dc=cd),
(a?=b*=c*=dP =1, ac=ca, bc=cb, ab=bac?, da—ad-!, db=0bd !, dc=cd),
(a*=b'=cr=1, ab="ba’, ca =ac™', cb=bc),
(a*=bt=cP=1, ab=ba?, ca=ac, cb=bc™),
[a*=b*=cP=1, ab==ba®, ca =ac, cb=bc?,

o appartient & I'exposant 4 (mod p)],
(a*=b*=c*=dP=1, ac=ca, bc=cb, ab—=bac, da=ad-', db=bd, dc—=cd),
[a*=b2=c*=dP=1, ac=ca, bc=cb, ab=bac, da—ad*, db=bd, dc=cd,

o appartient & I’exposant 4 (modp)],

(@*=b*=c*=dP=1, ac=ca, bc=cb, ad=bac, da=ad, db=bd~", dc=cd),
(B =b‘=cP=1, a*= 0% ab=ba", ca =ac, cb=bc™'),
(a=bt=cP=1, a*= b, ab=ba’, ca =ac™', cb=bc),
(ab=02=cP=1, ab=ba®, ac=ca, cb=bc™),
(a®=b*=cP=1, ab=ba?, ca =ac™!, cb=bc),
(a®=0*=cP =1, ab="ba?® ca=ac™', cb=bc™"),
(aB=b>=cP=1, ab=">ba’, ca =ac, cb="bc™"),
(aB=b>=cP=1, ab=ba’, ca =ac™!, cb=bc),
[a*=bt=c*=1, ab = ba, c= (a, b, a®b%)],
C (aRErrattae) — p3—y qb = ba%),
(@RX+xFrir ) == 3 — 1 gb = ba™'+**),
[a*=b=c'=d}=1, ab=0bac?, ac=ca, bc=cb, cd=dc, d=(a, b, abc)],

[@*=b*=c*=1, ab=ba*, ¢=(a, a’c?, a*bc) (b, be?, be)).

—————



