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SUR LA

REPRÉSENTATION CONFORME DE DEUX AIRES PLANES
A CONNEXION MULTIPLE,

D’APRÈS M. SCHOTTKY,

PAR M. R. LE VAVASSEUR,
à Toulouse.

Dans le Tome Il de son Traité d’Analyse, page 285, M. Émile Picard écrit :
« Deux aires A et A,, limitées chacune par un même nombre de contours, ne

peuvent pas, en général, être représentées d’une manière conforme l’une sur
l’autre. L’étude approfondie de ce problème a été faite par M. Schottky dans un
beau et important Mémoire (~ ). ))

Plus loin, même Tome, page 497, en note, M. Emile Picard écrit encore :
« Nous avons déjà eu l’occasion de citer le beau travail de M. Schottky ; c’est un
Mémoire fondamental à plus d’un titre. »

C’est ce Mémoire que j’ai essayé d’exposer.
Dans la dernière Partie, j’ai traité avec quelque détail le cas de la connexion

double.

I. - PROBLÈME DE LA REPRÉSENTATION CONFORME DANS LE CAS DE DEUX AIRES

SIMPLEMENT CONNEXES.

1. Je considère une aire plane A, limitée par une ligne fermée simple L (c’est-
$-dire une ligne fermée qui ne passe pas plus d’une fois par aucun de ses points). Je
supposerai que cette ligne a en chacun de ses points une tangente déterminée, et
variant d’une façon continue, sauf en certains points isolés, où cette tangente peut
changer brusquement de direction. C’est ce qui arriverait par exemple, si la

ligne L était un polygone dont. tous les côtés seraient des arcs de cercle.

(1) SCHOTTKY ( F, ), Ueber die conforme Abbildung mehrfach zusammenhängender
ebener Flächen (Journal für die reine und angewandte Mathematik, t. LXXXIII,

~ p. 300-351 ; 1877).
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Plaçons cette aire sur le plan dont les points représentent les valeurs de la

variable complexe z = x + iy.
Je regarde comme démontrée la proposition suivante : Il existe une fonction

réelle, u, et une seule, des variables réelles x ety, qui à l’intérieur du domaine A
est uniforme, finie et. continue, admet des dérivées partielles des deux premiers
ordres, également uniformes, finies et continues, satisfait à Inéquation aux 

vées partielles 
dy u dx2 

+ 
~2 u ~y2 V 

- o enfin rend sur la limite du domaine des valears

données à l’avance, ces valeurs formant une suite finie, continue et uniforme (1).
Soit p (z) une fonction rationnelle quelconque de ~, assujettie à la seule condi-

tion de rester finie tout le long de la limite L du domaine A.
Posons

P2(X, y) est une fonction de x et dey, à coefficients réels, dont les valeurs te
long de L forment une suite finie, continue et uniforme.

Donc, d’après la proposition rappelée pins haut, il existe une fonction,
ic ~ ~~r (x, y), à coefficients réels, et une seule, uniforme, finie et continne à

. l’intérieur du domaine A, admettant des dérivées des deux premiers ordres, éga-
° 

lement uniformes, finies et continues, satisfaisant à l’équation

enfin prenant sur la limite L de A les valeurs de p2(x, y).
Dans le cas particulier où la fonction p(z) n’aurait pas de pôles à l’intérieur du

domaine A, la fonction il = ..~(x, y) serait la fonction p2(x, y) elle-même. Cela
tient à ce que le problème de Dirichlet n’admet qu’une solution.

Je dis qu’il ex.iste une fonction y), à coefficients réels, telle que

y) + i ~(x, y) soit une fonction de x-~- iy : si la fonction existe, elle doit
satisfaire aux équations

Je déduis de là

D’après Inéquation (i)~ le second membre est bien une différentielle exacte.
Considérons l’intégrale 

. - .

( 1) Voir la Thèse de M. Jules Riemann, Sur le problème de Dirichlet, p. 5 et 6.



prise le long d’un chemin joignant un point (a, b) intérieur au domaine A, à un
point (x, y), également intérieur au domaine A., ce chemin étant tout entier à
l’intérieur du domaine A.

Cette intégrale a la même valeur, quel que soit le chemin choisi à l’intérieur du
domaine A, pourvu que les extrémités de ce chemin soient toujours les mêmes
points (a, b), (x, yy

Cela résulte de ce que cette intégrale, prise le long d’un chemin fermé, inté-
rieur au domaine A, parcouru dans le sens direct, peut se remplacer par l’inté-
grale double 

étendue à l’aire incluse à l’intérieur du chemin.

Or cette intégrale double est nulle en vertu de l’équation (i).
Soit donc

est une fonction uniforme, finie et continue à l’intérieur du domaine A,
puisque, à l’intérieur du domaine A, 2014’ et 2014’ sont, par hypothèse, finies et

continues.

La fonction ~(.~jr)-W~(~~) est une fonction de x+iy. Désignons-la
par /(~). 

’

Elle est définie à une constante réelle près, et cela à cause du point (a, b) qui
a été choisi arbitrairement dans le domaine A.

Cette fonction a, dans l’intérieur du domaine A, le caractère d’une fonc-
tion entière.

Elle prend sur la limite L du domaine A des valeurs dont la partie imaginaire
coïncide, en chaque point de L, avec la valeur de la partie Imaginaire de la fonc-
tion rationnelle jc(~).

Enfin, formons la différence

Nous obtenons ainsi une fonction K(z) qui, à l’intérieur du domaine A, se
comporte comme la fonction rationnellep (z), mais qui prend sur L des valeurs
réelles.

Cette fonction est déterminée à une constante réelle près.
Dans le cas particulier où la fonction p( z) n’aurait pas de pôles à l’intérieur

de A, p(z) serait une des fonctions f(z) et K(z) serait une simple constante
réelle.

Nous aurons souvent à nous servir de cette remarque.



2. Nous parvenons ainsi à la notion de fonctions K(z) se comportant à l’inté-
rieur du domaine A comme des fonctions rationnelles, et prenant sur la limite L
du domaine des valeurs réelles et finies.

Toutes les fonctions K~"~ ainsi trouvées sont de la forme p ~,~ ~ - f( w~, p ~,~ ~
étant une fonction rationnelle de z, et f(z) ayant le caractère d’une fonction
entière à l’intérieur du domaine A.

Je dis qu’il n’en existe pas d’autres ayant les mêmes propriétés.
En effet, prenons une fonction K(z ) se comportant à l’intérieur du domaine A

comme une fonction rationnelle, et prenant sur la limite L du domaine A’ des
valeurs réelles et finies.

A chaque pôle a de K(z) situé à l’intérieur du domaine A, on peut faire corres-
pondre un polynome Ga(z ), entier en z, tel que la différence

’ 

reste finie dans le voisinage de z = a.
La fonction

où le signe £ s’étend à tous les pôles de K(z) situés à l’intérieur du domaine A,
sera donc finie à l’intérieur de ce domaine. Désignons-la 

Alors

La fonction K (z ) a bien la forme indiquée.
Chaque fonction K(z) est déterminée à une constante réelle près lorsqu’on se

donne la fonction rationnelle p (z) qui sert à la former.
Si, au contraire, on se donne une fonction K(z), la fonction p ( z) qui corres-

pond à K(z) n’est pas déterminée : seule la partie de p(z) correspondant aux
pôles de K(z) intérieurs au domaine A est complètement déterminée.

3. Considérons les fonctions K (z ) correspondant, l’une à la fraction rationnelle

à la fraction rationnelle .~ = L , a désignant unP( ) 
~ 2014 ~ 

~( ) ~ 2014 ~

nombre complexe dont l’affixe est un point intérieur au domaine A.

Soient u, la fonction K(z) correspondant à I z - a et Vt celle qui correspond

à i z-a.



Dans le voisinage du point a, Ut et v, auront des développements de la
forme

on

ao+a~(~-a)-+-a~(â-a)2+..., bo+b~(â -a)-~-b,(,~-a)~-~-...

représentent les premiers termes de deux séries entières convergentes à l’inté-
rieur d’un cercle décrit de a ,comme centre et tout entier contenu dans le
domaine A.

Les coefficients ao, a,, ... ; b0, b1, b2, ... sont complexes.
Définissons deux nombres réels g~ et h par la condition

et considérons la fonction

C’est une fonction K (â~ : : car elle se comporte à l’intérieur du domaine A
comme une fonction rationnelle, et sur la limite du domaine elle prend des valeurs
réelles et finies.

Elle ne peut avoir, à l’intérieur du domaine A, que le pôle a.
Or on a

Mais

Le produit sera fini pour z - a. -

Cette fonction K(z) n’a donc pas de discontinuités à l’intérieur du domaine A.
Par suite, c’est une constante réelle, nécessairement positive. Désignons-la
par R2. 

’

On a

On peut poser



d’en

Bref,

en sorte que t est aussi une fonction rationnelle de u, et v, .

4. Soit a un point intérieur au domaine A. Considérons la classe spéciale des
fonctions K (z) qui n’ont pas d’autres pôles que a, à l’intérieur du domaine A.

Désignons ces fonctions par k( z).
et v, sont deux fonctions k particulières.

L’expression générale des fonctions k est

où f(z) a le caractère d’une fonction entière à l’intérieur du domaine A, et ou
p(z) est de la forme

Soient en généralllj la fonction k(z) relative à I (z-a)j, et vj la fonction k(z)

relative à i (z-a)j.
Il est clair que l’on aura

En effet : 1° l’expression trouvée est bien de la 2° sur la

limite L de A, elle est réelle et Gnie.
Je dis que M, et vj sont des fonctions rationnelles à coefficients rééls de u1 et

de v, et, par conséquent, de t.
Pour uj et vj le point a est un pôle d’ordre j.
Il en est de même pour uj1 et vj1 .

Comparons ces fonctions :
1° u; est une fonction Elle est donc de la forme

les constantes a. , x,, .. ~, ~,, ~2? ’ - ’? Q~ étant réelles.



D’ailleurs, on a

donc

donc

On conclut alors de la formule précédente que, si

sont exprimables en fonction rationnelle à coefficients réels de t, il en sera de
même de .

2° Formons maintenant la combinaison

~ étant réel.

(llt cos03C6 + v, est une fonction k(z) admettant le pôle 5 = a avec l’ordre"
de multiplicité j.
On peut donc poser

les constantes ,,. , ~z, ...,’~~, et âz, ..., ô~ étant tontes réelles.
Mais on a

donc

donc

On pourra toujours choisir ~ de manière que ~~ ne soit pas nul.
Alors de la formule précédente on déduit que, si ic,, ... , v,, v2, ...,

sont exprimables en fonction rationnelle à coefficients réels de t, il en est

de même de 

En résumé, ic~ et vj s’expriment en fonction rationnelle de t à coefficients
réels.

Donc toute fonction k(z) s’exprime en fonction rationnelle de t à coefficients

réels.



5. J’envisage maintenant une fonction K (z) quelconque.
J’appelle z2, ..., Zn ceux de ses pôles qui sont à l’intérieur du domaine A

et dont les ordres sont respectivement gt, g2, ..., 
J’appelle Ut, U2, ..., Un les valeurs de u, en ces points, et U~, U~, ..., U;l

les valeurs conjuguées.
Posons

La fonction PP’K(z) est une nouvelle fonction K.(â~, car elle est réelle et finie
sur la limite L du domaine A, puisque PP’ est une fonction entière de UI à cocf-
ficients réels.

Voyons maintenant ses discontinuités,
En premier lieu, elle n’a aucune de celles de K(z). En effet, soit ,~~ une discon-

tinuité de K.(z).
(z - a le caractère d’une fonction entière dans le voisinage de z 
D’ailleurs

est donc finie dans le voisinage du point z = Ainsi la

fonction PP’K(z) n’a aucune des discontinuités de K(z). Mais elle a la disconti-
nuité z = a. 

’

C’est d’ailleurs la seule.

C’est donc une fonction h(z~. Par suite, c’est une fonction rationnelle de t à

coefticients réels. 
’

Il suit de là que K( z ) est une fonction rationnelle de t à coefficients réels.

Ce raisonnement suppose que parmi les discontinuités de K(z) ne figure pas a.
Si a est un pôle de K(z), on le mettra à part; on ne le comprendra pas dans la
suite z, , zz, ... zn.

Réciproquement, si l’on considère une fonction rationnelle de t, à coefficients
réels, si cette fonction reste finie sur la limite L du domaine A, c’est une fonc-
tion K(z). Mais il peut se faire que la fonction rationnelle de t (à coefficients

réels) envisagée soit infinie en certains points isolés de la limite. Nous la dési-
gnerons dans la suite par la notation [K (z)].

6. Si dans l’expression

on remplace il) et v. en fonction de z, on obtient une fonction t de ~.



Je disque cette fonction réalise la représentation conforme du domaine A sur
le demi-plan nord; t a le caractère d’une fonction entière à l’intérieur du

domaine A. Sur la limite L, t est réelle, finie et continue, sauf si l’on a

Je dis maintenant que, le point z décrivant le domaine A tout entier, sans

répétition, le point t décrira le demi-plan nord, tout entier, sans répétition.
Il faut démontrer :

1° Qu’à tout point z intérieur au domaine A correspond un point t du demi-

plan nord, et un seul ; 
i .

2° tout point t du demi-plan nord correspond un points, et un seul, inté-
rieur au domaine A.

1° Soit ~o un point intérieur au domaine A.
Je considère la fonction rationnelle p (z ) =

~ ._ ~o
Je forme la fonction K(.z) correspondante.
C’est une fonction rationnelle de t à coefficients réels,

Soit maintenant p, (z) = i z-z9; soit Kj (z) la fonction K correspondant à

p1 (z).
On a

RI (t) désignant une fonction rationnelle de t à coefficients réels.
A z == Zo correspond la valeur

to= t(~o) i
mais

En y faisant == il vient

et puisque R, (t) sont des fonctions rationnelles à coefficients réels, t" es~
imaginaire.

Je dis de plus que le point to est dans le demi-plan nord.
Tous les points t correspondant aux poin ts z intérieurs au domaine A sont dans

le même demi-pian, puisque, d’après ce que nous venons de voir, t ne peut
devenir réel tant que le point z reste à l’intérieur du domaine A. Il suffit par con-



séquenl de considérer un point z particulier, inLérieur au domaine A. Prenons
,:=cc.

Pour z ~ ,cc.,

La proposition est donc démontrée.
~° Soit ibo un point du demi-plan nord (bo~ o~.
Je dis qu’il existe un point Zo du domaine A, et un seul, tel que

En effet, envisageons la fonction

t - a0 (t - a0)2 + b20 et b0 (t-a0)2 + b20 sont deux touchons rationnelles de t à coefti-

cients réels qui ne deviennent infinies que pour t = ao + i bo et t = ao - i bo.
Remplaçons t en fonction de z. Nous avons alors deux fonctions K, car elles

prennent des valeurs réelles et finies sur la limite loi du domaine A. Comme ce

sont de véritables fonctions de z, et non pas des constantes, chacune déciles devient
infinie, en un point au moins intérieur au domaine A.

Appelons zo un tel point.
lbour z = zo, t sera égal soit à ao + i bo, soit à ao - ibo.
Mais nous avons déjà vu qu’à un point z intérieur au domaine A ne peut cor-

respondre qu’un point 1 du demi-plan nord. Donc

puisque l’on suppose bo > o.
Maintenant il est impossible que t(z) prenne la valeur ib0 en nn autre

point que ,~~.
Car, soit t

Formons la fonction K.~~~ correspondante. C’est une fonction rationnelle de t à
coefficients réels,

Elle est déjà infinie pour z = zo, out = to = t( 
S’il existait un autre point,~,, intérieur au domaine A, Lel que = ao + 



la fonction K(2) serait infinie en ce point ; or ceci est impossible; K (z) n’admet
qu’un pôle, z == .~o.

7. Voyons maintenant ce qui se passe sur la limite L.
Nous savons déjà que, si le point z est sur la limite L, t(z) est récite.
Réciproquement, soit ao une valeur réelle.-

Je considère la fonction . °
Si la fonction 

t B ’a ) 
I 

-- 

ne devenait pas infinie sur la limite L du domaine A,

ce serait une fonction K(z).
D’ailleurs, elle n’est infinie pour aucune valeur de z intérieure à,A, puisque,

pour de telles valeurs, t(z) est imaginaire. ,

Ce serait donc une constante : or cette conclusion est inexacte.

Il existe donc une valeur Zo de z, le point Zo étant sur la limite L de A, telle
que = i~~.

Il ne peut y en avoir qu’une : en cffet, décrivons dans le demi-plan nord, de ao
pour centre, un demi-cercle. A chaque point t de ce demi-cercte correspond un
point z intérieur à A, et un seul. Au demi-cercle correspond donc un domaine
inclus dans A. Si le rayon du demi-cercle devient infiniment petit, ce domaine
vient se confondre avec un point unique de la limite L, point unique Zo tel que
t(~o) = ao.

8. On peut, diaprés ce qui précède, énoncer le théorème suivant : :

Il existe une fonction analytique t( z) qui a le caractère d’une fonction
entière pour tous les points intérieurs au domaine A, et telle que, si le point z
décrit le domaine A en passant une fois, et une seule, par chacun de ses points,
le point t décrit le denli-plan nord en passant une fois, et une seule, pccn
chacun de ses points. Lorsque z la limite dcc domaine A, le point t

décrira l’axe réel..

Ajoutons que la représentation ainsi obtenue du domaine A sur le demi-plan
nord conserve les angles.

C’est une représentation conforme.
La solution n’est pas complètement déterminée, car, si la fonction répond

à la question, il en est de même de la fonction

a, b, c, d étant quatre constantes réelles satisfaisant à l’inégali té ad - bc > o.



Le problème dépend donc de trois constantes arbitraires qu’on peut déterminer
en se donnant la correspondance sur le demi-plan nord, soit de trois points de
la limite L du domaine A, soit d’un point pris sur la limite L du domaine A et
d’un point intérieur au domaine A..

9. Donnons un exemple simple.
Prenons pour domaine A un cercle de rayon ayant pour centre Fortune.

Je considère les fractions rationnelles 1, , i , >

Les fonctions K(z) correspondantes sont

On a

Posons

La fonction

représente le cercle de rayon i ayant pour centre 0 sur le demi-plap nord.
Les fonctions

sont les fonctions K(z) relatives à a et à L .

On a 

Soit

Désignons par Gk la quantité imaginaire conjuguée de Ck.



La fonction K(z ) correspondant à p(z) sera

Soit, d’une façon générale,

les points a, b, ..., l étant tous à l’intérieur du cercle A.

Remarquons que, si a est à l’intérieur du cercle A, le point imaginaire con-

jugué a’ est aussi à l’intériear du cercle A, et ’-, est à l’extérieur du même

cercle.

De cette remarque et de ce fait que sur la circonférence L de rayon t, limite

du domaine A, l’imaginaire conjuguée de z = ei03C6 est I, on conclut que, si 

désigne ce que devient p(z) quand on y remplace chaque coefficient par son ima-
ginaire conjuguée, la fonction K(.~) correspondant à p (z ) sera

10. Revenons au cas général. 
/

Supposons que, par un moyen quelconque, on ait trouvé la fonction K(z) qui
. correspond à une fonction rationnelle donnée p (z).

On a

f(z) ayant à l’intérieur du domaine A le caractère d’une fonction entière.
On en conclut

et, par suite, sur la limite du domaine A, puisque on a toujours

Le problème de Dirichlet est donc résolu pour la limite L du domaine A. et la
fonction p2 (x, y).



Ainsi, prenons l’exemple précédent.
On a

D’ailleurs

Donc ici

~ étant la quantité imaginaire conjuguée de ~.
On voit directement : I° que les points (x, y), y) devient infinie, sont .

tous extérieurs au cercle A ; 2~ que ~(~? y) prend sur la circonférence L, limite

de A, les mêmes valeurs puisque, dans ce cas, z = ~.
De même, si l’on considère la fonction 

la fonction - [p (I z’) + pI finie et continue à l’intérieur du cercle A, prend
sur la limite L les mêmes valeurs que p1 (x, y).

II. PROBLÈME DE LA REPRÉSENTATION CONFORME POUR LE CAS DE DEUX AIRES

A CONNEXION MULTIPLE. - DÉFINITION DES FONCTIONS F (2 ~ ~ H (,~ ~, K( z).

11. J’aborde maintenant le problème suivant : :

On se donne deux domaines A et A,, , de même connexion.
Chercher à quelles conditions ils peuvent se représenter l’ccn sur l’aictne,

et, dans le cas oic le problème est possible, la fonction qui r~éalise
cette représentation.

Nous avons vu que le problème est toujours possible pour deux domaines de
connexion i, qu’il est même indéterminé. On le détermine en se donnant dans

les correspondants soit de trois points de la limite L du domaine A, soit d’un

point de la limite L du domaine A et d’un point intérieur au domaine A.
Quant à la fonction qui réalise la représentation, on la trouve en représentant

successivement les deux domaines sur le demi-plan nord, et en éliminant la

variable t relative à ce demi-plan. ..



Je suppose démontrée la proposition suivante :

Je considère un domaine A limité extérieurement par une courbe Lo inté-
rieurement par p courbes L,, , ..., Lp, toutes extérieures les unes aux

autres.

Il existe une fonction u, â coefficients réels, et une seule, des variables x
et y, f nie, continue et uniforme à l’intérieur du domaine A, a.insi que ses
dérivées partielles des deux premiers ondres, telle que l’on ait

qui enfin, sur chacune des courbes limites, prennent des valeurs données
à l’avance, ces valeurs formant chaque courbe en panticulier une suite

finie, continue et uniforme.

Si, comme dans le cas de la connexion est une fonction ration-

nelle quelconque de z, assujettie simplement à rester finie sur la limite de A,
soit toujours

, , , , .. , ,

Supposons formée la fonction ~L(x, y), qui prend sur la limite de A les valeurs
de p2 (x, y) et qui satisfait aux conditions que je viens de rappeler.~

Ici, la valeur de l’intégrale 
’

dépendra du chemin parcouru par le point (x, y) à l’intérieur du domaine A.
Car on peut concevoir un contour ferme, tout entier à l’intérieur du domaine A,
et contenant à son intérieur une ou plusieurs des courbes L?, ..., Lp, à l’in-
térieur duquel, par conséquent, c~ (x, y), ou ses dérivées, pourront ne plus être
finies, continues et uniformes, ou bien à l’intérieur duquel c~ (x, y) pourra ne
plus satisfaire à l’équation

Nous Savons donc plus d’intérêt à prendre une fonction uniforme.

Nous poserons

Dans le second membre, les R désignent des fonctions rationnelles, les C des

constantes réelles. 
,



Cette fonction p(z) n’est pas uniforme.
Car, soit

Si le point z décrit, dans le sens direct, un contour contenant p~ zéros et l,~ in-
finis de c~~ augmente de 2~pJ- 
La fonction p (z) augmentera donc d’une constante réelle

Nous assujettirons cette fonction p(z) à la seule condition de ne devenir infinie
sur aucune des lignes Lo, L,, L,, ..., Lip.

Alors, si nous posons

la fonction p2(x,y), qui est uniforme [puisque les périodes de p(z) sont réelles],
est finie et continue sur chacune des lignes L.
Nous pouvons donc prendre pour valeurs données d’avance le long des lignes L

les valeurs de cette fonction.

Au lieu de cela, et pour plus de généralité, prenons

Le long de Lo.............. p2(x, y) + 

Le long de Li.............. p2(x, y) + 03C91,
......................................,

Le long de Lp..... p2 (x, y + up,

les constantes (Doy (ù2, ..., wp étant réelles.

A ce système de valeurs correspond une fonction u, et une seule, satisfaisant
aux conditions déjà énoncées.

y).
Si, y maintenant, nous cherchons à joindre à cette fonction une autre fonction

03C6(x, y), de manière que 03C6 + soit une fonction de x + iy, nous avons comme

précédemment à considérer l’intégrale

prise le long d’un chemin reliant un point fixe ( a, b), intérieur au domaine A, à



un point mobile (x, y), intérieur lui aussi au domaine A, le chemin devant être
lui-même tout entier à l’intérieur du domaine A.

La valeur de cette intégrale n’est plus, ici, indépendante du chemin, car l’inté-
grale prise le long d’un chemin fermé intérieur à A n’est plus égale à zéro, à moins
que ce chemin ne renferme aucune des lignes L2, ..., Lp, auquel cas le rai-
sonnement déjà fait subsisterait.

Il est facile de donner la formule générale qui comprend toutes les valeurs pos-
sibles de l’intégrale.

Désignons par 2 c~,’, la valeur de l’intégrale prise le long d’une ligne fermée
simple entourant seulement Lv, tout entière à l’intérieur du domaine A., et par-
courue une seule fois dans le sens direct.

2 üy est un nombre réel, indépendant t du choix de la ligne fermée.
Dès lors, toutes les valeurs de l’intégrale sont comprises dans la formule

1 étant l’une quelconque de ses valeurs, et les m étant des nombres entiers posi-
tifs, négatifs ou nuls.

cette fonction réelle et multiforme ; y) -~- i y~ (x, y) est
une fonction de z = x + ~y.

Soit f( z) cette fonction.
est une fonction multiforme, mais sa dérivée est uniforme.

De plus, cette dérivée est finie et continue à l’intérieur du domaine A. Il suit
de là que, dans le voisinage d’un point quelconque intérieur au domaine A, f( z)
est développable suivant la série de Taylor : les développements correspondant
aux différentes déterminations ne différeront que par le premier terme.
Formons enfin la différence

La fonction F (z) ainsi obtenue n’est pas uniforme.
Mais sa dérivée est uniforme.

Ses périodes, toutes réelles, se divisent en deux catégories, celles qui pro-
viennent de p~21, à cause des logarithmes, puis celles qui proviennent de 

A l’intérieur du domaine A, F(z) se comporte comme une fonction logarithmico-
rationnelle.

EnGn, sur la limite du domaine A, la fonction F(z) a une partie imaginaire con-
stante le long de chaque ligne L.

12. Il nous reste à examiner de quelle manière F(z ) peut se représenter dans
le voisinage d’un point Zo de la limite de A.



Soit À une portion de la limite Lv, sur laquelle est situé le point Zo 1).

- Joignons les extrémités de cet arc par une ligne (pw) tout entière à l’intérieur

du domaine A.

Nous formons ainsi un domaine simplement connexe, ~,
Nous savons représenter ce domaine a sur le demi-plan nord, au moyen de la

fonction t = t(â~, t(z) ayant à l’intérieur du domaine x le caractère d’une fonc-
tion entière, et ne devenant infinie qu’en un point de la limite. De plus, nous
pouvons faire en sorte qu’au point Zo corresponde l’origine dans le demi-plan
nord.

Sur la ligne Lv, F(z) prend une valeur dont la partie imaginaire est constante
et égale à - i~~,,.
Donc F(z) + i 03C9v prend sur Lv des valeurs réelles. 

’

Elle donnera par la transformation t = t (z) une fonction F, (t) qui sera

réelle pour les valeurs réelles de t situées à une distance de l’origine inférieure à
une certaine limite, à savoir pour les valeurs réelles de t correspondant aux
points z de la ligne À.

1?ar hypothèse, + ne devient infini en aucun point de la limite

du domaine A. Donc, à l’intérieur du domaine dans le voisinage immédiat
de z0, la fonction F(z) + i 03C9v a le caractère d’une fonction entière.
Donc F, (t) aura le caractère d’une fonction entière sur Je demi-plan nord,

dans le voisinage de l’origine.
Soit t’ la valeur imaginaire conjuguée de t.
Nous conviendrons de prendre pour F~ ~t’~ la valeur imaginaire conjuguée

de étant un point du demi-plan nord.
J’obtiens ainsi, dans le demi-plan sud, au voisinage de l’origine, la continua-

tion analytique de la fonction ( t).
La fonction ainsi définie pourra être développée suivant les puissances

entières et positives de t dans le voisinage de l’origine.
D’ailleurs, pour des valeurs réelles de t suffisamment petites, la fonction Fi (t)

a des valeurs réelles.

Donc les coefficients du développement seront réels.
Il résulte de là que, dans le voisinage de F(z) pourra se représenter par le



développement

f’o, fj , l’l’ ... étant des constantes réelles.

13. A une fonction p(z) et à un système déterminé de constantes, 
w2, ... , wp correspond une fonction F(z) bien déterminée, à une constante

réelle près.
Réciproquement, à une fonction F(z) donnée, outre un système bien déter-

miné de constantes wo, U~,, ..., correspond à cette fonction F(z),
d’une manière univoque, la partie de p (z) correspondant aux pôles et aux points
critiques logarithmiques de F(z) intérieurs au domaine A.

Cette classe de fonctions F(.~) est très générale.
Elle comprend en particulier les fonctions que nous aurions obtenues en pre-

nant pour p(2) une fonction purement rationnelle, et en supposant nulles les

constantes Wi, ..., wp.
Ces fonctions, quoique non uniformes, seront utiles à considérer. Appelons-les

fonctions H(z).
~ 

Elles ont {) périodes réelles, car, ici, p (z) ne donne plus de périodes logarith-
miques.

Si la fonction rationnelle p(z) n’avait pas de pôles à l’intérieur du domaine A,
la fonction H(z) correspondante serait une constante réelle (plus des multiples
de périodes).

14. On conçoit que, pour des fonctions H(z) particulières, le nombre des
périodes soit moindre que p.
En effet, considérons un certain nombre de fonctions H; H,, H~, ..., 
La combinaison

où les y sont des constantes réelles, est encore une fonction H.
Soient 2 2 ..., 2 les périodes de H,, H~, ..., Hr le long de la

ligne Lv.
La période de la nouvelle fonction H le long de la même ligne sera

Par un choix convenable des constantes y, on pourra faire en sorte que cette

période soit nulle.
Supposons que, ayant pris un nombre assez grand de fonctions H, on ait



choisi les constantes y de manière à annuler toutes les périodes. Nous avons, dès
lors, une fonction H(z) uniforme. Nous l’appellerons K(z).

Ainsi les fonctions K(2) sont des fonctions uniformes, ayant, à l’intérieur
du domaine A, le caractère d’une fonction rationnelle et prenant sur la limite de
ce domaine des valeurs réelles finies. Seulement, on ne peut plus dire, ici

(comme dans le cas de la connexion simple), qu’à toute fonction rationnelle ~r ( ~ )
correspond une fonction K~,~) : ce n’est vrai que pour des fonctions parti-
culières.

Enfin, une fonction rationnelle, à coefficients réels, de plusieurs fonctions
K(z), qui ne devient pas infinie sur la limite du domaine Aj est une nouvelle

fonction K~.~).
Un raisonnement analogue nous permet de dire que l’on pourra former une

fonction H (,~) ayant pour périodes réelles ~ nombres réels donnés à l’avance.

15. Parmi les fonctions F ~,~), il en est de remarquables que nous allons main-
tenant définir :

Je suppose que la fonction p(z), qui correspond à l’une de ces fonctions F~,~),
ait le caractère d’une fonction entière à l’intérieur et sur la limite du domaine A.

Si les quantités 03C92, ..., 03C9p étaient toutes nulles, F(z) se réduirait à
une simple constante réelle.

Mais, s’il n’en est pas ainsi, F(z) est une véritable fonction qui, à l’intérieur

du domaine A, a le caractère d’une fonction entière. 
’

Cette fonction est déterminée par la seule connaissance des constantes 

..., W p.
Il y a une infinité de telles fonctions, puisqu’il y a une infinité de systèmes de

valeurs de w~, ..., wp.
Mais elles peuvent toutes s’exprimer très simplement au moyen de quelques-

unes d’entre elles.

Choisissons les systèmes de valeurs de wo, w,, c~2, ..., qui suivent :

... , soit Ji la fonction correspondante;

..., c~~=o; soit J~ la fonction correspondante ;

.. ,..., ......, ......, ..., ......, ...............................,

MQ==o, ... , ~~p - I ; soit Jp la fonction correspondante.

Considérons la fonction générale J(z) se comportant à l’intérieur du

domaine A comme une fonction entière, et correspondant aux valeurs (Oo, w,,

... , t~p.
Soit d’abord o.



Alors

Supposons, au contraire, que wo soit différent de zéro, tandis que l’on a

Alors

Donc, dans le cas général,

III. - LES FONCTIONS ET ~T(v). LEUR EXPRESSION AU MOYEN
DE FONCTIONS TYPES DE MÊME ESPECE.

16. Nous nous proposons maintenant de chercher l’expression générale des
fonctions F(â), H(~), K(z) au moyen de fonctions types.
A l’égard des fonctions f~(~). nous démontrerons que, comme dans le cas de la

connexion simple, elles s’expriment toutes en fonction rationnelle à coefficients
réels de deux d’entre elles, ces deux fonctions particulières étant, du reste, liées

par une relation algébrique.
Un tel mode de représentation n’est évidemment plus applicable aux fonc-

tions l.~ ( ~ ), qui sont multiformes.
A l’égard de ces dernières, nous montrerons qu’elles sont des intégrales abé-

liennes relatives à cette équation algébrique; de sorte que, dans les fonctions
déjà citées, on voit apparaître les divers genres d’intégrales abéliennes :

I" Les fonctions J(.~) ont, dans tout t le domaine A, le caractère de fonctions

entières ;
20 Les fonctions H(~) se comportent dans le domaine A comme des fonctions

rationnelles;
3° Les fonctions F(~) ont le caractère de fonctions à la fois logarithmiques et

rationnelles.

17. Soit a un point particulier, pris dans le domaine A.
Je réserverai la lettre lt aux fonctions H(~) qui n’ont pas d’autres pôles que le

point a. ’

Elles correspondent à des fonctions /~(~) de la forme .

où l’on a



Soient lz~~) la fonction correspondant à ,-’,~(~,), Ic’~â~ la fonction correspon-
dant à - 2p(z); fi + i Ic’ se com p ortera à l’intérieur du domaine A,

tandis que la - t la’ anra, à l’intérieur du domaine A, le caractère d’une fonction
entière.

Nous poserons

chaque fonction p ( z), de pôle ~, correspondra ainsi une fonction lI ( ~, ), bien
déterminée, à une constante près, réelle ou imaginaire.

La fonction générale peut s’exprimer au moyen de fonctions lI ( ~ )
élémentaires. 

’

J’appelle M (z) celle qui correspond à I (z-a) . Si M(z) correspond à la

fonction

je dis que l’on a

En effet,

D’ailleurs,

Je dis que

En effet : fl i" les expressions ainsi obtenues ont des valeurs réelles et finies sur

la limite de A; ] 2° la première correspond et la seconde à - ~ ~y~). J’en



déduis :

La proposition est donc démontrée.

18. En général, les fonctions ainsi obten ues sont multiformes. Elles ont

p périodes comme les fonctions II ( z).
Ces périodes sont imaginaires.
Il peut arriver cependant, pour des fonctions ~(,:.~ spéciales, qu’elles soient

uniformes.

En général, cela aura lieu pour une fonction dont le pôle unique a sera
d’ordre //?, pourvu qu’on puisse choisir convenablement les constantes G,,
(~.>, ..., Cm de manière que la fonction

ait ses p périodes nulles, la constante étant différente de zéro.

Mais, pour certaines valeurs de c’est impossible.
J’appelle p le nombre de ces valeurs de ni.
Ce nombre p est appelé à jouer, dans la suite, un rôle important.
J’appelle x, ~, y, ... la suite indéfinie des valeurs de nl, rangées par ordre de

grandeur croissante, pour lesquelles il existe des fonctions ~I(~~ uniformes;
x.~, , ..., xp la suite limitée des valeurs de rangées par ordre de grandeur

croissante, pour lesquelles il n’en existe pas.
Je désignerai par la lettre N les fonctions ?II(~~ uniformes.
Il est à remarquer que les fonctions ~L (~~ et ~L~(,~~ telles que l~ (~~ -- = %l (~~ -E- l %l~(â~

sont elles-mêmes uniformes. Autrement, chacune d’elles aurait des périodes
réelles, de sorte que les périodes de N(~) ne seraient pas toute.s nulles.

Ainsi ces fonctions sont des fonctions K(z). Comme les fonctions
~(: ~ correspondantes n’ont que le pôle a, nous désignerons ces fonctions fi par

’ 

la lettre /~, et nous poserons

Toutes les fonctions ou N(z) s’expriment, comme nous l’avons vu, au
moyen des fonctions (~ ~, ....

C’est une fonction linéaire et homogène de ( ~ ~, ( â ), ....



Mais on peut imaginer un autre mode d’expression ou ne figureront que les
fonctions ~lx~ ~ ~ ~, 1.1,~:, ... , l~T~~ ~ ~ ~, et des fonctions ~ (.~ ~.
En effet, si u est l’un des nombres a, ~, y, ..., il est possible de déterminer

les constantes c de manière que ~I~,-~- c, ~I~,_,k-E-... -~- soit une fonction
uniforme NU,.

S’il y a plusieurs solutions, nous prendrons arbitrairement l’une d’elles.
Dès lors, toutes les fonctions 111~,~~~ qui ne figurent pas dans la série ~I,~~~~;I,

:11,, ( ~~, ... , 11~, ~ J ) se trouvent remplacées par des fonctions 1~~,, et l’expression
générale de est la suivante :

Dans le cas on la fonction 11I~~~ serait uniforme, la première partie disparaîtra.
On aura

19. J’ai besoin, avant de continuer, d’établir le théorème suivant : :

Le produit de deux ou plusieurs fonctions M(z) est encore une fonc-
tion M(z).

En soit

puis

et



On a donc bien une fonction ifT en faisant le produit de deux fonctions ~I.
Le théorème s’étend sans peine au produit d’un nombre quelconque de

fonctions 1I.

Il est clair aussi que le produit de deux ou plusieurs fonctions N étant uni-
forme, comme chaque facteur, donnera encore une fonction N.

20. Je vais maintenant démontrer que toutes les fonctions 1l sont exprimables
en fonction de 03B1 d’entre elles convenablement choisies.

Considérons la suite x, ~3, y, ....
Je pose d’abord 

"U , ,

Puis je fais correspondre, à chaque terme de la suite

le reste de sa division par u.

J’obtiens ainsi les x premiers nombres entiers et zéro.
Je considère l’un de ces nombres entiers, autre que zéro.
Il ne fera pas partie de la suite, puisque x est le plus petit nombre de la suite.
J’ajoute au nombre considéré, x, autant de fois qu’il 1 est nécessaire, pour que

le nouveau nombre obtenu fasse partie de la suite.
J’ai ainsi x - i nombres de la suite.

Je désigne les fonctions élémentaires N correspondantes par ..., .

Alors ii, ..., sont les x fonctions ~1 au moyen desquelles on va
exprimer toutes les autres.
En effet, considérons une fonction N~,.
On peut trouver un entier a tel que l’on ait

N ’ étant l’une des fonctions u, ..., ; un N ’ est un produit de fonc-
tions N.

C’est donc une fonction N, et elle est relative au nombre ‘~ . On a donc

Ceci nous permettra de remplacer N~, en fonction linéaire de ic" ~i~~,~ et de fonc-
tions N~,, avec À  u~.

()n conçoit qu’on pourra, finalenient, exprimer toute fonction linéaire par
une fonction linéaire de fonctions telles que



Envisageons maintenant une fonction l~T~_ ~ quelconque. Nous avons vu qu’elle
est de la forme

L’expression générale de N () sera donc

les fonctions G étant des polynomes entiers en il.

21. Mais, maintenant, chaque fonction llh peut s’exprimer rationnellement au
moyen de u, et d’une autre fonction élémentaire N, soit

En sv’-’, ..., sont des fonctions N. Elles sont donc exprimables
comme il suit

Supposons qu’on puisse résoudre les équations (I). Alors on aura

les Il étant des fonctions rationnelles de u.
Donc

les fonctions R étant des fonctions rationnelles de ii.

D’ailleurs v03B1 est aussi une fonction N(z).
Il existe donc entre u et v une relation algébrique, G ( cr., cy = o, qui est de

x ~an rapport à c~.. -

La base de ce raisonnement est que l’on peut résoudre le système d’équa-
Lions (1), par rapport à ..., , ica_, ..Je dis que, sous la condition x’ premier
avec (x (et alors il sera indiqué de prendre, dans la suite a, ~3~’~, , .... pour x’ le
plus petit nombre premier avec a), cette résolution est possible.

Car, s’il n’en était pas ainsi, les (J. - i équations considérées ne seraient pas
distinctes.

Il y aurait donc entre v, v‘-’, ..., une relation linéaire dont les coefficients
seraient des fonctions rationnelles de il.

II et v seraient donc liés par une équation algébrique, c~) - o, dont le
degré en v serait au plus a - 1 .



Ceci n’est pas possihle. En effet :
Dans le voisinage de ~ - cr, ic et v se mettent sous la forme

P( ~ - et cc) représentant des séries ordonnées suivant les puissances
entières et positives de (,~ - avec les conditions l’ - () - r, pour J = cr,

puisque correspond à a , 

’ 
et c~ = Nx,(~~ y _ 

’ 

~,.
On déduit de ià

P, (~ - ce) et ~, (â - c~~ étant de3 séries ordonnées suivant les puissances en-
tières et positives de z - cc, avec les conditions P, = 1 pour ~ == a.

Donc

t,~’( ~ - c~) étant une série ordonnée suivant les puissances entières et positives
de ,:; - a, avec ~~ _ ~ [ pour ~ === a.

On a donc

et, puisque est premier avec x, (x est la plus petite valeur telle qu’il 1 en soit
ainsi.

Mais alors, lorsque il devient infini, il y a ~ valeurs de (-’ qui deviennent
infinies.

Donc, le degré de la relation v) = o est au moins o( par rapport à c~.

22. Considérons maintenant les fonctions h(,~).
Soient, ~,, :~, ..., =ni les pôles d’une telle fonction, x.~, ..., a", leurs ordres

respectifs.
Supposons-les tous différents de a. 

’

Soient U,, ..., Um les valeurs de ii en ces différents points.
La fonction K(z)(u - U, )03B11 (u - U2)03B12 ... (u - n’a htus, à l’intérieur

du domaine A, que le pôle z = a.
Posons .

P est une fonction entière de u, à coefficients imaginaires.



Soit

h étant les fonctions K correspondant à ’- et a - l -2014201420142014 .
’ 2(~2014-~)~ 2(~20147)~

pourra se mettre sous la forme

~’, et l’~ étant des fonctions entières, à coefficients réels de k et de 
Elles sont donc réelles et finies sur la limite du domaine A, et, à l’intérieur du

domaine A, elles n’admettent que le pôle fi.
Ce sont donc des fonctions ~~~~.: ), et l’on peut poser 

-

puisque

où l’, et P~ sont des fonclions entières à coefficients réels de h et de k’; comme
tc’ = h - par définition, si nous désignons par U~ la valeur imaginaire con-
juguée de Uj, on a

Cette nouvelle fonction admet de nouveau les ~~? ’ ’ ’? 

Pour les faire disparaître, appelons V’2, ..., les valeurs de u’ en ces

points. Le produit .

reste fini en tous les points du domaine A, puisque ic’= h - ik’ a, en tous les

points de ce domaine, le caractère d’une fonction entière.
Soit Vj la quantité imaginaire conjuguée de Vj et posons

Considérons la fonction

P ( cc~ est de la forme

() (ll) est aussi de la forme

donc

Le produit de plusieurs fonctions K est encore une fonction K.



Donc

D’ail1eurs

puisque le deuxième membre a, dans le domaine A, le caractère d’une fonction

entière.

Donc K(z) Q(ll) est une fonction N(2). Elle est exprimable rationnelle-
ment en fonction de u et de t~.

Donc toute fonction K(z) peut s’exprimer elle-même rationnellement en fouc-

tion de ic et de ~~.

tc et v n’étant pas réelles sur la limite du domaine A, cette fonction ration-
nelle a des coefficients imaginaires.
Nous avons écarté le cas où la fonction K(z) admettrait le pôle a. Supposons

que K(z) admette le pôle a, avec l’ordreao de multiplicité.
Soient toujours ..., ~"z les autres pôles de K(,~~, d’ordres ...,

um, respectivement. 
’

Soit .~’ la valeur de cc’ au point a, valeur finie par hypothèse.
On prendra

c’est la seule modification à faire subir au raisonnement précédent.

23. Ainsi, il est prouvé que touLe fonction K( z) est une fonction rationnelle
de u et de et v étant liés par une relation algébrique v) == o.

Soit

lc,, u2, V 2 étant des fonctions h.

Choisissons deux fonction sk particulières, par exemple

/, ni et n étant des constantes réelles.
On aura

9 et ~ étant des fonctions rationnelles de ic et de v, de sorte un système de
valeurs de (cc, v) ne correspond qu’un système de valeurs (r, s). 



De plus, /’ et s satisfont à une équation algébrique

qu’on obtiendra en éliminant u et v entre les trois équations

D’ailleurs r et s sont des fonctions rationnelles du point analytique (c~, v) qui
ne deviennent infinies que pour le système de valeurs z = a, u == ~, 03BD = 

réciproquement à un système de valeurs (r, s) ne correspond qu’un système de
valeurs (u, (~). C’est-à-dire que la transformation

est réversible, et que u et v sont des fonctions rationnelles de 1 et de s.
Il résulte de là Que, désignant la fonction K la plus générale, on aura

Il désignant une fonction rationnelle à coefficients réels, puisque K(z), r(z),
s(,~) son réels simultanément sur la limite du domaine A.

La relation algébrique s) = o est, elle aussi, à coefficients réels. Autre-

ment, elle ne serait vérifiée que par un nombre fini de valeurs réelles de r et de s.

IV. - DOMAINE ALGÉBRIQUE CORHESPONDANT AU DOMAINE A.

GENRE nE L’ÉQUATION S~ == 0.

24. J’aborde maintenant un point très important.
A chaque point ~ du domaine A nous avons fait correspondre un couple de

valeurs (l’, s) liées toujours par la relation (j ( n, s) == o.

Lorsque le points parcourt tout le domaine A, quelle portion de la surface de
Riemann à a feuillets, qui i répond à Oj (r, s) = o, parcourra le couple (r, s), et
combien de fois passera-t-il par chaque point appartenant à cette portion de
surface?

Démontrons d’abord le théorème suivant :

s) = o étant une équation algébrique irréductible, et (r0, s0) une solu-
tion quelconque, on peut former une fonction rationnelle de n et de s ne



devenant infinie que pour le seul système so) de valeurs vérifiant l’équa-
tion G(r, s) = o.

Soient n le degré, p le genre de l’équation CJ (r, s) = o.
On entend par courbe adjointe de la courbe O’~r, s)= o toute courbe algé-

brique passant j - I fois par tout point multiple d’ordre.i de la courbe

(j’(/’~ s) = o, sans qu’en un tel point les branches particulières des deux courbes
se 

Soient ~)==o~ ~~p,, s) = o les équations de deux courbes adjointes à la
courbe (j~r, s) = o. .

Supposons-les toutes les deux de degré nz.
Soit d’abord m ~ n - 2.

Parmi les points d’intersection des courbes ~= o, ou § == o avec la courbe (,’ = o
non situés aux points singuliers, p sont déterminés parles [/~(m2014/~-)-3) -~- p -- 2]
qui restent ~~). 

’

Cela posé, soit un point de la courbe (~’~r, s) = o.
de façon que la courbe 03C8 = o ait un contact d’ordre

(p .~- Il - i) au point (io, so) avec la courbe § == o.
Gela fait o -~- Il conditions, linéaires par rapport aux paramètres variables de

û (~,, s). . 
On pourra donc s) si l’on a

Soit k le nombre entier imméd iatemen t supérieur a , h -E- l. .
n

Prenons m = ~a - 3 -E- h.

Il reste s~ un nombre de constantes arbitraices égal â

Les zéros de ~L(n, s) sont d’abord so), d’ordre p + Il, puis p + n’ autres
zéros, (n~, savoir les n’ zéros qui servent à déterminer les n’ dernières con-

stantes arbitraires, et les p zéros déterminés par les o + h + n’ zéros qu’on s’est
donnés. 

’

(1) CLEBSCH, Leçons sur la Géométrie, t. If, p. I35 (traduction de Benoist).
(2) CLEBSCH, loc. cit., t. II, p. j3o et 136.



Cela posé, s) dépend aussi de nk + p - 2 = n(m - n -!- 3) -{- p - 2 para-
mètres, c’est-à-dire, puisque nk = n’ + fi + ~, de n’ + h + ~ paramètres.
On peut donc, si l’on o, déterminer s) de manière qne s) s’an-

nule pour les n’ + p zéros (rj, sj) s).
Alors la fonction rationnelle de /’ et de s, W = 03C6(r,s) 03C8(r,s), est infinie d’ordre

p + h au seul point (/’o, so) et reste finie pour tout autre point (r, s), tel que /’
et s vérifient l’équation Ç’~n, o.

Le théorème est démontré.

25. Ceci posé, nous savons déjà qu’à un point de la limite du domaine A cor-
respond un système de valeurs réelles de r et de s.

Soient maintenant Zo un point situé à l’intérieur du domaine A, et

Je couple correspondant.
Je dis que, de ces deux valeurs, l’une au moins est imaginaire : en effet, si

nous répétons sur le point quelconque zo ce que nous avons fait pour le point a,
nous voyons qu’il existe des fonctions rationnelles p(z) n’ayant que le pôle z0,
telles que les fonctions correspondant à et à 2014 -/?(~) soient des
fonctions k(z).

Soient et k’~z~ ces deux fonctions.

Le rapport ’ ’. est une fonction rationnelle de /’ et de s à coefficients réels

Mais on a

donc

Par suite, ro et so ne peuvent être tous les deux réels.
Inversement, soit un couple ( r~o, so ~ de valeurs qui ne soient pas toutes les deux

réelles, et telles que l’on ait

11 s’agit de savoir s’il existe un point z" intérieur au domaine A, et tel qu’on
ait



A cet effet, je forme une fonction rationnelle de n et de s qui ne devienne
infinie que pour le couple (ro, 24). Soit R(r, s) cette fonction.

Cette fonction n’a pas tous ses coefficients réels; autrement, elle deviendrait
aussi infinie pour le couple (n~, s~ ~ Imaginaire conjugué du premier.

Posons

Il, et R2 étant des fonctions rationnelles à coefficients réels.
Si l’on remplace, dans R1 et R2, r et s en fonction de z, on a des fonctions

de z qui prennent des valeurs réelles et Unies sur la limite du domaine A [puis-
qu’elles ne peuvent devenir infinies que pour (ro, ou (r~, s~)~..
Ce sont donc des fonctions K(z). Mais ce ne sont pas des constantes. Donc

chacune d’elles devient infinie au moins en un point zo intérieur au domaine A,
et au point symétrique z’0 de l’aire A’ (symétrique de A par rapport à l’axe réel).
A Zo corresponde soit le couple (ro, so), soit le couple (r~, s~).

Supposons que ce soit (r0, s0) qui corresponde à z0 j 
} 
ru= r (zo) , 

.

; So 

Formons, comme précédemment, une fonction rationnelle p( z) ayant ~o pour
seul pôle, et telle que la fonction correspondante soit une fonction 
C’est une fonction ratiounelle de r et de s, à coefficients réels, qui devient infinie
pour r = ro, s = so, et aussi, par co~nséquent, pour n == = sô.

D’autre part, elle ne devient infinie à l’intérieur de l’aire A qu’au point .~o,
auquel correspond par hypothèse le couple so). Donc, en aucun autre point
que ~o de l’aire A on n’a r(z) = ro, s(~) = so, et en aucun point de l’aire A on
n’a r(z) = r’0, s(z)= s’0.
En résumé, si le point z parcourt le domaine A tout entier, sans omission et

sans répétition, le couple (r, s) prendra une série de valeurs, mais aucune d’elles
deux fois. De plus, il ne prendra que la moitié des valeurs définies par l’équa-
tion (j’(r, s) = o, et cette moitié constitue une portion de la surface de Riemann ~~t,
telle qu’on puisse passer d’un point à un autre de cette région sans passer par
un point correspondant à un couple (u, s) formé de réelles.

La surface ~. de Riemann se partage en deux régions, B et B’.
Au point Zo du domaine A répond un point (rorso) de Soit (r, s) un point

analytique quelconque de c~.
Appelons courbes de transition les courbes C de R lieu des points analy-

tiques (r, s) pour lesquels 1 et s sont réels. Si l’on peut passer de (ro, so) à (r, s)
avec continuité, par un chemin qui ne traverse aucune des courbes de transition
et si (ro, so) est supposé situé dans la région B, le point (t~, s) est aussi situé
dans la région B, sinon il sera dans la région B’.
Deux points analytiques imaginaires conjugués font partie de deux régions



différentes. Ces deux régions B et B’ sont donc complètement extérieures l’une
à l’autre; leur réunion forme la surfa-ce ~. définie par l’équation (j’(/~ s) = o, sans
répétition. Leur limite commune est l’ensemble des courbes C.

La région B correspond au domaine A.

26. Il reste à voir comment se correspondent les points de la limite du domaine A
et ceux des courbes C.

Soit (ro, so) un couple réel, vérifiant l’équation C~ (~~, s) = o..
Il existe une fonction rationnelle à coefficients réels, qui ne devient

intinie que pour r = = so (n° 24).
Si l’on y remplace ~° et s en fonction de z, on obtient une fonction de z qui, si

elle ne devient infinie en aucun point de la limite de A, est une fonction K(~).
D’ailleurs elle ne devient infinie en aucun point de l’aire A (ni de l’aire symé-

trique A’), puisque le couple (r, s) correspondant à un tel point ne peut être réel.
Ce serait donc une constante, ce qui est absurde. Il existe donc un point Zo de la
limite de A tel qu’on ait t 

.

Je dis qu’il n’en existe qu’un. 
’

En effet, considérons l’ensemble des valeurs de r et de s satisfaisant aux iné-

galités

et tel que les points correspondants soient, sur la surface dans la région B.
A chaque point de ce petit domaine inclus dans B correspond un point, et un

seul, situé dans le domaine A. Donc, au domaine inclus dans B correspond ainsi

point par point un domaine inclus dans A. Quand 3 et e tendent simultanément
vers zéro, ce petit domaine inclus dans A s’évanouit en se réduisant à un seul

point zo de la limite de A. Ce point z0 est le seul, par suite, tel l que

. 

~i. Nous nous proposons à présent de chercher le genre de l’équation 
Nous allons nous appuyer sur la proposition suivante :

Si s0) est un des couples vérifiant l’équation G(r, s) = o, il existe des

fonctions rationnelles de n et de s qui ne deviennent infinies que pour ce

couple (no, s0). Il en existe de tous les ordres possibles, à l’exception d’un
nombre fini d’ordres. Ce nombre fini, indépendant d’ailleurs du couple (r0, s0)
choisi, est précisément ég-al ace genre de la courbe G(r, s) - o (’ ).

( 1 ) Voir le Traité d’Analyse de M. E. Picar°d, t. Il, p. 429 et 430; en particulier la
remarque de la page 430.



Dans le cas présent il est naturel de choisir pour le couple (ro, so) le couple
correspondant au point a considéré au n° 17.

Soit (~~, h) ce couple ; g = 7’(~), Iz = s(a).
Considérons les deux suites

Je dis qu’à tout nombre ~, de la suite (a) correspond une fonction rationnelle
de r et de s qui ne devient infinie que pour le seul couple (b, h), et cela d’un

ordre égal à u.
Soit, en effet, la fonction

où R, et R2 sont des fonctions rationnelles à coefficients réels de r et de s.
Cette fonction est infinie pour le couple (g, h), et infinie de l’ordre u~. Elle

est finie en tout autre point (1, s) de la région B de ~~.
Reste à examiner la région B’.

Bappelons-nous que la fonction

reste finie pour toute la région B.
Dès lors, soient un point de B’, (ro, su) le point imaginaire conjugué;

~;~ (’o, so ) - iR2(ro, so ) a une valeur finie.
Donc aussi

Le genre de la courbe s) = o est donc au plus égal à p .
Je vais montrer qu’il est exactement égal à p, et cela en faisant voir que pour

aucun des nombres de la suite (i) (x,, x2, ..., xp) on ne peut trouver une fonction
rationnelle de 1 et de s ne devenant infinie que pour le couple (g, ia).

Soit ~, un des nombres de la suite (1).
S’il existait une telle fonction, R, (r, s) + i R2(r, s) (R, et R2 étant des fonc-

tions rationnelles à coefficients réels), R, et R2 seraient des fonctions K. D’ailleurs.
de la condition que R, (r, s) + iR2(r, s) doit rester finie à l’intérieur de B’, il

résulte que R, (r, s) - i R2(n, s) a le caractère d’une fonction entière à l’intérieur
de B. Il y aurait donc une fonction ), étant l’un des nombres de la suite

v,,, X2, ..., xp. C’est contraire à l’hypothèse que nous avons faite (n° 18).

28. D’après cela, le genre de l’équation C~’(r~, s) = o est le nombre c lui-même.



Ce résultat acquis, nous sommes en mesure de donner une détermination plus
précise du nombre p. Nous savons qu’à l’équation ~’( r, s~ = o, de genre p, sont
attachées o intégrales abéliennes de première espèce linéairement indépendantes.

.D’ailleurs nous allons faire voir que nous avons p telles intégrales (p est le
nombre des courbes L,, L~, . , ., Lp). Il suivra de là que p est juste égal à p.

Des intégrales abéliennes relatives à l’équation Cj (r, s~ = o vont nous être

fournies par les fonctions F(z) définies au n° 11.

Considérons, en effet, une telle fonction et envisageons le rapport F’(z) r’(z)
[r(z) étant l’une des deux fonctions r, s, au moyen desquelles toutes les fonc-
tions K(z) s’expriment par des fonctions rationnelles à coefficients réels]. Ce

rapport F’(z) r’(z)=dF dr 
a tous les caractères d’une fonction K : , à cela près qu’il

peut devenir infini sur la limite du domaine A.
En effet, ’ ’ se comporte à l’intérieur du domaine A comme une fonction

rationnelle. Sur la limite, il prend des valeurs réelles. Mais il peut devenir infini

en un nombre fini de points situés sur la limite.
Si l’on veut se rendre compte de la manière dont se comporte ce quotient 

sur la limite du domaine A, en un point Zo situé sur Lv, par exemple, reportons-
nous au n° 12. 

‘

Soit t = t(z) la fonction qui y a été définie.
dF

Remplaçons z en fonction de t, dF dr = dt dr dt
. Le numérateur aussi bien que le

dénominateur peuvent se développer en séries à coefficients réels, ordonnées
suivant les puissances entières et positives de t. Si l’on effectue la division, l’on a

où ~JL peut représenter un nombre entier positif, on négatif, ou nul.
On peut toujours former un polynôme entier en coefficients réels, G(r),

tel que G(/’) _y2014 reste fini tout le long de la limite du domaine A.
En effet, soient z1, z2, ..., zn les points de la limite de A pour lesquels -y-

devient infini, et 03B11, 03B12, ..., 03B1n leurs ordres de multiplicité.
En ces points, r prend des valeurs soient r~ /’2? ..., /~ ces

valeurs. La fonction

est réelle et finie sur toute la limile du domaine A.



C’est donc une fonction K(.~); par suite, c’est une fonction rationnelle, à coeffi-
cients réels, de r et de s.

Donc dF dr est aussi une fonction rationnelle à coefficients réels de r et de s.
Donc F est une intégrale abélienne relative à l’équation s) = o.

Maintenant, parmi les fonctions F, il en est de particulières, que nous avons
désignées par la lettre J (voir n° ~~~.

Elles restent finies pour toute la région B de Cela donne à penser que ce
sont des intégrales abéliennes de première espèce. Mais, pour nous en assurer,
il faut faire voir qu’elles restent finies aussi pour la région B’. Or ceci résulte

Immédiatement de ce que dF dr est une fonction rationnelle de r et de s, à coe i-
cients réels ; pour des couples imaginaires conjugués, n, s , r’, s , dF = 

dJ dr

prend des valeurs imaginaires conjuguées.
La question qui se pose est alors la suivante : les p intégrales de première espèce

J, ~2~, J2~z), , .., Jp(z) sont-elles linéairement indépendantes ?
S’il n’en était pas ainsi, on aurait

A,, A2, ..., Ap ; B~, ... , Bp ; P, Q représentant des constantes réelles.
Prenons la dérivée des deux membres; on en déduirait

les R sont les fonctions rationnelles à coefficients réels qui fournissent les inté-
grales abéliennes considérées.
On aurait donc, en particulier,

d’où, en intégran t,

A et B étant des constantes réelles.

Or, le long de Lo, tou tes les fonctions J sont réelles. Donc B = o. Le long de L~,
le coefficient de i dansJ, est 1, tandis que J2, J3, ..., Jp sont réelles. Donc -o.

On démontre ainsi de proche en proche que tous les A sont nuls.
La même conclusion s’applique aux constantes B,, B2, ..., Bp.



V. 2014- EQUATIONS CARACTÉRISTIQUES DU DOMAINE A. ENSEMBLE DES DOMAINES QUI
ONT LES MÉMES ÉQUATIONS CARACTÉRISTIQUES. CONDITIONS POUR QUE DEUX DOMAINES

DE MÉME CONNEXION PUISSENT SE REPRÉSENTER L’UN SUR L’AUTRE D’UNE MANIÈRE

CONFORME.

29. Dans ce qui précède, nous avons vu qu’à tout domaine A de connexion
égale à p + I on pouvait faire correspondre deux fonctions K(z) particulières,
/’ et s, au moyen desquelles toutes les fonctions K(z) peuvent s’exprimer par des
fonctions rationnelles à coefficients réels. Entre r et s existe de plus une relation
algébrique à coefficients réels O’(r, s) = o, et nous avons vu que le genre de cette
équation est égal à p.

Toute fonction K(z) est une fonction rationnelle, à coefficients réels, de r et
de s. Mais la réciproque n’est pas exacte : car une fonction rationnelle à coeffi-
cients réels de r et de s peut devenir infinie en quelques points de la limite du
domaine A, tandis qu’une fonction K(z) reste réelle et finie en tous les points de
cette limite.

Nous désignerons par une fonction rationnelle quelconque, à coefficien ts
réels, de r et de s.

Il Y a une infinité de systèmes de deux fonctions au moyen desquelles
toutes les autres peuvent s’exprimer par des fonctions rationnelles à coefficients
réels. Je dis qu’on obtiendra tous ces systèmes en cherchant les transformations
birationnelles à coefficients réels de (~ (r, s) = o.
En effet :

10 Soit un pareil système de fonctions ~K~. Par définition, les fonc-
tions [K] sont des fonctions rationnelles à coefficients réels de r et de s.
Donc

R et R’ désignant des fonctions rationnelles à coefficients réels. Mais, d’après
l’hypothèse, r et s sont aussi des fonctions rationnelles à coefficients réels de r.
etdes,.

La transformation ri = s), s, = R’(n, s) est donc birationnelle, ou réver-
sible.

ri et Si sont liés par une relation algébrique à coefficients réels, tj, ~ s, ) = o,
également de genre p.
On sait en effet qu’une transformation rationnelle réversible conserve le genre

de l’équation que l’on transforme.
~° Réciproquement, je considère l’équation O’(r~, s) = o, et je suppose que la



transformation

soit birationnelle, c’est-à-dire que r et s sont aussi des fonctions rationnelles de ri
et de s t .

J’admets en outre que R et R’ sont à coefficients réels, r, et s, t sont alors des

fonctions [K] ; en outre, puisque r et s peuvent s’exprimer par des fonctions
rationnelles, à coefficients réels de r, et de s,, toute fonction [K] pourra s’exprimer
en fonction rationnelle à coefficients réels de j°, et de s,.
En résumé, au domaine A correspondent non seulement l’équation (~ ~r, s) = o,

mais encore tou tes celles qui appartiennen t à la même classe, telles en outre
que la transformation birationnelle qui permet de passer de l’une à l’autre soit à

coefficients réels.

Cet ensemble d’équations (’~r, s) = o, C’, (r’,, s, ) = o, ... forme ce qu’on
appelle les équations caractéristiques du domaine A.

30. La question qui se pose est alors la suivante : : Nous trou~~é un

ensemble (E) d’équations caractéristiques pour le domaine A. Existe-t-il
d’autres domaines pour lesquels cet ensemble soit le même?
Je vais démontrer que le domaine A’, symétrique de A par rapport à Ox, a les

mêmes équations caractéristiques que le domaine A, et qu’il en est de même de
tous .les domaines représentables d’une manière conforme soit sur A, soit sur A’.
Enfin, je montrerai qu.’il n’y en a pas d’autres.

1° Envisageons une fonction K(z) relative au domaine A.
Soit

Les fonctions y et § sont bien définies à l’intérieur du domaine A.
Soit maintenant

Soit, en effet,

Ona

mais



Donc

De même

Cette fonction

est bien définie quand le point (x’, - y’) parcourt le domaine A, c’est-à-dire

quand le point ,~’ = x’--f- iy’ parcourt le domaine A’. .
Pour des points symétriques par rapport à Ox, les fonctions K( z) et K’(z)

prennent des valeurs imaginaires conjuguées.
En effet

K’(,~’~ est donc une fonction K relative au domaine A’.
Cela étant, aux fonctions r et s nous ferons ainsi correspondre des fonctions r’

et s’, qui sont des fonctions K relatives au domaine A’, et à l’aide desquelles
toutes les autres fonctions K relatives au même domaine peuvent s’exprimer par
des fonctions rationnelles à coefficients réels.

De plus r’ et s’ sont liées par la relation

puisque G est à coefficients réels, et que si z’ est la valeur imaginaire conjuguée
de z, n’(â’) et s’(z’) sont les valeurs imaginaires conjuguées de et de s(z).

Seulement, lorsque le point.~’ parcourra le domaine A’, le point analytique (rr, s’)
parcourra non plus la région B, mais la région B’ de la surface ~ de Riemann.

31. Soit maintenant A, un domaine que l’on puisse représenter d’une manière
conforme, soit sur le domaine A, soit sur le domaine A’.

Je dis que l’équation s) = o, qui est une équation caractéristique aussi
bien pour A que pour A’, l’est aussi pour Ai.

Je considère encore une fonction K() relative au domaine A.
Soit z ==f(z,) la fonction qui permet de représenter le domaine A, sur le

domaine A. Envisageons la fonction

Je dis que cette fonction K, est une fonction K relative au domaine A, .



En effet, puisqu’on a z = f (.~, ~, c’est que, à l’intérieur de At, se com-

porte comme une fonction entière dont la dérivée n’est jamais nulle.
Il en résulte que K, a, dans le domaine A,, le caractère d’une fonction

rationnelle; en effet, K ~2~ est de la forme

étant une fonction entière.

Si l’on remplace ,~ par f ~2~ ), cp~ f ~z, )1 a bien sur A:, le caractère d’une fonc-

tion entière ~, ~~, ).
Pour 2 = a, z, prend une valeur c~, telle = a. On a

Donc

P et ~’ désignant des séries ordonnées suivant les puissances entières et positives
de Zf - at, qui ne s’annulent pas pour ,~, = a, . .

Sur la limite de A. , K, ~.~; ~ prend des valeurs réelles, finies [les mêmes que K ~~)
sur la limite de A].
Nous avons donc bien obtenu une fonction K relative au domaine A, .
Cela posé, aux fonctions r(z) et s(z) correspondent des fonctions l’, (~, ), s. ~~, ~

telles que 
.. n, . -.

On a donc

De plus, toutes les fonctions K relatives au domaine 1~, s’expriment en fonc-
tions rationnelles à coefficients réels de r, et de s, .

Car on a

R étant une fonction rationnelle à coefficients réels de r et de s.

Donc 
’

L’équation C’(r,, s,)=o est donc une équation caractéristique pour le domaine A, .
De plus, le point ,~, parcourant le domaine A,, le couple parcourt la

région B de la surface ~R..



représente la fonction où l’on a remplacé chaque coefficient par
le coefficient imaginaire conjugué, la fonction .~’= f (.~~ ) réalise la représentation
conforme de A1 sur A’.

32. Nous avons trouve que d’une part le domaine A’, d’autre part tous les

domaines représentables d’une façon conforme soit sur A, soit sur A’, ont les
mêmes équations caractéristiques que le domaine A.

Je dis que ce sont les seuls.

Pour le prouver, je vais montrer que tout domaine ayant les mêmes équations
caractéristiques que le domaine A peut être représenté d’une manière conforme
soit sur A, soit sur A’.
En effet, soit A, un tel domaine.
Soit g(r, s) == 0 une des équations caractéristiques du domaine A, (j~ ~)==o

une des équations caractéristiques du domaine A,.
L’hypothèse est que ces deux équations appartiennent à la même classe, et que

la transformation birationnelle permettant de passer de l’une à l’autre est à coeffi-
cients réels.

J’appelle B la région. de la surface R de Riemann relative à l’équation
s) = o, et correspondant à l’intérieur du domaine A, B, la région de la sur-

face 3t, de Riemann relative à Inéquation C’, (r,, s, ) = o, et correspondant à l’in-
térieur du domaine Ai.

Soient r(,~), s(z) les deux fonctions [K] relatives à .A et correspondant
à ~) == o, au moyen desquelles toute autre fonction [K] relative au domaine A
peut s’exprimer par une fonction rationnelle, à coefficients réels.

Soient les deux fonctions analogues relatives au domaine A, et
à l’équation G1(r1, s1) = o.

On passe de l’équation C~ (r, s) = o à l’équation (’, s, ) = o par la transfor-
mation

R, et R2 étant des fonctions rationnelles, à coefficients réels, et cette transfor-
mation est réversible.

Par cette transformation, à la région B, correspond soit la région B, soit la
région B’. Car si r1 et s, sont réels, il en est de même des valeurs r et s qui leur
correspondent.

Si le point parcourt toute la région Bt il va d’un point à un autre de
cette région, sans passer par un point à coordonnées réelles, avec continuité. Il
en est de même du point (r, s), et réciproquement.



Supposons que B corresponde à B, . Alors nous allons faire voir que A, est

représentable sur le domaine A.
[Dans le cas où ce serait B’ qui correspondrait à B,, A, serait représentable

sur A’.]
J’introduis deux nouvelles fonctions [K] relatives au domaine A,, savoir :

Soit un point quelconque du domaine A,.
H lui correspond un point (rt, de la région Bi, donc un point (Pt, de B.

Or, il existe un point z, et un seul, à l’intérieur de A tel que

C’est ce point z que nous ferons correspondre à z t .
Les deux équations

définissent une fonction z de 2, telle que, lorsque ,~, parcourt tout le domaine A,,
sans omission ni répétition, z parcourt tout le domaine A sans omission ni répé-
tition, et inversement.

Si à B, correspond B’, c’est sur A’ que le domaine A, peut être représenté.
Pour le voir, je considère r(~’) et s(,~’).
Quand parcourt le domaine A’, le point (r, s) parcourt la région B’.
Cela étant, à chaque point ,~, de A, correspond un point (r,, s, ) de B,, donc

un point o, ) de B’. On posera

Ces équations, prises simultanément, réalisent la représentation conforme de At
sur A’.

’ VI. - CAS PARTICULIERS. EXEMPLES.

33. Supposons que p = o ; soient A et A, deux domaines à connexion simple,
et ~(r, s~ = o, g, = o les deux équations algébriques qui leur corres-
pondent, toutes deux de genre o.



On a

R, R’, R" étant des fonctions rationnelles à coefficients réels. En effet, on sait

d’abord que r et s peuvent s’exprimer en fonction rationnelle à coefficients réels
d’un paramètre 03BB, r === R’(03BB), s = R"(03BB). On peut d’ailleurs choisir ces fonctions
de telle sorte que, /’ et s étant donnés, les deux équations en ), n’aient qu’une
racine commune, laquelle doit alors s’exprimer en fonction rationnelle à coeffi-
cients réels des coefficients des deux équations en ),, r == R’(~), s = R"(~~.

Pareillement, l’équation C’, (r. , s, ) = o étant de genre o, on aura

R,, R1, R’1 désignant des fonctions rationnelles à coefficients réels.
Cela posé, on voit que nous obtiendrons des transformations birationnelles

à coefficients réels, et que nous les obtiendrons toutes en posant

Le problème est donc indéterminé, et dépend de trois constantes arbitraires.
Maintenant, supposons que pour 03BB=03BB1 les domaines A et A1 se correspondent :

il en sera de même si 03BB ‘ 
+ 03B103BB1+03B2 03B303BB1+03B4, pour 03B103B4 - > o, car alors les parties imagi-

naires de a et ),, seront toujours de même signe.
au contraire, on a - ~~  o, A~ correspond à A’.

De même, il y a une infinité de manières de faire correspondre le domaine

(A, A’) à lui-même.
Au point T f / 1 ~ T i1 / 1 ~

on fera correspondre le point

Si ~y est positif, A correspond à A, A’ à A’.
Si a~ négatif, A correspond à A’, A’ à A.

34. J’aborde le cas où p =1 :

Si (r~o, so) est un couple quelconque de valeurs vérifiant l’équation C’(n, s~=~-o,
de genre i [nous prendrons le point so) dans la région B de la surface 
il existe des fonctions rationnelles de r et de s ne devenant infinies que pour le

couple et infinies d’ordre il y a exception pour une seule valeur de ~..



Cette valeur, pour laquelle il y a exception, est évidemment ~, _ ~ . Car, si

Ni (z) existait, N~ (a~ est une fonction quel que soit l’entier u.
Donc

Entre N2 et N3 existe (voir n°21) une équation entière, du second degré en N3,

G~ désigne un polynôme entier de degré i;

G 3 désigne un polynome entier de degré 3.
Cherchons à réduire autant que possible le nombre des constantes arbitraires.
L’expression générale des fonctions ~ qui deviennent infinies du deuxième

ordre, est 
.. ""T , .

À et  sont des constan tes arbitraires.
De même, l’expression générale des fonctions (J, qui deviennent infinies du

troisième ordre, est

),r, ~r, v’ étant des constantes arbitraires.

Soit
w T ... ~. r .

Alors

ou

I~3 désignant un polynôme du troisième degré en N2.
Enfin, on peut choisir ic de manière à mettre cette équation sous la forme

car l’identité

donne

équations d’où l’on peut tirer successivement ),, ~,, g2 et ~3. Il y a trois solutions.



Remarquons que si l’on pose

avec

on a

0 ll

ou enfin

avec

d’ou le conclus

Cela posé, soient deux domaines A et A, de connexion double. On aura

Si A, est représentable sur A ou sur A’, ces équations pourront se déduire
l’une et l’autre de ~’ ( r, s ) = u par une transformation birationnelle. Donc

on aura

35. Nous avons vu, y dans ce qui précède, que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que deux domaines A et A~ soient représentables l’un sur l’autre est
que l’ensemble des équations caractéristiques soit le même pour les deux do-

maines.

Supposons cette condition remplie; alors une question se pose. De combien
de manières différentes cette représentation est-elle possible?
Nous allons ramener cette question à la suivante :
Trouver les transformations du domaine A en lui-même.

Soient T et T’ deux transformations du domaine A en le domaine A, .
On a

_-_ T’ T 1 T -.-- ( T’ T--1 ) T.

Or T’T-1 est une transformation du domaine A en lui-même.



Il faut donc chercher à transformer (~ ~r, s) = o en elle-même par une transfor-
mation rationnelle à coefficients réels.

Prenons le cas où p === i.

Alors r et s peuvent s’exprimer par des fonctions elliptiques d’un para-
m è tre u ~’ ), r = c~ ( cc ), s - ~.r ( cc ) .

Posons

Les différentes transformations de la courbe en elle-même correspondent l aux
différentes relations entre ic et ili. Il faut trouver celles de ces relations pour

lesquelles la transformation est birationnelle et à coefficients réels.
Appelons 2(0 la période réelle, 2w’ la période purement imaginaire de et

A chaque système de valeurs de (r, s) correspond un point, et un seul,
à l’intérieur du rectangle des périodes.

Ce rectangle OAGB 2) est partagé en deux parties égaies par la

. 1.

droite DE, (iy = w’). Ces deux parties sont les champs des valeurs de tc qui
correspondent aux deux régions B et B’ de la surface de Riemann définie par

l’équation Q’(~, s) = o.
La courbe réelle s) = o est, comme on sait, composée de deux courbes

séparées ; l’une de ces branches correspond à la portion de droite iy = w’ com-
prise entre le point w’ et le point w’ + 2w (les points D, E); l’autre branche
correspond à la portion de droite y= o, comprise entre o et 2 w (le segment OA).

Cela posé, il est clair que la relation entre il et u, doit faire correspondre à un
point il, intérieur au rectangle des périodes, un autre point u,, et un seul, égale-
ment intérieur au rectangle des périodes.
On a donc

(1) Voir le Traité d’Analyse de 11Z. E. Picard; t. I1, p. 504.



~, Y et S étant réels, et, de plus, a~ - ~3Y sera positif, puisque cette transforma-
tion transforme en lui-même le demi-plan nord.
De plus, cette relation doit subsister quand on y remplace il par 

(quels que soient les entiers n?. 
Donc y = o, ~ == i ; (X doit être un nombre entier : .

Inversement il doit être exprimable par u, sous la même forme. Ceci exige

Sous ces conditions, la transformation sera birationnelle en vertu du théorème
d’addi tion.

Reste la condition relative à la réalité.

Il faut choisir 3 de façon que et c~(~3) soient réelles. Ceci exige ~ = c ou
~ = c -~- c~’, c étant réel.

10 Si ~ = c, chaque moitié du rectangle des périodes se correspond
à elle-même ; B correspond à B.

= - u -(- c, chaque moitié du rectangle correspond à l’autre ; B corres-
pondàB’, B’ à B. ,

2° rc, = u -I- c -I- c~’, chaque moitié du rectangle correspond
à l’autre, B correspond à B’, B’ à B.

Si lli == 2014 il + c + w’, chaque moitié du rectangle se correspond à 
I-o correspond à B. ,

36. Soit à représenter une aire doublement connexe sur l’aire ayant pour
limites deux cercles concentriques dont le centre commun soit l’origine et dont
les rayons sont i et /~  1.

La fonction J(,~) ===2014 jouit des propriétés suivantes :
10 Sur le cercle extérieur Lo,

donc

2° Sur le cercle intérieur L,,

donc



ou

Considérons la fonction de Weierstra.ss, qui admet pour périodes

et

La fonction p - ~~,~~ est une fonction uniforme de z. Car, si z décrit autour
de l’origine un contour fermé, t..z augmente de 2 mi03C0, ni étant un nombre entier.

P "~L(~) reprend la même valeur puisque, par hypothèse,

A l’intérieur du domaine A compris entre Lo et caractère

d’une fonction entière.

Au point 2 = i, situé sur Lo, p(~~~) devient infinie comme ~ .
Sur (Lz i) prend des valeurs réelles et finies, (03C6), sauf = i.

Sur ( 2014- ) prend des valeurs réelles et finies, p(03C6 + 03C9’).
C’est donc une fonction [K(z)].
Il en est de même de p’ (I iLz).
C’est une fonction uniforme de 2, qui a le caractère d’une fonction

entière à l’intérieur de l’aire A, qui ne devient infinie qu’au point ~ = i
r 2 i
comme - .

Enfin, elle prend des valeurs réelles sur Lo et sur L, ; c’est une autre fonction
f~C~)~~ 

.

Toute fonction [K(z)] est une fonction rationnelle coef ficients réels de

p et 

Si elle a des valeurs réelles et finies sur Lo et sur L,, ce sera une fonction

K(~~..
Considérons la fonction j) I 2014 ~ / ).
Ses infinis sont donnés par la formule



ou, en remplaçant w’ par sa valeur, L~~, r I,~ par la formule

Choisissons pour « une valeur réelle telle que l’on ait

On aura

puis

Donc, à l’intérieur du domaine A, p ()1 - ii) n’a qu’un infini, z = 
D’ailleurs

D’autre part, puisque l’on a r  e-03B1  1., j’en conclus e03B1 > r, puis /’.

Donc, (Lz i + i03B1) a le caractère d’une fonction entière à l’intérieur du

domaine A.

Il suit de là que p h’ - i03B1) est une fonction N2(z).

’(u) ayant tes mêmes infinis que ’ L - est une fonction N3(z).

sont des fonctions k(z).
Il en est de même de

de



de

et de

D’une façon générale, envisageons la fonction

avec la condition

On sait qu’elle peut s’exprimer rationnellement en fonction de p et de

p’(Lz i).
Donc, elle est 
Ses infinis sont donnés par la formule

ou, enfin, par

Si, maintenant, nous définissons 03A6(Lz i) parla formule

a’03BB et hâ désignant les quantités imaginaires conjuguées de a03BB et de ba, on a

et les infinis sont donnés par la formule



Supposons que ~~ ait été choisi de manière que l’on ait

On a vu plus haut que le seul infini inclus dans le domaine A est

et qu’il n’y a pas d’infinis ~.~~,n- dans ce même domaine.
Faisons la même hypothèse, r  e~~~  i, pour toutes les valeurs de a~, depuis i

jusque n.

On voit que + (Lz i) se comporte à l’intérieur de A comme une fonction ration-
nelle, et 03A6 (Lz i) comme une fonction entière.

Donc 03A6 ‘- est une fonction N(z).

Les fonctions

et

sont des fonctions K(z).
Nous pouvons ainsi former la fonction K(z) qui correspond à telle fonction

rationnelle que l’on voudra, pourvu que cette fonction K(z) existe.
Ajoutons que, p( z) étant la fonction rationnelle donnée, le problème de

Dirichlet est, par cela même, résolu pour le domaine A considéré relativemen t
aux fonctions réelles de x et dey

37. Soit maintenant à1 un autre domaine doublement connexe.
" .Il existé une fonction J~.~) ayant à l’in.téiiear de A le caractère d’une fonction
entière, prenant sur la limite extérieure Zo des valeurs réelles, et sur la limite

intérieure Zi des valeurs dont la partie imaginaire est i.
Soit 2 a la période réelle dont augmente J~~~ quand z décrit un contour fermé

une seule fois dans le sens direct, ce contour fermé étant tout entier à l’intérieur
de A et entourant la ligne Zi.



Alors la fonction ~‘ admet la période 2-.
a , 

.

Sur L0, elle est réelle.

Sur (, , la partie imaginaire de 03C0 J (z) est constante et égale à i03C0.
p ~ g 

a

Déterminons le rayon n du cercle L~ considéré dans le numéro précéden t par
la condition (£ = ~‘ ~

r a

(nous supposons a~ o, de façon que l’on a r  y.
Ceci posé, considérons la fonction

~° Quand J (Zt) augmente de demeure invariable ;
2° Si Zt parcourt ..~,~, le point Z parcourt la circonférence Lo, puisque la valeur

absolue de z est 1 .

3° Si le point ,~, parcourt .~,, la valeur absolue de z est constante et égale à
. 

’

Le point Z parcourt la circonférence L,.
A un pointa du domaine ne correspond qu’un point z du domaine A.
Réciproquement, si le point z est donné dans le domaine A, J(.~, ) sera connu

(à un multiple de 2.  près).
A la valeur J(z1) ainsi déterminée ne correspondra, dans qu’un point z1.

La formule z = réalise donc la représentation conforme du domaine 
sur le domaine A où l’on a convenablement choisi la valeur de r.

Remarquons que la formule Ç (simple rotation autour de l’origine) nous
permettra de faire se correspondre deux points quelconques choisis, soit sur les
limites extérieures, Lo, soit sur les limites intérieures, L,, 

Au contraire, la formule ~ _ ’- . ei~ (~ étant toujours réel) permettra de faire
correspondre un point de Zo à un point de L,, ou un point de ~‘, à un point
deLo.
En résumé, on pourra réaliser la représentation de manière à faire se corres- 

’

pondre deux points quelconques pris, l’un sur la limite de A, l’autre sur la limite
de ~.

38. Voici un premier exempte : .

Considérons un domaine ~ ( fig. 3) limité par deux circonférences, une exté-



rieure Zo, l’autre intérieure Zi. On sait qu’il existe sur la ligne des centres deux

points P et Q tels que le rapport RP reste constant aussi bien quand le point R
Fig. ~.

parcourt la première circonférence Zo que lorsqu’il parcourt .~~ , Ce sont les

points doubles de l’involution déterminée par les deux couples (A, B), (C, D ) .
Soient g et h les deux rapports

Soient 2 = a la quantité imaginaire dont l’affixe est P ; z = b la quantité ima-
ginaire dont l’affixe est Q.

Sur Zo on a

sur ~~ on a

L’équation de Jjo sera

(y étant une variable réelle); celle de ~, t

Posons



sur ~,,

Les deux points P et Q étant extérieurs au domaine v1, la fonction J(z) a

bien le caractère d’une fonction entière à l’intérieur de Elle a la période 2 r.
Pour représenter le domaine A sur le domaine type A, posons

11 faudra choisir /~ par la formule

39. Considérons maintenant deux ellipses homofocales.
Soient

leurs équations, avec

Posons

Soient

Alors

SUr ~1~,,

Posons

Alors

Ainsi, sur ~~o,



I00

Sur ~

Prenons

Sur Zo, J~,~~ prend des valeurs réelles.
Sur ~,, la partie imaginaire de J (z) est i ( ce, - ce).
Les points critiques z=±c, qui sont les foyers communs aux deux ellipses,

sont extérieurs au domaine 

J (z) a donc bien le caractère d’une fonction entière à l’intérieur du domaine ~~~,.
Sa période est arc.
Pour représenter le domaine sur le domaine type, on se servira de la fonc-

tion

Ici,

Comme on a

De la formule précédente, on tire


