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Deux problemes du Calcul des Probabilités

J. F. STEFFENSEN

I. Mesures de dépendance entre événements fortuits.

1. — On dit généralement qu’on a affaire 3 une loi de probabilité,
lorsqu’une méme expérience peut fournir un certain nombre de ré-
sultats chacun avec sa probabilité, la somme des probabilités étant
égale a l'unité. Les cas possibles seront souvent exprimés par des
nombres ; sinon, on peut toujours leur associer des nombres diffé-
rents et parler ainsi dans tous les cas d’une variable aléatoire prenant
certaines valeurs avec certaines probabilités.

Dans ce qui suit nous nous occuperons d’abord d’une variable
aléatoire x prenant un nombre fini de valeurs distinctes

X1y X2y =0 X, (k>I)

avec certaines probabilités, et d’une autre variable aléatoire y prenant
les valeurs distinctes

Yis Yoy o+ Wi (l>I)
chacune avec sa probabilité, la somme des probabilités étant égale
I'unité dans chacun des deux cas.

Il s’agit d’examiner les expressions qu’on a proposées pour mesurer
en quelque sorte la dépendance qui peut exister entre les deux va-
riables aléatoires x et y. On peut supposer 2 > 1, /> 1, parce que
si £k = 1 oul = 1, I'une des variables n’est plus aléatoire.

2. — Avant d’aborder ces questions il faut dire un mot de la
notation employée. La probabilité pour que x prenne la valeur % lorsqne
y prend la valeur yy, sera désignée par le symbole ordinaire pij. On
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obtiendra la probabilité pour que x prenne la valeur x (quelle que
soit la valeur de y) en prenant la somme de #s par rapporta toutes
les valeurs de l'indice . Nous écrirons le résultat sous la forme

(1) b= 3 b

en désignant par un astérisque la sommation par rapport a toutes
les valeurs de l'indice que l'astérisque remplace. On a, de méme

(2) by = Y, buy

et '

(3) Dax = 2 pij = 1.
. 1']'

La probabilité pi; peut s’annuler pour certaines valeurs de 7 et de ;.
Au contraire, p, et pyj sont toujours positives, puisqu’il ne faut
tenir compte que, des valeurs possibles de xi et de y;. On a, de plus,
Pix < I, Psi << I, parce que k>1, [>T1.

Une autre probabilité que nous aurons a utiliser est la probabi-
lité pour que y prenne la valeur yj, lorsque x prend la valeur xi. Nous
désignerons cette probabilité par pu; ; de méme ¢p;; signifiera la
probabilité pour que x prenne la valeur i, lorsque y prend la va-
leur v;. '

Nous croyons que la notation proposée présente quelque avantage
sur la notation un peu plus compliquée employée par T'scHUPROW (1),
et ses disciples, a savoir

Pli=">0u  Pa=1Di  Pui=Pui
PN =Pwn PV = piy-

8. — Aprées ces préliminaires, nous pouvons écrire, d’apres le théo-
réme de la multiplication des probabilités
4) Pi; = Dixb i
et
(3) Pij = Dxibiti)s

(1) A. A. TSCHUPROW : Grundbegriffe und Grundprobleme der Korrelationstheorie. Leipzig, 1925.
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et la condition d’indépendance des deux variables aléatoires x et y
sera donnée par

(6) Pij = Pisbsir

pour toutes les valeurs de 7 et 7.

I/autre cas extréme se présente si I'une des variables aléatoires est
fonction de I'autre. Dans ce cas, I'une des valeurs de x est toujours
associée a la méme valeur de ¥, et on a nécessairement £ = /. On peut
alors, sans restreindre la généralité, associer x:i & yi, et la condition de
dépendance compléte s’écrit :

(7) Pi = Dix = Pui; p:; = o pour ¢ Z 7.

Entre ces deux extrémes se trouvent les cas ot il y a une dépendance
aléatoire ou « stochastique », comme dit TSCHUPROW, entre x et v,
et le probléme important se présente de trouver une mesure du degré
de cette dépendance. Fvidemment, ce probléme ne comporte pas une
solution unique ; plusieurs mesures sont possibles et, en effet, on en a
proposé un certain nombre () Nous allons d’abord rappeler briéve-
ment quelques unes des plus importantes en commengant par le coef-
ficient de corrélation.

Yicrivons (%)

(8) o= ¥ DixYS,

de sorte que g,, désigne I'espérance mathématique du produit 47y, ou

(9) 3, = &x7Y5,

et posons ensuite

(10) Mys = Z Dij(%: — 010)"(V; — o01)’,
if

ou

m,s = &(x — cm)’(y — oo1)’,

(1) Voir, par exemple : Charles JORDAN : Statistigue Mathématique, chap. Xi1. J'ai en vue seu-
lement le cas olt les probabilités p:; sont données. Ainsi, la corrélation des rangs (critéres de
SPEARMAN, ESSCHER, LINDEBERG, etc.) ne rentre pas dans les cadres de la présente analyse.

(2) J'emploie ordinairement les symboles 5 et # pour les moments théoriques, et les sym
boles s et m pour les moments déduits des observations. Ici, ot nous ne nous occuperons
guére des observations, il n’y a pas lieu de retenir cette distinction.
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avec ces notations le coefficient de corrélation s sera défini par la
relation

On sait qu’on a toujours 0 = ¢® = 1, et que ¢* s’annule dans le cas
d’indépendance compléte. Mais le fait que * = o ne suffit pas pour
prouver I'indépendance ; d’autre part on a dépendance compléte pour
une valeur de ¢* inférieure & 1, 4 'exception du cas otl la relation entre
x et y est linéaire. Pour ces raisons le coefficient de corrélation n’est
pas satisfaisant comme mesure de la dépendance aléatoire (1).

4. Une mesure plus adaptée a ce but est le quotient de corréla-
tion introduit par KARI, PEARSON. Sil’on pose, d’une maniére générale,

(12) Tor = Z by = 8",
7

de sorte que o signifie 'espérance mathématique de ys, lorsque x
prend la valeur x;, et si 'on pose ensuite

(13) mos =¥\ by, — =) = &y — 37 )y,
7,

le quotient de corrélation de y par rapport a x, qu'on désigne par 7,
est défini par la relation

(14) 7r.;x:I—— LN pum’,

qu’on peut aussi écrire sous la forme

(15) T‘yx =1 2{’;*(5:: -_ 701)2~

M2

Naturellement on peut définir d’une maniére analogue, le quotieat de
corrélation de x par rapport a y qu’on désigne par 7,

On a toujours 0 = »*> = 1. Si »* = 1, la dépendance est compléte,
et réciproquement, si la dépendance est compléte, ona »* = 1. S'ily
a indépendance compléte, »* s’annule ; mais le fait que #* = o ne
suffit pas pour prouver I’indépendance. Je renvoie, pour la démons-

(1) TSCHUPROW : [. ¢., pP. 55-56. Si, toutefois, k = I = 2, ¢ se confond avec la mesure © men-
tionnée ci-dessous ; voir TSCHUPROW [. ¢., p. 63.
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tration de ces faits, aux travaux qui ont été publiés sur cette
question ().

11 convient d’ajouter que, si 7, = 0, on dit selon KARI, PEARSON,
que « y n’est pas corrélée & x »(%). Si I'on adopte cette terminologie, les
expressions « corrélation » et « dépendance aléatoire » n’ont pas le méme
sens. Pour cette raison nous avons évité de faire usage du mot « corré-

lation » pour désigner une dépendance aléatoire.

" On voit que le quotient de corrélation, quoique préférable au coeffi-
cient de corrélation pour mesurer une dépendance aléatoire, n’est pas
une mesure parfaite ; nous allons examiner maintenant une autre
mesure, proposée également par KARIL PEARSON.

5. — On voit que le coeflicient de corrélation et le quotient de corré-
lation ont ceci de commun qu’ils dépendent des valeurs xi et vi que
prennent les variables aléatoires ; par conséquent ce n’est qu’au
moyen d'un artifice qu’ils peuvent étre employés dans les cas ou
les événements possibles ne sont pas représentés par des nombres. Au
contraire, dans les mesures dont nous nous occuperons a présent, les
valeurs des variables aléatoires n'interviennent pas ; seules entrent en
en jeu les probabilités des divers cas possibles, casquenous pouvons
d’ailleurs continuer & appeler xi et y; selos notre convertion, initiale.

La contingence moyenne de KARL PEARSCN est le aombre ¢ défini
par la relation (%)

(16) ¢ = Wi — Deubui)”,

p Dixbx

s N P
Z?i*?]*i T

iq

jwon peut aussi écrire

(17) ;

3

11 résulte de (16) que ¢ s’annule si pij = piypyi pour toutes les
valeurs de 7 et 7, c’est-a-dire s’il y a indépendance compléte, et seule-
ment dans ce cas. D’autre part, s’il y a dépendance compléte, on a
k=1, psi = piy = pii et by = 0 pour 7 =z 7, de sorte que, d’aprés
(17), la valeur de ¢? est égale, & une unité prés, au nombre des cas
possibles pour x (ou pour ¥), c’est-a~dire ¢* =k — 1 == —1I.

(1) Voir, par exemple : TSCHUPROW I ¢., pp. 52-54.
(2) TsCHUPROW : L ¢., p. 33 et p. 53 ; Charles JoRDAN : I ¢., p. 305.
(3) % est le mean square contingency de PEARSON.
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Afin d’obtenir que la mesure ¢® proposée par KARL PEARSON
prenne la valeur 1 s’il 3 a dependance compléte, TscHUPROW (Y) I'a
légérement modifiée en divisant ¢? par (& — 1)(/ — 1). On obtient
ainsi la mesure v définie par la relation

~2
(18) FL I A
ViE—1)(l—1)

11 reste a démontrer que 7 ne peut pas dépasser I'unité, et que la
valeur I est atteinte seulement dans le cas de dépendance compléte.
La démenstration qui suit est due & M. G. HOSSJER et m’a été commu-
niquée au commencement de 1930 par M. H. CRAMER .

Ecrivons (17) sous la forme

%

k 1
3 N\ P ij
@2 4+ I = \ £ ry .,
' et A

=1 1=1

S’il n’y a pas dépendance compléte, on a, au moins pour certaines
valeurs de 7 et 7,

0 < pij < bw
et, par couséquent,

k k
o2+1<vz ~~E;b$‘:k,
i=I 7——1?5 i=1pl*

donc ¢ < V& — 1. On obtient de la méme manitre ¢ < /[ — 1 et,
en multipliant les deux inégalités, ¢® << /(A — 1)( — 1) ou 2 <1.

6. — Omu a objecté (%) a la contingence moyenne dans la forme pro-
posée par T'SCHUPROW, que 1’extension aux cas ot1 & == [ est « évidem-
ment erronée » (« offenbarirrtiimlich »). Je dois pourtant avouer que
je ne puis découvrir aucune erreur dans les raisonnements qui pré-
cédent.

Une attre objection s’attache aux « poids » Biuba, ;b figurant dans

(16). Ces poids, dit-on (¢, ont été introduits uniquement pour obtenir

(1) L. ¢, p. 41. Dans le cas k =1=2 on a 72 = g2,
(2) Von aussi R. v. MISES Wahrschemluhkeztsredmung und ihre Anwendung in der Statistik und
theoretischen Physik, 1931, p. 360, pour le cas k = I

(3) V. Misgs : L c., p. 359.
(4) H. CRAMER : Remarks on Correlation. Skandinavisk Aktuarietidskrift, 1924, p. 231. Voir

aussi v. MIsEs : I. ¢, p. 359.
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des résultats simles, & savoir la formule (17), qui est certainement
le plus simple possible.

C’est pourquoi je crois utile de montrer qu’on peut introduire "2
contingence moyenne d'une maniére parfaitement naturelle, sans faire
usage des poids, en écrivant

(19) ¢t = (s — Pa)bin — bix)-
1

Puisque la condition d’indépendance pij = piy Py Sécrit aussi
au moyen des équations (4) et (5)

(20) Pix = Pitits  Pxi = Punjs

on peut s’assurer directement que 'expression (19) s’annule dansle cas
d’indépendance, et seulement dans ce cas ; il n’y a pas besoin de
donner la démonstration en détail. I’identité de (19) et de (16) résulte
immédiatement si 'on écrit

(Pis— Pisbx)® _ Pis— Pisbss (Pis— Pisbrs)
?f*p*j Ibi* 7)*;‘

et si I’'on emploie (4) et (5).

7. — Nous avons supposé jusqu’ici que & et ! sont des nombres
finis. Si ces nombres tendent versl'infini, on a pour :? I'expression peu

commode
k 1
2 — lim - z Z (pij— ﬁz*]bw)‘

Rl—> y/(k——I) Pist s

et il faudrait encore démontrer I'existence de la limite.

Il y a donc lieu de s’occuper de la question de trouver une mesure
applicable également pour les valeurs infinies de % et /, question qui
n’est pas sans importance pour les applications. Nous devons
d’abord mentionner une mesure proposée par M. H. CRAMER dans le
mémoire cité ci-dessus.

M. CRAMER propose comme mesure de la dépendance aléatoire /a
valeur minimum de 'expression

oY \
(21) N (py— ww)
i

— 325 —
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pour toutes les valeurs réelles des variables u; et v;. Une mesure ana-
logue est donnée dans le cas continu.

La mesure (21) s’annule, comme la contingence moyenne, dans le
cas ot les deux variables aléatoires sont complétement indépendantes
'une de l'autre et seulement dans ce cas. Dans tous les autres
cas la mesure est positive, et M. CRAMER démontre que sa valeur ne
peut pas excéder 1/4. Mais cette mesure présente des difficultés sur
lesquelles M. CRAMER lui-méme a attiré l'attention. Non seulement
son application est difficile, mais la dépendance compléte des variables
aléatoires n’est pas caractérisée par une méme valeur de la mesure
dans tous les cas. Pour ces raisons nous ne nous en occuperons
pas en détail.

8. — Je vais montrer maintenant comment, par des considérations
assez naturelles, on peut étre conduit 4 une nouvelle définition de
la mesure, qui ne donne pas lieu aux objections mentionnées jusqu’ici.

Nous prenons comme point de départ la contingence moyenne pour
une table tétradique (*), c’est-a-dire pour une table comportant seule-
ment deux possibilités pour x et deux possibilités pour y. On sait,
(voir n° 5) que pour une telle table, la contingence moyenne posséde,
les qualités suivantes : ¢® étant toujours comprise entre o et 1, prend
la valeur o dans le cas d’indépendance compléte et seulement dans
ce cas, et la valeur 1 dans le cas de dépendance compléte et seule-
ment dans ce cas.

Considérons une table tétradique comportant les quatre possibilités

x; se présente, %; ne se présente pas,
v;se présente, yj ne se présente pas.

Soit paj la probabilité pour que x: ne se présente pas (*) tandis
que yj se présente ; on définira de méme pic et pae. On aura

\ Pia = Pix — Py Pai = Pxi — Pijy
/ paa =1I— i’i* - p*? + pi?"

On en déduit les relations, d’ailleurs évidentes,

(22)

(23) Pax = 1T — Py, Pra =TI — Dyi.

(1) Selon Karl PEARSON : fetrachoric.
(2) L’indice « a » est une abréviation du mot « absent ».

__..326__.
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Nous désignerons par ¢,; la contingence moyenne de la table tétra-
dique. On a, d’aprés la définition de ¢?,

@J’ — Pixdx)’ + (Pia — Pixbxa)?

’k ??ﬁ - i*p*? pt*?*a
(Pai — Pusbwi)® | (Paa— PasPsa)?
? + ?a#P*i + pa*f’*a

qui se réduit facilement, au moyen des équations (22) et (23), a

o — (bir — Pixbxi)® )
(24) 9= Pl — Ponlbait — Pa)

On peut aussi écrire, au moyen de (4) et (5),

2 (Puy — Pix) Py — Pai)
(25 @ ) — pa)
Nous désignerons la nouvelle mesure par J, et nous la définirons
par la relation

(26) Vo= X puabarz

i

On aura aussi, au moyen de (24),

2 — N\ (i — bubwi)®
(27) = A pu)T— pa)

i
De (26) on conclut d’abord que J? est une sorte de moyenne des

grandeurs o}, Puisque Eju*zb*j = I, et que ¢}, est toujours comprise
(3

entre o et 1, il S'ensuit ]que la somme (26) est convergente et que ¢?

est aussi comprise entre ces limites.

Puisque la somme (27) contient seulement des termes positifs, elle
s’annule seulement si tous les termes s’annulent. La condition néces-
saire et suffisante pour cela est évidemment pi = pispss pour toutes les
valeurs de 7 et 7, c’est-a-dire qu’il y ait indépendance compléte entre
x et y.

Reste a démontrer que ? = 1 est la condition nécessaire et suffisante
pour que la dépendance soit compléte. Or, la condition nécessaire
et suffisante pour qu’il y ait dépendance compléte entre x et y;
(c’est-a-dire que, ou bien y; se présente toujours si xi se présente, ou
bien y; ne se présente jamais si % se présente) est ¢%; = 1. Par consé-
quent, la condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait dépendance
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compléte entre x et y est que ¢} = 1 pour foufes les valeurs de 7 et 4.
Mais ceci veut dire, selon (26), que * = 1, puisque ni pix ni p4 ne
peuvent s’annuler, et que

-
Zibi*f’*f =1
i

9. — Il faut observer que dans le cas particulier assez important ot

i et § prennent seulement les valeurs I et 2, la nouvelle mesure est iden-
tique & la contingence moyenne de PEARSON. En effet danscecas on a

W22 .2 .2 .9
Pr1 = P12 = P2 = P2 = @5,

et puisque Z;bi*p*a, il résulte de (26) que {® =
i

10. — La mesure ¢ a le désavantage de ne pas s’appliquer directe-
ment aux lois de probabilité continues. On peut toujours du reste, en
partant d’'une telle loi f(x,y), construire une loi discontinue pi; en
posant, par exemple,

ity (it
(28) po=| ) ey,
et calculer ) par ces probabilités. Mais si, au lieu de I'unité, on choisit
un autre intervalle d’intégration, la valeur de ¢ changera également.

11. — DPour obtenir une approximation de ¢ au moyen d’une
expérience donnée, on remplacera les probabilités par les fréquences
relatives correspondantes. Nous désignerons par Hj; la fréquence absolue
de la combinaison (x:, v;) ; de plus, nous écrirons

Q
H, = Y Hy Hy = ZHU et N = Hy,,
‘ i

de sorte que N désigne le nombre total des observations. Si 'on repré-
sente par ¥ l'approximation de ¢ obtenue de cette maniére, on
trouvera au moyen de (27)

. (NH; — HiH,)?
v sz( — H,)(N—H,)’

(29)

qui est la forme la plus commode pour le calcul, si les fréquences abso-
lues sont données.

___328_
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Pour la contingence moyenne on obtient au moyen de (17) I'expres-
sion suivante, en désignant par ® l'approximation de o,

(30) v = LI'IwkI‘I*I'

En calculant ¥ ou @ il faudra omettre les termes dont les dénomi-
nateurs s’annulent. Ce cas ne se présente d’ailleurs presque jamais
pour ¥, puisque, si Hiy, = N ou Hy; = N, il n’y a pas de table a
double entrée. Au contraire, on a assez souvent Hyy = 0 ou Hyj = 0
vers les extrémités de la table, et les termes correspondants de ¢
tombent en défaut.

Pour les calculs numériques il est inutile sans doute d’appeler
Pattention sur ces faits. Au contraire, des erreurs dans le traitement
théorique de cette sorte de questions sont assez fréquentes dans la litté-
rature. Ainsi, par exemple, TsCHUPROW — d’ailleurs I’'un des savants les
plus scrupuleux dans le domaine de la statistique mathématique —

H” de la maniére
ik

essaye de calculer 'espérance mathématique de
suivante (*).
Le nombre Hix peut prendre l'une ou I'autre des valeurs o, 1, 2... N.

La probabilité pour que Hix prenne la valeur v est la probabilité
pour que x; se présente v fois dans N épreuves, c’est-a-dire

Chpla(T — pa) —

Or, l'espérance mathématique de Hy dans le cas ot Hix prend la
valeur v est

vhuy = ’1%;

Donc l'espérance mathématique de g est obtenue sous la forme

L Chpla(t — pd 7 Ty g%f

v i

Py o
h; 2 Chbin (T — pis) 11;

v=0

3

!

1) L. ¢, p. 82. Nous avons remplacé la notation de TSCHUPROW par la nétre.
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11 est évident que ce résultat a été obtenu seulement en assignant
au produit 7 - v, indéterminé pour v = o, la valeur parfaitement arbi-
traire 1. Mais il y a d’autres cas ou le résultat auquel conduit cette
maniére de procéder est non seulement indéterminé mais infini. Ainsi,
sur la méme page, TSCHUPROW obtient pour I'espérance mathématique

H; . .
de 152/ expression suivante
ik

2 2 ) \ N
R R A e i
Y ot
Ici, le premier terme de la somme est infini, objection bien plus sérieuse
que celle indiquée par T'scHUPROW lui-méme, 4 savoir que la sommation
ne conduit pas a un résultat simple.

Malheureusement, ’espérance mathématique d’'un quotient de va-
leurs observées se présente souvent, si l'on veut calculer l'erreur
moyenne de certaines mesures de dépendance déduites d’une expé-
rience donnée. Il semble donc qu'une révision de quelques-uns des
résultats obtenus dans ce domaine par TSCHUPROW et d’autres soit fort
désirable.

Naturellement, il faut dien distinguer entre les valeurs théoriques des
mesures de dépendance et les valeurs déduites de 'expérience par les
formules (29) et (30). Dans ce dernier cas, le résultat est affecté d’erreurs
accidentelles, le plus grand inconvénient étant qu’on peut obtenir
une valeur positive de la mesure, quand elle devrait étre nulle
parce qu’il n’y a aucune dépendance. D’ordinaire, la valeur positive
est trés petite dans ce cas, mais il y a toujours des cas douteux
qui sont quelquefois les plus intéressants. Dans ces circonstances
il serait trés important de posséder une mesure de l'incertitude
du résultat obtenu, c’est-a-dire de connaitre lerreur moyenne.
Malheureusement le calcul exact de l’erreur moyenne d’une mesure
de dépendance dérivée des observations est non seulement assez
compliqué, mais le résultat doit contenir des fonctions dont on
connait seulement les valeurs observées. De plus, le calcul approché
a été praticable jusqu’ici, seulement dans le cas oti les observations
possédent déja une assez grande précision, de sorte que le besoin d’une
mesure de l'incertitude du résultat tiré des observations, ne s’est pas
fait sentir. Ce cas se présente par exemple lorsque le nombre N est si
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grand qu'on peut avec avantage développer suivant les puissances
de y; ilse présente encore lorsqu’on néglige le carré des différences entre

les valeurs théoriques et empiriques (*). Peut-étre y a-t-il dans la maniére
méme de poser le probléme de l'exactitude, un cercle vicieux ; en effet,
dans le cas ot la mesure de dépendance déduite des observations est dou-
teuse, son erreur moyenne déduite des mémes observations le sera néces-
sairement, et a plus forte raison si I’on considére les approximations
grossiéres employées. Dans ces circonstances, nous recommandons
d’appliquer la mesure empirique V" seulement dans les cas ot le nombre
total des observations est assez grand, et de se méfier toujours des
petites valeurs trouvées pour .

Sur la probabilité pour que la descendance d’une personne s’éteigne.

1. — ILe mathématicien danois A. K. ERLANG s’est occupé du pro-
bléme suivant dont il ne connaissait pas la solution compléte :

Soit an la probabilité pour qu'un nouveau-né ait n enfants : on a
évidemment a, + a; + a4, + ... = 1. Quelle est la probabilité pour
que sa descendance s’éteigne ?

La question avait été soumise aux lecteurs du Matematisk Tids-
skrift (%) aprés la mort de M. ERLANG, et j’avais déja publié une petite
note en danois sur ce sujet (*), quand le statisticien anglais M. W. PATIN
ELDERTON appela mon attention sur le fait que le méme probléme avait
été posé déja en 1875 par F. GALTON et une solution donnée par le
révérend H. W. WATSON dans un mémoire intitulé Oxn the Probability
of the Extinction of Families (4).

Ni la solution d’ERLANG, ni celle de WaTsoN n’étaient cependant
compleétes ; il restait ensuite & démontrer I'identité des deux solutions
et 'unicité de la solution, ce qui donne lieu & une analyse assez inté-

(1) Felix BERNSTEIN : Uber den mittleren Fehler der Potenzmomente (Zeitschrift fiir die gesammte
Versicherungswissenschaft, vol. XXX, pp. 365-377).

(2) Matematisk Tidsskrift, B. 1929, p. 36, probléme 1 3.

(3) Ibid., B. 1930, p. 19. :

(4) Journal of the Anthropological Institute, vol. IV, 1875, p. 138. Voir aussi Francis GALTON :
Natural Inheritance, 1889, p. 242.
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ressante. C’est pourquoi j’ai cru utile de m’occuper encore une fois de
ces questions, en ajoutant quelques résultats nouveaux.

Le probléme de GArTON était réellement celui de l'extinction des
noms de famille ; mais, en ce qui concerne le traitement mathématique,
peu importe si an signifie la probabilité pour qu'une personne ait »
enfants ou pour qu’un male ait # fils, la seule différence étant l'inter-
prétation du résultat. On peut méme aller plus loin et parler de la
descendance des étres quelconques au lieu de personnes ; j’ai pour-
tant préféré garder la terminologie d’ERrLANG, la généralisation étant
évidente.

Or, en considérant la maniére dont le probléme a été posé, on voit
tout de suite que plusieurs hypothéses ont été admises tacitement,
et qu’il faut faire certaines réserves.

D’abord, I'énoncé admet U'existence de la probabilité cherchée ; mais
cette existence n’est pas évidente, puisque linfini entre en consi-
dération, ainsi que nous le verrons. Pour linstant nous nous
contenterons d’examiner ce que doit étre la probabilité, lorsqu’elle
existe.

Ensuite, il a été admis que les probabilités a» restent constantes dans
les générations successives. Cette hypthése est nécessaire, tant qu’on ne
sait pas par quoi la remplacer ; mais elle ne peut étre vraie qu’en
moyenne puisque le croisement avec des familles d’une plus grande
ou plus faible fertilité doit influencer la fertilité future. Toutefois, il est
naturel de commencer par chercher la solution qui serait correcte pour
une population homogéne avec une fertilité assez stable.

Finalement, nous aurons a appliquer les régles ordinaires pour la
multiplication des probabilités, quoique les événements dont il s’agit
ne sont peut-é&tre pas toujours entiérement indépendants. C'est d’ailleurs
le cas dans un grand nombre d’applications du calcul des probabilités
aux problémes de biologie, et 'objection perd en force s’il s’agit de
la descendance d’une population au lieu de celle d’une personne.

Négligeons donc ces scrupules en premiére approximation ; on voit
alors immédiatement que, si I’on désigne la probabilité inconnue par x,
on a la relation suivante

(1) X =y + GX + A+ - .- (Sa, = 1)

En effet la probabilité cherchée se compose des probabilités : pour
qu’il n’y ait aucun enfant ; pour qu’il y ait un enfant dont la descen-
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dance s’éteingne ; pour qu’il y aient deux enfants dont les descen-
dances s’éteignent ; et ainsi de suite.

La relation (1), qui a été proposée par M. ERLANG lui-méme, ne suffit
pas toujours pour répondre a la question posée. Si par exemple, 4, = 1,
de sorte que tous les autres an s’annulent, I'équation (1) se réduit a
Iidentité x = x qui ne contribue pas a déterminer linconnue,
laquelle est nulle évidemment, dans ce cas particulier. Il est vrai que
ce cas est un cas extréme ; mais une difficulté plus sérieuse se présente :
en effet, il y a toujours la racine x = 1 (& cause de Xan = I) et sou-
vent une autre racine comprise entre o et I qu'on peut, par consé-
quent, interpréter comme une probabilité. Comment faut-il alors
choisir entre ces deux racines ?

Avant de montrer que l'on peut poser la question de telle ma-
niére qu’il 0’y ait qu’une seule réponse possible, nous allons examiner
les circonstances dans lesquelles I’équation (I) posséde deux racines
appartenant a l'intervalle de o a 1. Puisque seulement les racines
de cet intervalle nous intéressent, la convergence dela série Sanx»
est assurée a cause de Xan = 1, les coefficients a» étant positifs ou nuls.
Il n’y a donc pas besoin de discuter la question délicate s’il y a une
limite du nombre d’enfants qu’une personne puisse avoir ; les nombres
trés grands auront en tout cas une probabilité trés faible, comme dans
la théorie des erreurs.

Si on introduit dans (1) ¢y = I — @, — a, — ... on trouve

I —%=ayI — %)+ a(I — x%) - ay(T — x°) + ---

Pour examiner quelles sont les racines possibles en dehors de x = 1,
divisons les deux membres par 1 — % ; on obtient

(2) I=a; + ayI + %) + ay(T + % =+ 22) 4 ++.
et en faisant varier x d’une maniére continue de o & 1, on voit que si
(3) I <<y —+ 2a, + 305 + o

il y a une seule racine appartenant a l'intervalle mentionné, et que
cette racine est unique. On conclut de (1) que cette racine est > ao.

La condition (3) peut étre exprimée d’une maniére qui met en évi-
dence son sens biologique. En effet, en posant

(4) m:a1+2a2+3ag+.,,

— 333 —



J. F. STEFFENSEN

on voit que m est le nombre moyen d’enfants, ou 'espérance mathé-
matique du nombre d’enfants, et il est probable que cette constante
est reliée d’une certaine fagon a la durée probable de la famille. Ily a
lieu de croire que M. ERLANG était convaincu que si m > 1 on doit
préférer la plus petite des racines de I'équation (1) ; si, au contraire,
m < Iily a seulement la solution ¥ = 1 qui, dans le cas m =1, est
une racine double. ‘

Il faut pourtant admettre que les réflexions précédentes ne consti-
tuent pas une démonstration mathématique ; c’est pourquoi nous
allons attaquer le probléme d’un autre c6té, en le généralisant un peu,
d’une maniére qui nous donne la certitude de I'existence de la proba-
bilité cherchée.

2. — Commengons par chercher la fonction de fréquence de la s
génération, c’est-a-dire la probabilité que la s¢ génération contienne
n membres. Dans notre terminologie, les enfants seront la premiére
génération, les petits-enfants la seconde génération, et ainsi de suite.

Soit a¥ la probabilité pour que la s¢ génération contienne #
membres, de sorte que a!!) = a». On a évidemment

0

3
(5) o<ap <1, Nap=r

n=o
Nous employerons les fdnctions fs(x) définies par

(6) fo(®) = al¥ + alx + aPx® + - ..

et nous écrirons f,(x) = f(x), de sorte que

(7) (%) = ao + a;x + anx® + -+

La convergence de (6) dans l'intervalle de o a 1 résulte de (5).

Or, on peut exprimer les fonctions de fréquence d’'une certaine
génération, par exemple 4", au moyen des fonctions de fréquence
de la génération précédente, c’est-a-dire les al¥’. On a, en effet, d’aprés
un théoréme bien connu du calcul des probabilités

0

S /
(s41) — \’ (*) V ﬁ*"i‘_;,ﬂ
(8) a, T ied a, AVO! Vi! e \/‘l’
n=o (4)
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la somme 2 portant sur toutes les valeurs de v satisfaisant aux deux
O]
conditions suivantes

() \'vo—’—v,—I—V»_)—{»—-““}"V,-:”;
9 ) Yo 2y e A Y =7

En effet, la somme 2 représente la probabilité pour que # personnes
)
aient un nombre total de # enfants, en désignant par v; le nombre
de personnes parmi les # qui auront % enfants.
Pour écrire (8) d’une maniére plus commode, développons d’abord
fs(f(x)) en série entitre, ce qui est évidemment toujours possible.
De (6) et (7), il tésulte que

el

) = Y

dmad
n=o0

afa, + a\x + ax® 4 -
Pour trouver le coefficient de #* dans le développement de fs(f(x)),
considérons le terme général du développement de Pexpression

(@ + ax + -+ + ax)"

ot I'on a négligé dans la parenthése, les puissances supérieures a 7.
Ce terme est

n!
‘10!‘/1! e ‘/,-!

(@)(@x)" -+ (a,x)"
Vo Vg = cee v, = A,
Parmi ces termes, il faut retenir seulement ceux pour lesquels on a

Vi 2V - e v =7,

de sorte que I'exposant de x soit égal a 7.
On voit ainsi que le coefficient cherché est identique au second
membre de (8) avec les conditions (9). On a, par conséquent,

(10) af TV = ID_ £(i(x))

X=o0
ot D est le symbole de différentiation.
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Nous pouvons maintenant écrire

(il = Y, a0y

r=o0
ou

(II) fs(f(x)) = fs-lrl(x)‘

On peut dire qu’on obtient fs(x) en ¢térant f(x) s fois, f(x) elle-
méme étant la premiére itérée.
La comparaison de (11) et de (10) montre qu’on a

(12) a9 = ,,3 Dy f(#).

On peut exprimer ce résultat ainsi :

La probabilité que la s® génération contienne n membres est égale au
coeflicient de x* dans le développement en série de puissances de la s°
itérée de f(x).

Ceci constitue le résultat trouvé antérieurement par H. W. WATSON
dans le cas ou f(x) est un polyndme. Il reste & montrer I'avantage qu’on
peut tirer de ce résultat pour I’équation (1) d’ERLANG.

3. — Avant de chercher la probabilité pour que la descendance
s’éteigne, considérons la probabilité que la s€ génération n’existe pas. On
obtient cette probabilité en posant #» = o dans (12) ; elle est donc
(13) a§ = o).

Si lon écrit, pour abréger
(14) x,=a?,

on obtient au moyen de (13)

g = 1(0) = f(f,_1(0)) = {a§ ™) = flx,_,),
de sorte que
(15) Xy p == [(%,).

Au moyen de cette relation, on peut calculer successivement x,, x;,
%y,... €n commengant par x, = a,. Si cette suite converge, elle donnera
évidemment une racine de ’équation d’ERLANG qui s’écrit

(16) x = f(x).
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La question de la convergence de l'itération des fonctions analy-
tiques a été étudiée particulierement en France par M. KOENIGS,
puis par MM. LfAu, FaToU et JULIA, et en Norvége par M. TAMBs
LycHE. On peut prévoir que cette branche intéressante de 1’analyse
pourra devenir un instrument important pour l’analyse de certaines
questions du calcul des probabilités et de statistique mathématique.
Cependant quelques réflexions élémentaires suffiront pour notre but
particulier.

Pour démontrer la convergence de la suite x,, %,, %,,..., observons
d’abord que xs étant une probabilité, est toujours comprise entre
o et 1. Par conséquent, la suite x,, %,, #,... sera, convergente si elle
est monotone. Or, f(x) est une fonction croissante dans l'intervalle
de 0 a 1. Par conséquent, si xs < %541 0n a f(¥s) << f(¥s41), Cest-a-dire
Xs+1 < Xstg. 11 reste seulement a démontrer que x; < x,. Puisque
% = ayona

x, = f(a,) = a, + a,a, + a,al + ---

de sorte que x, > x; (& 'exception du cas banalotia, = 1, % = 1). La
suite xs va donc en croissant vers sa limite, & ’exception du cas xs = 1.

Nous allons encore démontrer que xs tend vers la plus petite racine
de (16) appartenant a I'intervalle de 4, a 1. Pour le prouver, il suffit
de montrer qu’il n’y a aucune racine entre xs et xs1. Soit donc x
une racine, et retranchons (15) de (16) ; il vient

X — x5-|—1 - f(x) —f(xj)’

et puisque f(x) est une fonction croissante, il en résulte que si xs << #,
on aura Xsy+1 << X.
D’autre part, il est évident que I’équation (1) ne peut pas avoir une
racine plus petite que @, comme nous 'avons déja fait observer.
Pour résumer, nous avons démontré que la probabilité

(s)

(17) lim ag

/ §—> 0
existe, et qu’elle est la plus petite racine, dans l'intervalle de 4, 2 1,
de I'équation (1) d’ErrANG. Il semble naturel de donner 4 la proba-
bilité (17) le nom de « la probabilité pour que la descendance d’une
personne s’éteigne » ; du moins, il semble difficile de donner un
autre sens précis 4 ce nom. Nous avons ainsi complétement résolu
le probléme de Watson-Erlang.
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4. — Les coefficients af sont, comme nous l'avons déja dit, les
fonctions de- fréquence des générations successives, et nous allons les
examiner d’'un peu plus prés a ce point de vue. Par la méthode
usuelle on peut calculer les parameétres caractéristiques de ces dis-
tributions, tels que les moments, les semi-invariants, etc. La classe
de parametres la plus accessible dans le cas des fonctions de fréquence
discontinues est constituée en général, par les moments factoriels ().

En posant #) = n (n — 1)...(n — 7 4 1), on a pour les moments
factoriels de la premiére génération
oo

(18) o= N uva,

n=r
et pour ceux de la se génération

[*]
(19) <= Y nvat]

n=r
de sorte que

c((f = g5y,

On obtient alors en différentiant (6) » fois

(20) 0 ) = Zwa -

il faut observer qu'en écrivant f{"(x), les » différentiations suivent
les s itérations, et que les opérations de différentation et d’itération
ne sont pas commutatives.

Sil’on pose ¥ = 1, dans (20), on obtient

(21) st =17,
d’ot, en particulier,
(22) o(r) == fir)(x

Par des différentiations successives de (11), on peut exprimer les
moments de la s® génération au moyen des moments de la premiére
génération. Ainsi, en prenant la premiére dérivée, on obtient d’abord

! ]
(23) 1eNfx) =15 4 (%)
(1) Voir, par exemple, J. F. STEFFENSEN : Some Recent Researches in the Theory of Statistics
and Actuarial Science, pp. 41-42. J'écris d’ordinaire, ;(,) pour les valeurs théoriques, et o(,) pour

les valeurs observées ; iciil n’y a pas lieu de faire cette distinction.
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Si 'on pose x = 1, on trouve, puisque f(1) = 1, f'(1) = m,

’

fo 4 (1) = mf (1),

et par des applications successives de cette relation

fo o m=mf ()=m""",

de sorte que, d’aprés (21),
(24) c((f; = m.

Ceci revient a dire que lespérance mathématique du nombre des
membres de la s® génération est m*, résultat qu’on pourrait d’ailleurs
prévoir. En effet, en partant de N individus et en observant que m
est le nombre moyen d’enfants par individu, on voit que l'espérance
mathématique totale des enfants est Nwm, des petits-enfants Nm?,
et ainsi de suite.

Soit, en particulier, m = 1 ; dans ce cas l'’espérance mathémati-
que du nombre des membres de la s¢ génération est indépendante
de s et égale a I'unité. Pourtant, nous avons déja vu que sim =1, la
probabilité pour que la descendance s’éteigne est égale a I'unité. On
voit combien on doit se méfier de I'intuition dans ces questions.

On obtient ensuite, en différentiant (23),

(25) F O @) + F(Fa)f () = £, , (),

d’ott, en posant x = 1,

"

T 1) =1 OF@OF + £,

de sorte que, par (21) et (24),

°§Z)+ U= 0'((;; m? 4 ogms.

On démontre par des applications successives de cette formule ou
par induction, que

(s ms('ms’—l)c,
(2) 7 mm —1)

(26) G
On trouve ensuite, par les formules liant les moments factoriels
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aux semi-invariants (%), en désignant le carré de l'erreur nmoyenne
par pf’,

(s) __ ms(m* — 1)
(27) Hy = —W_-—I)_Hg.

I’espérance mathématique du nombre des membres de la s¢ géné-
ration avec son erreur moyenne est ainsi, avec la valeur (27) de vy,

(28) ms == \/ plol,
Cette formule est valable pour la descendance d’un seul individu.

Sinous partons de N individus nouveau-nés, la formule correspondante
sera '

(29) Nom =t \/ﬁ@

5. — Il semble désirable d’appliquer la théorie précédente & un cas
particulier ou il soit possible de former effectivement les itérées fs(x).
Le choix des fonctions f(x) sera ainsi trés limité, d’autant plus qu’il
faudra choisir une fonction f(x¥) qui pourrait au besoin représenter
une distribution réelle. M. ELDERTON m’a suggéré le cas ot les probabi-
lités an pourraient étre, dans certaines conditions idéales, en progres-
sion géométrique. Flargissant cette hypothése je vais faire une
exception pour g, qui n’entrera pas dans la progression géométrique.
Si insignifiante que paraisse cette modification, elle permet pourtant
de représenter les faits d’une fagon beaucoup plus satisfaisante, en
tenant compte des cas de stérilité extraordinaire.

Posons donc,

(30) ay = ‘i, Ap = Q‘___T/f‘)_(_:\x— I), (71: > 0).

¢ et ) désignant des constantes.
Nous avons supposé ici

(31) A>1, A=c>=o0,

]
o, Wl . .
et la condition Z an = 1 est satisfaite.
- o
(1) Voir, par exemple, STEFFENSEN : l. ¢., p. 45. La formule 4 employer est
2
(2)°

3 = G(g) + () —
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Au moyen des valeurs (30) on obtient & partir de (7)

A—1
(32) f(x)—-I—%—()\——c)(\)\_x——I)
On tire aussitét de cette équation
N —
(33) o) =m =3—

Pour obtenir les itérées de f(x), il convient d’abord d’éliminer J.
de (32), au moyen de (33). Puisque, par la derniére équation,

I—c¢
m—1

)

(34) . S h=1+
(32) devient

(35) foy =z (L I e T)

On démontre alors que

(30 " A =1+ mm(sI:IC)(mS—cI——(:zS—I)k_I)

On peut réduire la démonstration 2 la solution d’une équation aux
différences finies d’une type connu (!), mais on peut aussi procéder par
induction, de la maniére suivante. Remarquons d’abord que (36) est
satisfaite pour s = 1, parce qu’elle se réduit alors a (35). Nous devons
donc prouver uniquement que si (36) est satisfaite pour une valeur
particuliére de s, elle est aussi satisfaite pour la valeur suivante. Or,
substituons dans (36), f(x) a x; le premier membre devient
fs(f(x)) = fs41(x). Quant au second membre, on prouve d’abord,
au moyen de (35), que

I—c _ (m*—1)m I—c ]
m—c—(m —10)fx)  mwFt'—1 mrt—c— mt—1I)x
m—1I .

Tt —17

puis, un calcul facile dont je puis omettre les détails montre qu’on
obtient au second membre de (36), une expression de la méme forme
ol s a été remplacée par s + 1. La démonstration est donc compléte.

1) BOOLE : Finite Differences, third edition, p. 293.
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En dérivant.(36), on obtient

2

! s TV = lys(1 — )2
(37) f(;) (x) = T:'”i’sn__ c _f_) (mxn.l,_(:'[[)x]z*gl ("> 0)

d’oti, pour ¥ = 1,

(39) 1O = rm(F=2) (r>o).

Pour calculer 'erreur moyenne, remarquons d’abord qu’on a
M2 = 9y o) — (1)

ou, par (22) et (38),

pe = 1'(1) + (1) — [/ ()]
m— 1

J— —_— 2
=om_— +m—m,
c’est-a-dire
I+4c¢
(39) e = mim — 1) .

Pour la s¢ génération on a donc, d’apres (27),

I+c¢
(40) a9 = mi(m® — 1) ——
I—c¢
avec la valeur (33) de m.
Ia probabilité que la s¢ génération contienne # membres est égale

au coefficient de x* dans le développement de (36), soit

O = (I e Y ()
(41) @) =m(I=2)(2=17) (n>o),
m — I '
(42) al) =c
On vérifie facilement que
\ ans) =1
n=0

La probabilité pourque la descendance s’éteigne est donnée par (17).
Or, si m <C 1, on tire de (42)
(43) lim a(:)) =1 (m<<1),

§—> 0

comme on devait le prévoir.
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D’autre part, si m = 1 on a, d’aprés (33), ¢ = 1, et (42) devient in-
déterminée. Dans ce cas, il est préférable d’éliminer ¢ par (33), donc

c=I—m—1(—1);
on peut mettre ainsi (42) sous la forme

a0 = I— (m —1)(h — 1)7,

m — I
I+ m — I ()‘—I)
et on voit que, pour m— 1,
I
I+ —
On tire de cette relation
, .. (s)
{45 . iim a = =1, (m = 1)
s—>w ©
en accord avec la théorie générale.
Si, enfin, m > 1, on tire de (42)
. . (s)
(46) lim a o —C (m>r1).

§—>» D0

Ce dernier résultat montre, en particulier, que si foufes les proba-
bilités an (ar incluse) sont en progression géométrique, la probabilité

pour que la descendance s’éteigne est égale a 7% En effet, dans ce

cas, on aura, d’aprés (30),

R a, ¢ 72
he=m V=0
a, ho(h—c)(h— 1)

d’ott » = 1 4+ ¢, de sorte que (34) donne ¢ = 1%

Observons encore que la solution (46) est obtenue en accord avec
la théorie générale, comme la plus petite racine de I'équation x = f(x),
c’est—a—dire, d’aprés (32),

(47) X=1 + (X-—-c)(i:;_x\).

En effet les racines de cette équation sont égalesd x = I et x = c;
mais puisque nous avons supposé m > I, il résulte de (33) que ¢ <C I.

— 343 —



J. ¥. STEFFENSEN

6. — Avant de terminer, je dirai encore un mot sur I’hypothése que
nous avons faite et d’aprés laquelle toute les probabilités an, a
Pexception de @, sont en progression géométrique. J’ai eu la chance
de recevoir, quelques jours avant cette conférence, deux notes trés
récentes de M. A. J. LotkA (*) donnant les valeurs des probabilités
pour qu’un maéle nouveau-né ait » fils, déduites du recensement de la
population des Etats-Unisen 1920. Ces valeurs s’accordent trés bien
avec ’hypothése mentionnée ci-dessus. Je renvoie pour les détails, aux
articles de M. LorkaA, en ajoutant pourtant que la table qu’il dresse
des probabilités a,(f) au moyen d’itérations numériques s’obtient plus

facilement par les formules directes (41) et (42) qu’il ne connaissait
pas.

Il ne faut pourtant pas s’attendre a ce que I’harmonie soit toujours
aussi parfaite, surtout s’il s’agit d’une statistique, non pas d’un pays
entier mais d'un groupe particulier de personnes possédant une ferti-
lité spéciale. Un exemple m’a été fourni par M. H. C. J. NYBOLLE,
traitant d’une famille danoise ot ’hypothése (30) ne s’applique pas
bien, Ces résultats sont pourtant d’une nature trop particuliére pour
trouver place ici.

(Conférences faites a I’Institut Henri-Poincaré en décembre 1931).
(Manuscrit regu le 12 février 1932).

(1) Alfred J. LoTKA : The Extinction of Families, I-11. Journal of the Washington Academy o
Sciences, vol. XXI, oct. nov. 193I.
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