ISSN 0012-9593

quatriéme série - tome 44 Jascicule 2 mars-avril 201 1

ANNALES

SCIENTIFIQUES
de

I/ ECOLE
NORMALE
SUPERIEURE

Alain GENESTIER & Vincent LAFFORGUE

T'héorie de Fontaine en égales caractéristiques

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



Ann. Scient. Ec. Norm. Sup.
4 série, t. 44, 2011, p. 263 a 360

THEORIE DE FONTAINE
EN EGALES CARACTERISTIQUES

PAR AraiN GENESTIER eT VINCENT LAFFORGUE

RESUME. — Les chtoucas locaux sont des analogues en égales caractéristiques des groupes
p-divisibles — par exemple on leur associe un module de Tate, qui est un module libre sur ’anneau
d’entiers d’un corps local K de caractéristique positive. Nous associons a un chtouca local une struc-
ture de Hodge (ou, plus précisément, une structure de Hodge-Pink), ce qui induit un morphisme de
périodes analogue a celui construit par Rapoport et Zink. Pour les structures de Hodge-Pink définies
sur une extension finie de K nous démontrons un analogue du théoréme « faiblement admissible
implique admissible » de Colmez et Fontaine. Nous développons aussi une théorie enti¢re. Les dé-
monstrations sont élémentaires et ne font pas intervenir de cloture algébrique de K. Les arguments
utilisés dans la théorie entiere sont trés proches de ceux qui interviennent dans la théorie rationnelle.

ABSTRACT. — Local shtukas are analogs in equal characteristics of p-divisible groups: for example
one can associate to them a Tate module, which is a free module over the ring of integers of a local
field K of positive characteristic. We associate to a local shtuka a Hodge structure (or more precisely
a Hodge-Pink structure) which gives rise to a period morphism analogous to the one constructed by
Rapoport and Zink. For Hodge-Pink structures defined over a finite extension of K we prove an analog
of the “weakly admissible implies admissible” theorem of Colmez and Fontaine. We also develop an
integral theory. The proofs are elementary and do not use an algebraic closure of K. The arguments
used in the integral theory are very close to those used in the rational theory.

Soient K un corps local non archimédien de caractéristique p, de corps résiduel Fy, et
©) son anneau d’entiers. On choisit une fois pour toutes une uniformisante = de ), ce qui
identifie ) a Fy[[n]] et K a Fy((m)).

Soient S un schéma formel adique sur Spf O (8)g est donc complet pour une topologie
adique relativement a un faisceau d’idéaux qui contient 7 ; pour nous complet sous-entendra
toujours séparé). Soit O Og le faisceau sur S qui associe & un ouvert affine Spf B le complété
O® Bde® ®p, B vis-a-vis de la topologie m ® 1-adique. On notera toujours z au lieu de
7 ® 1, en gardant la notation 7 pour 1 ® « (z et 7 sont donc deux sections partout définies
du faisceau ) ® Og). L'isomorphisme ) = F,[[r]] induit par le choix de I'uniformisante
fournit une identification © ® B = B([[z]].
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264 A. GENESTIER ET V. LAFFORGUE

Soit Fr 'endomorphisme de @)g qui agit par b — b7 sur les sections locales de f)g. Pour
tout faisceau M de © ® Hg-modules, on note

— L —~
M=M ®O®05,1®Fr e 0Os.
Si z est une section de M, on note "z la section z ® 1 de "M.
DEFINITION 0.1. — Un chtouca local de rang r sur S est une paire (M, ¢pr) formée d'un

Jaisceau M de ©® Og-modules qui est localement (V) libre de rang r pour la topologie de
Zariski sur S, et d’un isomorphisme

o[ ] <[]

Z—T zZ—T
tel que, pour certains entiers s,t € 7, on ait
(z=7)'M C ¢pp("M) C (2 — 7)° M.

Dans ce cas on dira que M = (M, ¢pr) est d’amplitude C [s,t].

Remarquons que la condition (z —7)* M C ¢ ("M) équivaut a ¢, (M) C (z—m) "t "M.
Les chtoucas locaux d’amplitude C [s, t] forment un champ pour la topologie de Zariski.

Un morphisme de chtoucas locaux (M, ¢pr) — (M', ¢pr) sur S est un morphisme de
faisceaux de © ® Og-modules f : M — M’, tel que ¢pr o f = f o ¢pr. La catégorie des
chtoucas locaux sur S est ©-linéaire.

Une isogénie est un morphisme f : (M, ¢pr) — (M', dar0) tel qu’il existe un morphisme
g: (M',¢nm) — (M, ¢nr) et une fonction localement constante e : S — N pour lesquels
go f=2z%¢t fog = 2% La catégorie des chtoucas locaux a isogénie prés s’obtient a partir
de la catégorie des chtoucas locaux en inversant les isogénies. On emploiera aussi le terme
d’isochtouca local comme synonyme de chtouca local a isogénie prés.

Lorsque (M, ¢pr) est un chtouca local sur S et S’ — S est un morphisme de Spf ©-sché-
mas formels, le changement de base (M, ¢pr)s = (M®Q§ 0s 020, ¢n®1) est un chtouca
local sur S’.

On dit qu’un chtouca local est minuscule s’il est d’amplitude C [0, 1]. Plus concrétement
on a la définition suivante.

DEFINITION 0.2. — Un chtouca local minuscule de rang r sur S est une paire (M, )
formée d’un faisceau M de O® Og-modules qui est localement libre de rang v pour la topologie
de Zariski sur S, et d’un morphisme ¢pr : "M — M tel qu'il existe b : M — "M vérifiant
pmoy=(z—m)etpody = (z—m).

 Dans le cas particulier ou S est un schéma affine Spec B (muni de la topologie triviale) le © ® B-module M des
sections globales n’est pas nécessairement localement libre, contrairement a ce qui est affirmé dans [26] (en effet pour
f € BTinclusion (0® B)[(1® £)~1] C O& (B[f1]) est en général stricte). Cette confusion y est cependant sans
conséquence : il suffit d’y remplacer systématiquement I’expression « localement libre pour la topologie de Zariski
sur Spec f) ® B» par «localement libre pour la topologie de Zariski sur Spf & ® Br.
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THEORIE DE FONTAINE EN EGALES CARACTERISTIQUES 265

Dans la situation de la définition précédente v est unique et sera noté v,,. D’autre
part ¢ et ¢y sont injectifs. D’aprés le a) du lemme 1.1, ¢ (M)/(z — )™M est un
sous-Bg-module localement facteur direct du &s-module localement libre de type fini
™™ /(z — w)™M, et on verra que I'inclusion

Yu(M)/(z—m)"™M C "M/(z —7)™M

joue le role de la filtration de Hodge (cf. [2] et le paragraphe 1.3 de [20]).

On définit un morphisme (resp. une isogénie) de chtoucas locaux minuscules comme un
morphisme (resp. une isogénie) de chtoucas locaux.

La catégorie des chtoucas locaux minuscules est une sous-catégorie pleine de la catégorie
des chtoucas locaux et elle est donc aussi @-linéaire.

Les chtoucas locaux minuscules fournissent ’analogue en égales caractéristiques des
groupes p-divisibles. Nous allons rappeler comment associer un « module §-divisible » a un
chtouca local minuscule, en commengant par le résultat général suivant.

ProposiTION 0.3 (Drinfeld [19] paragraphe 2, SGA 3 V114 7.4, [26] chapitre 1)

Soient S un schéma sur Fq et r € N. On note o le morphisme de Frobenius de S dans
lui-méme qui a une section locale x du faisceau structural associe x%. Alors il y a une
anti-équivalence de catégories entre

— les Os-modules localement libres M de rang v munis d’un morphisme ¢pr : o*(M) — M,

— les schémas en groupe finis et plats G sur S, de présentation finie, d’ordre q", munis d’une

action de ¥ qui induit sur le cotangent de G 'action de F, provenant du fait que S est
un schéma sur IFq, et dont le Verschiebung est nul.

Rappelons, d’aprés Drinfeld, le foncteur de la premiére catégorie dans la seconde. A
(M, ¢nr) il associe le schéma en groupes sur S avec action de Fy noté Gr(M, ¢ys) et défini
de la maniére suivante : si on note encore M* et o*(M™*) les schémas en groupes qui sont
les espaces totaux de M* et o*(M*) = o*(M)*, le transposé de ¢, et le Frobenius relatif
o+ s de M* sur S sont des morphismes de schémas en groupes de M ™ vers o*(M*) et on
pose alors

Gr(M, prr) = Ker("opns — ongeys - M* — o*(M¥)).
Drinfeld montre en complément que Lie* (Gr(M, ¢pr)) = Coker(dar), ou Lie*(Gr(M, ¢ar))
désigne I'image inverse de Qér( M,éar)/s PAT la section nulle. Drinfeld construit un quasi-
inverse explicite : a G on associe le faisceau M des homomorphismes de schémas en groupes
commutatifs avec action de F, de G dans G, (muni d’une action de O5 qui vient de I’action
de O sur G, par homothéties, et d’un morphisme o*(M) — M qui vient du morphisme de
Frobenius z — z? de G, dans lui-méme au-dessus de .S).

Soit maintenant (M, ¢5s) un chtouca local minuscule sur S. Pour tout entier n € N* on
pose Gy, = Gr(M/2"M, ¢ mod 2™). Alors (G,,) est une suite de schémas en groupe finis
et plats de présentation finie, munis d’une action de @), avec des inclusions G,, — G m.,
donnant lieu aux suites exactes habituelles. L’existence de ¢ dans la définition 0.2 assure que
’action de © sur Lie*(G,,) est celle provenant du fait que S est un schéma formel sur Spf ).

Passons maintenant en revue le contenu de cet article.

Le premier paragraphe est consacré a des préliminaires. Dans les paragraphes 2 et 3 nous
¢tudions les chtoucas locaux a isogénie prés sur une base quelconque. Nous introduisons la
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266 A. GENESTIER ET V. LAFFORGUE

notion de pseudo-isochtouca local, qui est équivalente a celle de chtouca local a isogénie pres
(aussi appelé isochtouca) lorsque la base est le spectre d’un anneau de valuation réelle com-
plet dans lequel I'image de 7 est non nulle et de valuation > 0. Si la base est affine, m-adique
et sans w-torsion, nous associons aux pseudo-isochtoucas locaux rigidifiés des structures de
Hodge-Pink sur sa fibre générique au sens de Raynaud (ces structures ont été introduites
par Pink dans le cadre de 'uniformisation des t-motifs, voir [49]). Dans le cas minuscule
une structure de Hodge-Pink est simplement une structure de Hodge d’amplitude C [0, 1]
alors qu’en général elle induit seulement (sur les strates d’une stratification) une structure
de Hodge qui ne suffit pas en retour a la déterminer. Lorsque la base est un schéma formel
adique localement de type fini (au sens du paragraphe 0.2 de [5]) on associe aux pseudo-
isochtoucas locaux rigidifiés des structures de Hodge-Pink sur la fibre générique au sens de
Raynaud-Berthelot de ce schéma formel : on peut recouvrir cette variété rigide analytique
par des spectres d’algebres de Tate, dont les anneaux d’entiers sont des algebres w-adiques
et sans mw-torsion, de sorte qu’on est en fait ramené au cas affine w-adique et sans w-torsion
et on peut supposer de plus que les modules considérés sont libres. Dans le cas universel ou
la base est un espace de modules de chtoucas locaux rigidifiés, la structure de Hodge-Pink
associée au chtouca local universel définit une application de la fibre générique au sens de
Raynaud-Berthelot vers ’espace de modules des structures de Hodge-Pink, appelée applica-
tion des périodes (voir [51] chapitre 4 et [31]).

Dans le paragraphe 4 nous cherchons quelles puissances divisées sont adaptées pour une
théorie entiére sur une base w-adique et sans w-torsion. La réponse n’est satisfaisante que
dans le cas minuscule ; dans les paragraphes 5 et 6 nous développons une telle théorie enticre
pour les chtoucas locaux minuscules sur une base w-adique. Le paragraphe 5 est consacré a
la théorie de Dicudonné cristalline des chtoucas minuscules. Nous y associons un « cristal de
Honda-Gross-Hopkins » a tout chtouca minuscule. Ces cristaux de Honda-Gross-Hopkins
sont définis en utilisant une notion de puissances divisées due a Honda et Gross-Hopkins,
moins contraignante que la notion plus habituelle due a Grothendieck et Berthelot. La
construction originale de Gross-Hopkins [33], utilisant la notion de quasi-logarithme, ne
permet de traiter que le cas ou la base est sans w-torsion. L’analogue en égales caracté-
ristiques de la construction de Messing [48] nécessite quant a elle des puissances divisées
nilpotentes au sens de Grothendieck et Berthelot. Notre construction léve donc ces deux
limitations. A la fin du paragraphe 5 nous la comparons a celle de Messing dans le cas
particulier d’un épaississement a puissances divisées nilpotentes au sens de Grothendieck et
Berthelot (nous ne ’avons pas comparée a celle de Mazur-Messing [47] qui évite la condition
de nilpotence). Dans le paragraphe 6 nous démontrons un analogue du théoréme de reléve-
ment de Grothendieck et Messing pour les épaississements a puissances divisées nilpotentes
au sens de Grothendieck et Berthelot.

Les paragraphes 7, 8, 10 et 11 sont consacrés au cas ou la base est le spectre d’un anneau
de valuation discréte complet dans lequel I'image de 7 est non nulle et de valuation > 0, et
dont le corps résiduel est parfait. Les paragraphes 7 et § montrent que sous cette hypothése
la catégorie des chtoucas locaux a isogénie pres est équivalente a celle des isochtoucas sur
le corps résiduel munis d’une structure de Hodge-Pink faiblement admissible. Ce résultat
est un analogue en égales caractéristiques du théoréme « faiblement admissible implique
admissible » de Colmez et Fontaine [16]. Hartl [31] a étendu ce résultat a certains anneaux
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THEORIE DE FONTAINE EN EGALES CARACTERISTIQUES 267

de valuation réelle non nécessairement discréte en adaptant en égales caractéristiques les
démonstrations du théoréme « faiblement admissible implique admissible » dues a Berger [3]
et Kisin [39], qui reposent sur les résultats de Kedlaya [38]. Hartl a donc besoin de [32] et du
premier paragraphe de [31] ou sont établis en égales caractéristiques des résultats analogues
a ceux de Kedlaya. Notre démonstration est beaucoup plus élémentaire. Le paragraphe 9
donne un contre-exemple pour un anneau de valuation rationnelle non discréte. Ce contre-
exemple a aussi €té considéré par Hartl dans [29] mais nous le voyons sous un angle différent.

Enfin dans le paragraphe 10 nous commengons pour les chtoucas locaux minuscules une
théorie de Hodge entiére dans ’esprit de [14, 20, 55] (notre approche a ceci de commun avec
celle de Zink que nous n’introduisons pas de cloture algébrique du corps des fractions). Pour
les chtoucas locaux non minuscules le paragraphe 4 montre qu’une théorie entiére est pro-
blématique. Cependant dans le paragraphe 11 nous obtenons des résultats analogues a ceux
de[14, 15, 39,40, 45] pour des chtoucas locaux non nécessairement minuscules, mais vérifiant
une condition que nous appelons « tranquillité » et qui rappelle la transversalité de Griffiths.
Les chtoucas locaux minuscules sont toujours tranquilles. La condition de tranquillité prend
plusieurs formes, dont certaines gardent un sens en inégales caractéristiques, et elles y sont
toujours vérifiées.

Dans tout cet article nous ne considérons que la situation de bonne réduction. Plus
précisément dans les paragraphes 7, 8, 10 et 11 les chtoucas locaux sont définis sur un anneau
de valuation discréte et non simplement sur son corps des fractions. Quelques réflexions sur
le cas de mauvaise réduction nous ont convaincus que la situation en égales caractéristiques
était tres différente de celle qu’on rencontre en inégales caractéristiques (voir [18, 25, 42, 43]).

Le point de vue adopté dans cet article est de n’introduire aucun anneau analogue aux
anneaux de Fontaine (de tels analogues sont décrits en détail dans [30]), et en particulier,
si la base est le spectre d’un anneau de valuation discréte, de ne pas recourir a une cloture
algébrique de son corps des fractions. Ce point de vue est mieux adapté a la théorie entiére :
le lecteur pourra constater que la preuve du théoréme 7.3 « faiblement admissible implique
admissible », présentée dans le paragraphe 8, est trés voisine de la preuve des théorémes 10.3
et 11.9, qui sont nos résultats principaux en théorie entiére. Ce point de vue permet aussi de
considérer des bases trés générales : la proposition 3.12 permet sur une base m-adique et sans
m-torsion quelconque de retrouver un pseudo-isochtouca local rigidifi¢ modulo 7 a partir
de sa structure de Hodge-Pink. En revanche la méthode de Hartl (qui utilise des anneaux
analogues aux anneaux de Fontaine) montre le théoréme « faiblement admissible implique
admissible » pour tous les anneaux de valuation réelle complets tels que pour aucun @ € R}
I'image de la valuation ne contienne tous les ap~" avec n € N (voir le théoréme 2.5.3 de [31]
pour la condition précise), alors que notre démonstration ne marche que pour les anneaux
de valuation discrete.

Le lecteur intéressé seulement par la théorie rationnelle dans le cas des anneaux de valua-
tion discréte peut lire directement les paragraphes 7 et 8.

Nous remercions Laurent Berger, Christophe Breuil, Olivier Brinon, Xavier Caruso,
Pierre Colmez, Vladimir Drinfeld, Laurent Fargues, Urs Hartl, Mark Kisin et Richard Pink
pour des discussions trés utiles, et le rapporteur pour sa lecture attentive et ses remarques.
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268 A. GENESTIER ET V. LAFFORGUE

1. Résultats préliminaires

Dans cet article tout anneau commutatif sera supposé unitaire et libre signifiera toujours
libre de type fini. Soit A un anneau commutatif. On note A[[z]] ’anneau des séries formelles
et A((z)) = A[[z]][2] l'anneau des séries de Laurent a coefficients dans A.

Le a) du lemme suivant a servi dans I'introduction.

LEMME 1.1. — Soit r € N* un entier strictement positif.

a) Soit g € GL,.(A((x))). Soient s,t € Z tels que g appartienne a x° M, (A[[x]]) et g~ ap-
partienne a z~ ' M, (A[[z]]). Alors z* A[[z]]" C g(A[[z]]") C z*A[[z]]" et g(A[[z]]") /=t Al[z]]"
est un sous-A-module facteur direct du A-module libre x° A[[z]]” /xt A[[z]]".

b) Soient s,t € Z et M un Al[x]]-module vérifiant xt A[[z]]” C M C z°* A[[z]]" et tel que
M /zt A[[z]]" soit un sous-A-module facteur direct dans z° A[[z]]" |zt A[[x]]". Alors, localement

pour la topologie de Zariski de A, M est un Al[z]]-module libre de rang r et il existe
g € GL.(A((x))) tel que M = g(A[[z]]").

Ce lemme est bien connu (voir par exemple les propositions 3.1 et 3.2.1 de [35]). Nous en
donnons une démonstration pour la commodité du lecteur.

Démonstration. — a) Choisissons un idempotent
p € Enda(z" " Alle]]" /a*~* Al[a]]")

dont I'image soit A[[z]]"/z'~*A[[z]]" : par exemple 'oubli des puissances strictement né-
gatives dans un développement en puissances de z. Alors gpg~! est un idempotent de
End 4 (g(z*~"Allz]]")/g(«'~* A[[z]]")) dont I'image est g(A[[z]]")/g('~*A[[z]]"). Or on a

g9(="*A[=]]") € 2" Al[z]]" C g(A[[z]]") € 2 A[[z]]" C g(=* " A[[z]]")

et gpg~! induit donc un idempotent de End4(z°A[[z]]"/ztAl[z]]") dont I'image est
g(Allz]]") /=" A[[=z]]".

b) Localement pour la topologie de Zariski de A, il existe un sous-A-module libre
Q C x5 1A[z]]"/xtA[[z]]" supplémentaire de M /xtA[[z]]". Lintersection de zQ et de
(M /21 A[[z]]") dans x°* A[[z]]" /2* 1 A[[z]]" est un A-module projectif de rang r, supplé-
mentaire de M dans M, donc localement M /xM est un A-module libre de rang r et M est
un A[[z]]-module libre de rang r. O

Le a) de ce lemme va nous permettre de montrer I’existence locale de relévements de chtou-
cas locaux minuscules. Le résultat analogue pour les groupes p-divisibles est bien connu [34].

LEMME 1.2. — Soient B une O-algébre compléte pour la topologie w-adique et I un idéal
fermé de B formé d’éléments topologiquement nilpotents. Alors tout chtouca local minuscule
(M, par) sur B/I se reléve, localement pour la topologie de Zariski de Spf (B/I), en un
chtouca local minuscule (M, ¢77) sur B.
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THEORIE DE FONTAINE EN EGALES CARACTERISTIQUES 269

Démonstration. — Localement on peut supposer que M est libre sur © ® (B/I) et
on choisit une base de M. Grace au a) du lemme 1.1, localement on peut supposer que
(z — m)pys (M) /(2 — m)™M est un sous-B/I-module libre de "M/(z — 7)™M et qu’il existe
P,Q € GL.(0® (B/I)) et D € M.(0 ® (B/I)) une matrice diagonale dont les coef-
ficients diagonaux sont égaux a 1 ou z — m, tels que ¢py = PDQ. On reléve P et Q en
F, @ € M.(0 ® B) et comme I est formé d’éléments topologiquement nilpotents on a
ﬁ, @ €eGL.(0® B). On note De MT(@@B) la matrice égale a D obtenue en considérant
m comme un ¢lément de B au lieu de B/I. Alors M = (0 ® B)" muni de ¢ = PDQ est
un chtouca local minuscule sur B qui releve (M, ¢ar). O

2. La catégorie des pseudo-isochtoucas locaux

Soit S un schéma formel sur Spf &) (complet pour une topologie adique relativement a un
faisceau d’idéaux qui contient 7). Soit £ ® Dg[1] le faisceau qui sur un ouvert affine Spf B

(B étant une @-algébre compléte pour une topologie adique relativement a un idéal qui
contient ) vaut @@B[é]. L’isomorphisme ©) = F,[[x]] fournit I'égalité¢ O® B [1] = B((2)).

DEFINITION 2.1. — Soient s,t € Z. On appelle pseudo-isochtouca local de rang r sur S et
d’amplitude C [s, t] une paire (N, ¢ ) formée d'un O Os[L]-module N localement libre (pour
la topologie de Zariski sur S) de rang r, muni d’un isomorphisme de 0 ® Og[%, —=]-modules

z? z—m

én : "N[=L=] — N[-L] tel que (2 — 7)!N C ¢n("N) C (2 — 7)*N et que la condition

Z—T Z—T

suivante soit satisfaite .

(PIL) localement pour la topologie de Zariski sur S, il existe un ©® Og-module libre M de
rang r muni d’'un isomorphisme M ® ;= 0® Os[L] = N et une constante C, tels que pour

toutn € N*, nTdn - - Tn_lng appartienne a

2%z —m)(z =71 (2 — qufl)sHomQ§gs ("M, M)

et que ("N -+ ¢n) " appartienne a

zfc(z—W)ft(z—ﬂ'q)ftn-(z—qu_l)ftHom M,”"M).

@@@s(

REMARQUE. — Dans cette définition la constante C' est bornée localement sur S alors
que s et ¢ sont constants. Cela est volontaire (on aurait pu définir les chtoucas locaux et
les pseudo-isochtoucas locaux en bornant seulement localement 'amplitude mais ce genre
d’objet ne parait pas trés naturel).

Un morphisme de pseudo-isochtoucas locaux (N, ¢n) — (N/,¢n/) sur S est un mor-
phisme de faisceaux de 0 ® Os[i]-modules f : N — N’ tel que ¢y o 'f = fody.La
catégorie des pseudo-isochtoucas locaux sur S est K-linéaire.

Pour tout chtouca local M sur S, M ® 5, 0 ® Os[1] est un pseudo-isochtouca local
sur S. On obtient ainsi un foncteur pleinement fidele de la catégorie des chtoucas locaux a
isogénie pres sur S dans celle des pseudo-isochtoucas locaux sur S.

REMARQUE. — Si S a de la w-torsion et M est un chtouca local sur S, 'amplitude du
pseudo-isochtouca local M ®050s 0® O [%] (au sens de la définition 2.1) peut étre stricte-

ment plus petite que celle de M (au sens de la définition 0.1).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



270 A. GENESTIER ET V. LAFFORGUE

Soit @7, un anneau de valuation réelle (non nécessairement discréte) complet. On note m,
son idéal maximal. On note L le corps des fractions de @)r. On suppose @) muni d’une
structure de @-algébre de sorte que I'image de w dans @)y, soit un élément non nul de my,
que I’on note encore 7.

PROPOSITION 2.2. — Le foncteur de la catégorie des chtoucas locaux a isogénie prés
sur Or, vers celle des pseudo-isochtoucas locaux sur Op, est une équivalence de catégories.

Démonstration. — Seule I’essentielle surjectivité reste a démontrer. Soient s, ¢ € Z. Il s’agit
d’établir qu’un pseudo-isochtouca local N d’amplitude C [s, t] est associé a un chtouca lo-
cal M d’amplitude C [s,t] (évidemment non unique, mais unique a isogénie pres). Par
le lemme 2.3 ci-dessous il suffit de trouver un L[[z]]-réseau V dans le L((z))-espace vec-
toriel N ®@§@L[%] L((2)), qui soit préservé par ¢y ®@6§@L[ﬁ,§] Idy () (Cest-a-dire
oN ®9§@L[ﬁ,§] Idz((2))("V) = V). Eneffet si M est le O ® 0p-module libre associé & N
et V comme dans le lemme 2.3, on a ¢pr ("M) C (2 — 7)°M et ¢} (M) C (2 — )"t "M car
(z=7)°0® OL[L]N L[] = ( — 7)*O® O (et de méme avec —t).

Montrons maintenant l'existence de V. Soit V; n’importe quel L[[z]]-réseau de
N ® 50, [1] L((2)). D’apres la condition (PIL) de la définition 2.1 il existe C tel que
pour tout n € N I'image de "'V, par ¢n"on - - - T"71¢N est comprise entre zCV; et 2~ CV;.
On pose alors

n—1 n
V=] (] oéxén-7 on("V1).
keNneN,n>k
Il est clair que V est un L[[z]]-réseau de N ® 08011 L((#)), préservé par
PN @pgo, 1,11 1L O

Il serait intéressant d’étendre ce résultat a des bases plus générales (la démonstration du

lemme 2.3 indique que des éclatements seraient nécessaires).

LEMME 2.3. — Soit O, un anneau de valuation (non nécessairement discréte), de corps des
fractions L (on ne suppose pas que O, est complet).

a) Soient N un O ((z))-module libre de rang v, V un L|[z]]-module libre de rang v
et a: N ®g, () L((2)) = V @iz L((2)) un isomorphisme de L((z))-modules libres.
Alors il existe un unique triplet (M,B3,v), on M est un @Op[[z]]-module libre de
rang v, B : M ®¢, . O((2)) — N est un isomorphisme de Op((z))-modules libres,
v M®g, 1)) Ll[2]] = V est un isomorphisme de L][z]]-modules libres, et co (B®1) = y® 1.

b) Soient M et M' des Oy[[z]]-modules libres, et

g € Homg, (), (M ®¢, (1. OL((2)), M’ @9, 1)) OL((2)))
et h € Homp,;(M ®¢, 1. Ll[z]], M’ ®¢, (2 LI[2]])

tels que g ® 1 et h ® 1 coincident dans
Homyp,()) (M ®¢, (. L((2)), M @9, 1123 L((2)))-

Alors il existe un unique morphisme f : M — M' telqueg= fQ1leth=f® 1.
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Lorsque @y, est de valuation discréte, ce lemme est une variation du résultat selon lequel
un fibré sur une surface réguliére moins un point se prolonge de maniére unique en un fibré
sur la surface (cf. [44]) et il résulte du fait que tout module de type fini réflexif sur un anneau
local régulier de dimension 2 est libre (lemme 6 de [54]).

Démonstration. — Partant d'un 0 [[z]]-module libre My de rang r, muni d’un isomor-
phisme My ®g, 1. O ((2)) ~ N, il s"agit de le modifier au point générique du diviseur z = 0.
On peut se limiter a traiter le cas d’une modification élémentaire supérieure, c’est-a-dire que
I’on suppose

Mo ®g, (1 Ll[2]] C V C 27 Mo ®¢, 121 L[[2]]
avec V/My ®p, (1)) Ll[2]] un L-espace vectoriel de dimension 1 et on doit montrer que
z7'My NV est un O [[z]]-module libre de rang r. D’abord V/My ®¢, 1) Ll[2]] est une
droite du L-espace vectoriel (de rang r) (z7*My/My) ®¢, L. 1l est évident que I'inter-
section de ©)7 avec une droite de L" est un sous-module libre de rang 1 facteur direct de
07 : il est engendré par un générateur de cette droite dont le minimum des valuations des
coordonnées est nul. Donc il existe une base ey, ...,e, du Or-module libre 2= My/M,
telle que Le; = V/My ®¢, 11y Ll[2]]. Soit f1,.., f une base du O[[z]]-module libre M,
telle que 271 f; mod My = e; pouri = 1,...,r. Alors (z71f1, fa,..., f) est une base du
O [[2]]-module 2=t My NV et celui-ci est donc libre de rang r. O

3. Structures de Hodge-Pink sur une base sans torsion

Nous allons associer une structure de Hodge-Pink a un pseudo-isochtouca local sur un
P-schéma formel w-adique plat. Il suffira de mener a bien cette construction dans le cas ou
la base est affine et ou le pseudo-isochtouca local est libre.

Soit B une P-algebre compléte pour la topologie w-adique et sans w-torsion. On dit qu’un
pseudo-isochtouca local sur B est libre s’il est libre comme 0 ® B[1]-module.

Soit @(B) le complété de H ® BI[1] pour la topologie m-adique (c’est-a-dire la topologie
relative a I'idéal O ® 7B[1] de O ® B [1]). Nous commengons par en donner une autre
description.

Pourb € B onnotev(b) = sup{k € N,b € 7¥B} € NU{+oc} : ce n’est pas une valuation,
maisonav(b+b') > min(v(b), v(b')) et v(bb') > v(b) + v(b') pour b,b’ € B et v(b) = +o0
si et seulement si b = 0. On peut dire que v est une sous-valuation, ou une norme additive.

REMARQUE. — Le lecteur peut étre plus familier avec v/ : B — Ry U {400} défini par
V'(b) = infia,, u)va(u(d)), ot (A,va,u) parcourt tous les anneaux de valuation réelle
(A,v4) munis d’'un morphisme v : B — A tel que va(u(n)) = 1. Ona v’ > v. D’apres
le théoréme 1 du paragraphe 6.2.4 de [10], si B est topologiquement de type fini et réduite,
V' —vest borné sur B\{0}. Nous n’utiliserons pas v’ dans ce paragraphe, car cela entrainerait
des complications techniques.

Dans la suite on utilisera aussi v : B[] — Z U {+oc} définie par v(b) = sup{k € Z,
be n*B}.
Alors

G(B) = {3 ez bnz",bn € B,v(b_y) tend vers + oo quand n tend vers + oo}
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et les 7% @(B) pour k € N forment une base de voisinages de 0 dans @(B). Ensuite on pose

G(B) ={> ez bnz" b € B, % tend vers + oo quand n tend vers + oo}.

On a les inclusions O ® B[] ¢ €(B) C &(B).

REMARQUE. — On a une inclusion ¢ : §(B) — '(B) ou &' (B) est défini comme €(B)
mais avec v/ au lieu de v. On peut aussi voir &' (B) comme le sous-anneau de %(B) formé
des séries a coefficients dans B en la variable z et son inverse, qui convergent absolument sur
la variété rigide Spm B[] Xgpm ik {0 < |2| < 1}. Si B est topologiquement de type fini et
réduite, ¢ est un isomorphisme.

On introduit o = (1 — T)(1 - L:)(1 — %) --- € §(B). Comme a = 1 modulo 7, a est
une unité dans &(B), donc a n’est pas diviseur de 0 dans G(B).
Poury =3, cnbn2"™ € G(B), et pour w € R, on pose

yhaif () = ian nw + v(b,) € RU{—00} U {+00}.
ne
Ce n’est pas une valuation sur &(B), mais pour y,y’ € &(B) ona
vy + ') 2 min( ), 0 ()) et (') > i) + )

et 2% (y) = 400 si et seulement si y = 0. Par exemple, v2(7"a~1) = —co pour w > ¢", et

w
vRaif("q=1) = 0 pour w < ¢". On a

(1) G(B) = {z € 4(B),Yw € Ry, v (z) > —o0}.

w

On munit G(B) de la topologie telle que les parties
{x € T*E€(B), v (z) > k} = {x € G(B), " (z) > ket 0% (x) > k}

w w

pour k € Net w € R, forment une base de voisinage de 0.

REMARQUE. — L’inclusion &(B) — @(B) est continue. L'inclusion ¢ : €(B) — €'(B)
est continue si on munit ¢’ (B) de la topologie de la convergence uniforme sur les couronnes
{a < |z| < 1} pour « €]0,1].

LEMME 3.1. — Si (yn)nen est une suite d’éléments de G(B) telle que pour tout w € Ry la

suite V2 (y,, — y,41) tend vers 400, alors la suite (y,) converge dans G (B) vers une limite y
et pour tout w € R, v2(y) = lim,, oo v2%(y,,). O

Le lemme précédent énonce que toute suite de Cauchy converge, c’est-a-dire que G (B) est
complet.

On a un morphisme injectif ¢ : €(B) — (B[2])[[z — «]] qui envoie z sur 7 + (z — ).

REMARQUE. — Si B est topologiquement de type fini et réduite, le morphisme c, est le
composé de I'isomorphisme . : §(B) — €' (B) et du morphisme de restriction a un voisinage
formel de 7 dans le disque épointé, de &' (B) (considéré comme un espace de fonctions sur
Spm B[] Xgpm & {0 < |2| < 1}) vers (B[1])[[z — 7]].

On appelle topologie w-adique sur B [%] la topologie pour laquelle les 7*B, k € N,
forment une base de voisinages de 0.
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LEMME 3.2. — Pour tout k € N* le morphisme

€(B) — (BIz D[z — 7ll/(z = m)*(BI:)Ilz - 7]

induit par c, est continu lorsque I'on munit 'espace d’arrivée, qui est un B|_-]-module libre de

rang k, de la topologie m-adique. O

Le morphisme ¢, s’étend en un morphisme ¢(B)[1] — (B[1])((z — 7)) que I'on note
encore c;.

Le a) de la proposition suivante est une variante du lemme de rigidité de Drinfeld (lemme 3
de I'appendice de [17] et lemme 1.1.3 de [37]).

PROPOSITION 3.3. — Soient N et N’ des pseudo-isochtoucas locaux libres sur B, et p un
morphisme de pseudo-isochtoucas locaux de la restriction de N a B/ vers la restriction de N’
a B/w.

a) 1l existe un unique morphisme R de G (B)[1]-modules congru a p modulo w de
N ®@@B[i] 6(B)[] vers N’ ®@§B[%] €(B)[z] vérifiant R(¢n ® 1) = (¢n+ ® 1)"R.

b) Le morphisme R défini en a) est un morphisme de pseudo-isochtoucas locaux de N vers
N’ si et seulement si R n'a pas de péle en z = m, ¢’est-a-dire si l'image (par c. ) de

ReHom ~_ 1 (N,N)® 1 i?(B)[é]

08B[2] 08 B[]

dans

Hom o1 (VN © 00, (BIED((= = )

appartient a

Hom

sy NN @ oy, (BRI = 7).

REMARQUE. — La construction de & (B) est compatible a la localisation. Donc I’énoncé
s’étend a tout schéma formel w-adique plat sur Spf @ de la fagon suivante : B — &(B) est un
prefaisceau et si on note Gg le faisceau associ¢ on construitR € Hom ;5 PES (N,N")
® 05 0s[2] ﬁg[%] (Pexposant de « est borné car il dépend seulement de ’amplitude).

Démonstration. — Nous montrons d’abord a), sans utiliser la condition (PIL) de la défi-
nition 2.1.

Pour I'unicité, on remarque que si R est un morphisme de &(B)-modules de N ® 08 BL]
G(B) vers N' ® ~ L @(B) vérifiant R(ény ® 1) = (¢n+ ® 1)"R, et congru a 0 modulo 7Zr,

ORB[7
alors comme (¢ ® 1) est un isomorphisme de "N ® t(B) dans N ® 1 a(B),

08 B[L] 08B
R est congru a 0 modulo 7¢, puis modulo 7r‘12, ... etenfin R =0.
L’existence de R est un énoncé local pour la topologie de Zariski sur Spf B. On suppose

donc que N et N’ sont des 6 ® Bl[1]-modules libres, ce qui permet
— de choisir des ) ® B-modules libres M et M’ et des isomorphismes M [l] = Net
ML= N,

— de relever p en ry € Hom (N,N').

OBB[L]
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On pose alors R = lim,,, 4 oo 7y € Hom@AB[ ](N, N)®

n—1 nooon-1,_4 _ 1 1
’["nzqu/.-.T ¢N/T 7_07' ¢N ...¢N 6Hom?)§B[l](N’N,)[Z—W7...772—71—‘1"71].
z

Cette limite existe car 7,41 — 7 = @nr -+ T"_1¢N/Tn<¢N/TrO¢;[1 — ro)f"_lqﬁ]—vl ... ‘151?/1

appartient & 79" Hom 05 1,(N,N)® 4(B).

B3] 08B(L]
Soit C une constante telle que ¢n € 279z — m)"“Hom
o5 €27 C(z—m)" CHomQ®B(M, ™) et ro € 2~ “Hom

1" GB)NO®B=n"0® Bona

200 F3) (4 )20 (2 = 792 (rgy — 7)) € 70 Hom

@@B(TMI7 M’),

oap(M,M'). Comme

08B (M, M)

donc

a®C(rpq1 —1y) € 27 ORI 0" (TnHoz)ZCHom@@B(M, M)

et donc

gt
n
—C(4n+5) 74 Hom

—~ ™
2% (Ppg1 — ) € 2 oM, M) ® 5, 0® B —1

Il résulte du lemme 3.1 que la suite a2¢

Hom Bl ](N,N')®

r,, converge dans
08 B[1] &(B)
et donc R appartient a

Hom - 2 1L, (N, N) @ a2 ¢ (B).

08B 08 B[L]

Ceci termine la démonstration de a).

Pour montrer b) on utilise la condition (PIL) de la définition 2.1. Le « seulement si »
est trivial. La preuve de «si» s’é¢tend jusqu’au lemme 3.7. Pour tout n € N, on a un
morphisme d’algeébres c,.» : €(B) — (B[1])[[z — 77]] (induit par la restriction au
voisinage formel de 79" dans le disque épointé {0 < |z| < 1}), qui s’étend en un morphisme
€(B)[L] — (BIXD((z - 79")). Par hypothése R n’a pas de pole en z = 7 donc ™' R
n’a pas de pole en z = 79" et comme d)&l et ¢y n'ont pas de pole en z = 79,..., 79",
R = ¢y 7" 'én TnRTn_lqﬁg,l- ¢y na pas de pole en z = w7, cest-a-dire que
I'image de R (par c,q») dans Hom ook ]( N ®,~ 1. (B[2])((z — 79")) appartient a

Hom - 1 (N,N') ®
®

appartlent a Hom

@®B[ ]

ool (B[l])[[z — 77"]]. Le lemme 3.4 ci-dessous implique que R

- (NN @ sl C(B)

LEMME 3.4. — Soit © € G(B)[L] tel que, pour tout n € N, l'image de x dans
(BI2D) (2 — 7)) appartienne a (B[1])[[z — n9"]]. Alors z appartient a €(B).

REMARQUE. — L’énoncé analogue pour ¢'(B) est évident.

Démonstration du lemme 3.4. — Le b) du lemme suivant renforce le lemme 3.4.
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LeEMME 3.5. — a) Soit n € N. Si l'image de z € €(B) dans (B[2])[[z — 7] appartient a
(z — ") (B[2))[[z — 77"]], alors z = (1 — %)y avecy € G(B), et pour tout w € Ry ona

va(y) = v (@) — min(0,q" —w) = vi(2) — (L - T

).

b) Soit = € G(B) tel que, pour tout n € N, [limage de x dans
(B[A))[[z — n"]] appartienne a (z — 79" )(B[:])[[z — n?"]]. Alors & = ay avec y € G(B) et

™ T

pour toutw € Ry ona

z

[e%S)
VET(y) = Vi) — 3 min(0, 4" - w) = V2 (z) - 1A ().
n=0

Démonstration. — Montrons d’abord a). 4 priori y est dans &(B). Grace a (1) ’apparte-
nance de y & &(B) résulte de la formule pour v23(y), que nous allons établir. D’abord I'iné-
galité vRif(y) < pRaif(z) — pRaIf(1 — =) est une propriété générale. Nous devons montrer
l'inégalité inverse. Posons x = 3, ¢z, b 2™. L’appartenance de z a (z—79") (B[%])[[z—qu]]
équivaut a I’égalité
®) > bm(7?")™ =0 dans B[2].

mEZ

Onaalorsy = (1 — #)_lx, doncy = >",,cz cmz™, avec
3) Cm = b + (77 b1 + (77 )by + -+
Grace a (2) on a aussi
(4) Cm = —(ﬂ'qn)_lbm_l - (ﬂ'qn)_zbm_g —

Dans le cas ou w < ¢™, la formule (3) donne

mw + v(cm) > inf(mw + v(by,), mw + ¢ + v(bmt1), ... )
> inf (V2 (2), v2 (@) + " — w, ... ) = V(2).

Dans le cas ou w > ¢™, la formule (4) donne

mw + v(ey) > inf(mw — ¢" + v(byp—1), mw — 2¢" + v(bm—2),...)

> inf(v24(z) — ¢" + w, V2 (2) — 2¢™ + 2w, ...) = V24 (z) — ¢" + w.

Montrons maintenant le b). Grace a a), pour tout entier n € N on peut écrire

n—1 ., .,
r=(1-%)-- ~n(1— "qz )yn avec y,, € €(B)net, pour tout w € Ry, v24f(y,.) > v22f(z). On
ayn = (1= == )ypt1 donc y, — Ypi1 = —=—ypi1 et v2 0 (y, —ypy1) > ¢ —w + 08 ().

Donc par le lemme 3.1 la suite (y,,) converge dans &(B) et on note y sa limite. Soitw € R...
D’apres a) et le lemme 3.1 on a

n—1
V(o) = v2(2) = 37 min(0,¢™ —w) et vE(y) = lim v2(y,),
m=0

d’ou la formule pour v22f(y). Le lemme 3.5 est démontré et donc le lemme 3.4 I’est égale-
ment. =
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Le lemme 3.5 permet d’étendre v,, de &(B) a G(B)[2]. Cela fait 'objet de la définition
suivante.

DEFINITION 3.6. — Ondéfinit vy, : €(B)[1] — RU{+o00} en posant, pour z € o' G(B),
v () = V2 (atz) — tw230 () (grdace au lemme 3.5, le résultat ne dépend pas de't).

On note que la restriction de ¥4 a G(B)[L] C @(B) n'est pas égale a v, (car elle prend
souvent la valeur —oo) d’ou 'adjectif « naif ».

Dans la suite on utilisera souvent la convention suivante : si M et M’ sont des
0 ® B-modules libres, S € Hom 5 . (M, M) ®psn E?(B)[é] etw € Ry, v, (S) = nlujn Vi (8i5)
ou les s;; sont les coefficients de S dans des bases de M et M’ sur 6 ® B (il est clair que
vy, (S) ne dépend pas du choix de ces bases).

Suite de la démonstration de la proposition 3.3. — On sait maintenant que R appartient a
U s [ - .
HOIH@@B[%](N’ N") ®0@B[%1 G (B). On rappelle qu’on a choisi des & ® B-modules libres
M et M’ munis d’isomorphismes M[2] = N et M'[1] = N’. D’aprés la condition (PIL) de
la définition 2.1, il existe une constante C, telle que pour tout n € N*, ¢n+"dn- - - - T"_lng/
appartienne a
2z —m) (=707 (z =77 )" CHom g, ("M, M)
et que (pn"dN - - 7"71¢N)_1 appartienne a

1

7 Cz—n) %) (2= )7cHom@§B(M, 'M).

Soitn € N.Ona
22°(z —m)%° .. (2 — 7T¢1”*1)20R
= (ZC(Z _ 7T)C vz — 7Tq"‘l)c(bN/T(z)M o Tn_lqul)
T"R(ZC(Z —m)C e (z = ) Tnflqb],vl ' "T¢Xrl¢&1).

On a donc vgn (226 (z — m)2C - (z — 77" )2°R) > vgn("'R) > ¢"v1(R). Le lemme 3.5
implique alors

Vg (R) > ¢"v1(R) —2C(¢" +¢" H 4 -+ +1).
Il existe donc une constante C’ € R telle que pour tout n € N on ait vgn(R) > C'q". Le
lemme suivant montre que R a ses coefficients dans O® B [1], ce qui acheéve la démonstration
de la proposition 3.3. O

LEMME 3.7. — Soit z € G(B). On suppose qu'il existe C' € R tel que vgn (z) > C'q™ pour
tout n € N. Alors x appartient @ 0 ® B[1].

Démonstration. — On écritx = ) <7 T, 2"™. Soit m € Z. Pour tout n € N on a donc

v(zm) > C'q" —mg™, dot z,, = 0si ¢’ > m. Onadoncz € 2~ -91O® B en notant []
la partie entiére. 0
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Dans toute la suite de ce paragraphe on fixe un corps parfait k contenant F, et on suppose
que la base S est un schéma r-adique plat sur Spf ®® k. On notera Sy le fermé de S d’idéal =
(comme S est w-adique c’est en fait un schéma sur k).

Soit (D, ¢p) un isochtouca local sur k. Il jouera le role de F-isocristal, ou de module de
Dieudonné rationnel pour rigidifier le pseudo-isochtouca local N, comme dans [51].

DEFINITION 3.8. — Soit (N,¢n) un pseudo-isochtouca local sur S. On appelle
rigidification modulo 7 un isomorphisme p entre la restriction de (N,¢n) a Sy et l'image
inverse de (D, ¢p) a So.

Alors a un pseudo-isochtouca local rigidifié ((IV, ¢ ), p) on va associer une structure de
Hodge-Pink sur la fibre générique S,iz de S au sens de Raynaud.

DEFINITION 3.9. — Soit J une variété rigide analytique sur SpmK. Soient s,t € Z. Une
structure de Hodge-Pink sur D définie sur J d’amplitude C [s,t] est un 0 4([z — w]]-module V
localement libre muni d’un isomorphisme

V @0, (- Ou((z = 7)) = "D ®p((2)) Oy((z — )
et tel qu'en posant Up = "D ®y((2)) Oyl[z — 7] on ait
(2 —m)"*Up CV C (2 —7)"'Up.

Le morphisme k((z)) — @[z — «]] utilisé¢ dans la définition précédente envoie k dans
Oyetzsurm+ (z —m).

REMARQUE. — Dans la définition précédente @) ,[[z — =] est un faisceau mais n’est pas
quasi-cohérent et ©) 4((z — 7)) n’est qu’un préfaisceau. Voici, grace au lemme 1.1, une version
équivalente plus terre-a-terre de la définition : une structure de Hodge-Pink d’amplitude
C [s,t] estun sous-0) s-module localement facteur direct et stable par multiplication par z—7
dans le O -module libre de type fini (z — 7)"*Up/(z — m) "*Up.

Pour construire la structure de Hodge-Pink associée a un pseudo-isochtouca on suppose
d’abord que la base est affine et que le pseudo-isochtouca est libre. Soient donc B une
0 ® k-algebre compléte pour la topologie m-adique et sans 7-torsion, et (N, ¢n) un pseudo-
isochtouca local libre sur B.

LEMME 3.10. — Il existe un unique morphisme R de €(B)|x]-modules congru a p modulo m

de N ®QE§B[%] €(B)[X] vers D @y(»)) G(B)[L] vérifiant

R(¢n ©1) = (¢p © 1)'R.

De plus ¢’est un isomorphisme de G (B)[X]-modules.

Démonstration. — L'unicité de R se démontre comme dans a) de la proposition 3.3, en
remplagant ¢ par ¢p. L'existence se démontre aussi comme dans a) de la proposition 3.3
grace au fait que la condition (PIL) de la définition 2.1 (qui n’est pas vérifiée par ¢p) n’y était
pas utilisée. Cependant nous reprenons ’argument pour la commodité du lecteur.

Par hypothése N est un 0 ® Bl[1]-module libre, ce qui permet

— de choisir un © ® B-module libre M avec un isomorphisme M [1] = N, ainsi qu’un
k[[z]]-réseau A de D,
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— de relever p € Hom N® ~ 1 0®B/7B[L],D® () O® B/7rB[1])en

@@B/wB[i]( 08 B[L]

ro € HomUAB[ ](N7D ®k((2)) @@)B[z])-

On pose alors

— = prl
R= nllgl@ rn, dans HomOAB[ ](N,D ®Qr((2)) O ® B[] ®0§B[%] @(B)
ou
,,,_n:¢D.__Tn—1¢D7-nr07-nfl¢&1_..qb]_vlEHOHI @ Bt ](N D®k @@B[z]) o ﬂ_,...,z_ﬂ_ﬁ].
Cette limite existe car r,41 — 1, = ¢D~~Tn71¢DTn(¢DTr0¢jV1 - ro)Tnﬂ(;Sj\,l---(;ﬁ]}l
appartient a 7¢ HomO@B[%](N’D@)k((Z)) O® B[i])® o8 BLL] t(B).
Soit C une constante telle que ¢y €27%(2z— w)*CHomO®B(M, ™),

¢p € 2z~ “Homy.)("A, A) et ro € 2~ “Hom 5 (M, A @12 0'® B). Alors

(a1 —7n) € 279 (2 — 1)~ (z = 79" ) "7 Hom 5 , (M, A @1z O ® B)

0®B
donc
% (rpp1 — 1) € 2~ CBn+4) g (T"Ha)CHom@@B(M, A ®@pp2] 0% B)
et donc
nt1
% (rpy1 — ) € z_c(3"+4)7ranom0@B(M, A @] 0® B) ®pas @@B[[W 1l

z

Le lemme 3.1 montre que la suite a“r, converge dans ©(B). Donc R appartient a
Hom{)@B[l](N,D@)k((z)) 0® Bli)® 1, a~9E(B). Ceci termine la démonstration de

0®B[ ]
I’existence de R.

De la méme fagon, on choisit un relevement 75 € Hom ~ . 1.(D ®p((z)) ¢ ® B[i],N)

08 B[1]
de p=', on pose R’ = lipioo by -7 ONTTHT op - d)Dl et on montre que R’
fant 3 = prl 1 -
appartient a HomQ@B[%](D ®Qr((z)) 0 ® B[], N) ®0§B[%1 € (B)[;]. Une adaptation de

I’argument d’unicité de R montre que R’ R = 1et RR’ = 1, donc R est un isomorphisme. [

Nous allons maintenant définir la structure de Hodge-Pink sur D. Le morphisme
cr @ G(B) — (B[2])[[z — 7] s’étend en des morphismes G (B)[~] — (B[1])[[z — ]
et G(B)[L] — (B[2])((z — m)). Par conséquent R s’étend en un isomorphisme de

(B[2])((z — 7))-modules de N ®€)AB[ | (BIE])((z = m)) vers D ®g((z)) (B[2])((z — 7)) et
"R s’étend en un isomorphisme de (B[ﬂ])[[z — 7]]-modules de "N ® el (BIED[[z — =]

vers "D ®p((zy) (Blz])[[z — 7).

DEerINITION 3.11. — La structure de Hodge-Pink V associée au pseudo-isochtouca local
libre (N, o) sur B et a l'isomorphisme p entre les pseudo-isochtoucas locaux

(N®@"B[1] @®(B/7TB)[ L, én ®1) et (D Qp((2)) @®(B/7rB)[ l,6p ®1)

4¢ SERIE - TOME 44 — 2011 — N° 2



THEORIE DE FONTAINE EN EGALES CARACTERISTIQUES 279

sur B/wB est le (B[X])[[z — «]]-sous-module (localement libre pour la topologie de Zariski
sur Spf B) de "D ®j,((»)) (B[2])((z — m)) défini par

La construction précédente se faisceautise et permet d’associer a tout pseudo-isochtouca
(N, ¢n) muni d’une rigidification p par (D, ¢p) sur un schéma formel m-adique plat S
au-dessus de Spf ©® k une structure de Hodge-Pink sur D définie sur la fibre générique Shig
de S au sens de Raynaud.

On revient a la situation de la définition 3.11. La proposition 3.12 ci-dessous (qui est une
forme plus explicite du b) de la proposition 3.3) montre que V' détermine de maniére unique
R(N) C D ®j(»)) €(B)[1], et par conséquent détermine le couple ((N, ¢ ), p) & un unique
isomorphisme pres.

Soit N 'ensemble des z € D ®k((z)) G(B)[X], tels que

- pour tout n € N, I'image de = dans D ®y(»)) (B[£])((z — 79")) appartienne a
¢p---T¢p"V,
— il existe une constante C € R telle que pour tout n € N,

vgn((¢p -7 ¢p)'z) > Cq".

Pour donner un sens a la derniére condition il faut choisig un réseau A de D : dans une
1

base sur k[[z]] de A on écrit (¢p 7" ¢p)lz = : ) avecy; € €(B)[1] et on
Yr

pose vgn ((¢p -+ - ™ ¢p)Tlr) = min(Vgn (Y1), - - -, Vgn (yr)). Comme vgn (2b) = " + vgn (b)

pour tout b € G(B)[X], si on change A la derniére condition reste vraie pour une autre

constante C, donc la définition de N ne dépend pas du choix d’un réseau A de D. On vérifie

facilement que (¢p ® 1)("N[L-]) = N[ 1]

zZ—T

ProPOSITION 3.12. — Ona R(N) = N.

Démonstration. — On suppose (N, ¢n) d’amplitude C [s,¢]. Comme 1’énoncé est local
pour la topologie de Zariski sur Spf B on peut supposer N libre sur £ ® B[i]. On fixe alors
un ©® B-module libre M muni d’un isomorphisme N = M [1] et une constante Cj telle que
la condition (PIL) de la définition 2.1 soit satisfaite (avec C au lieu de C'). On fixe aussi un
réseau A de D. Grace a A et M toutes les valuations qui vont suivre seront bien définies. On
choisit des bases de M et de A. Ce sont donc aussi des bases de V et de D. On va appliquer
les lemmes 3.4 et 3.7 aux cordonnées d’un élément de R‘l(ﬁ ). En effet R‘l(]v ) est formé
desye N® 1, G(B)[] tels que

7

OR B[
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— pour tout n € N, I'image de y dans N ® e L] (B[X])((z — w9")) appartienne &

s

n

R (ép+"'op™V) = R Nép " op RON @z 1) (BIZD[E —7"])

™

n

=on T on (N ® ) (BRI - 7))
=N ®zp (B =]

puisque ¢y, . .. ,Tn71¢N n’ont pas de pole en z = 79" . D’apreés le lemme 3.4 cette

condition équivautay € N ®@§B[ﬁ] G(B).

— il existe C € R telle que pour toutn € N,
ve((¢p- 7" ¢p)"'Ry) > Cq".

Comme Tn_lgz&f,l < ¢p'Ry = T"RTn_lqﬁ]_Vl -+ ¢§'y cette condition équivaut a I'exis-
tence de C € R telle que, pour tout n € N,

n__n—1 _ _ n
ven (T RT ¢Nl T ¢N1y) > Cq".
I existe C; € N tel que les coefficients de R et R~! appartiennent a 2~ 9® Or[[Z]],
d’ott vgn (""R) > —C1q" et ygn (T'R™Y) > —Cy¢™ et donc
g (TRTGR - ox'y) — v (T by - oxy)| < Crg”
Enfin la condition (PIL) et le lemme 3.5 donnent I’encadrement suivant :
—t(g" 4+ 1) = Co+vgn(y) Svgn (T BN - dN'Y)
< =s(¢" A+ 1)+ Co+ v (y).

n

On voit alors que cette condition équivaut a I’existence de C' € R telle que, pour
toutn € N, v (y) > Cq™.

La premiére condition équivaut ay € N ® 08Bl G(B). Sous cette hypothése, grace au
z

lemme 3.7, la deuxiéme condition équivaut a y € N, ce qui termine la démonstration de la

proposition 3.12. O

On peut exprimer la construction précédente en termes de catégories, en se placant de
nouveau sur une base générale.

DEFINITION 3.13. — a) Soient S un schéma w-adique plat sur Spf O ® k et Sy le fermé de
S d’idéal . On appelle pseudo-isochtouca local rigidifié modulo © par un isochtouca local sur
k un triplet (D, ¢p), (N,¢dn),p) ou (N,¢pn) est un pseudo-isochtouca local sur S, (D, ¢p)
un isochtouca local sur k, et p un isomorphisme entre la restriction de (N, ¢n) a Sy et 'image
inverse de (D, ¢p) a So. Les morphismes sont évidents.

b) Soit J une variété rigide analytique sur SpmK. La catégorie des isochtoucas locaux sur k
avec structure de Hodge- Pink définie sur J est la catégorie des triplets (D, ¢p, V), ou (D, ¢p)
est un isochtouca local sur k, et V est une structure de Hodge-Pink sur D définie sur J (au
sens de la définition 3.9). Un morphisme (D, ¢p,V) — (D', ¢p/, V') dans cette catégorie est
un morphisme f : (D, ¢p) — (D', ¢p+) d’isochtoucas locaux sur k tel que ("f @ 1)(V) C V'.

Dans cette définition, (D, ¢p) joue le role du F-isocristal de [51].
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PROPOSITION 3.14. — Soit S un schéma w-adique plat sur Spf O ® k. Le foncteur

((D7¢D)a (N» ¢N)ap) = (D’¢D7V)

de la catégorie des pseudo-isochtoucas locaux sur S rigidifiés modulo m par un isochtouca local
sur k vers la catégorie des isochtoucas locaux sur k avec structure de Hodge-Pink définie sur
Shig est pleinement fideéle.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition 3.3, car ¢’est un énoncé
local. O

On note que la proposition 3.12 construit explicitement un quasi-inverse de ce foncteur
sur son image essentielle. On appellera admissibles les objets de son image essentielle.

PROPOSITION 3.15. — Soit S un schéma w-adique plat sur Spf O ® k. Une extension de
deux isochtoucas locaux sur k avec structure de Hodge-Pink (définie sur Syig) admissibles est
admissible.

Plus précisément, soient (D, ¢p), (N, dn), p) et (D", ép), (N", dn), p") des pseudo-
isochtoucas locaux rigidifiés modulo w, et (D,¢p,V) et (D", ¢pr, V") les isochtoucas
locaux sur k avec structure de Hodge-Pink qui leur sont associés. Alors toute extension de
(D", ¢pr, V") par (D, ¢p,V) provient d'une extension de ((D",¢pr),(N",énn),p") par

((D7¢D)7 (Na ¢N)7p)

Si  est une variété rigide analytique sur SpmK et (D, ¢p), (D', ¢p), (D", ¢p) sont des
isochtoucas locaux sur k avec des structures de Hodge-Pink V, V'’ V" définies sur ¢, une
suite exacte courte dans la catégorie des isochtoucas locaux sur k avec structure de Hodge-
Pink est une suite exacte 0 — D — D’ — D” — 0 dans la catégorie des isochtoucas locaux
sur k telle que V" soit I'image de V' dans D" ®((.)) O4((z — 7)) et V l'intersection de V'
avec "D ®p((z)) Oy((z — 7).

Démonstration. — Grace a la pleine fidélité du foncteur établie dans la proposition 3.14,
on voit qu’il suffit de montrer ’énoncé dans le cas ot S est affine et ou V et N” sont libres.
On suppose donc que S = Spf B ou B est une #) @ k-algébre compléte pour la topologie
m-adique et sans w-torsion, et que (N, ¢ ) et (N, ¢+ ) sont des pseudo-isochtoucas locaux
libres sur B.

On se raméne a montrer la proposition 3.15 dans le cas ot (D", ¢p, Vpr) est trivial (on
indiquera dans une remarque comment le lecteur qui le souhaiterait peut traiter directement
le cas général, au prix de notations plus compliquées). En effet la catégorie des pseudo-
isochtoucas locaux rigidifiés modulo 7 et celle des isochtoucas locaux sur k avec structure
de Hodge-Pink possédent des opérations produit tensoriel et dual. Par exemple (en oubliant
les rigidifications pour simplifier les notations), le produit tensoriel de (N, ¢x) et du dual
de (N",¢nr) est (N @ N ¢pn ® td)}ﬁ,) et il est équivalent de se donner une extension de
(@@B[i], Id) par cet objet ou une extension de (N, ¢ ) par (N”, ¢n+). On est donc ramené
a montrer la proposition 3.15 dans le cas ou (D", ¢pr, Vpr) est trivial, c’est-a-dire

D" = k((2)), ¢p» = 14, et Vp = (B[2)[lz — ]
On doit montrer que D’ est admissible. On a un pseudo-isochtouca local libre (N, ¢ ) et
un isomorphisme p entre la restriction de (N, ¢n) & B/7B et 'image inverse de (D, ¢p) a
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B/nB, tel que V soitassocié a (N, ¢n ) et p, on se donne une extension D' = (D, ¢p-, V') de
D" par D et on va trouver un pseudo-isochtouca local libre (N’, ¢ y+) extension du pseudo-
isochtouca local trivial par (IV, ¢ ), et p’ extension de p, tels que V' soit associé a (N, ¢ )
etp'.

On fixe un isomorphisme de k((z))-espaces vectoriels D' = D @ k((z)). On a alors

Y

opr = <¢OD l) pour un certain Y € D et V' est un (B[1])[[z — 7]]-réseau de
D' ®k(z)) (B[2])((z — m)) qui est une extension de (B[1])[[z — «]] par V. Il existe
Te™D Ok((2)) (B[%])((z - Tr)) tel que

(T,1) € "D @iz (BlzD((z = m)) & (B[7])((z — 7)) = "D’ @2y (Blz])((2 — )
appartienne a V' et T est unique modulo V. En d’autres termes V' est déterminé par un

élément T € ™D ®y((»)) (B[2])((z — m))/V.

s

1
zZ—T

_ . 0
Onpose N’ = N&ORB[1] comme O B[1]-module, avec p’ = (g 1) -Soit Xo € N[;=]

on Xo+ X

0
arbitraire (nous choisirons ensuite X tel que la structure de Hodge-Pink associée a ¢y
soit V).

zZ—T

dont la réduction modulo 7 est p~ Y. On pose ¢n+ = ( ), avec X € TN[-2-]

LEMME 3.16. — Avec les notations précédentes (N', ¢ n+) est un pseudo-isochtouca local.

Démonstration. — La condition (PIL) de la définition 2.1 est vérifiée car dans le produit
ONTON - T"“gf) ~ le terme non diagonal apparait 0 ou 1 fois, donc n’ajoute pas de déno-
minateur en z d’ordre plus grand qu’'une constante indépendante de n, et il en va de méme

n—1 _ = _
pour ™ G - O - O
On va montrer qu’on peut choisir X de sorte que si
R :N'®

1 , 1
@@B[%] 5(3)[5] — D" Qp(2)) E(B)[a]

est 'unique morphisme congru a p’ modulo 7 vérifiant
R(¢n ®1) = (¢p ® 1)'R
alors
RSV 9,501, (BIED = D) = 05} RV 9,51, (BIED(= = 7))
C "D’ ®u((z)) (BIZ))((z — )
soit 'extension V' de (B[2])[[z — n]] par V qui est donnée au départ (et qui est une extension

RZ
absolument arbitraire). Ona R’ = <O 1) pour un certain

7 € D@y G(B)[L] € D®yey (BID((2 — 1))

(67
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dépendant de X et il s’agit de montrer que ’on peut trouver X tel que ¢51 (Z) € ™D ®p((2))
(B[1])((z — 7)) soit égal modulo V &

T € ™D ®p((zy) (BlzD((z = m))/V.
Cela est équivalent a la condition suivante :

R(2) €N @ g, (BIED((z - )

r 1 .
est égal modulo N ®()@B[%] (Bl-Dllz — ]l a

¢n("R™N(T)) = R (¢p(T)) €N D1l ((BIzD((z = m)/(BlzDllz — =ll).

RZ
Calculons R=1(Z) en fonction de X. Comme R’ = (0 1) vérifie

R on Xo+ X _ ¢pY R,
0 1 01
on obtient I’équation Z = (Y — RXy — RX) + ¢p"Z, d’ou
RN (Z)=R'(Y)-Xo— X+ ¢5"(R7'(2)).
On a donc
RYZ)=R Y (Z) = (X + "X + NN X +---)

ou Zy correspond a X = 0 et ou la somme dans le membre de droite converge au
sens suivant : si C est tel que ¢ € (2 — m)"“Hom("N,N) et X € ﬁN, la série
aC(X + on"X + ONTONT X + - -) converge dans N ®063?B[1] G(B). Grace au lemme 3.2

on est donc ramené a montrer le lemme suivant (avec ¢ ¢gal a la matrice de ¢ dans une
base de N).

LEMME 3.17. — Soient C € N* et ¢ € 2= (z — 7)"° M,.(O® B). Alors l'application
1 1

W(B[%D[[z — )" /(BI2)[z — ="

qui a X associe X + ¢"X + ¢T¢TQX + - - est surjective.

™ —~ r
——z0®B[l]) -

6:((z—7r)

Démonstration. — L'espace d’arrivée ﬁ(B[%])[[z — 7]"/(B[2])[[z — 7]]" est un

B[1]-module libre de dimension Cr muni de la topologie 7-adique (comme dans le

lemme 3.2). L’application

7T ~ r 1

bp: (——50®B[L ——— (B[A)D[[z - =" /(BIL)[z — =]

0 ((Z_W)C O® B[1]) — (z—w)c( [zDIlz = 7lI"/(BIZ D[z — 7]

qui a X associe X est clairement surjective. D’autre part pour tout

X € (=220 ® B[1]) la suite §((Z 9" X) tend vers 6o (X), pour la topologie 7w-adique,
(z—m) z z

quand k tend vers l'infini. En effet si ¢* > C on a H((g)qu) = X + 70 yX 4

k+2

A ¢T¢TZX + --- Donc I'image de 0 est dense.
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Pour tout £ > C?,ona
k

™ > T 1 r r
(e 98 B)) = (= Bll= — =l /Bll= ~ =)
Trk > r qk—2C? 1 r T
Pour la derniére inclusion on utilise le fait que %, %, ﬁ, ... appartiennent a

Bllz — x]]/(z = m°Bllz — 7] < (B[z]llz - 7ll/(zx = m)“(BIz])[z — ] ainsi que
’égalité gk — 2C? = inf;en+ ¢°k — 2iC?. Donc I'image de @ contient un voisinage de 0. Ceci
acheve la démonstration du lemme 3.17 et donc celle de la proposition 3.15. O

REMARQUE. — On peut adapter la démonstration précédente au cas général ou 1’on ne
suppose pas (D", ¢p, Vpr) trivial, en prenant Y € D ® D", X € 7N @ N"*[ 1], eten

appliquant le lemme 3.17 & la matrice de ¢ ® ‘¢, dans une base de N @ N”'*.

4. Puissances divisées adaptées a une théorie entiére

Soit B une @-algébre compléte pour la topologie m-adique et sans w-torsion. Soit m € N*.
Considérons la catégorie des chtoucas locaux (M, ¢r) d’amplitude C [0, m], c’est-a-dire tels
que ¢y et (z — 7r)m¢]741 n’aient pas de dénominateurs en z — 7 : m = 1 correspond au
cas minuscule. Dans les paragraphes 5, 6 et 10 nous construirons un début de théorie enticére
pour les chtoucas locaux minuscules. La proposition suivante indique quelle condition de
puissances divisées on doit imposer a un idéal I de B pour que M soit déterminé par sa classe
d’isogénie et sa réduction modulo I (cela est nécessaire pour I’existence d une théorie entiére
relativement a ces puissances divisées). Le lecteur constatera que pour m > 1 le résultat
n’est pas bon, et notamment moins bon qu’en inégales caractéristiques, c’est pourquoi nous
nous restreignons dans les paragraphes 5, 6 et 10 aux chtoucas locaux minuscules. Dans le
paragraphe | | nous retrouverons une situation comparable a celle d’inégales caractéristiques
en nous restreignant aux chtoucas locaux tranquilles (nous verrons aussi que les chtoucas
locaux minuscules sont tranquilles).

Soient (M, ¢ar) et (M’, ¢ps) des chtoucas locaux d’amplitude C [0, m]. Dans la suite, si
I est un idéal fermé de B et k € N*, on note I(*) I'idéal fermé de B engendré par les z* pour
zel.

7la—1)

PROPOSITION 4.1. — Soit I un idéal fermé de B tel que ©—— soit inclus dans B C B[]
et soit formé d’éléments topologiquement nilpotents de B. Si f est un morphisme de chtoucas
locaux de (M, ¢pr) dans (M, ), tel que f modulo I est divisible par z, alors f est divisible
par z.

Autrement dit la connaissance de M a isogénie pres et de M /I détermine M.

Démonstration. — Soient M = M/zM, M’ = M'/2M’, et rr, by (2 — 7)) s
(z — )™y, fet™f lesréductions de dar, dar, (2—7) ™) s (2—7)"dyp» f et f modulo 2.
Ona (—m)™f = ¢pro™fo(z — m)™¢p,, . Comme £ est nul modulo un idéal de type fini J C T,
7f est nul modulo J(@ et f est nul modulo % En itérant on voit que pour tout k € N, f
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k
J@®) Jla—1) (I4q4-+g* 1) . o
est nul modulo ———"———= C (=) . Comme B est séparé, f = O et la

proposition est démontrée. O

Voici maintenant un contre-exemple montrant que dans la proposition 4.1 I’hypothése de
nilpotence topologique des puissances divisées est nécessaire. Supposons que B contient
tel que ¢4 = (—m)™. Alors

1\ (1 o 1-< 1 Semmto
01 0(z—m™) \0 1 ~\o (z—m)™
et cette derniére matrice n’a pas de dénominateur en z. Posons

M = (0® B)? muni de ¢p; = (1 0 >
0(z—m)™

R | Clemm™ =
et M’ = (0 ® B)? muni de ¢pp = z .
0 (z—m)™

<

Alors f = 2 (0 i) est un morphisme de (M, ¢pr) vers (M’, ¢pr) qui n’est pas divisible

par z alors que sa réduction modulo I = ({) est divisible par z.

5. Cristaux associés aux chtoucas locaux minuscules

Dans ce paragraphe, nous considérons des puissances divisées au sens de Honda et de
Gross-Hopkins [33]. Nous montrons comment associer un « @-cristal » (au sens de Honda
et de Gross-Hopkins) a un chtouca local minuscule sur une base affine m-adique (pouvant
contenir de la w-torsion).

5.1. Puissances divisées et {)-cristaux au sens de Honda et de Gross-Hopkins

DEFINITION 5.1. — Soient B une O-algébre et I un idéal de B. Une structure de puissances
divisées au sens de Honda et de Gross-Hopkins sur I est un triplet (B, (3,~) ou

— B est une D-algébre,

- B: B — B est un morphisme de O-algébres,

— et v est une application de I dans B, qui vérifie
(a) my(z) = B(x)? pour x € I,
(b) v(bx) = B(b)4y(x) pour z € I etb € B,
(©) v(z +y) = v(z) +7(y) pour z,y € I.

REMARQUE. — Dans la définition précédente, les conditions (b) et (¢) résultent de (a)
si B est sans m-torsion. Cependant on n’impose pas & v toutes les relations qui résulte-
raient de (a) si B était sans 7-torsion. Dans I’exemple 5.7 ci-dessous on verra que pour
k € N* etzy,...,2x,91,.-.,yx € I tels que Zle xz;y; = 0, on n’a pas nécessaire-
ment Zle ~v(x;)v(y;) = 0 dans B et que, si 7 appartient 4 I, on n’a pas nécessairement
y(m) = m77L,
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Le propre des puissances divisées de Honda et Gross-Hopkins est que ’on ne compose
pas ~ avec lui-méme. C’est pourquoi v ne prend pas ses valeurs dans I ni méme dans
B mais dans une autre algébre B. Les puissances divisées de Honda et Gross-Hopkins
sont adaptées a la construction des cristaux associés aux groupes p-divisibles, et dans notre
cas d’égales caractéristiques a la construction des @-cristaux associés aux chtoucas locaux
minuscules (qui sont le $-analogue des groupes p-divisibles). Au contraire les puissances
divisées de Grothendieck et Berthelot [4, 6, 7, 8, 9] sont adaptées aux amplitudes plus
grandes que [0, 1] en inégales caractéristiques. Cependant leur P-analogue n’est pas adapté
aux chtoucas locaux d’amplitude plus grande que [0, 1] arbitraires, comme nous 1’avons
vu dans le paragraphe précédent, mais seulement aux chtoucas locaux tranquilles, comme
nous le verrons dans le paragraphe | 1. Les puissances divisées de Grothendieck et Berthelot
(nilpotentes) sont également utiles pour le théoréme de relévement de Grothendieck, comme
nous le verrons au paragraphe suivant. On renvoie au paragraphe suivant pour une définition
précise du ©-analogue des puissances divisées de Grothendieck et Berthelot, et pour le
lien logique avec les puissances divisées de Honda et Gross-Hopkins considérées dans ce
paragraphe.

A l'instar de Katz [36] nous définissons un @-cristal par ses valeurs sur les A-objets test.
Dans tout ce paragraphe, A désigne une @-algébre compléte pour la topologie w-adique.

DEFINITION 5.2. — On appelle A-objet test un sextuplet (B, 1, s, B, 3, ) ou

— B est une O-algébre dans laquelle l'image de m est nilpotente, I un idéal de B, et
s : A — B/I un morphisme de O-algébres,

- (B ,B,7) est une structure de puissances divisées au sens de Honda et de Gross-Hopkins
sur 1,

— il existe n tel que, pour tout x € I, 'y(alc)qn = 0 dans B.

Un morphisme dun A-objet test (B,I,s, B, B,7) vers un autre A-objet test
(B, I, B’,ﬂ’,v’) est la donnée de morphismes de ©-algébres f : B — B'et f : B — B’
telsque f(I) C I', 3 of = foB,~ of = foyet fos = s (en notant encore f I'application
quotient de B/I dans B'/I").

REMARQUE. — Sil'image de 7 dans A est nilpotente, (A4, 0,1d, A, 1d, 0) est un A-objet test.

DEFINITION 5.3. — Un O-cristal E sur A est la donnée pour tout A-objet test
(B, 1,s, B, 3, v) d'un B-module localement libre E(B,I,s, B’,ﬁ,v), et pour tout morphisme f
d'un A-objet test (B, I, s, B, 3,~) vers un A-objet test (B', I',s', B', ', ~') d’un isomorphisme
de B'-modules

E(B,I,s,B,8,7)®z B ~EB.,TI,¢,B,6,7),

ces isomorphismes devant étre compatibles a la composition.

Un morphisme u : E — E’ entre deux @-cristaux sur A est la donnée pour tout A-objet
test (B, I, s, B, 3,7v) d'un morphisme de B-modules

u(B,1,s,B,B,7): E(B,I,s,B,3,v) — E'(B,1,s,B,8,7),

fonctoriel relativement aux morphismes de A-objets test.
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Si @ : Spf A’ — Spf A est associé a un morphisme ¢* : A — A’ de D-algébres complétes
pour la topologie w-adique, et F est un f)-cristal sur A on note p*(E) le H-cristal sur A’ défini
de la fagon suivante : pour tout A’-objet test (B, I, s, B, 3,7),

¢*(B)(B,1,s,B,8,7) = E(B,I,s0¢", B, 3,7).

La catégorie des ©-cristaux sur A est @-linéaire. Une isogénie est un morphisme
u: E — FE'tlquilexistev : B/ — Eete : Spf A — N une fonction localement
constante tels que u o v = 2¢ et v o u = 2°.

Sit = 0 dans A, on posséde le morphisme de Frobenius ¢ : Spf A — Spf A (défini
par o*(z) = z? pour z € A) et on appelle F-cristal un @-cristal £ muni d’une isogénie
¢*(E) — E.

Nous allons définir une variante de la notion de @-cristal en imposant aux puissances di-
visées une condition de compatibilité. L’idéal 7 @ de @ est muni d’une structure de puissances
divisées g (au sens de la définition 5.1) définie par g () = 7971,

DEFINITION 5.4. — Soient B une O-algébre et I unidéal de B. Une structure de puissances
divisées (B, 3,~) sur I est dite compatible i (0,70, ~g) siy s’étenden~' : I + 7B — B tel
que ' (m) = 1=t et que (B, 3,7') soit une structure de puissances divisées sur I + wB.

Un A-objet test relativement a (0,70, ~¢) est un A-objet test (B, I, s, B, 8,7) tel que
(B, 3,7) soit compatible a (0, 70, ).

On définit un H-cristal relativement a (6, 76, v¢) de la méme facon qu’un H-cristal mais
en se limitant aux A-objets test relativement a (6, 76, ~y). En toute rigueur les O-cristaux
au sens de la définition 5.3 étaient relatifs a (0,0, 0).

LEMME 5.5. — L'image inverse par le morphisme Spec A/mA — Spf A fournit une
équivalence de la catégorie des O-cristaux relativement a (0,70, vg) sur A vers la catégorie
des O-cristaux relativement a (0, w0, vg) sur A/mA. O

REMARQUE. — La notion de @-cristal relativement a (0,70, ~vg) que nous venons de
définir ne servira pas dans ce paragraphe, mais seulement dans le paragraphe 10. Par ailleurs
nous y évaluerons un @-cristal relativement a (6, wf),yg) en un pro-objet test, c’est-a-dire
un systéme projectif d’objets test.

5.2. Construction du foncteur de Dieudonné

Nous allons construire un foncteur D (pour Dieudonné) de la catégorie des chtoucas
locaux minuscules sur A vers celle des -cristaux sur A, qui vérifiera la proposition suivante.

PROPOSITION 5.6. — Le foncteur D est compatible au changement de base et tel que, si
l'image de 7 dans A est nilpotente, pour tout chtouca local minuscule (M, ¢ar) sur A, la valeur
de D(M,¢prr) en le A-objet test (A,0,1d, A,1d,0) soit "M/(z — 7)™M. Si ® = 0 dans A,
D se releve en un foncteur de la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur A vers celle des
F-cristaux sur A.
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Le plan pour la construction de D est le suivant. Si (B, I, s, B, 3, ) est un A-objet test et
n € N* est tel que

(5) 7@=D" — 0 dans B et v(z)?" = 0 dans B pour tout z € I

nous construirons une ) ® B-algébre Dn(B,I) et un morphisme de £ ® B-algébres
8 : "Dy (B, I) — B, puis un foncteur 7 de la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur
B/I vers la catégorie des 9,,(B, I)-modules qui sont libres localement pour la topologie
de Zariski sur Spec B, et le foncteur D sera alors défini en posant que pour tout chtouca
local minuscule (M, ¢pr) sur A, la valeur de D(M, ¢ps) en le A-objet test (B, I, s, B, 3, v)
est égale a

T(g((M’ ¢M)B/I)) ®~9,. (B,I) B

ou (M, dm)p/r = (M ® 45, 0® (B/I), ¢n @ 1) est le changement de base de (M, ¢yr) de
A a B/I, qui est un chtouca local sur B/1I.

La construction de 9, (B, I) et du foncteur & a lieu dans un cadre plus général. Soit B
une P-algébre ol 'image de 7 est nilpotente et I un idéal de B. Soit n € N*. On note alors
Dn(B,I)la 0)® B-algébre engendrée par des générateurs ¢ et e(x) pour z € I, assujettis aux
relations zt = 7, t" = 0, ze(z) = z, e(x)?" = 0, e(bx) = be(x), et e(x + y) = e(x) + €(y)
pour b € Betx,y € I (dans ces relations on a utilisé I'inclusion B ¢ ©® B qui envoie z sur
1 ® ). Dans la suite on notera toujours = au lieu de t € 9,,(B,I) et, pour n € N*, =~ au
lieu de 7"~ '¢. On note 4, I'idéal de 9, (B, I) engendré par O® I et par les e(x) pour z € I.
On a un morphisme O ® (B/I) — D, (B,1)/4,,.

La construction du foncteur & se raménera a une construction locale pour la topologie
de Zariski sur Spec B. Le recollement pour les 9,,(B, I)-modules provient du recollement
pour les ©® B-modules et du fait que pour tout f € B\ {0}, on a un isomorphisme naturel

Du(BIf I 7) = Du(B, 1) © 55 0@ (BIf 1))

REMARQUE. — Si7 € I, e(m) et T ne sont pas nécessairement égaux dans 9,,(B,I). De
méme pour k € N*etxy,...,%k,Y1,-..,Yx € I vérifiant Zle z;y; = 0, Zle e(z;)e(y;)
n’est pas nécessairement nul dans 9,,(B, I). On renvoie a 'exemple 5.7 ci-dessous pour une
situation ou cela se produit.

On rappelle les notations

—~

"Dn(B,I) = Dyp(B,I) P B

Qo8 B18F
et’t = z® 1pourx € D,(B,I). Soit (B, B,7) une structure de puissances divisées au
sens de Honda et de Gross-Hopkins vérifiant la condition (5). On munit B d’une structure
de O ® B-algébre grace au morphisme § ® B — B donné par a ® b — af(b). On note que
I'image de z — 7 par ce morphisme est nulle. On définit un morphisme de ) ® B-algébres
§: " Dn(B,I) — Ben posant §("(a ® b)) = af(b)? poura € Detb € B, 6((Z)) =m97 et
0("(e(z))) = y(z) pour z € I.

Voici maintenant ’exemple annoncé.

4¢ SERIE - TOME 44 — 2011 — N° 2



THEORIE DE FONTAINE EN EGALES CARACTERISTIQUES 289

EXEMPLE 5.7. — Soient q>3 B = Fy[m,z]/(n?, 2%, mx), I = (z,7), A=TF, s =1d,
B=B,8=1d, etvy: I — Bnul sur I* = (x2,72) et déterminé par v(z) = x et v(r) = .
On voit que () # w9~ et y(m)y(z) # 0 alors que Tx = 0. Soit maintenant n > 2 (pour
que la condition (5) soit vérifiée). On a e(m) — = # 0 et e(m)e(x) # 0 dans D,,(B, I) alors
que mx = 0. En effet §("(e(r) — Z)) = v(m) — w9~ et §("(e(m)e(x))) = v(m)y(z). On notera
que cet exemple rentre aussi dans le cadre des puissances divisées au sens de Grothendieck et
Berthelot qui apparaitront dans la définition 6. 1.

De nouveau, soit B une f-algébre ou I'image de 7 est nilpotente, I un idéal de B et
n € N*. Soit (M, ¢pr) un chtouca local minuscule sur B/I. On appellera relévement de
(M, ¢57) un chtouca local minuscule (M, ¢7;) sur B tel que M soit libre sur © ® B, muni
d’un isomorphisme de chtoucas locaux sur B /I entre (M, ¢pr) et le changement de base
(M, b37)B/1 = (M®0&5}3 0® (B/I), ¢7; ®1). On dira que (M, ¢as) est relevable s7il admet
un relévement (]Tf ;¢77) au sens précédent. Dapres le lemme 1.2, (M, ¢ar) est relevable
localement pour la topologie de Zariski sur Spec (B/I).

On va construire un foncteur & de la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur B/I
vers la catégorie des 9, (B, I)-modules qui sont libres localement pour la topologie de
Zariski sur Spec B, tel que si (M, ¢ar) est un chtouca local minuscule sur B/I relevable et si
(M, ¢) reléve (M, gur),

6) F (M, ¢pr) soit canoniquement isomorphe a M ®pan D (B, I).

La construction de & sera locale pour la topologie de Zariski sur Spec (B/I), de sorte
qu’il suffira de travailler avec des chtoucas locaux minuscules sur B/I relevables. Nous
procéderons de la maniére suivante. Soient

f : (M17¢M1) - (M27¢M2)

un morphisme de chtoucas locaux minuscules sur B/I relevables, (]\72», olve ) un relévement

de (M;, ;) pour 1=1,2, et f M1 — M2 un morphisme de ® B- modules qui reléve f
(Pexistence de f résulte de I’hypothése que M; est libre sur 0 ® B). Nous définirons par la
formule (17) ci-dessous un morphisme de 9,,(B, I')-modules
9(1\72@;; )7(1\7174’1\7 )(f) : My ®O@B Dn(B,I) — My ®O@B Dn(B,I).

2 1
Nous démontrerons dans le lemme 5.8 que ce morphisme ne dépend pas du choix du reléve-

ment f si bien que nous le noterons & ~ () PrX i o= )( f). Nous démontrerons aussi dans
~ 1,

le lemme 5.9 que lorsque g : (Ma, ¢ar,) — (Mg, 1) MS) est un autre morphisme de chtoucas

locaux minuscules sur B/I relevables et lorsque (Ms, ¢1- ) est un relévement de (M3, dar,)
3

ona

) g(ﬂs,¢&3)»(1\72,¢&2)(g) ° g(ﬁz,¢ﬂ~42),(ﬂl,¢&1)(f) - 9(1\73@1\73)7(1\71@&1)(9 °f)-

Dans le cas particulier ou (M, ¢nr,) = (Ma, ¢nr,) et ou f = Id, on obtiendra alors
un isomorphisme S’ Id) (car il résultera immédiatement de (17) que

g

,¢~ )s (M1,¢> (

1
(T, 6= (T, (m.)(ld) = Id pour i = 1,2). Par conséquent, a isomorphisme canonique
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pres, M oap Pn(B,I) ne dépendra que de (M, ¢ar), ce quiautorisera a le noter 7 (M, ¢ar).
Grace a (7), ¥ sera un foncteur de la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur B/ rele-
vables vers celle des 9,, (B, I)-modules libres. Par recollement on obtiendra alors un foncteur
& de la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur B/ vers celle des 9, (B, I)-modules
qui sont libres localement pour la topologie de Zariski sur Spec B.

Pouri € {1,2} onnote ¢ = (2 — 7r)(q1>]\f~4{)_1 € HomQ@B(E, T]\Z). On voudrait poser

<M2,¢A72>,<A71,¢A71>(f)

. _1 g1 sl P B
=(z—m)"t(z—77 ) ¢1\72”' ¢1\72 ) ¢A71...1/)A71
mais le sens de cette expression n’est pas immédiat. Aprés une construction préliminaire nous

poserons g(()ﬁmw Yors )(f) = f et pour m € N*,
M3y My

® 9

iy M A (r—m) (g — g™
(9) g(M2,¢A~/;2),(M17¢A71)(f) = (Z 7T) (Z T

)—1
AR v (R L e Y ) M T R
Mz Mz M2 M1 Ml Ml
apres avoir donné un sens au membre de droite a I'aide de € et en utilisant le fait que
oo Tfvr — (z — ) f est a coeflicients dans I. Nous poserons alors
2 1

I de (N=2 9% e ()
(M27¢A72)7(M17¢;4'1) mZ:O (M2,¢1\72)7(M1y¢1\71)

Nous vérifierons dans le lemme 5.8 que & ne dépend pas du choix de f

(3Tt~ ), (31,0~ ) )
My My

et nous établirons ses propriétés dans le lemme 5.9. La construction du foncteur & sera alors

achevée et celle de D sera une simple formalité.

Pour tout m € N, nous définissons €,,, : [ — D, (B, I) en posant
"

7)—lzqm—m—16(x)q
z

m

q

(10) en(@) = (1= )7 (1= )7 (1=
z z

pour z € I. Pour z € I on a donc

(z—m)(z =70 (2 =77 Vem(x) =z .

REMARQUE. — Pour z € I, ¢, (z) joue donc le role de 0 Donc (avec la

Iq
donnée supplémentaire de (B, 3, ) vérifiant la condition (5)), §("(e,,(x))) € B joue le role
m—+1
de (ﬂ_ﬂq)’f E—— qui est un coefficient d’une série logarithme. Cela n’est pas surprenant,
car des logarithmes apparaissent dans [33]. On aurait pu définir une ) ® B-algébre par les
générateurs e, (x) pour m € Netz € I, vérifiant certaines relations, mais comme €, ()
s’exprime simplement par (10) en termes de Z et €(x), il nous a semblé plus économique de

définir 9,,(B, I) a I'aide des générateurs T et e(z) pour z € I.

Soitm € N.On a ¢, (bz) = b em(z) pourd € Betz € I, donc on étend ¢, par linéarité
en un morphisme de © ® B-modules

em T (ORI) — Dp(B,1)
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en posant &,,("" (a ® z)) = aep(z) poura € etz e I.Pourz €™ (O®I)ona
(z=m)(z =71 (z =77 )ém(z) = 7" ()

ol 7™ désigne ici le composé des trois morphismes ) ® B-linéaires

m
T

ORI - (08 B) > 0® B — Do(B,I).

Ces morphismes (et d’autres qui nous serviront ensuite) proviennent du diagramme commu-
tatif de morphismes @) ® B-linéaires

(ORI) = (0® B) — "Dn(B, )
(11) L7 R LT
01 c 08B — D.(B,I)

our:(O®B) S O® Benvoie (a®b)sura®bl, et : "Dy(B,I) — Dy(B,I) envoie
"(Z) sur ’T; et pour z € I envoie "(e(z)) sur x4 te(z) = 27 e(x)4. On note que pour tout
re®®B,onat(z)=(1®Fr)(z) € OX B.

Pourm >nonae,, =0¢té, =0.

Soient P et Q des ©® B-modules libres localement pour la topologie de Zariski de Spec B
et p € Hom 5, (P, Q) ® 55 O® I. Pour tout m € N, comme &, : 7 (0 ® I) — D, (B, )
est © ® B-linéaire, on définit

ém(" ) € Hom("'P,7"Q) ® =y Du(B, )

sans ambiguité comme I'image de ""u € Hom@@B(Tmp7 ™Q) ®van (0 @ I) par
ldgom(=mp, Q) ® g p €m- Pourm >0ona

(12) (2 = Mem (1) = T(Em-1 (" 1))

dans Hom(""P,""Q) ®uen
des scalaires par le morphisme € ® B-linéaire 7 : "D, (B, I) — D, (B, I) qui figure dans le
diagramme (11). Pour m > 0 on a aussi

D (B, I), ou le membre de droite est implicitement I’extension

(13) (z =7 )em (" 1) = Em—1(" 1)

dans Hom(™"P,""Q)® 08B D (B, I), oul'expression ™ u figurant dans le membre de droite

est implicitement I’extension des scalaires par le morphisme € ® B-linéaire Tm*l(r) de
ORI =""""((ORI)) vers™" (OB I).

Maintenant nous sommes outillés pour donner un sens aux formules heuristiques (8) et
(9). Soit f : My — M, un morphisme de & ® B-modules qui reléve f. On pose

0 = =
g<M2,¢A72>,(M1,¢A71)(f) =/
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et pour m € N*,
(14)
9&274’1\72)7(&/17‘15]\71)(]0) - gbﬁ2 T ¢M2ém_1<7- 7 (¢M2Tf¢ﬁl - (Z - 7r)f))T 7 wﬂl 1/]M1

(15) =oa T om0, T Fog)) T v
(16) = ¢ '--Tm71¢ﬁ2€m—1<TWl(Tf¢A71 - wmf))”” AR v
€ Hom 5, (M, M) ® 5, (B, ).

Parmi ces trois formules nous privilégierons (15) car cela est préférable en vue d’un complé-
ment donné a la fin de ce paragraphe.

On note que 9(1\712,¢~ Yore )(f) = 0 pour m > n.
Moy My

Pour toutm € Non a
(z—7) (2 — wqm’l)(g‘k

(ot )P )P H 4T

(M2,¢A72),(M1,¢A71)(f))

1 m

=om, " b B g s

ce qui justifie I'intérét de la notation suivante :

(a7 9(1\72@]\72)’(’1\/717‘171\71)(][-) - ag(ﬁz,¢g2)v(ﬂly¢&1)(f)'
LEMME 5.8. — Le morphisme de D,,(B, I)-modules

g(ﬁ%(b;\’; )’(Ml’d)ﬂ’z )(f) : Ml ®Q6§B @n(BaI) - M2 ®?)§B @n(Bvl)
2 1

défini par (17) ne dépend pas du choix du relévement f

Démonstration. — Soit f“ un autre relévement de f et
K € Hom g, (M1, M2) ® 5, O® I

tel que fﬁ = f+ K. Pour toutm € N*ona

Em—1 (Tm_l(%%rﬂ - J?uﬁb;jl)) — €m—1 (Tm_l(ébﬁﬂ?— f¢’M’1))
("o H - Ko

m

-1 . o . pm=lom—1
=7 ¢A726m,1( K) —emfl( K) ha
Gracea (13)onaéy,_1(""K) = (z — 7" )ém (" K), d’ou, en utilisant (15),
T (-9 (F) = Hyp — Hyp s

(M27¢A72),(1T/f17¢]\71) (M27¢A’;2)7(1T/f17¢]\71)
ou I’'on a posé

m

Ho = (z =7 )bz 7" g e

m

Ky gy g
Comme

g

- (f) = K = (2 — m)éo(K) = Hy

O - o
(M2’¢1\72)’(M1’¢1\71) (M2’¢A72)’(M1’¢1\71)
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et comme H,, = 0 on a bien montré

—~ ~ A= F ~ i
g(M2,¢A72),(M1)¢A’;1)(f) 9(M2,¢1\72)7(M1,¢A71)(f )- -

Grace au lemme précédent, on peut définir & comme

i i (f)
N N (M27¢A72),(M1,¢A71) -
g (3o, ¢A72)’ (%, ‘%}'1)( f) pour tout relévement f de f. Pour tout relévement f de f on a
donc

(18) T~ = =D T ~ (D
(M27¢A72)u(M17¢A71) mzz:o (M2,¢1\72)7(M1,¢>1\71)

LEMME 5.9. — Le morphisme & ,~ défini ci-dessus veérifie

(f)
(M. Ll ) ( 1,¢'A';1)
(19) ¢M2 ° g([\’;[’27¢1\72)7(’]\/717¢1\71)(f) - g(ﬁzy¢&2)a(1\717¢1\71)(f) ° ¢M1

(20) g@m RICEIS ) evi, =¥, © 9‘(@@&2),@71,%1)(10)-

Depluslareductzonmodulog deS’(M ¢~)(M . (f)estégaledf®@@(B/I)Id@n(BJ)/Jn.

Enfin, si (M3, ¢pr,) est un troisieme chlouca local mznuscule sur B/I relevable, (Ms, ¢ 3) un

relévement de (M3, ¢pr,) et g un morphisme de chtoucas locaux de (Ma, ¢ar,) vers (Ms, dur, ),
ona

(21) I~

(M6~ ><A72,¢A72>(9)°g

<A72,¢A72>,(fv71,¢ﬂ~41>(f) - g(zﬁg,%;g),(ﬂl,ml)(g ° ).
Dans les membres de gauche des égalités (19) et (20) on a utilisé implicitement ’extension
des scalaires par le morphisme @ ® B-linéaire 7 : "9,(B,I) — D,(B,I) introduit
précédemment (comme dans (12)). La derniére assertion du lemme est la plus importante,
car (21) montre que & est bien défini par (6) et est un foncteur de la catégorie des chtoucas
locaux minuscules sur B/I relevables vers la catégorie des 9,,(B, I)-modules libres. La

)
preuve de (21) est calculatoire car on ne sait pas caractériser &~ (o o ). (h, o= )( f) par

une propriété. En tous cas les deux premieres assertions du lemme ne caracterlsent pas

I ~ (3o o, Yoa - )( f) de maniére unique. En effet il peut exister des éléments non nuls

yved, tels que (z — )y et 7("y) soient nuls dans 9,,(B, I), comme on le voit en prenant
y = €(m)e(z) dans les notations de ’exemple 5.7.

Démonstration. — Soit f un relévement de f. Soit m € N*. Grace a (12) et (15) on obtient
¢M2 9(1\727¢A72 ),(M; ’¢1\71 ) (/)

m

=g o (s (76T Fo)) ) e
= (z—-mog, "'Tm_l%%ém (Tm(%g;f— f¢ﬁl))7m¢ﬁ 3

1
_ mfi—l ~ s ~
B 9<M2,¢A~42>,(M1,¢A71)(f)¢M1
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De plus
¢A7279v?]\727¢1\7 (T~ )(f) = ¢]\72Tf= (¢A72Tf— f¢]\71) + fcﬁﬁl
= (e = meo(bg;,f = Fogr,) + Fog, = eo(ogp,F = Ty )¥m o5, + Fomm,
- (92M2,¢A~J2>,<A717¢A~41)(f)+g?M b 1 (Mg >(f))¢z’\71'

Il résulte des deux suites d’égalités précédentes que pour tout m € Non a

m—+1

(22) (Zg(M vl (M, 3 ) ) (Z 9(M2 SYRE (M17¢~ )(f)>¢1\71'

De la méme fagon (en utilisant (16) au lieu de (15)) on montre que pour tout m € N on a
m—+1

(23) T(; gl(ﬂz,¢l\7 )7(M1,¢>]\~4 )(f))wﬂz - ¢I\71 ( Z gl(lf\z’/z@& )v(ff\;f/1,¢>]\~4 )(f))

Les équations (19) et (20) résultent immédiatement de (22) et (23) en prenant m = n.
La deuxiéme assertion du lemme est claire car &~ (Vs ). 7. ¢A71)( f)

Hom (MMM?)@o@BJn pour tout m € N*,

08B
Il reste a montrer (21). Soient fvet g des relévements de f et g.

Pour m > 0 on a par définition, grace a (15),
SN N )] O DL 4r e SN )
(M3a¢]\73)7(M27¢1\72) ; (M2’¢1\72)’(M1’¢1\71)

— ¢]\73 .. ,Tm’2¢1\73§m71<‘r’"*1( IT/I’ng_ gqsﬁz))q—m’lwﬂz .. 1/}1’\‘/[’2<Z gl(ﬁ27¢1\’;2)y(ﬁlv¢]\’;1)(f)

Or il résulte de (23) que

quz(Zg(M b ) (M, b )(f))

0 ~.m—1 m, 5 om—1

" S ) G ) DT Vi, =TT g vy,

On en déduit

Zg (M3,9~ ) (M2,¢~ )(A)g(Mz d>~ ) (M1’¢ )(f)

= ¢1T4/3 LT ¢ﬂ3€m—1 (Tm 1(¢M3T’§ _ §¢M2)>Tm(f)7—m_lwﬁl ... qplf\\/f/l
(24) = b5, 'Tm72¢]’\}3€m71 (Tmfl( A’;;Tf— §¢A72Tf))7m71¢]\71 RV
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Pour m > 0 on a par définition, grace a (15),

(g g(M:s ¢~ ),(Ms, ¢~ )( )>g?11\42 ¢~ Yoi ¢~ )(f)
-1

( 97 37¢ (M2,¢A72)(§)>¢A72 ol T

l

S

m—2

1

bop,Em—1 (Tmfl(%q;f— f%z))Tmfl%jl SRV

Il
o

Or il résulte de (22) que

m—1
(X T 0 s @), b
g (M3,¢A73),(M2,¢1\72) Mo M,
- ~'..Tm—2~7_'m.—1 0_ _ ~ _ ~‘.'Tm—2~7_m—1
= ¢ ¢, 9’(M37¢&3)’(M2,¢&2)(9) ¢t ¢, @)
d’ou pour m € N*,
m—1 "
§g<Ma,¢~ ) (ot 97, RN )
m—2

=oa T o @ena (T (05, T - o)) w v

1
Vi,

m—2

@5 =g bmena (T @, T - 0Fen)) Y

(657,79 F — G057, F) + (@5, F —3F657) = 63,7 GH) — 3f o5,
on déduit de (24) et (25) et de la formule (15) appliquée a §f~que pour tout m € N,

T i T DT APNG)
(M3,¢A73),(M1’¢& lzg (M3,¢ M2,¢~) (M2’¢A72)’(M1’¢ﬁ1)

3

(26) * 9<M3,¢~ O YO o 1092

Il
o

et (21) en résulte aussitot. O

REMARQUE. — La légére dissymétrie de la démonstration de (21) vient du choix de la
décomposition

{0,...,m}*\{0,...,m —1}2 = {m} x {0,...,m}uU{0,...,m — 1} x {m}.

On aurait pu choisir la décomposition {m} x {0,...,m —1}U{0,...,m} x {m} et utiliser
(16) plutdt que (15) dans les calculs.

On a donc construit, pour toute H-algébre B ou I'image de 7 est nilpotente, tout idéal T de
Bettoutn € N*, un foncteur & de la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur B/I vers
la catégorie des 9D, (B, I)-modules libres localement pour la topologie de Zariski sur Spec B.
Voici maintenant la construction de D : pour tout chtouca local minuscule (M, ¢pr) sur A
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on définit un H-cristal D(M, ¢ps) sur A en posant, pour tout A-objet test (B, I, s, B, 3, ~) et
pour tout entier n tel que la condition (5) soit vérifiée,

(D(M7 ¢M))(B7I737B7677) = T(g(Ma ¢M)B/I> ®"7)n(B,I) E

ou & dépend de n, B, I et ou le produit tensoriel utilise le morphisme de £ ® B-algébres
0: " Dp(B,I) — B construit précédemment a partir de la donnée de n, B, I, (E’, B3,7). On
vérifie facilement que (ID)(M, ¢M)) (B,1,s, B, 3, ) ne dépend pas du choix de I’entier n et
que D(M, ¢pr) est un O-cristal. On vérifie enfin que D est un foncteur.

Démonstration de la proposition 5.6. — On vérifie immédiatement que ID est compatible
aux images inverses. Enfin si # = 0 dans A, ("M, "¢,) est un chtouca local minuscule sur
A et ¢y est une isogénie de ("M, ") vers (M, ¢pr) donc par fonctorialité de D, D(M, ¢ar)
est un F'-cristal. Cela termine la preuve de la proposition 5.6. O

REMARQUE. — Pour récapituler, lorsque (M, ¢pr) est un chtouca local minuscule sur A,
(B,1,s,B,3,7) est un A-objet test et (M, ¢7;7) estun relevement de (M, ¢rr) g1, on a posé

(D(M, $a1)) (B, 1,5, B,8,7) = (M/(z — ) M) ©5 B="M ® 5, B

(ot le morphisme § ® B — B est donné par a ® b — a3(b)). Si (Ml, ) et (Mz, )
sont deux relevements de (M én)p/retn € N* est tel que la condition (5) so1t Verlﬁee on
a identifié TMl ®osn Ba Mg Rosn B par I'image de

T(g’ —

(Mz’(bz\? )’(Ml’(ﬁn’;l)(ld)) S HOm@@B(TMl, "'MQ) ®@§B "'(@n(B,I))

dans Hom (TMl, Mg) B par 4.

®oen

La proposition suivante énonce que ) est compatible a la dualité de Cartier. Soit (M, ¢ar)
un chtouca local minuscule sur A. On note ¥y = (2 — 7)p,; et M* = Hom 5, (M, O ® A).
Alors (M*, %)) est aussi un chtouca local minuscule sur A, que I'on doit considérer
comme le dual de Cartier de (M, ¢ ) (si on normalise la dualité de Cartier par le choix de
(O ® A, (z — 7)) comme chtouca local « de Lubin-Tate »). On remarque que ¢~ = ‘¢,
autrement dit la dualité de Cartier permute ¢ et ).

PROPOSITION 5.10. — Le O-cristal D(M*, %y ) s'identifie au dual du O-cristal D(M, ¢pr)
de fagon fonctorielle par rapport a (M,dnr). Autrement dit pour tout A-objet test
(B7IasaBa/67’y)’

(D(M*, ")) (B, 1,s,B,8,7) = Homg((D(M, ¢a)) (B, 1,s,B,5,7), B).

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du fait que la construction de D est symé-
trique en ¢ et . O

La fin de ce paragraphe peut étre sautée en premicre lecture.
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5.3. Un point de vue complémentaire sur la construction du foncteur de Dieudonné

Soient B une #-algebre ou 'image de = est nilpotente et I un idéal de B. Soit n € N*.
On se replace dans le cadre de la construction du foncteur &. La formule (16) montre que
pourz € M, Q(M b (T, oz )(f)(m) € My® D, (B, I) est de la forme ao+ o3 éo(ar)+

b37, " Par, €1 (a2) + wwaoewbml€%b®(0®IL@eTA&®T@®Iy~(wmks

produits tensoriels sont sur £ ® B). Explicitement on a
~ me—1, ~ ~ _m-2
ag= fx et ay,, =" (Tf’()l)ﬂl — 1/)ﬁ2f)‘r ’(/)Ml .. ¢ﬁ1$ pour m > 0.

Soit (M , ¢77) un chtouca local sur B relevant (M, ¢r). Heuristiquement on va définir un
0 ® B-module ﬁ(ﬂ , ¢77) comme I'ensemble des sommes infinies
az

Mo my(z—n0)

avecag € M,a; € "M ® (@@I), as € "M ®7(O® I),... On formalise ceci en définissant
g(M, ¢1\7) comme le conoyau de I’application

27

=] " MeTOe)-Me [[ Mo (081)

meN meN*

donnée par la matrice indexée par N x N
1 0 0 0 ---
—p~ 1 0 0°
0 -~ 1 0
7_2 .
0 0 Ty~ 1

ou les 1 sur la diagonale sont en fait I'inclusion M & (ORI) — M et
197" 7T MeT(ORI) - ""Me™" (0@ I) pourm >0
et les termes sous-diagonaux sont en fait
—Tm1/1]\7[ ®1:TMRT(0®I) — M ® ™ (0® I) pour m > 0.

On a un morphisme u,~ : G(M, $r7) — M ® Dp(B,I) quia (ag,a1,as,...) associe

(M=)
ao + @37 €o(a1) + ¢7 "o57 é(az) + -

On a vu ci-dessus que ¥ ,~ M, - My ® Dn (B, I) se factorise par

(M6~ ><KZJ¢A/)(f)

My

U b ) En fait on a un morphlsme de Y ® B-modules
v

G it s ) 91 057 ) — G(Ma, d57)
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compatible a la composition, et tel que le diagramme suivant soit commutatif

€))

(M~ ),(My b~ )
M.

—~ vl —~
(28) G, ¢57) : (Mo, d3; )
‘/u&m& ) - B 0 J/u<ﬁ2,¢1\~4 )
. ! (szd’]\'; ),(M1;¢1\7 ) _ 2
M, ® Dn(B,I) = - My ® Dy (B, 1).
Heuristiquement, pour que (28) soit commutatif et d’apres (16), & (Vo ) (s s )( f) doit
Ty Uy

agir par
o

- fog — e f
@) =] by, oy,

(Fos = i, N,

(z —m)(z —7m9)

Par un calcul analogue a la preuve de (19) on a Fqﬁﬁl = QSMZTF. Donc ﬁ(% o V(P )(f)
My Uy

doit envoyer la somme (27) sur
TFCL1 TQF(IQ

O O = (= 7o)

Fa0+¢1\72z_ﬂ_

que I'on développe en utilisant (29). On définit donc & (V. par passage au
M

~2)’(M1’¢Jl)(f)
quotient a I’aide du diagramme commutatif

[Tnen ™ My @ 7"(OB 1) [men” Mz @ 7" (0B I)

Ty~ Ty~
My My

My @ [pen- " M1 @™ (OB ) My @ [[pen- " M2 ® ™" (OB )

ou la ligne du dessus est donnée par la matrice diagonale indexée par N x N dont les
coefficients sont f,"f, T f,... et ou la ligne du dessous est donnée par la matrice indexée
par N x N

f 0 0
Tf'l/}ﬁl - ¢;V72f~ f 0
(30) CFog, =i D "l —va ) “f
TZ(Tﬁl)Ml - ¢A72f)7¢]\71¢]\71 Tz(ffi/fﬁl -5 f)fwﬁl 72(7f~1/11\71 - wﬁzf)

On montre facilement que le morphisme ainsi défini ne dépend pas du choix de f. Un calcul
mécanique montre qu’il est compatible a la composition. Il en résulte que ﬁ(ﬁ , ¢1\7) dépend
seulement du chtouca local (M, ¢yr) sur B/I, et de fagon fonctorielle. La commutativité
du diagramme (28) est justifiée par un calcul dont I’heuristique a ét¢ donnée ci-dessus (en
utilisant (15) et (19)).
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5.4. Comparaison avec la construction de Messing

Nous allons comparer notre construction avec celle de Messing [48]. D’aprées [2], la
théorie de I’extension vectorielle universelle se transpose en égales caractéristiques. En fait
tous les arguments de [48] se transcrivent facilement en termes de modules de coordonnées.
Nous donnerons des démonstrations indépendantes plus naturelles dans notre contexte.
Soient B une @-algébre ou 'image de  est nilpotente, (M, ¢,r) un chtouca local minuscule
sur B et G le ©-module divisible qui lui est associé. On rappelle que G = h_H)lGn avec
Gn = Gr(M/z"M) et M/z"M = Homp, (G,,G,) (cf. la proposition 0.3). On rappelle
d’apres [26] que lorsque H est un H-module (limite inductive de sous-@-modules de 7-tor-
sion), son module de coordonnées # = Homp, (H,G,) est muni d’une action de ©) ® B
provenant de I’action de @ sur H et de celle de B sur G, par homothéties, et que le Fro-
benius " — J¢ provient du morphisme de Frobenius z — z? de G,. Si en fait I’action
de © est stricte (voir [21]), d’aprés le paragraphe 3.2 de [1] celle-ci induit un morphisme
Yy H — TIH vérifiant ¢y = (z — m)Idy et Yy dy = (2 — m)Idry,.

Suivant Grothendieck, pour tout B-module localement Ilibre N on note
V(N) = Spec(P,cnSym"N) I'espace total de N*. On le munit de I'action de @ par
homothéties et on appelle ©-module vectoriel un #-module de cette forme. Le module
de coordonnées V(N) de V(N) est Homg, (V(N),G,) = @,en” N, ou la structure de
© ® B-module sur N vient du morphisme © ® B — B qui envoie z sur =. On note
que N C @,en” N est formé des morphismes linéaires de V(N) dans G,. De plus
¢y (ag,a1,...) =(0,ap,a1,...)ety(ag,a1,...) = ((z—m)a1, (z—7)ag,...) desorte que
Keryy contient la partie linéaire V.

On appelle extension vectorielle de G par un #-module vectoriel V = V(N) un H-module
delaforme F = h_II)l E,, ou E,, est une extension de G,, par V dans la catégorie des schémas en
groupes H avec Verschiebung nul munis d’une action de ) qui induit sur Lie* (H) I’action par
homothéties (ou plutdt, pour étre précis, munis d’une action stricte de @ [21]). On définit le
module de coordonnées & de E comme & = lim Homy, (E,, G,). On a alors une suite exacte

0= ML &= YN)—o0.
On note &y, 'image inverse de la partie linéaire N C 9(IV) dans cette suite exacte de sorte

que &y est un sous- ® B-module de &. On remarque que ¥ 5(Eiin) C "M <% 7€ et on note
g, Gun — "M la restriction de g & G-

Le foncteur contravariant qui a E associe & est une équivalence de la catégorie des
extensions vectorielles de G vers la catégorie a2 des (N, &, g, v ) ou N est un B-mo-
dule localement libre et (&, ¢, 1) est une extension de (V(N), ¢y, ) par (M, ¢ar,¥ar)
dans la catégorie des (H, ¢y, 1y ) ot K est un £ ® B-module et ¢y : "H — H et
Yy H — "H sont tels que ¢y hy = 2z — et Yy dpy = z — w. Pour montrer que ce foncteur
est une équivalence de catégories on utilise le paragraphe 3.2 de [1]. Le foncteur inverse est
obtenu en généralisant un peu le foncteur Gr de I'introduction. Pour tout n € N on note
(&/2"M)* = Homp(&/2" M, B) et alors

En = Kex('gs — 0(spemanysspec 5+ (612" M)* — 0™ ((6/2"M)")).

Soit éatiiy, la catégorie des (N, Siin, Yiin) O N est un B-module localement libre (consi-
déré comme ©® B-module grace au morphisme 2B — B qui envoie z sur ), &)y, est une
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extension 0 — M 22 &iin — N — 0dansla catégorie des O B-modules et ¢y : Siin — M
est tel que Yringiin = Y : M — "M etque (2—7) = Hin®mPlin : Glin — Glin- Le foncteur de
6t dans Eatyy, quia (N, &, ¢g, ) associe (N, Eiin, ¥iin) est une équivalence de catégories.
En effet dans les notations précédentes, le morphisme

6lin > 7-61in 2] T261in @--— 6
(a1,a2,a3,...) — a1 + dglaz) + "dsds(as)
est surjectif (puisque ¢ agit sur V(N) = @,,en "N par le décalage a droite) et la relation

@& Jin = Jun¢nr fournit des générateurs évidents pour son noyau. On a donc un isomor-
phisme canonique entre & et le conoyau de ’application

DM P b

neN- neN-
(b1,b2,b3,...) = ((fiin®ar)b1, = iinb1 + "(J1indar) b2, — fiinbs + T2(jlin¢M)b37 cl)

Le morphisme ¢g : "6 — & est induit par le morphisme de complexes donné par les
applications

(31) @ T"+1M—> @ THM, (al,GQ,a3,...)'—>(0,@1,@2,...)
neN* neN*

(32) et @ bim— P ™ Btin, (a1,02,a3,...) = (0,a1,0az,...)
neN* neN*

et g : & — 76 est induit par le morphisme de complexes donné par les applications

@ -

neN* neN*
(33) (a1,a2,a3,...) — ((z — m)az, (2 — m)as, ... )
et @ Tnilélin - @ Tnélin
neN* neN*
(34) (a1,a2,a3,...) — (TJin¥un(a1) + (z — m)ag, (z — m)as, ... ).

Ces formules fournissent un foncteur quasi-inverse (la relation (z — 7) = jiin®artun garantit
que gt = (2 — ).

D’autre part pour (N, &iin, Y1in) dans Eiin, Yiin © Sun — "M passe au quotient et
fournit un morphisme v de N = &yin/1in (M) vers "M /1pps (M). On a donc un foncteur de
&adyin dans la catégorie des couples (IV, u) ou N est un B-module localement libre et w est un
morphisme B-linéaire de N dans "M /vy, (M ). Ce foncteur est une équivalence de catégories
et un foncteur quasi-inverse envoie (N, u) sur (N, &jin, Y1in) avec

éin = {(z,y) € N ® "M, u(z) =y mod ¢p (M)},
Yiin(z,y) =y et jin(z) = (0, ¥ (x)).

Enfin la catégorie des couples (N, u) comme ci-dessus admet ("M /4y (M), Id) comme objet
final. La catégorie &azy, admet donc comme objet final ("M /vpr (M), Eiin (M, drr), Yrin)
avec Sin(M, opr) = ™M, jin = Y et ¥, = Idry. Par conséquent la catégorie St
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admet comme objet final ("M /¢ (M), 5(M, dur), ¢, s) ot E(M, par) est le conoyau de
I’application

@ T"M N @ ‘r"M

neN* neN*
(b1,ba,bs,...) — ((z — b1, —Warby + (2 — 70)ba, = Yarbs + (z — 77 )b, ...).

D’apres (31) et (32), ¢g : "6(M, dppr) — &(M, ¢pr) estinduit par le morphisme de complexes
donné par les applications

(a1,a2,as,...) — (0,a1,as,...) sur la source et
(a1,a2,as,...) — (0,a1,as9,...) sur le but.
Drapreés (33) et (34), v g : (M, par) — "E(M, ¢ar) est induit par le morphisme de complexes
donné par les applications
(a1,a2,as,...) — ((z —m)ag, (2 — m)as, ... ) sur la source et

(a1,a2,as,...) — (Yp(a1) + (z — w)ag, (z — m)as, ... ) sur le but.

On a bien ¢gpg = (2 — ) et Ygdg = (2 — m).

Il existe donc une extension vectorielle universelle 0 — V(G) — E(G) — G — 0,
telle que toute extension vectorielle 0 — V' — E — G — 0 soit son image directe par un
unique morphisme V(G) — V. Le module de coordonnées de E(G) est &(M, ¢ar). Le dual
de l'algebre de Lie de E(G) est (M, ¢ar)/ds("E(M, dar)) qui s’identifie canoniquement a
™™ /(z—m)™M par (a1, az,...) — a3 mod (z—m)"M. Lasuiteexacte0 — V(G) — E(G) —
G — 0 correspond a une suite exacte

0— M ™ E(M, 60) ™ V(M, 6r) = 0

ol jar(m) = (¥ar(m),0,0,...). On rappelle que V(M, drr) = Prnen ™ (M /1par(M)) avec
by "V(M,pr) — V(M,pur) agissant par décalage a droite. Heuristiquement on peut
considérer (M, ¢pr) comme I’ensemble des sommes finies

(35 ¢m

a a 2 Q 4
L b ——— + Ty Sy ———5 + -+ avec a; € T M.

z— z —md 7z —

Supposons maintenant que I est un idéal de B muni de puissances divisées nilpotentes ~y
au sens de Grothendieck et Berthelot, comme dans la définition 6.1. Pour tout n € N, on
définit v, : I — I en posant

() = (x4~

Donc vo(z) = z et v, (z) joue le role de =

o)l (14" — 1)y 0 - 0 y(z) (0l 7 est appliqué n fois).
a™ a1y (=

o Pour tout n € N, on définit
aussi A, : I — I en posant

An(@) = (L= 7977 (L= a0 ) @ T D 0 o g (g)

(ou « est appliqué n fois) de sorte que Ag(z) = z et A\, (x) joue le role de #&_ﬂn)
La série exp(z) = >, enTn () est analogue a I'exponentielle %, de la méme fagon
que la série log(z) = >, cny An(x) est analogue au logarithme. Plus précisément soit LT le

O-module formel de Lubin-Tate, qui est égal a4 G, comme groupe formel avec action de F,
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et sur lequel 7 € O agit par z — wz + x?. En d’autres termes LT est le §-module formel
associé au chtouca local (0 ® B, z — ). Alors

log : Ker(LT(B) — LT(B/I)) — Ker(G,(B) — G,(B/I))
et exp:Ker(G,(B) — G,(B/I)) — Ker(LT(B) — LT(B/I))

sont @-linéaires.
Transposons en termes de modules de coordonnées I’analogue en égales caractéristiques
de [48]. Par @-linéarité on étend ~,, et A, en

3 T (ORI = ORI et Xy : T (O0RI) — ORI

Si # estun © ® B-module, ¢y : "H — H ety : H — "9 sont des morphismes
O® B-linéaires vérifiant ¢ 414 = z—m et gy = z—, et si N est un B-module localement
libre, on appelle exponentielle un morphisme n : # — V(N) = @,cn "N de la forme

n(@) = (0(), 1.0 (@), 52 (0Pt (@), ...),
oud: H/py("9) — N ®p I est arbitraire (on remarque que ¢4 = ¢g™ et by = Yon
et que 7 est © ® B-linéaire).
Soient f : (M, ¢ Ml) (M3, ¢pr,) un morphisme de chtoucas locaux minuscules sur
B/I, et (My,¢ ~1) et (M, ¢ Mz) des relevements a B. Il existe un unique morphisme de
0 ® B-modules

£(A72,¢;4,2)7(1/\\/[/17¢A71)(f) : 6(M17¢1\71) - £(M27¢ﬂ2)

vérifiant ¢5"6 ~ ( f)og, relevant le morphisme

(M6 ), (Mi,6 >(f) = i, 957 (M
induit par f modulo I et determme de maniere umque par la condition suivante : pour tout
morphisme de B-modules k : "M/ Yy (M 1) — "M/ (v (Mz) dont la réduction modulo I
est 7f, le morphisme
p],\;f/z © £(M2’¢~ )7(M11¢~ )(f) - (hv Th7 . ) opﬁl : é(Mla d’j\}l) - @ Tn(TM2/w(M2))
Moy My neN

est une exponentielle. Nous donnerons plus loin une formule pour & ~ () P 7, - )( 7).

Pour tout relévement (1\7, ¢77) on a une application n(ﬂ’%) : ﬁ(M, o37) — £(M7 b37)

telle que le diagramme suivant soit commutatif

()

Y tptm o160~ )
M M

(36) 9(M, 57 : 1 G(Ma, $37)
ln(ﬁld)ﬁl) £~ _ o J/H(§2,¢J2)
~ (M27¢A72),(M1»¢1\71) _
&(My, ¢37.) &(Mz, ¢37 )
Heuristiquement x ~ (T6) doit envoyer une somme infinie
a2 Tt as
Dy P I T TP e
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avecag € M,a, € M ® (0® 1), a3 € "M ® (0® I), ... sur une somme finie

b - ) . 2 b3 i
¢Mz—7r+¢1\7¢1x7z_7rq+¢1\7¢1\7 ¢A72_7Tq2+~~avecbie M.
Comme a,; = (79" — xa" Y (79" — 7)¥n(any1) les puissances divisées au sens

de Grothendieck et Berthelot fournissent exactement les puissances de 7 nécessaires pour
effectuer la décomposition en éléments simples. Soient py, , € O pour 0 < k < n tels que

(Wq" _ 71-q”’l) . (ﬂ-q” ) n [he.m
(z—m)(z —72) - (2 —7") k_oz—qu'
On note désormais py , I'image de py , dans B. On a p,, = 1 et grice a I'hypothese

que 7 est nilpotent dans B, u , = 0sin — k est assez grand. Pour z € (@O ®I)ona
to,nYn (2) = An(z) et plus généralement g n¥n (x) = Y (An—r(x)).

On définit alors H(M’¢A7) par ”(1\7,%7)(‘10’(11’ ...) = (b1,ba,...) avec

b = Yr(a0) + a1 + "B (M (a2)) + bgp” br(Kalas) + -,
bz = ’?1 <a2 + 72¢M(S\1((I3)) + 72¢M73¢M(X2(a4)) +--- ) g

Pour simplifier on note H = Tf~1/11\71 — 1/)]\72]? : ]\71 — Tj\ng ® (O ® I). La formule pour
é

M. A, ‘obtient heuristi F 29), en écri
(- )., ¢A71)( f) s’obtient heuristiquement en notant F' comme dans (29), en écrivant

5 M, ' 35
que £(M2,¢A72),(M1,¢A~Zl)(f) envoie la somme (35) sur
T ay R 7_2 a9 N
v i VA A el
e+ H TZHT‘/’J\Z a
= o5, (T + 51— e 00 O e ) T

2
. 27 .2 ™H as
+ o, o5, (7T + ‘%ﬁ*"')z_wq

puis en transformant " H en (7rqi —pd ) (7rqi —7r)%(TiH ) et en utilisant les puissances de
« dans cette derniere expression pour décomposer les fractions en éléments simples de fagon
. . . 15 . _ — y s
a obtenir une expression de la forme (35). Explicitement & (ot (o ) (f) s’obtient par
passage au quotient de I'application @, cy- M, — DBren- "M, donnée par la matrice
{ F+A 0 0o . \
52 ((H + Ay ) T+ A) 0
o (T2 T, T(X,. (T 2y T
5o (H + Mg )y Ch((H + Ay ) (T +4)

o A ="po \i(H) + 57 "6y Mo(TH) Yy 4+ My — My @ (0B 1),

La commutativité des diagrammes (28) et (36) montre la compatibilité entre notre construc-
tion du @-cristal associé a un chtouca local minuscule et la construction analogue a celle
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de [48] en égales caractéristiques. Contrairement aux coefficients non-diagonaux de la ma-
trice ci-dessus (qui utilisent vraiment les puissances divisées au sens de Grothendieck et Ber-
thelot), le coefficient Tf+ A en haut a gauche a les mémes dénominateurs qu'un logarithme
(et n’utilise donc que les puissances divisées au sens de Honda et Gross-Hopkins). Le dual
de I'algébre de Lie de 'extension vectorielle universelle est &(M, b37) Jbes("E(M, $35) =

TM/(z — 7r)TM pour tout relévement (M ¢+7) et l'action de & ~ (f) sur ce

(M ¢~)(M b~

quotient s’obtient en évaluant Tf + Aen z = m. C’est aussi l’évaluatlon enz=m de 7F avec
F comme dans (29), et comme F’ est aussi la formule pour F ~ () o Yoo . )(f) par (16) et
My

(17), on retrouve d’une autre maniére la compatibilité entre notre constructlon du B-cristal
et la construction analogue en égales caractéristiques a celle de [48].

5.5. Un procédé de calcul plus souple pour le foncteur de Dieudonné

Nous allons assouplir la construction du foncteur & de telle sorte que I'isomorphisme
F(M, $pr) ~ M ®pap Pn(B,I) de (6) ait encore lieu pour des relevements qui ne sont plus
nécessairement des chtoucas locaux minuscules sur B, plus premsement pour les (M 1) M)
tels s que M est un © ® B-module libre relevant M et ¢M : "M — M un morphisme de
0 @ B-modules relevant ¢,; (mais ¢ M(TM ) ne contient pas forcément (z — F)M ). De tels
objets n’ont pas d’analogues connus en inégales caractéristiques. Cet assouplissement nous
sera utile au paragraphe 10.

Soient B une H-algébre ou I'image de 7 est nilpotente, I un idéal de B et n € N*.
Soit f : (M1, ¢n,) — (M2, $n,) un morphisme de chtoucas locaux minuscules sur B/I.
On rappelle que si (Ml, olve ) et (M1 10) 1) sont des chtoucas locaux minuscules sur B qui
relevent (M7, ¢ar, ) et (MQ, gb M, ), on a défini dans (17) un morphisme de 9,,(B, I)-modules

97(1\727¢~ ),(1\71,¢~ )(f) : My ®0@B Dn(B,I) — M, ®0@B D (B, I)
qu1 vérifie le lemme 5.9. Nous allons généraliser cette construction de la fa(;on suivante. Si M, 1
et M2 sont des O ® B-modules libres qui relévent M; et Ms et qb M, TMl — M1 et ¢ M, des
morphismes de £ ® B-modules qui relévent ¢ M, €t dar,, nous allons définir un morphisme
de 9,,(B, I)-modules

9(1\7275;;2)7(1\717%)(]”) : My ®@§B Dn(B,I) — Mo ®@§B Dn(B,I)

qui vérifie des propriétés analogues a celle du lemme 5.9 et qui coincide avec

9(1\7 o) (. b (f) si (Ml,@:) et (Mz,%) sont des chtoucas locaux sur B (que
’on note alors (M1 v ) et (Mo, v )).

Soient (M, ¢»s) un chtouca local minuscule sur B/, M un © ® B-module libre rele-

vant M et ¢, un relévement de ¢,,. Nous commengons par construire un morphisme de
Dy (B, I)-modules

—_—1 — —
(z=mom ) : M@z, Dn(B,I) = ™™ ® 5, Du(B,1)

qui coincide avec 1 si (]\A/.f , E\Z) = (]Téf ; ¢77) est un chtouca local minuscule sur B.
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Soit {[1\; : M — ™M un relévement de Yp.-Ona

Orty = (2 — )+ Z, avec Z € End 5, (M) @z, 08 1.
Or (z—m)+Z=(z-—m)(1+&(2))etl+é&(2) est inversible dans
Endg, (.1 (M® oap Pn(B, 1)) (car, dans une base de M, &(Z) est une matrice a coefficients

nilpotents dans 9,,(B, I)). On pose
— -1
37) 0 = tur (1 + éo(Z)) .

On voit que ¢p0 = (2 — w)IdA~4® PR mais cette relation ne détermine pas en général

0 de maniére unique. En effet dans les notations de I'exemple 5.7, en prenant (]Tf , 5};) =
(0 ® B,z — m) et en choisissant ¢¥p; = 1 pour le calcul on voit que § = 1, mais que
X = 1+ e(n)e(zx) vérifie aussi la relation ¢ X = (2 — ﬂ)IdM%g@@n(B’I). Cependant le

lemme suivant montre que € a de bonnes propriétés.
LEMME 5.11. — Le morphisme de D,,(B, I)-modules
0: M ® 54 Dn(B,I) = ™M @45, Dn(B, 1)

défini par (37) vérifie Gg/é;; = (z—m)Id et ne dépend pas du choix de {ﬁ;}

™M ~ Dn(B,I
®0®(8@ ( )

Démonstration. — Soit Z' € End (T]T/f) ®uen ORI défini par Yardnr = (z—m)+ 2.
En écrivant {/J\A_/;qb MU et &Zﬁ;q& m de deux manicres différentes on voit que
(38) Z'"Yps =Yy Z dans Hom 5 (M, ™M) ® 5, 0@ I

(39) et ¢nZ' = Z¢n dans Hom o, ("M, M) ® 5, 08 1.

O®B

Comme Z' € EndO@B(TM) ®uen O® I,1+ &(Z') admet un inverse

-1 —~
(1+&(2)) € Bndg, .0 (M © 5, Du(B,1)).
Ona
, -1
(40) 0=(1+&(2)) v
En effet cela équivaut a
(41) b (1+e(2)) = (1+6(2))dar

qui découle de (38) puisque @EO(Z) = EO(Q/A‘J\;Z) et éo(Zl){ﬁ‘J\; = éo(Z’z,ﬁ‘]\;).
Légalité 0¢p = (2 — m)Id ~
(40) et du fait que

® =, 0n(B.1) qui fait partie de I’énoncé du lemme résulte de

baion = (2 —m) + 7' = (z =) (1+&(2))).

. . —H R . .
Soient maintenant ¢); un autre relévement de v, et Z%, 7 ¥ et 0% construits & partir de

—t R —t —~
Wy comme Z, Z' et 0 4 partir de ;. On veut montrer 8 = 0. Ona vy, = by + K avec
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K e HomO@B(M, TM) ®RpeB O I.DouZt =27+ @K. D’aprés I’équation analogue a
37) pour 6* et grace a I’égalité éo(@K) = E\;éo(K), ona
—— N -1
0 = (b + K) (14 0(2) + dméo(K)) .
Grace a (40) on est ramené a montrer
— — -1 N\ l—
(@ + K) (1+&0(2) + omeo(K)) = (1+&(2)) dur,
ce qui équivaut a
(1+20(2)) (9 + K) = dar (1+ &0(2) + duréo(K)).
Cette égalité découle de (41) et du calcul suivant :
(1+&(Z))K = (1+&(2))(z = m)éo(K) = (z = 7+ Z)éo(K) = budméo(K). O
Comme 0 ne dépend pas du choix de @\]\; on notera
—1 — —
((Z_Tr)d)M ) :M®0@g @n(Bvl) HTM@@@@ @n(Bvl)
ce morphisme 6. On a
— —1 —_— 1 —
om((z—mou ) =(z—m) et (z—7m)dm )ou = (2 —7).
Plus loin, dans le lemme 5.13 nous aurons besoin d’une autre relation satisfaite par

—1
((z=m)¢m ) et nous devrons revenir aux formules (37) et (40) pour la démontrer.

Soit f : My — Myun morphisme de &® B-modules qui reléve f. Nous allons maintenant

définir & (Vsorn), <1\71>$n71>( f) en reprenant les formules (15) et (17) et en effectuant les
remplacements

— —1
(42) de 37 Par daz, et de wﬂi par ((z — m)dr, )

pour tout 4. Comme ((z — w)&fﬂzfl) est a coefficients dans 9,,(B, I), la remarque suivante
montre que les formules (14) et (16) n’ont plus de sens, alors que (15) garde un sens lorsqu’on
effectue les remplacements (42). Nous devrons donc modifier les arguments qui utilisaient les
formules (14) et (16).

REMARQUE. — Soit J I'idéal de 9,,(B, I') engendré par O® I. 1l n’est pas vrai en général
que & s’étende en un morphisme 9D, (B, I)-linéaire de 4 dans 9, (B,I). En effet pour
Ty, Th, Y1, ye € I on devrait avoir & (35 zie(y)) = S5, eo(x;)e(y;) mais
Sy mie(y) = e(Yiy wiyi) et Y1y x;y; peut étre nul sans que Y €o(x;)e(y:) le soit,
comme on I’a vu dans 'exemple 5.7 aveck = 1,21 = wety; = x.

0

On pose donc g(M2,<?>;4/2)>(1\7J1’$’71

)(f) = f et pour m € N*,

am (A= dm " Garena (" 0207 F - Forn)

(Mz,6015),(M1,61,)

Tm_l((z B ﬂ)(};;l_l) e ((z - 71')5;;1_1) c HomggB(Mj,J\z) QpaB D (B, I).
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Comme dans (17) on pose

9(1’@,5@,@@% Z g(Mz,¢M2> <M1,¢M1>(f)‘

m=0

En recopiant la démonstration du lemme 5.8 (avec les remplacements (42)) on montre

que F —~ (Vasomrn), (1’\/71,5;4/1)( f) ne dépend pas du choix du relévement f et on le note donc

g(M2;¢M2)v(M1’¢M1 ) (f)

LEMME 5.12. — Ona
“3) 307 i1 e 1 iy I = 7 Gy 5y (D)3

et

1 1
(44) g(jw2 érry), (M17¢M )(f)((z )¢M1 ) = ((Z - 7T)¢)M2 )g(’M\';’%)’(]T/[\;’EI\Z)(f)
De plus la réduction modulo J, de g(M vy (th;;l)(f) est égaledf®g§(B/I)Id@n(BJ)/JH.

Enfin, si (M3, ¢ur,) est un troisieme chtouca local minuscule sur (B/1T), Ms un O'® B-module
libre relevant Ms, ¢, un relévement de ¢, et g un morphisme de chtoucas locaux de

(M2, p,) vers (Ms, o), ona

@) I o G DY om0 ) = G aian @ © -

Démonstration. — Soient f et § des relévements de f et g. Pour montrer (43) on recopie
la preuve de (19) (avec les remplacements (42)). On obtient également que pour tout m € N
m—+1

46) b, (; T ot i iy D) = (; T ot 5 iy () -
Pour montrer (44) on commence par un lemme.

LEMME 5.13. — Ona
—1

(2 = Mo, éo(oam"F — Four) (2 — m)oars )
=Tz = ) - ((z—mémm )T

—1
REMARQUE. — Le lemme serait évident si on pouvait faire rentrer ((z — m)¢nr, ) et

—1
((z — )P, ) dans I’expression centrale a laquelle on applique €y mais la remarque avant
le lemme 5.12 montre que ce n’est pas possible.

Démonstration. — Soient 171;[/1 et 171;4/2 des relevements de 15, et ¥ps,. En définissant Z;
par ¢, ¥y, =z — 7+ Zy et Zy par Y, o, = 2 — m + Z on a, grace a (37) et (40),

(= mdrn Veo(@an T — Fonn) (2 = m)onr, )
=(1+ éo(Zé))_lméo (E\/IJQT}V— %)M(l + &0(Z1))

-1
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-1

f(=moan, )= ((z-mba, )fear
(L +a(2) (F(z = mom, )~ (= mdw, )T) (1 +a(20)
= (1+&(Z5)) Foar, — an (1 + &0(21))
(z = Méo ("far, — Uann ) + €0 (Z57Foan) — &0 (¥ar, F21))
o((z =7+ 25) Fur, — ¥an f(z — 7+ Z1))
éo(Yarabar, Far, — Ut for¥ar) = Yo (dnr,f — Fbur)¥nr,. O

Suite de la démonstration du lemme 5.12. — 1l résulte immédiatement du lemme 5.13 que

et ceci est égala ",

M

770 3 — -1

g(ﬁz,%),(%,gﬂz)(f)((z —m)dm, )

—1 0 e 1 e
= ((z =™, )(9(1\72,2@),@,%)(” + g(%,EAZ),(AZ,&Z)(f))‘

En appliquant (12) on obtient
~ —1
Tg(m7m)’(%’$;)(f)((z - 7T)¢M1 )
=t G (ena (7 GrrF - Foum)))

. —1 —1
T (=)o, ) ((z—m)m, )
=G =m o @an)en (T (G F - Four))
m — 1 —1
T (=M, ) ((z=m)dar )
_ T T gmt 3
= ((z — m)¢nm, )g@,gg),(mm)(”
Il résulte des deux suites d’égalités précédentes que pour tout m € Non a

-1

(ST 7.5 D) (G = mmn )

m—+1

(47) - ((z B W)¢M1 < Z g(Mz dMy), (M7, ¢M1)(f))

L’équation (44) en résulte immédiatement en prenant m = n .

La deuxieme assertion est évidente. Pour montrer la derniére assertion on reprend les
calculs du lemme 5.9 (avec les remplacements (42)) : (45) résulte de (40) et (47) de la méme
fagon que (21) résultait de (22) et (23). O

La construction que nous venons d’effectuer généralise celle du foncteur & dans la dé-
monstration de la proposition 5.6. Pour pouvoir y référer ultérieurement on va en énoncer
une conséquence.

PROPOSITION 5.14. — Si (M, ¢r) est un chtouca local minuscule sur B/1 et si M est un
0 ® B-module libre relevant M et gb M est un relévement de ¢pr, F (M, ¢pr) est canoniquement
lsom()rpheaM@@@B D (B, I). O
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6. Le théoréme de relévement de Grothendieck

Nous allons montrer I’'analogue en égales caractéristiques du théoréme de relévement de
Grothendieck [28, 48]. Ce sont les puissances divisées de Grothendieck et Berthelot [4, 9, 48]
(avec la condition supplémentaire de nilpotence) qui apparaissent ici parce que ’on doit
itérer . La définition que nous allons donner pour le §-analogue des puissances divisées de
Grothendieck et Berthelot est un cas particulier de la définition 14 de [21] (Faltings considére
dans cet article le cas général de I’'anneau d’entiers ) d’un corps local et nous restreignons
sa définition au cas ou @ est d’égales caractéristiques).

Soient B une f-algebre et I un idéal de B.

DEFINITION 6.1. — Une structure de puissances divisées au sens de Grothendieck et
Berthelot sur I est une application v : I — I qui vérifie

(a) ny(x) = 7 pour z € I,
(b) v(bx) = biy(x) pour z € I etb € B,
(¢) vz +y) =(z) +(y) pourz,y € 1.

On note 4" Iitéré n fois de ~ et on note I I'idéal de B engendré par tous les produits
v (z1) - -y (zg) pour k € N*, aq,...,a; € N* vérifiant Zf:l g >netxy,...,xx €1.

On dit que  est nilpotent s’il existe un entier n tel que I'™ = 0.

REMARQUE. — De nouveau on remarque que, dans la définition précédente, siT € I on
n’a pas nécessairement y(r) = 79!, De méme pour k € N*, et x1,..., 25, y1,...,yx € I
tels que Zle z;y; = 0, on n’a pas nécessairement Zle ~v(z;)v(y;) = 0. On renvoie a
I’exemple 5.7 ci-dessus pour un cas ou ces ¢galités n’ont pas lieu.

Le lemme suivant indique le lien logique entre les puissances divisées au sens de Grothen-
dieck et Berthelot et celles au sens de Honda et Gross-Hopkins considérées dans le para-
graphe précédent.

LEMME 6.2. — a) Soient B, 1,y comme dans la définition 6.1. Alors (B,1d,~) est une
structure de puissances divisées sur I au sens de Honda et de Gross-Hopkins comme dans la
définition 5. 1.

b) Supposons que l'image de w dans B est nilpotente. Soit A une O-algébre compléte pour
la topologie mw-adique et s : A — B/I un morphisme de O-algébres. Alors (B, I,s,B,1dg,~)
est un A-objet test au sens de la définition 5.2.

Démonstration. — Seul b) demande une démonstration. Soient n tel que 7™ = 0 dans B.
Alors pour tout z € I, ona z?" = n"y(x)™ = 0. A fortiori, comme v prend ses valeurs
dans I, on a y(z)9™ = 0 pour tout z € I, et donc la derniére condition de la définition 5.2
est satisfaite. O
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Soient B, I,y comme dans la définition 6.1. On suppose que 'image de = dans B est
nilpotente. Grace au lemme précédent, (B, I,Idg,r, B,Idp, ) est un B/I-objet test. Si
(M, ¢ar) est un chtouca local minuscule sur B/I, nous noterons D(M, ¢pr)p le B-mo-
dule localement libre qui est la valeur du ©-cristal associé a (M, ¢ps) en le B/I-objet test
(B,1,1dg,1,B,1dB,7), et D(M, ¢pr) s la valeur du @-cristal associé a (M, o) en le
B/I-objettest (B/I,0,1dg,r, B/I,1dp/,0), qui est simplement le B/I-module localement
libre "M /(z — )™M . On a

D(M, ¢nr)p/r = D(M, én)p @5 B/1.

Le B/I-module localement libre "M /(z— 7)™ M contient le sous-module ¢, (M) /(z —7)"™M
qui est facteur direct par le a) dulemme 1.1 (on rappelle que ¢y = (z—w)q&;j M — "M). Si
(M , ¢ ;) est un chtouca local minuscule sur B qui reléve (M, ¢,s), le B-module localement
libre "M /(z — m)™M est canoniquement isomorphe a D(M, ¢5s) 5. Mais "M /(z — 7)™M
posséde le sous-B-module 9 M(M )/(z — )™M qui est facteur direct par le a) du lemme 1.1
et qui releve Y (M) /(z — )™M

PROPOSITION 6.3. — Soit B une O-algébre ou I'image de w est nilpotente. Soient I un idéal
de B et «y une structure de puissances divisées sur I au sens de la définition 6.1. On suppose
~ nilpotent. Alors le foncteur (M, Gyp) — (M, ¢>M),¢M(M)/(z — 7)™, qui & un chtouca
local minuscule (M, ¢ yy) sur B associe sa restriction (M, ¢pr) a B/I et wM(M)/(z — 7)™
est une équivalence entre la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur B et la catégorie
des couples (M, éar), Fil), ou (M, dar) est un chtouca local minuscule sur B/I, et Fil est un
sous-B-module facteur direct de D(M, ¢ar) g qui reléve

Yu(M)/(z —m)™™M C"™M/(z —7)™M =DM, ¢p)p/1 = D(M, ¢rr) 5 @5 B/1.

Démonstration. — Comme les images itérées de I par I'application qui & un idéal J de B
associe «y(J) B sont nulles aprés un nombre fini d’itérations, il suffit de montrer la proposition
sous ’hypothése supplémentaire y(I) = 0. Dans ce cas, la proposition est impliquée par le
lemme 6.4. On note que y(I) = 0 implique I(? = 0, c’est-a-dire ¢ = 0 pour tout z € I.

LEMME 6.4. — Soient B une O-algébre ou l'image de © est nilpotente et I un idéal
de B tel que I'9 = 0. On note o : B/I — B le morphisme z +— z9. Le foncteur
(M,¢M) — (M, ¢M),¢M(M)/(Z —m)a*M) qui a un chtouca local minuscule (M,qu)
sur B associe sa réduction (M,¢p) modulo I et wM(M)/(z — m)a*M réalise une
équivalence entre la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur B et la catégorie des
couples (M, ur),Fil), ou (M, ¢pr) est un chtouca local minuscule sur B/1, et Fil est un
sous-B-module facteur direct du B-module localement libre o*M/(z — m)a*M, qui reléve
le sous-B/I-module facteur direct Yy (M)/(z — m)"™M du B/I-module localement libre
M/(z—7)"M = (a*M/(z —m)a*M) @5 B/I.

Dans le lemme on a not¢ o'M=M®y 3, O®B. On a
M = oM ®,5, 0 ® (B/I) et pour tout relévement de M en un € ® B-module lo-

calement libre M, a* M = 7M. Ce lemme est la proposition 3.1.2 de [26]. Nous en rappelons
la démonstration pour la commodité du lecteur.
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Démonstration du lemme 6.4. — D’abord il revient au méme de se donner un sous-B-mo-
dule Fil de a* M /(z —7)a* M, ou un ©® B-module M muni d’une inclusion Yy, dans a* M,
et contenant (z — 7m)a* M (et on notera ¢y : *M — M le composé de la multiplication
par (z — ) et de I'inclusion (z — 7)a* M C M). De plus Fil est facteur direct si et seulement
si M est un © ® B-module libre localement pour la topologie de Zariski sur Spec B. En ef-
fet si M est un © ® B-module libre localement pour la topologie de Zariski sur Spec B, il
résulte du a) du lemme 1.1 que Fil = M /(z — m)a* M est facteur direct du B-module loca-
lement libre a* M /(z — 7)a* M. Réciproquement si Fil est facteur direct, alors localement

pour la topologie de Zariski sur Spec B on peut trouver une base (eq, . .., e,) du B-module
o*M/(z—m)a*M etk € {0,...,r} telsqueey,. .., e, engendrent Fil, puis relever cette base
en une base fi, ..., f, de a* M comme ©) @ B-module et alors

(f17"'7fk7(z _w)fk‘-‘rla'ﬂ(z _ﬂ-)fr)

est une base de M comme £) @ B-module. Enfin M reléve M si et seulement si le sous-
B-module facteur direct Filde a* M /(z—m)a* M reléve le sous-B/I-module localement libre

Yy (M)/(z—7)'M C™M/(z—7)"™M = (a"M/(z — 7)a*M) ®@p B/I. O

Suite de la démonstration de la proposition 6.3. — Le lemme 6.4 implique par récurrence
la proposition (et en constitue aussi un cas particulier) car si y(I) = 0, on a un isomor-
phisme canonique D(M, ¢pr)p = a*M/(z — w)a* M. En effet c’est une assertion locale sur
Spec (B/I) donc il suffit de I’établir pour (M, ¢ps) relevable. Si f : (M1, ¢par,) — (M2, dar,)
est un morphisme de chtoucas locaux minuscules sur B/I relevables et si (Ml, ¢1\71) et

(]T/I;, gbﬁg) sont des chtoucas locaux minuscules sur B relevant (M, ¢ar,) et (Ma, dar,)
alors le diagramme suivant est commutatif

T~ f)

(Mg, ¢~ ),(My,p~ )
M M

™My /(z — )M, 2 ! My/(z — 7)™ M

2 |
" (f)

a* M /(z — m)a* M, a*My/(z — m)a* Mo

car si freléve f, le morphisme
g (f) : "My/(z — )™My — "My/(z — 7) "My

(M27¢A72)7(M17¢A71)

est nul pour m > 0 et vaut Tf: a*(f) pour m = 0. O

7. Structures de Hodge-Pink des isochtoucas locaux sur un anneau de valuation discréte

A partir de maintenant nous supposons que la base est le spectre d’un anneau de valua-
tion discréte complet, sauf dans le contre-exemple du paragraphe 9 ou la valuation cessera
d’étre discréte. Dans ce paragraphe nous reprenons les constructions des paragraphes 2 et 3
(dont certaines démonstrations se simplifient) et nous énongons le théoréme « faiblement ad-
missible implique admissible » dont la démonstration occupe le paragraphe suivant.
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Soit @, un anneau de valuation discréte complet de corps résiduel k. On note my, son
idéal maximal. Soit 77, une uniformisante de &);,. Le choix de 7w, détermine un isomorphisme
Or, = k[[rr]]. On supposera que k est parfait. Cette hypothése servira seulement dans la
démonstration de la proposition 8.5. La méthode de Hartl (voir [31]) montre que le théoréme
« faiblement admissible implique admissible » est vrai sans cette hypothése.

On note L le corps des fractions de ). On suppose )7 muni d’une structure de
p-algebre de sorte que I'image de 7w dans @ soit un élément non nul de mz. On a
0® O = O1[[2] = k[[z,7L]].

Nous allons classifier les isochtoucas locaux sur #)y, (c’est-a-dire les classes d’isogénie des
chtoucas locaux sur @) a I’aide des isochtoucas locaux sur k£ munis de structures de Hodge-
Pink définies sur L. On rappelle, d’aprés la proposition 2.2 et la définition 2.1, que pour
s,t € Z, un isochtouca local sur 07, d’amplitude C [s,t] est un 0 ® O [1]-module libre N
muni d’un isomorphisme de © ® Oz [, -1-]-modules ¢ : "N[-1-] — N[-1-] qui vérifie
la condition

(PIL) : pour un (ou pour tout) @® &, -module libre M muni d’un isomorphisme M [1]=N,
il existe une constante C, telle que pour tout n € N*,

n—1 _ s n-1, g i
NN T ¢y €27 (z—m)* - (z— 7" )*Homgg, (T M, M)

et (pn"on- T on)rez Clz—m) Tt (2 - anil)_tHomgggL(Ma 'M).
Pour tout isochtouca local (N, ¢n) sur @z, si on note (D, ¢p) sa réduction modulo
7, (qui est un isochtouca local sur k, c’est-a-dire que D est un k((z))-espace vectoriel
muni d’un isomorphisme de k((z))-espaces vectoriels ¢p : "D — D) il existe un unique
isomorphisme p, congru a Id modulo 7, entre les isochtoucas locaux

(N @gz0, 111 O0® (0r/70L)[2], o8 ®1) et (D @p((z)) OB (O/70L)[2], ép @ 1)

sur O /70 En effet ¢y ® 1 et ¢p ® 1 sont inversibles et si k € N est tel que

e mOpetsip N @ggy 1y 08 (00/r00)[] — D @y 08 (00/m00)[2]
est un morphisme arbitraire de © ® (@) /= r)[%]-modules congru & Id modulo 7z, on a
p=(pp®@1)--" (pp @ 1) (B (¢n @ 1)7'---(¢n ® 1)~1. Lexistence d’un iso-
morphisme p congru a Id modulo my, ne serait plus vraie en général si @), n’était pas de

valuation discréte.

C’est pourquoi nous pouvons adopter dans ce paragraphe un point de vue plus naif que
dans les paragraphes 2 et 3, puisque la rigidification modulo 7 est automatique et ne fait plus
partie de la donnée. La définition suivante a pour but de simplifier la terminologie : on dira
souvent isochtouca au lieu de «isochtouca local sur & » et isochtouca de Hodge-Pink au lieu
de «isochtouca local sur £ muni d’une structure de Hodge-Pink définie sur L ».

Le morphisme Idy ® Fr : O ® k — 0 ® k s'étend naturellement a k((2)) : il en-
voie z sur z et agit par ¢ +— z? sur k. Pour tout k((z))-espace vectoriel D on note
D = D ®(.))14,88 k((z)). On note L[[z — «]] le complété de © ® O le long du
point générique du graphe du morphisme de © vers @ . Il est muni naturellement d’une
structure de k((z))-algébre ('image de z est 7 + (z — m)).
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DEFINITION 7.1. — Un isochtouca (D, ¢p) est un k((z))-espace vectoriel D muni d’'un
isomorphisme de k((z))-espaces vectoriels ¢p : "D — D. Onnote Up = "D ®y,(»)) L[[z — 7]]
le réseau tautologique de ™D ®j,((.)) L((z — 7)).

Une structure de Hodge-Pink est la donnée dun L[z — «||-réseau V dans
Up ®rjjz—m) L((z = 7)) = "D Qp((z)) L((z — 7)). On dit que V est d’amplitude C [s,t]
si(z—m)"*Up CV C(2—m)"Up.

On appelle isochtouca de Hodge-Pink (D,¢p,Vp) un isochtouca (D,¢p) muni d'une
structure de Hodge-Pink Vp.

Un morphisme entre deux isochtoucas (D,¢p) et (D', ¢p/) est un morphisme de
k((2))-espaces vectoriels f : D — D’ tel que f o ¢p = ¢p: o 7f.

Un morphisme entre deux isochtoucas de Hodge-Pink (D, ¢p,Vp) et (D', ¢pr, Vpr) est un
morphisme d’isochtoucas f de (D, ¢p) vers (D', ¢p:) tel que f(Vp) C Vpr.

On notera parfois D au lieu de (D, ¢p) oude (D, ¢p, Vp).

Si D est de dimension 1, la matrice de ®p dans une base est le produit de z* et d’une
unité. De pluson a Vp = (z — m)'Up. On note t (D) = k et t(D) = —I. On notera que
I’amplitude de Vp, est [ty (D), tg(D)]. On devrait noter ¢ (D, ¢p) et tg(D, ¢p, Vp) mais
c’est trop lourd.

Si D est de dimension 7, on note det(D)=A"D, dqet(py = det(ép) et
View(py = det(Vp). Alors det(D) est un isochtouca de Hodge-Pink de dimension 1.
On pose alors ty (D) =ty (det(D)) et ty (D) = ty(det(D)).

Si (D, ¢p) est un isochtouca on appelle sous-isochtouca un sous-k((z))-espace vectoriel
D’ tel que ¢p("D’) = D', et on prend évidemment pour ¢p- la restriction de ¢p a "D’. Si
D est un isochtouca de Hodge-Pink on munit D’ d’une structure de Hodge-Pink en posant
Vpr =Vp N ("D’ @)y L((z — m))).

DEFINITION 7.2. — Un isochtouca de Hodge-Pink D est dit faiblement admissible si
ty (D) =ty (D) et pour tout sous-isochtouca D' on a éxt tg(D') < ty (D).

REMARQUE. — Soit D faiblement admissible. Pour tout isochtouca de Hodge-Pink
(D', ¢pr, Vpr) et tout morphisme injectif f : D’ — D d’isochtoucas de Hodge-Pink, on a
Vp Cc Vp N ("D’ Qk((2)) L((z —m))) etdonc ty (D) < tn(D').

Voici notre résultat principal. Dans [31], Hartl a obtenu ce résultat (sur une base un peu
plus générale) par une méthode complétement différente. Nous allons construire un foncteur
ngo de la catégorie des isochtoucas locaux sur @), vers la catégorie des isochtoucas de Hodge-

Pink faiblement admissibles, qui vérifiera le théoréme suivant.
+
iso

+

1S0

THEOREME 7.3. — Le foncteur D est une équivalence de catégories.

Le qualificatif iso indique que D7 relie des catégories a isogénies pres et + signale la
donnée supplémentaire de la structure de Hodge-Pink.

La démonstration du théoréme 7.3 occupe la fin de ce paragraphe ainsi que le paragraphe
suivant. Nous commengons par construire un foncteur (encore noté ID)iJgO par abus) de la
catégorie des isochtoucas locaux vers celle des isochtoucas de Hodge-Pink (en reprenant la
définition 3.11) et nous montrons que son image est contenue dans la sous-catégorie pleine

des isochtoucas de Hodge-Pink faiblement admissibles et qu’il est pleinement fidéle (cela est
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un cas particulier de la proposition 3.14). Dans le paragraphe suivant nous montrerons que
I'image essentielle est formée de tous les isochtoucas de Hodge-Pink faiblement admissibles,
c’est-a-dire que « faiblement admissible implique admissible ».

On notera & ’anneau formé des séries a coefficients dans @)1, en la variable z et son inverse
qui convergent absolument sur le disque rigide épointé¢ {0 < |z| < 1}. C’est ’'anneau
noté (@) au paragraphe 3. On note v la valuation sur @, (toujours normalisée pour que
v(mw) = 1). Les définitions du début du paragraphe 3, appliquées & B = @, donnent
v: @, - NU{+oo}etv : O, — Ry U{+oo}. Il est clair que v/ = v et que v est la
partie entiére de v. Tous les résultats démontrés dans le paragraphe 3 sont vrais ici avec v &
la place de v, et nous allons les rappeler maintenant, car il est plus commode pour la suite
d’utiliser v plutot que v.

Ona

Dans @ on a I’élément particulier

a=(1-D)a-T)a ="

Soient s,t € Z et (N, ¢ ) un isochtouca local sur @, d’amplitude C [s,t]. On veut lui
associer un isochtouca de Hodge-Pink D, c’est-a-dire un k((z))-espace vectoriel D muni d’un
isomorphisme de k((z))-espaces vectoriels ¢p : "D — D, et d’'un L[[z — «]]-réseau Vp dans
"D ®k((2)) L((z = 7).

On remarque d’abord que

0® 011/ (1) = 08 OL[%, 7271/ (7r) = k((2)).

z? z—m

On commence par poser

DZN@O@OL[% k((z)):N/WLN et p = ¢y mod 7.

]
Le lemme suivant résulte du lemme 3.10 et du fait qu’une rigidification modulo 7 est équi-
valente a une rigidification modulo 7y, comme nous ’avons expliqué au début de ce para-
graphe. Nous reprenons la démonstration sous une forme matricielle qui nous servira ensuite.

LEMME 7.4. — Il existe un unique morphisme R de G[1]-modules congru a 1d modulo 7,
de N R0 0L[2] C[L] vers D ®x((zy) G2 tel que l'on ait

R(pn ®1) = (¢p ® 1)"R.

De plus c¢'est un isomorphisme de G| X]-modules.

Démonstration. — Nous fixons une base de N sur 0 ® Or[2]. Par réduction modulo 7,
on en déduit une base de D sur k((z)). On note encore ¢ et ¢p les matrices de ¢ et ¢p
dans ces bases. On a ¢ € GL,(0® OL[L, -=]) et p = ¢y mod 7. Supposons d’abord

oN' € M (0® Or[1]), cest-a-dire que I'isochtouca local (N, ¢x) est d’amplitude C [s, 0]
pour un certain s € Z. On pose alors R = lim,,, 1 oo 7y € M,.(%) o

2 n—1 n—1 2 -~ ].
n=¢p'¢p" -7 $pT ¢y TGN By by € Mr(OF Or[]).
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Soit C' une constante telle que ¢p € 2~ M, (k[[2]]) et o5* € 2~ M. (O ® OL). Alors
T € 272" M, (O0R OL) et rpyq — T € w%nz‘w("“)MT(@@ Or), ce qui montre que la
limite des 7,,, au sens de la topologie w-adique, appartient bien a M,.(%). En fait € = 6(8)
est complet pour la topologie introduite avant le lemme 3.1 et la suite 7, est de Cauchy et
converge pour cette topologie. Par ailleurs il est évident que R est congru a Id modulo 7p,
et que Ropy = ¢p"R.Sir = let ¢y = (2 — m)~ !, on obtient R = (1 — (1 - %q) R
c’est-a-dire que R est égal a a.

Si on enléve maintenant I’hypothése que ¢ ' appartient a M,.(0) ® OL[1]) (donc si ¢
est d’amplitude C [s, ¢] arbitraire), ¢ ' (z — 7)* appartient & £x¢ M, (0® O1[1]). Si on pose
N' =N = (0® O[2])" et ¢ = ¢n(z — )7t (si bien que (N', #n-) est un isochtouca
local d’amplitude C [s — t,0]), et R’ la matrice associée a ¢+ par la construction ci-dessus,
onpose R = R'a™' € M,(G[L]).

On peut définir R~* de la méme fagon (en commengant par le cas ot ¢y € M,(0® 01 [1]),
ie. (N,¢n) damplitude C [0,t] pour t € N) et montrer que R~! appartient aussi a
M, (€[L]). Tl en résulte que R € GL,(6[1]).

Ceci termine la démonstration de I'existence de R, qui est un isomorphisme de &[X]-mo-
dules. Pour P'unicité, on remarque que si R est un morphisme de i‘?[é]-modules de
N®pz0, 121 €[L] vers D ®y((»)) €[L], congruaId modulo 7, tel que 'on ait R¥ (¢ ® 1) =
(¢p ® 1)"R?, alors R*R™* est un endomorphisme de G[1]-modules de D ®y((.)) C[],
congru a Id modulo 7, tel que R* R~ (¢p ® 1) = (¢p ® 1)(R*R™'). Comme R*R™! est
congru a Id modulo 7y, (R*R™!) est congru a Id modulo 7, donc R*R~! est congru a
Id modulo 7%, donc (R*R~1) est congru a Id modulo W%Z, donc R*R~1 est congru a Id

2
modulo 7} , etc. Ceci termine la démonstration de I'unicité. O

Nous allons maintenant définir la structure de Hodge-Pink sur D, en reprenant la défi-
nition 3.11. Il y a un morphisme évident ¢, : & — L[[z — 7], et il s’étend en des mor-
phismes G[-L] — L[[z — 7]] et €[1] — L((z — m)). Par conséquent R s’étend en un isomor-
phisme de L((z — 7))-espaces vectoriels de N ®og0L 1) L((z—m)) vers D ®p(2)) L((z — 7))

et "R s’étend en un isomorphisme de L[[z — n]]-modules de "N ® 5, 1, L[[z — =] vers

(3]
™D ®x((2)) L[z — 7]]. D’autre part ¢ : "N[-2-] — N[2-] s’étend en un isomorphisme de
L((z — m))-espaces vectoriels de "N B 8oL 2] L((z—m)) vers N ® 8oL 2] L((z—m)). L’iso-
morphisme ¢p : "D — D induit, apres produit tensoriel par L((z — 7)), un isomorphisme
¢p ®1:"D ®y((z)) L((z = 7)) = D Qp((z)) L((z — m)).

On termine la construction du foncteur D en définissant la structure de Hodge-Pink Vp

150

comme le L[[z — 7]] réseau de "D ®y((2)) L((z — 7)) égal &
Vo = (60 ® 1) (RN ®y5, 1 Lllz = 7]])
(48) = TR((¢N ® 1)_1(N ®O@0L[%] L[[z - ﬂ—]]))

C’est la structure de Hodge-Pink associée a (IV, ¢ ) au sens de la définition 3.11.

PROPOSITION 7.5. — L'isochtouca de Hodge-Pink (D, $p,Vp) associé a un isochtouca
local (N, ¢ ) par la construction ci-dessus est faiblement admissible.
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Démonstration. — Nous allons introduire une famille de valuations sur € et les étendre
a G[L]. Soit w € [0,+oc[. Pour tout élément z € @ on note vy, (z) € [0,+00] “le
minimum des valuations des valeurs de x lorsque z est de valuation w dans un anneau de

valuation réelle contenant @)1, dont la valuation est normalisée par valuation(7) = 1”.
Plus précisément pour ¢ = Y .oz Tn2" € € on pose vy,(z) = infpeznw + v(zy).
Si on écrit 0 ® O = kl[z,mr]], et siz = 3 czpen Top2oml, avec T, € Kk, on a

V() = inf (g ) tels que 4 p 20 AW + 2, ou e est I'indice de ramification de L sur K (c’est-a-
dire 'unique entier tel que 7/7¢ est une unité de @,). Par exemple v, (z — 7) = min(w, 1).

LEMME 7.6. — Pour tout w € [0,+00[, v,y est une valuation sur G et s’étend de manieére
unique en une valuation sur G[1]. O

On avy(l — Z2) = min(0,1 — w), vyu(l — ’Tz—q) = min(0,q — w), et v,(a) =
32 omin(0,¢* — w). On remarque que si vy, est défini comme dans le paragraphe 3 on a
Vi < Uy < 1y + 1. Un avantage de vy, sur v, est que le lemme 7.6 est immédiat alors que v,,
ne vérifie que des énoncés plus faibles (comme par exemple le lemme 3.5 qui avait demandé
une démonstration).

Le lemme suivant énumére les propriétés de R que nous utiliserons pour montrer la

proposition 7.5.
LEMME 7.7. — Ona
a) R est un isomorphisme de G|L]-modules de N D080, 1] C[1] vers D ®y((z)) G2,
b) R(pny ®1) = (¢p ® 1)'R,
¢) R est congru a 1d modulo wy,,
d) Vb ="R((¢n ® 1)_1(N ®@@@L[l] L[[Z - W]]))’

e) si on choisit une base de N sur ' ® OL[L], et si on munit D de la base qui s’en déduit
par réduction modulo 7y, il existe une constante C telle que pour tout entier n € N, on

ave((9p™ép---7" ¢p)"'R) 2 ~Cq" et vy (RN (¢p"ép " ¢p)) = ~COq".

Dans ¢), on convient que la valuation d’une matrice est le minimum des valuations de ses
coefficients.

Démonstration. — Voici la démonstration de e). On suppose ¢y d’amplitude C [s,¢].
D’apres la condition (PIL), il existe C' € N tel que pour tout n € N,

ONTON T PN € 2 Cz—m) (2 — qufl)sMr(@@ 01)
et dn"on-T dn)LezCla—m) Tt (=77 ) TIML(O0B Oy).
Or vgn (2) = ¢", vgn (z — ) = 1,....0gn(z — 74" ) = ¢"~1. On a donc pour tout € N,
Vg (ONON T GN) 2 vgn (270 (2 =) (2= w1t )T = —Cg" +5(q" T e+ 1)
et

Vg (Ondn -7 )T 2 vgn (27 (z —m) e (2 — )Y

— " (g e+ 1),

4¢ SERIE - TOME 44 — 2011 — N° 2



THEORIE DE FONTAINE EN EGALES CARACTERISTIQUES 317

(¢p"ép -+~ TH_I¢D)71R =""R(¢N"bN - 'Tn_lfﬁN)*l,
R Y(¢pT¢p - T"_1¢D) = (¢N"ON -~ 'TH_I¢N)T"1{T1

et d’autre part

n

vgn (T R) = ¢"v1(R) et vgn (T R7Y) = ¢"vi(R7Y).

Le lemme 7.7 est démontré. O

Démonstration de la proposition 7.5. — Pour tout entier I, A'(IN) est un isochtouca local
et I'isochtouca de Hodge-Pink associé est A'(D). En prenant [ égal au rang de N, on voit
qu’il existe un entier t € Zetu € (O ® O [L])* tels que pri(y = (2 — 7)'u dans une base
de A'(N). On a bien sir Vyi(py = (z — ) ~*Upi(py donc ¢ (D) = t. Par la condition (PIL),
il existe C tel que pour toutn € N, u™u - - - ™'y et son inverse appartiennent 4 2~ 0® 0.
On en déduit u € (O ® O1)* et donc tx (D) = t. Donc on a bien tz (D) = ty (D).

Supposons par I’absurde que D n’est pas faiblement admissible. Il existe alors un sous-
isochtouca D’ de D tel que ti(D') > ty(D’). En remplagant N par AY(N), ou [ est la
dimension de D’, on se rameéne a la situation ou D’ est de dimension 1. Pour toute base
(e1,...,e,) de N sur O ® O[], on note (f1,..., fr) la base de D sur k((z)) obtenue
par réduction modulo 7. Ona k C O dou k((2)) C O ® Or[1] et GL,(k((2))) C
GL,(0® O1[L]), donc on peut choisir la base (e1, ..., e,) telle que D’ = k((z)) f1. Notons
j = tn(D') de sorte que ¢p(f1) = uz’ f avec u € (k[[2]])*. On suppose par I'absurde que
tg(D') > tn(D'), c’est-a-dire

(z = m)~UVTD @2y Lllz = 7)) € (60 ® )THR(N ® 5, Lllz — 7))

ou encore, de fagon équivalente, fi € (2 —7)"*'R(N ® 5, L[[z—7]]). En d’autres termes,
R™1(f1) s’annule au moins a 'ordre j+1enz = . Comme R~! = (¢n®1)"R™  (¢p®1) 1,
comme ¢y n’a pas de pdle en z = 79, 7r‘12, ... et comme D’ est stable par ¢p, on voit que
R™1(f,) s’annule au moins & 'ordre j + 1 aussi en z = 79, 7r‘12, ... Le premier coeflicient
R7(f1)1 € G[L] de R7!(f1) dans la base (e1, ..., e,) vérifie donc

— il est congru a 1 modulo 7y,

— il s’annule au moins a 'ordre j + 1en z = 7, w9, qu, -

— pour tout entier n € N* on a vgn (R™1(f1)1) > —Cq™ — jng™ (grice a la deuxiéme inéga-
lité de la partie ¢) du lemme 7.7 et au fait que ¢p"dp -7 Gp” fr = (Wu---" w2 fr).

Or ces propriétés sont contradictoires. D’apreés le lemme 3.4 (dont nous ne reprenons pas
la démonstration) o~ U+ R=1(f;); appartient & €. D’autre part cet élément est congru a
1 modulo 7. Enfin, grice au lemme 7.6 et comme vgn (@) = —ng™ + (¢" 71 + -+ 4+ 1), 1l
existe C' tel que pour tout entier n € N* on ait

vgr (@ VIR (f1)1) 2 ~Cq" +ng".
Or @ ne contient aucun élément ayant de telles propriétés, car tout z € & congru a 1 modulo

my, vérifie v, (z) < 0 pour tout w € Ry. La proposition 7.5 est démontrée. O
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On a donc construit un foncteur D7 de la catégorie des isochtoucas locaux sur 07, dans
celle des isochtoucas de Hodge-Pink faiblement admissibles. Pour montrer le théoréme 7.3
nous devons donc établir que D;7_ est une équivalence de catégories. La pleine fidélité de Dif
est un cas particulier de la proposition 3.14. Dans le paragraphe suivant nous montrerons que

Di" est essentiellement surjectif.

Soient (N, ¢n) et (N', ¢n+) des isochtoucas locaux et (D, ¢p, Vp) et (D', ¢pr, Vp) les
isochtoucas de Hodge-Pink qui leur sont associés. Notons Cis.cpt 1a catégorie des isochtou-
cas locaux sur @, et Ciso.up la catégorie des isochtoucas de Hodge-Pink. La pleine fidélité

de D} signifie que le morphisme

Di—is_o(') : HOmCiso-cht ((N’ ¢N)v (Nla d’N’)) - Homciso-HP ((D7 ¢D7 VD)7 (D/a ¢D'7 VD'))

est un isomorphisme. Par construction de Dit , ce morphisme n’est que la réduction
modulo 77, mais il intéressant d’avoir aussi une formule pour son inverse. On se donne
f € Home,,,((N,¢n), (N',¢n)) et on note h = D (f). On rappelle qu’il existe un
unique isomorphisme R de &[X]-modules congru a Id modulo 77, de N ® 050,11 C[L] vers

D ®j((z)) €[] tel que I'on ait R(¢y ® 1) = (¢p ® 1)"R. On associe de méme R’ a N’. Alors

_ 1
f=R"1'o(h®1)oRdans Homg)@?gL[i](N’N/) ®o80.11] i?[a].
Eneffetona

1
fo(¢n®1) = (on @1)o7f dans Hom oy 1) ("N, N') @5 (1) Gl—]

[e%

et R~1 o (h®1) o R vérifie la méme équation. Comme f et "~ o (h ® 1) o R sont congrus
modulo 7y, il le sont modulo 7§, ..., donc ils sont égaux.

En fait, non seulement D;" est pleinement fidéle, mais la proposition 3.12 fournit un
quasi-inverse sur son image essentielle, dont on va rappeler la construction. Soient (N, ¢n)

un isochtouca local et (D, ¢p, Vp) I'isochtouca de Hodge-Pink qui lui est associé. On pose
~ 1 S
N = {(If S D@k((z)) '(?[a],Vn eNzeodp---7 ¢p” Vp,
et 3C,Vn € N,vgn ((pp7¢p -7 ép) 'z) > —Cq"}.
Bien stir 7'V estun L{[z—n?" ]]-réseau de T"+1D®k((z))L((z—7rqn)) etdoncgp---"'¢p” Vp
est un L[z — 77 ]-réseau de D ®y)) L((z — w7")). Pour donner un sens &
vgn ((¢p"ép - - - Tn71¢D)_1$) on choisit une base de D, et cette expression désigne alors
le minimum des valuations des coordonnées de (¢pTdp - T"_IQSD)*lx dans la base cor-
respondante de ""D. Grace a la constante C, la définition de N est indépendante de ce

choix. La proposition suivante permet de reconstruire 'isochtouca local (N, ¢ ) a partir de
I'isochtouca de Hodge-Pink associé.

PROPOSITION 7.8. — Ona R(N) = N.
Démonstration. — C’est un cas particulier de la proposition 3.12. O
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8. Faiblement admissible implique admissible

Le but de ce paragraphe est d’achever la démonstration du théoréme 7.3, en d’autres
termes de montrer que le foncteur Di de la catégorie des isochtoucas locaux sur €y, dans
la catégorie Ciso-mp-ta des isochtoucas de Hodge-Pink faiblement admissibles est essentielle-
ment surjectif. On note C;s,— g p—_, I'image essentielle de ]D):go, et on appelle isochtoucas de
Hodge-Pink admissibles les objets de C;5o— gp—_q. On commence par énoncer les proposi-
tions 8.3 et 8.5. Puis on montrera le théoréme 7.3 en admettant les propositions 8.3 et 8.5 et

le reste du paragraphe sera consacré a la démonstration des propositions 8.3 et 8.5.

Le lemme suivant est une variante évidente du lemme 2.3 (obtenue en changeant la
variable z en z — 7).

LEMME 8.1. — Soient M un O ® Or-module libre de rang r et V un L[|z — 7|]-réseau de
M® gz, L((z=m)). Alors M' = (M ® 5, 0® 0L[-2-]) NV estun O Or-module libre

zZ—T

etonaM @z, OB O[] =M@, OV 0[]t M'®, 5, Lllz—x]]=V.Si
VCMys, L{[z — w]) on a M' C M et en notant k la dimension du L-espace vectoriel
M ® gz, Lllz —l]/V onadet(M') = (z — )k det(M). O

On pourrait aussi modifier M en d’autres diviseurs que (z — ) (par exemple (z — 7qu)
pour k € N) ou en plusieurs diviseurs simultanément (I’ordre n’importe pas par factorialité
de © ® 0,). Lapplication qui & M et V associe M’ commute aux opérations tensorielles
comme le déterminant.

DEFINITION 8.2. — Soit D = (D, ¢p, Vp) un isochtouca de Hodge-Pink tel que Vp C Up.

On définit par récurrence, pour tout entier n € N, et tout réseau A de D le
sous-0 ® Op-module B,(A) de D ®Ok((2)) 0® OL[L] de la fagon suivante. On pose
Bo(A) = A @y OB O et Buy1(A) = (¢pp ® 1)("Bu(A) N VD).

Puis on note ~,(A) la réduction de B,(A) modulo wr, en dautres termes,
Yn(A) = Bn(A) ®06§@L k[[=]].

Il résulte du lemme 8.1 que pour toutn € N, 5,,(A) est un 0® ©y,-module libre de rang r
et
1 1

ey
zZ—=T z—m4

Ba(a) |1 1 !

goeny o n—1
z ' z—T z —m4

1
=D &) 0 O | -,

donc v, (A) est un k[[z]]-réseau de D. Dans la suite on notera ¢p au lieu de ¢p ® 1.
ProrosITION 8.3. — Soit D = (D,¢p,Vp) un isochtouca de Hodge-Pink tel que
Vp C Up. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1) pour tout réseau A de D (ou pour un réseau A) il existe une constante C' telle que pour
toutn € N, ona z°A C v,(A) C 27CA.
i1) D est admissible.
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On rappelle que si (D, ¢p), (D', ¢p’), (D", ¢p~) sont des isochtoucas de Hodge-Pink,
une suite exacte courte 0 — D’ — D — D" — 0 dans la catégorie des isochtoucas de
Hodge-Pink est une suite exacte dans la catégorie des isochtoucas telle que Vp~ soit I'image
de Vp dans D" ®j((.)) L((z —)) et Vp: I'intersection de Vp avec D’ ®y(»)) L((z —7)). Dans
cette situation on a clairement ¢ty (D) = tx(D’) + ty(D") et tu(D) = tg(D’) + tu(D").
Le lemme suivant est immédiat.

LEMME 8.4. — Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1) D est faiblement admissible et ty(D') =ty (D'),
ii) D' et D" sont faiblement admissibles. O

Un isochtouca de Hodge-Pink D = (D, ¢p,Vp) faiblement admissible est irréduc-
tible dans la catégorie Cigo.gp-ta des isochtoucas de Hodge-Pink faiblement admissibles
si et seulement si ¢ty (D) = tg(D) et pour tout sous-isochtouca D’ autre que 0 et D,
tu(D') < tn(D’').

PROPOSITION 8.5. — On suppose k algébriquement clos. Soit D = (D, ¢p,Vp) un objet
irréductible dans la catégorie Ciso-gp-ta €t tel que Vp C Up.

Alors pour tout réseau A de D (ou de fagon équivalente pour un réseau A de D) il existe
une constante C € N telle que pour toutn € N, ona zC A C v,(A) C 27 CA.

Démonstration du théoréme 7.3 en admettant les propositions 8.3 et 8.5

+
iso

On a vu au paragraphe précédent que le foncteur D de la catégorie des isochtoucas lo-
caux sur @)y, dans la catégorie Cigo.p-ta des isochtoucas de Hodge-Pink faiblement admis-
sibles est pleinement fidele. Il reste donc & montrer
(A1) : tout objet (D, ¢p, Vp) dans la catégorie Ciso-ap-fa €St admissible.

On considere les énoncés suivants, dont chacun est plus faible que le précédent.

(A2) : tout objet (D, ¢p, Vp) dans la catégorie Ciso-np-ta qui Vérifie Vp C Up est admissible.
(A3) : si k est algébriquement clos, tout objet (D, ¢p, Vp) dans la catégorie Ciso.gp-fa qui
vérifie Vp C Up est admissible.

(A4) : si k est algébriquement clos, tout objet irréductible (D, ¢p, Vp) dans la catégorie
Ciso-HP-fa qui Vérifie Vp C Up est admissible.

On va montrer (A4), puis (A3), puis (A2), puis (Al).

D’abord (A4) résulte de la proposition 8.5 et de i) = ii) dans la proposition 8.3.

On montre maintenant (A3) a 'aide de (A4). Soit D = (D, ¢p,Vp) comme dans
(A3). D’apres le lemme 8.4, D admet en tant qu’isochtouca de Hodge-Pink une filtration
0 =Dy C Dy C --- C D, = D ou chaque quotient D;/D;_; est irréductible dans la
catégorie Ciso-Hp-ta €t Vérifie Vp, /p, | C Up,/p,_,. Grace a (A4), chaque quotient D;/D;_,
est admissible. Or la proposition 3.15 (dans le cas particulier ou S = Spf @)1 ) montre qu’une
extension d’isochtoucas de Hodge-Pink admissibles est admissible et donc D est admissible.
On a montré (A3).

On montre maintenant (A2) a I'aide de (A43). Soit D = (D, ¢p, Vp) comme dans (A2).
Le lemme suivant est bien connu des spécialistes. C’est le seul endroit ou ’on utilisera que &
est parfait.
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LEMME 8.6. — Soient k un corps parfait contenant Fq et D un isochtouca local sur k avec
une structure de Hodge-Pink définie sur L = k((7r)), et D = D ®y((»)) k((2)) l'isochtouca
local sur k avec une structure de Hodge-Pink définie sur k((wr)) qui s’en déduit (on a par
exemple Vi = Vb ®p((rp))(1z—n]) k((7L))[[z — 7]]). Alors si D est faiblement admissible, D
est faiblement admissible.

Démonstration. — On raisonne par I’absurde. Soit E C D un sous-isochtouca sur k tel
que ty(E) > ty(E), et minimal pour cette propriété, ce qui fait que tout quotient E” de
E vérifie ty (E") > tn(E"). Alors D' = Y cqa/w V(E) est défini sur k = Gal(k/k),
et en tant qu’isochtouca sur k est une extension successive de quotients de y(E) pour
v € Gal(k/k), donc vérifie t g (D') > tx(D’), ce qui contredit I’hypothése. O

Fin de la démonstration du théoréme 7.3 en admettant les propositions 5.3 et 8.5

Grace au lemme 8.6, D = D ®y(,), k((2)) est faiblement admissible. Grace a (A43),
D est admissible en tant qu’isochtouca de Hodge-Pink sur k (c’est-a-dire qu’il est associé
a un isochtouca local sur k[[r]]). Par ii) = i) de la proposition 8.3 il satisfait la conclusion
1) de la proposition 8.3. Il en résulte immédiatement que D satisfait la conclusion i) de la
proposition 8.3 et par i) = ii) de la proposition 8.3, D est admissible. On a montré (A2).

Enfin (A1) résulte de (A2). En effet, on s’y raméne en multipliant ¢p par 2~ et Vp
par (z — 7)* pour un entier k assez grand (cela ne change pas la faible admissibilité, et si
(D,z*¢p, (z — m)FVp) est associé a un isochtouca local (N, ¢n), (D, ép, Vp) est associé
a (N, (z — m)kpn)). On a terminé la démonstration du théoréme 7.3. O

Nous passons maintenant a la démonstration des propositions 8.3 et 8.5. Nous com-
mengons par des propriétés générales de G, et v,. Regardons déja ce qui se passe quand
r=dimV vaut 1. Plus précisément prenons ty €Z_, ty €7Z et posons
D=k((z)), ¢p=2, Vp=(z—-m)"""Up et A=k[z]]. On a alors
Bu(8) = vt (1= )= ) (1= 22)) T OB O ety (A) = M8tz
On voit que la condition i) de la proposition 8.3 est vérifiée si et seulement si ¢ty = tg. On
suppose ty =ty =t € Z_. Alors (D, ¢p, Vp) est admissible (comme le prévoit la propo-

sition 8.3) et il est associé a I'isochtouca local (N, ¢>N) (O® Or[], (z — m)"). Si on note
M=0®0,CNona R(M) =a'0® 0O = _tﬂn(A) On voit que la suite 5, (A)
«converge » vers R(M) car ™"« est une unité dans £ ® 0 L[[ ]] Plus généralement pour

tout © ® Or-module M libre de rang 1 muni d’un 1somorphlsme M[i] = N il existe C tel

que pour tout n on ait
c 7" 7" _c 7d"
(49) 27 Bn(A) Hz C R(M) Hz 277 Bn(A) HZH .

Dans la formule précédente on a utilisé la convention suivante, qui servira dans toute la suite :
si Q est un ©'® Oz-module libre on note Q[[”in 1=Q®y50, 0® O[[~— ]] Les inclusions
(49) auront lieu pour tout isochtouca local (N, ¢n) et joueront un role important dans la
preuve de la proposition 8.3.

Le lemme suivant établit quelques propriétés satisfaites par 5, (A) et v, (A).

LEMME 8.7. — Soient (D,¢p,Vp) et A comme dans la définition 8.2. On suppose
tn (D) = tu (D). Alors il existe une constante C' telle que pour tout n € N,
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a) Bni1(A) C (¢ @ 1)("Bn(A)) et Bni1(A) C 279Bu(A),

b) les réseaux det(v,(A)) et det(A) dans det(D) sont égaux et deux réseaux de D
quelconques U et U’ parmi v,(A), Yn+1(A), ¢p(™n(A)), ¢p(Myn+1(A)) vérifient
Ucz°U,

c) pour tout entier k € N,

Bn(A) mod ﬂ%k c 2 k%%, (A) Rkl[2]] 0® 01, mod w%k,
d) ona
29 (8) @) OB OLZN) € Bu(A)Z]) € 2~ O7a(A) @iz OF OLIZI],
e) pour toutn’ € Nona
2t () Can 0 Y (A) C 27 g (A),

Démonstration. — D’abord I'inclusion évidente 5,4+1(A) C (¢p ® 1)("8,(A)) implique
Yas1(A) C dp(Tym(A)). Il existe C € N tel que ¢p("A) C 2z~ CA. Cela implique
B1(A) C 27%By(A). On a alors, pour tout n, B,11(A) C 2793, (A), ce qui termine la
preuve de a). On en déduit pour tout n € N, v,41(A) C 27y, (A). La construction de
Brn(A) et de v, (A) commute au déterminant : le fait que I'intersection avec Vp commute au
déterminant, et en fait a toute opération tensorielle, n’est pas évident, c’est une conséquence
de la remarque aprés le lemme §.1. On a donc

n—1
T | wd )7tN(D)

det(0n(8)) = (1 - -y

comme sous-f) ® O7-module de det(D) ®j((-)) O ® Or[], et donc det(y,(A)) = det(A)
comme k[[z]]-réseau de det(D). Les inclusions yp,41(A) C ¢p(Tym(A)) et
Yrr1(A) C 27%,(A) et I'égalité det (7, (A)) = det(A) montrent qu’il existe une constante
C indépendante de n telle que la propriété b) du lemme soit vraie.

On déduit de I'inclusion évidente 3, +1(A) C (¢p ® 1)("Bn(A)) que pour tout » on a

Bn(A) mod 7% C ¢p(Mn—1(A)) @iz O ® Or mod 7f,
,Bn(A) mod 71'%2 C ¢DT¢D(T2'7”_2(A)) Qk[[2]] Q@ ©)r, mod 7'('%2 .

Grace a b), la propriété c) en découle.

. det(A) (2 O® Or

Par la propriété c) il existe une constante C' indépendante de n telle que
_ - 7T
Bn(A) C 27y (A) @i O® @L[[;H'

Mais le déterminant de 3, (A) et celui de v, (A) différent par

4 e )tN(D)

(a-5Ha-%)-a-

z
qui est une unité de & ® O7[[Z]]. On en déduit qu’il existe une constante C' indépendante
de n telle que d) soit vrai.

La propriété e) est plus difficile a démontrer. Elle jouera un grand rdéle dans la démons-
tration de la proposition 8.5. Bien sir il suffit de montrer I’'une des deux inclusions car les
réseaux v, © Yns (A) et yp4+ns (A) ont des déterminants égaux. C’est 'inclusion de droite que
nous allons démontrer.
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Ona

n—

(50) Bu(yn(A) =¢p--"" ép("ym (A ) @) O® O1)

N (¢p - T ep™ Vo @@ VD).
Dans cette formule 'V est un L[[z—wqi]]-réseau de THID@k((z))L((z e’ )) et 'intersection
alieudansD®L[[z—7rq"71]]69--'63D®L[[z—7r]] ou¢p--- ¢D( T (A )®k[[z]] Q@@L)

s’envoie diagonalement. D’aprés d) on a

n

(51) " Y (D) ®k[[]] 0® 0, c2 ¢ Tnﬂn/(A)[[%]]
et (50) implique alors
(52)
n—1 q" ne1 S
Bnlome () € 2%+ "o (B (AT N (Bp T 6™ Vo @@ 9 V).

Onrappelle que s € Z_ esttel que Vp D (z—n)~*Up. On applique le lemme 8.8 ci-dessous a

-1 n—1

M=p---"""¢p("Bu(A)), Yo =9pV,..., Va1 =¢p---"" ¢p” Vp.
Comme UN (Vo @+ @ V1) = Bnin (A) le lemme 8.8 implique

(53) ) O (Yo @ Vo) € 2 (D[ ).
L’inclusion (52) se réécrit
(54 Bl (8)) € () N (Vo @+ & Vo).
Les inclusions (53) et (54) impliquent
7"
Brn(n (A)) C Z_C_CIﬁn-i-n’(A)[[T]]

d’ot vy (yn(A)) = Bn(ynr(A)) mod 7, C z_C_017n+n’(A)7

ce qui achéve la démonstration du lemme 8.7. O

LEMME 8.8. — Pour tout s € Z_ il existe une constante Cy telle que ['énoncé suivant soit
vrai. Soient n € N, M un 0® O1,-module libre de rang v, et pour i € {0,...,n — 1} soit V;
un L[z — 79']]-module libre de rang r vérifiant

(2= 1) M@y, Lllz—77)) C Vi C Mg, Lllz—77]).

Alors MO (Vo @ -+ @ V1) est un O® Or-module libre de rang et on a

wa(mmm@@m@wmum%ﬂccwﬂ}mmma@m@vwg

ZMUN (Vod @ Vi) [— . ]].
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Démonstration. — D’apres le lemme 8.1, M = M N (Vo & -+ & Vp_1) est un
0 ® ©-module libre de rang r et

(56) Vi =M® gz, Lllz—="]] pourtout i€ {0,...,n—1}.

La premiere inclusion de (55) est évidente et pour la deuxiéme on remarque que, grace a (56),

(M) N (Voo Vo) M3 5,

n
—~ w4

((((z —m)- (2 — an_l))s@ ® QL[[f]]) N (L[[z — I

z

1

Jo- oLl -]))
et on applique le lemme suivant. O
LEMME 8.9. — Pour tout s € Z._ il existe une constante Cy, telle que pour tout n € N,
n—1_\8 ~ -~ 7an n—1
((G=m-G=r"")"08 01N) N (Ll = =" N @+ & Lllz - 7))

n

0B O,

Démonstration. — On prend pour C; le plus petit entier supérieur ou égal a
1+ (—s)(% + q% + --+). Une adaptation facile de la preuve du a) du lemme 3.5 montre que

—~ 7"

((c=m) (z=n"")"08 @L[[7H) N(Llz—7""N@-- & L[z - 7))
c 08 01
En effet pour tout ¢ € {0,...,n — 1} on montre

(=~ 7908 O -1 0 Llle - 7' = 08 O [ [2)

en utilisant (4) avec i au lieu de n. On met sur O ® 0, [[#]] [1] la valuation vg» donnée par

i Jd | _ ng; o J
Vgn E zi 2wy | = 1nf0q i+ =
oy Ti 7 e

On a alors pour tout entier r € Z,

n n

1

lc{zep® @L[[%]][;],vqn(x) >q¢"r}Cc27O® @L[[%]]'

—~ qn
08 @L[[“7

n
w4

Eneffet z = 37, ;') appartient 4 2”0 @ O] ' '
seulement siles (i, j) tels que z;,; # 0 vérifient > r—[25] (resp. vérifienti > r— _27) etona
[5] < & < [5]+ 1. Comme v est une valuation et vgn (2 — ) = 1,...,vgn (2 — 7 =L,
le lemme en résulte. O

—]] (resp. vérifie vgn (z) > ¢"r) siet

Démonstration de « ii) implique 1) » dans la proposition 8.3. — Soit (M, ¢pr) un chtouca
local dont I'isochtouca de Hodge-Pink associé est D = (D, ¢p, Vp). Pour vérifier i) choi-
sissons A = M mod 7. Comme G[1] ¢ O OL[[Z]][1], le lemme 7.4 montre qu’il existe

C tel que R(M) C 2=%Bo(A)[[Z]]. Quitte & augmenter C on suppose de plus que I’énoncé
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du lemme 8.7 est vrai pour cette valeur de C' (le lemme 8.7 s’applique car tx (D) = tg(D)
puisque D est admissible).

On en déduit ""R(M) C 2=C 7" By(A)[[=-]). Par factorialité de O ® 0, on a
M = ¢M(TM N (¢]T41(M) ®@@@L L[[z - 7r]]))
Autrement dit R(M) = ¢p("(R(M)) N Vp) d’ou

(57) R(M) c Z_CQbD .. Tn71¢D (TnﬂO(A)) [[i]]m (¢D .. .T"*1¢DT"71VD®_ . ®¢DVD)

z

On applique le lemme 8.8 a

M=¢p"¢p-" ¢p (Tnﬁo(A)>, Yo =0¢pVD,..., Vaci=¢p--" ¢p" Vb.
L’inclusion (57) se réécrit
7d"

R(M) C 2= (M[~—]) N (Vo® - & Vina)

et par définition de 3,(A) on a
Bu(A) =M (Vo& - & Vi—1).

Donc le lemme 8.8 implique

(58) R(M) C Z_C_Clﬂn(A)[[jll‘

On en déduit A = R(M) mod m, C 2~¢~C14,(A). Ceci montre 'une des inclusions de i) de
la proposition 8.3, mais ’autre en résulte car ¢y (D) = t (D) et donc det(y,(A)) = det(A).

REMARQUE. — L’inclusion (58) et un calcul de déterminants montrent qu’il existe C' tel
que pour tout n € N on ait

(59) o)) € RODIT] € = (A

z
On pourrait en déduire une autre preuve de la proposition 7.5 « admissible implique faible-
ment admissible ». Mais le plus important est que (59) justifie a posteriori la construction de
I'isochtouca (N, ¢ ) dans la preuve de « 1) implique ii) » que nous allons donner maintenant.

Démonstration de « 1)=ii) » dans la proposition 8.3. — On a det(y, (A))=z"tn (D) =ta (D))

La condition i) entraine que ¢ty (D) = ty (D), ce qui permet d’appliquer le lemme 8.7. On
fixe un réseau A de D.

LEMME 8.10. — Sous la condition i) de la proposition 8.3 il existe C tel que pour tous les
entiers m,n € N avec n > m, on ait

(60) 2 B (A™1] € B[] € 2B (AN
61) et 26, (A) mod 17" C B,(A) mod 79" C 2% B (A) mod 77
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Démonstration. — Les trois termes de (61) sont des O® (@) /7" )-modules libres de rang r
dans D ®y(z)) O ® (@L/qu)[%]. La suite d’inclusions (61) résulte de (60) par réduction

modulo l'idéal de O ® @L[[”qzm ]] engendré par § Pour montrer 'inégalité de droite de

(60) on applique le lemme 8.8 avec m a la place de n et
m—1 m—1 m—1

M=d¢p---T ¢p(" Bo(A), Yo=0¢0VD,., Ym1=6p---T ép" Vp.
Ona

(62) Bn(A) =MD (Vo@D ® V1)
(63) et Bu(A)=dp-7" Gp(" Brm(A) N (VoD ® Vin1).
Or

/Bn—m(A) C ZﬁC’Yn—m(A) ® Q§ QL[[ ]]

=B

grice a la propriété d) du lemme 8.7 et a la condition i) de la proposition 8.3 (en notant C’
la constante qui y apparait). D’ou

ERE!

C z_C_C/'yo(A) ®0® 0L

B m(B) € 27O AN

et par (63) on a donc

m
w4

(64) Ba(8) C =M~ IN (Voo - & Vino).

Grace a (62) et (64) le lemme 8.8 implique

f(8) € 270 g, (AT

Donc on a établi I'inégalité de droite de (60), et un calcul de déterminants permet d’en déduire
I'inégalité de gauche. O

Suite de la démonstration de « 1) implique 1) » dans la proposition 8.3

Notons & ’anneau de valuation discréte de corps résiduel k£((2)) qui est le complété de
0® O[] pour la topologie m-adique. C’est &()1,) dans les notations du paragraphe 3. On
at/mr" %= 08 (0r/r"")[L]. On pose alors

N = {z € D ®y(()) & 3k € Z,Ym € Nz mod 7" € 2*B,,(A) mod 77" }
et on définit ¢>;[1 : N — "N comme la restriction de
6D+ D ®((z)) = "D @)

(a posteriori comme Vp C Up, qu\,l n’a pas de dénominateur en z — 7, la matrice R associée

a N est a coefficients dans € au lieu de €[] et N C D Qp(»)) € C D ®x((z)) Q).
Il nous reste 2 montrer que N est un O® 01, [%]-module libre de rang r, que ¢;,1 :N —-"N

est bien défini et détermine un isomorphisme de O® Or[L, -2-]-modules
én : "N[-2-] — N[2-], que (N, ¢n) est un isochtouca local et que D = (D, ¢p, Vp) est
Iisochtouca de Hodge-Pink associé. Le Ilemme général suivant, appliqué a
Qm = Bm(D) ®pgy, 0 ® O /7" montre que N est un © ® Or[1]-module libre. Les

conditions du lemme suivant sont satisfaites grace a (61) dans le lemme 8.10.
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LEMME 8.11. — a) Soit P un G-module libre de rang r et, pour tout m € N, soit Q, un sous-
0RO /71" -module libre de rang r de P/m9™ P tel que Q Rz, /mam @/r?" G = P/m?" P.
On suppose qu'il existe C € N, tel que pour m,n € N, avec n > m, en notant Q, mod 74"
l'image de Q,, dans P/79" P, on ait

2°Qm C Qumod 70 C 27CQn.

Alors
N ={z € P,3k € Z,Ym € N,z mod A= 2"Qum}

est un 0 ® Or[1]-module libre de rang v muni naturellement d'un isomorphisme
N D5 0. 1] @ = P etsi M est un O® Op-module libre tel que M ®os0, O® OL[L] =N,

(65) il existe C' tel que, pour tout m € N, zC/Qm C Mmodr?" C z_C/Qm.

b) Dans la situation de a) on note P* = Homy(P, &) et pour tout m € N on note
Qr, = Hom()§()L/wqm (Qm, 0® @L/ﬂ'qm).

Alors P* et le systéme des QF, vérifient les conditions du a) et on peut leur associer N' comme
N dans a). De plus "P et ("Qm)men Satisfont les conditions de a) et on peut leur associer N"
comme N dans a). Alors on a des identifications naturelles N' = Hom 5 O [L] (N,0® 0[]

et N" ="N.

REMARQUE. — Dans a) ’hypothése que @, est hbre est bien slir nécessaire car si on
prenait P = ¢ et Q,, engendré par 1, 7, Zs e, T * la conclusion de a) serait fausse.

Démonstration de a). — Pour tout n > m > 0 on note

= Z 2¢Q; mod ¢
i>n

Alors (QF,)n>m est une suite décroissante de sous-£) ® 0 /m?" -modules de Q,, contenant
226 Q. Elle est stationnaire, car (Q, /22 Qy, ) n>m est une suite décroissante de sous-k-es-
paces vectoriels du k-espace vectoriel de dimension finie Q,, /22 @,,. On note ém la limite
de la suite stationnaire (Q},)n>m. Donc ém est un sous-0 ® @L/qu -module de @,,,, on
az22¢Q,, C Qm C Qm, et pour n > m on a une surjection Qn — Qm. Soit (z9,...,29)
une base du O® ) ® O, /m-module libre 22€ Qg (qui est inclus dans Qo) Par récurrence sur n on
choisit 27 € Qn, NP S Qn des relevements de =7~ Lo ,zt 1 de Qn 1a Qn Pour tout
i =1,...,r lalimite projective des z}* définit un élément z; € P. On a méme z; € N.

Soient P* et (Q},)men comme dans I’énoncé de b). Comme P* et le systéme des Q7
vérifient les conditions du a) on peut leur associer par la construction précédente r élé-
ments &1,...,& € P* telsque pouri € {1,...,7} et n € N la réduction & de & mo-
dulo 79" appartienne a Q* et que &7, ..., €9 forment une base de 22¢Q}. Pour n € N et
i,j € {1,...,r},ona gl € Q etz € Qn, d0u (§,7;) € 0® Or/79" . En passant a la
limite on obtient (¢;,z;) € O® 0. Donc a = det((£;,z;)) est un élément de O® O, dont la
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réduction modulo 77, est non nulle (et appartient méme a z*°" (0 ® k)*). Pour tout z € N
ona (&,z) € O® Or[1]. Donc on a un diagramme commutatif

(0® O[;)" = N — (0® OL[3])"

! !

P — a"
ou les applications horizontales sont données par («ay,...,q,) — a1z + -+ + a,x, et
— ((£1,%),...,{&, ) et ou les fléches verticales sont les inclusions évidentes. Il résulte

du diagramme que P’application N — (0 ® Or[L])" est aussi une injection. Donc N est
un 0@ 0 L[%]-module de type fini sans torsion et il est libre grace au lemme suivant et au
théoréme de structure des modules de type fini sur les anneaux principaux.

LEMME 8.12. — L'anneau O ® Or[L] est principal,

Démonstration. — L’anneau O® O, est intégre, noethérien et intégralement clos dans son
corps des fractions ; il en donc de méme de R O, [1]. Les idéaux premiers non nuls de 020y
sont

— les idéaux principaux (f), ou f est un élément irréductible de O ® 0,
— T'idéal maximal (z, 7).

Par conséquent les idéaux premiers non nuls de O® €y, [1] sont maximaux. Il en résulte déja
que O® @L[ ] est un anneau de Dedekind (voir par exemple [53], chapitre 1, proposition 4).
De plus les idéaux premiers de O ® O L[ ] sont principaux, comme on vient de le voir. Donc
0® @L[z] est principal (ibidem, chapitre 1, proposition 7). O

Suite de la démonstration de a) du lemme 5.11. — Il reste a montrer (65). Notons My le
0® Or,-module libre engendre parzy,...,x,. Soit Q la limite projective des Qn, C’est-a-dire

={z e P,YmeN,zmod 77 € Qm}.

Alors 6 est un sous-0 ® Or-module de P qui contient x1,...,z,. Comme @m CNQm et
" € @, pourtoutm € N,ona (§,z) € 0® @Lpourz € {l,...,r}etx € Q,doun
Q C a~'Mp. Comme O® €, est noethérien, Q est doncun O® O - module de type fini. On
a bien sar

{z € P,Ym € N,z mod " e zzCQm} C a

c{zxePVYmeNzmodn? €Qn},

donc Q engendre le O® 0 1]-module N. Soit M un 0® 0)1-module libre tel que M ®pa0,

0® 0 L[] = N. Comme M et Q sont des § ® ©r,-modules de type fini qui engendrent N,
il existe C” tel que 26'M € Q € z=¢'M. Pour tout m € Nona 226Q,, C Q mod 74" =
Qum C Qm et donc 226+¢'Q,, ¢ M mod 79" C 2=¢'Q,y,.

Démonstration du b) du lemme 8.11. — On utilise simplement (65). O
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Fin de la démonstration de « 1) implique 11) » dans la proposition 8.3

Grace au lemme 8.11 on sait que N est un ©® 07 [1]-module libre.

Montrons que ngBl ¢ D Q) @ — "D ®k((2)) @ envoie N dans "N et que son image
contient (z — m)~°* "N ou s € Z_ esttel que Vp D (2 — ) *Up. Pour tout n € Non a

(2 =) °¢p("Bu(A)) C Brs1(AD) C op(Bu(A)).
La méme relation a lieu modulo 7¢" et grace a b) du lemme 8.11 on en déduit
(z—7m)"°¢pp("N) C N C ¢p("N).
Donc ¢ : N — "N est bien défini comme la restriction de ¢}, & N, et ¢ (N) D (2 —7)~* "N.
On montre maintenant que (N, ¢ ) satisfait la condition (PIL). On a
(66) op0p T ¢p(" Bm(A) C ((z—7) (2= 77 ) Bmin(A)
(67) et Bmin(D) C 06" 6p(" Bn(A)).

Soit M un ©) ® Oz-module libre muni d’un isomorphisme M [L] = N. Dapres (65) il existe
C’ € N tel que pour tout I, m € N, et en identifiant M a R(M),

(68) 2% M mod 79" C Bmyi(A) mod 79" C 2= M mod "

n—1 n—1

En appliquant (68) al = 0 et al = n on déduit de (66) que, pour m,n € N,

22 (z=m)-(z— 7rqn71))_s¢NT¢N . Tn71¢N(TnM) mod 77" C M mod 7",
et donc pour toutn € N,

(69) Pz =m) ez = 7)) e en (M) € M.
De la méme fagon on déduit de (67) que, pour tout m,n € N,

22 M mod 77" C ¢nTdn -7 dn (T M) mod 7"

n—1

et donc pour tout n € N,
(70) M C onTn T n (M),

Grace a (69) et (70), la condition (PIL) est satisfaite et donc (N, ¢ ) est un isochtouca local.

Montrons maintenant que (D, ¢p, Vp) est associé¢ a N. D’abord (D, ¢p) est la réduc-
tion de (N, ¢ ) modulo 7. Le raisonnement établissant I'unicité de la matrice R dans le
lemme 7.4 montre que l'inclusion de N dans D ®((.)) @ est R.

I reste a démontrer que Vp est bien associé a N, Cc'est-a-dire que
Vb = é5 (R(N ®yzp,2) Lz — 7))). Soit M un 0 ® ©p-module libre muni d’un
isomorphisme M [%] = N. Alors (65) et (60) impliquent I’existence de C tel que, pour tout
m €N,

2 om -] € MIT -] € B (A ]
et donc
) Ny 08 0ull L] = 6n(d) @4, 08 017 -111)

Pour tout m >0 on a une inclusion @@QL[[”qm]][é]CL[[z—n]]. Comme

z

#5' (Bm(A)) C Vp, on déduit de (71) appliqué a n’importe quel m > 0 que V C Vp
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ouV = ¢p' (N ®pgoL1L] L[[z — «]]) est la structure de Hodge-Pink associée a (N, ¢n)
(puisque N désigne ici R(N) C D ®g.)) &). Par la proposition 7.5 on a
det(V) = (z—m)!n(P)det(D)® L[[z—7]] et on a vu au début de la preuve de « i) implique ii) »
que tn(D) = tg(D). Donc det(V) = det(Vp) et V = Vp. Ceci termine la démonstration
de la proposition 8.3. O

Démonstration de la proposition 5.5. — Grace a I’hypothése que k est algébriquement
clos, on suppose (D, ¢p) défini sur F, et décent au sens de [51] (les isochtoucas que nous
considérons sont des « H-analogues » des F-isocristaux étudiés par Rapoport et Zink, la
notion de décence est claire).

Si A et A’ sont deux réseaux de D, on note I1 (A, A'), ..., 1.(A, A’) les diviseurs élémen-
taires de A’ par rapport a A : ce sont les uniques entiers relatifs tels que
L(AA) > - > [.(A,A) et que pour une certaine base eq,...,e, de A sur k[[z]],
onait A’ = z7H(AAVE[]e; + - - - + 27 AADE][2]]e,.

LemME 8.13. — Soit (D, ¢p,Vp) un isochtouca de Hodge-Pink tel que D = D ®p, k
et ¢p = ¢p ® 1 pour un certain isochtouca décent (D, ¢p) sur Fq. Supposons Vp C Up,
tg (D) = tn(D) et pour tout sous-isochtouca D' de dimension 1, tg(D’) < ty(D'). Soit A
un réseau de D et A = A ®rp, k. Soit a € N. Il existe une constante Cy telle que la propriété
suivante soit vraie. Pour tout n € N*, il existe une constante C telle que pour tout réseau A’
de D vérifiant

dp(TA") C z7*A" et 11(AA") > 12(A,A") + C,
on ait li (A, (A") <11 (A, A") —n+ C.

Démonstration. — D’apres le lemme 2.18 de [51] et la proposition 1.6 de [52] (dont les
démonstrations s’adaptent immédiatement aux @-analogues des F-isocristaux, que nous
appelons ici isochtoucas), il existe des entiers ¢, a, C; (ne dépendant que de D, ¢p et a) tels
que, pour tout réseau A’ de D vérifiant ¢ p("A") C z72A’, il existe un réseau A” de D défini
sur [Fg¢, (C’est-a-dire provenant d’un réseau de D ®r, Fq¢) vérifiant

Sp(TA"y C 278A" et A'C A C 2mGA.

En fait, en examinant les démonstrations de [51] et [52], on voit qu’on pourrait prendre @ = a,
mais on n’en a pas besoin ici. On a alors

L(AA) SL(AA") S L(AA) + G
et Li(A, 7 (A) < L(A, v (A") < Li(A, v, (A7) + C1 pour tout 4.
Quitte a remplacer Cy par Cy + 2C1, C par C + 2C} et a par @, il suffit donc de montrer le
lemme 8.13 en supposant de plus A’ défini sur Fy+. Le lemme suivant montre qu’avec cette

condition supplémentaire ’énoncé du lemme 8.13 est vrai avec Cyp = 0. On est donc ramené
a montrer le lemme suivant.

LeMME 8.14. — Soient (D, ¢p,Vp), (D,¢p), A et A comme dans le lemme précédent.
Soient a € N et t,n € N*. On note B l'ensemble des réseaux A" de D définis sur Fy: et
vérifiant ¢p(TA") C z7*A’. 1l existe une constante C telle que, pour tout A' € B vérifiant
LA A) > 1 (AA)+ C,onait 1y (A, vy (A) < L(A,A) —n.
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Démonstration. — Si 1’énoncé du lemme 8.14 est faux il existe une suite de réseaux A,,
dans lensemble B  vérifiant [1(A, v, (AR)) > (A A,)—n et telle  que
(A, Am) — (A, Ap) tende vers I'infini. On note A le Fye[[2]]-réseau de D ®r, Fg
telque A, = A ®r , k(on souligne d’un trait les objets sur F, et de deux traits les objets
sur Fe). En notant a,, = l1(A, Ap,) — 12(A, Ay,) on voit que zll(AvAm)ém/z“mé ®F, Fqt
est un sous-module libre de rang 1 de A ®r, () (Fgt[2]/2%™) et définit donc un point de
P (F ¢ [2]/2%"). Par compacité de P"~*(F[[z]]) muni de la topologie z-adique, on peut
extraire une sous-suite ayant une limite et on note D’ le sous-F:((z))-espace vectoriel de
dimension 1 de D ®, Fy tel que cette limite soit D’ nA ®r, Fqt), sous-F g [[z]]-module libre
de rang 1 de A ®g, Fq¢. On pose D’ = D' ®F, . k qui est un sous-k((z))-espace vectoriel de
dimension 1 de D. Autrement dit, quitt&l extraire une sous-suite il existe une suite d’entiers
b, tendant vers +oo quand m tend vers I'infini telle que

A BAmIA L b A = (D'NA) + 2P A pour tout m.

Comme les réseaux A,,, appartiennent a B, en passant a la limite on voit que D’ est un sous-
isochtouca de D et on a déja dit qu’il était défini sur F .. Le lemme 8.15 montre que, si m est
assez grand,

LAY (AR)) < UL(AAR) +n(tg(D') —tn (D).
On obtient ainsi un sous-isochtouca D’ de dimension 1 de D tel que ty(D’) > ty(D’), ce
qui contredit ’hypothese. Le lemme §.14 est donc ramené au lemme suivant.

LEMME 8.15. — Soient (D, ¢p,Vp) un isochtouca de Hodge-Pink avec Vp C Up et
D' = (D', ¢pr,Vpr) un sous-isochtouca de rang 1. Soit A C D un k[[z]]-réseau. Soit x un
générateur de D'. Pour tout n € N, il existe C € N tel que pour r € N assez grand,

Y (E[[2]]z + 2" A) C 2" NPt DNz 4 27~ CA.
Démonstration. — Onrappelle que Vpr = D'®y((»)) L((z2—7))NVp.Onnote D" = D/D’
avec ¢p~ induit par ¢p et Vpr I'image de Vp dans D" ®y((.)) L((z — 7)), de sorte que
0 - D' - D — D” — 0 est une suite exacte courte dans la catégorie des isochtoucas

de Hodge-Pink. On note 8P°, BP” D" et 2" les applications correspondant a 3, et v,
pour D" et D”. On note A” I'image de A dans D”. Soit n € N. Il existe r( tel que

Ba(z0k[[2]|z + A) — B2 (A")
soit surjectif : on reléve les vecteurs d’une base du © ® 67,-module libre
B (A") = ((¢pr"dpr -7 $pn™ A") Qi) O ® O1)
N(¢pr - "™ Vo @ @ ¢prVpr)

en des vecteurs de (¢p"ép - - T"_lquTnA) Ok([2]] O® 0, que I’on corrige par des vecteurs de
(pp"dpr -7 dp D) Ok((2)) 0® OL[1] pour qu’ils appartiennent a
ép--T ¢pT Vp®---® bdpVp, ce qui est possible, puisque

0® @L[E] — L[z =7]]/(z =m)°L{[z = 7] @ - --

1

®Lllz— 7" ||/(z— a7 ) L[z — 77" ]
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est surjectif (ou s € Z_ est tel que (2 — n)"*Up C Vp C Up). Soitr > ry. Comme
Bn(z ™k[[2]]z + A) —  BP"(A") est surjectif de noyau AP’ (zTok[[z]]z) et
Bn(z7"k[[2]]z + A) — BP"(A”) est surjectif de noyau 82’ (2~ "k[[z]]z) on a

Ba(kll2lle + 27 A) = B2 (k[[2]]z) + 2"~ Bu (k][] + 270 A),
donc 7, (K[[2 nx+zm>—vn (kll2l]e) + 2oy kl2])a + 20 A).

Comme 2’ (k[[z]]z) = 2"~ (D) =ta (DD E[[2]]z, le lemme &.15 est démontré, ce qui achéve
aussi la démonstration des lemmes 8.13 et 8.14. O

Fin de la démonstration de la proposition §.5. — On rappelle que k est supposé algé-
briquement clos. Soit D = (D, ¢p, Vp) un isochtouca de Hodge-Pink qui est un objet
irréductible de Ciso.up-1a €t tel que Vp C Up.

Soit a la constante du b) dulemme 8.7. On a ¢p (", (A)) C 27 %, (A) pour tout m € N.
Soiti € {1,...,7 —1}. Le lemme &.13, appliqué & A* D montre I'existence de Cy € N tel que
pour tout n € N il existe C; tel que si A’ est un réseau de D vérifiant

¢D(TA/) C 2z %A et ll(A, A/) > li_._l(A, A/) + Cl,

alors (I3 + -+ + L) (A, v (A) < (I + - + L) (A, A") — n + Cy.
En notant C la constante qui apparait dans e) du lemme 8.7 on a donc, pour toutm € N
tel que ; (A, v (A)) > liv1 (A, ym(A)) + Ch,

72 (4 DA (D)) < (4 -+ L) (A ym(A)) —n+ Co +iCa.

Comme det(y,,(A)) = det(A) pour toutm € N,ona (I3 + -+ + 1,)(A,ym(A)) = 0. On
a 2%Ym(A) C Ym+1(A) C 27%,,(A) pour tout m € N. En appliquant I'inégalité (72) avec
n==Co+ (r—1)Cseti € {l,...,r — 1}, et en appliquant le lemme suivant avec

C = max(C1,na) et Ii* = L;(A, ymn(A)) pouri € {1,...,r}etm € N,

on voit qu’il existe Cs tel que pour tout m € N, 23A C v,,,(A) C 2793A. On a donc

2@+ [Tl A C 4, (A) € 279~ [F]12A pour tout m € N. On est donc ramené & montrer le
lemme suivant. Pour lui donner un sens géométrique, signalons que si A’ est un réseau, le
polygone concave ayant pour sommets (¢, (I1 + - -+ + ;) (A, A")) pouri = 0, ..., r peut étre
appelé « polygone des invariants » de A’ relativement a A et que les [;(A, A’) sont les pentes
de ce polygone. Dans le cas que I'on considére on a toujours (1 + --- + I,.)(A,A') =
c’est-a-dire que le premier sommet est (0, 0) et le dernier est (r,0).

LEMME 8.16. — Soient r € N* et C € Ry. Soient I € R pouri € {1,...,r}etn € N
vérifiant

1) pour toutn € N I} > --- > 17,

ii) pour toutn € N, S°7_, I =0,

i) onald =---=12=0,
iv) pouri€ {1,...,r}etn e N, I} —C <M <i? 4 C,
v) pouri € {1,...,r—1}etn €N, sily =1}, >C,ona

P T <

Alors on a I € [-C',C'] pour tout i € {1,...,r} et pour tout n € N, avec C' ne dépendant
que de r et de C.
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Démonstration. — Pour toutn € N on note P, le polygone concave dont les sommets sont
les (i, P,(¢)) pour i € {0,...,r}, avec

P,(i) =17+ +17

(en particulier le premier sommet est (0, 0) et le dernier est (r,0)). La différence des pentes
au sommet (i, P, (7)), que nous appellerons brisure, est [* — I, ;. La condition v) assure que
P, 11(2) < P, (i) silabrisurede P, en (¢, P, (¢)) est > C. L’idée naive de la démonstration est
la suivante : si max; P, (¢) est atteint en un sommet (j, P, (j)) de brisure > C la condition v)
impose P, 11(j) < P,(j) et si max; P,,41(¢) est atteint pour la méme valeur de ¢ (c’est-a-dire
i = j) on en déduit max; P,,+1(¢) < max; P, (i), ce qui impose a P, de rester borné. Nous
allons voir qu’en remplagant P, par P, — @ pour un certain ¢ de brisure constante 3C' cet
argument devient correct. On pose donc Q(i) = 3Zi(r — 1) pour i € {0,...,7}. On pose
ensuite m,, = max;ecqo,...r}(Pn(i) — Q(i)) € Ry. Nous allons montrer que m, 1 < my,
pour tout n € N. Comme m,, > 0, il n’y a rien a démontrer si m,+; = 0. Supposons donc

mupe1 > Oetsoitj € {1,...,r — 1} tel que le maximum soit atteint en j. La brisure de
P,.1—Qen jestdonc > 0. Or la brisure de Q est égale a 3C, donc l;”’l - l?jll > 3C. Grace

a la condition iv) on en déduit 7 — 17, ; > C, d’ou par la condition v), P, (j) > P,+1(j)- On
a donc

M > Po(j) — Q(4) = Pat1(j) — Q>) = mpt1.
Par la condition iii) on a mg = 0. Donc m,, = 0 pour tout n € N. Donc

= Pu(1) < Q) = SC(r - 1)
et I, =—Py(r—1)>-Q(r—1)= —gC(r — 1) pour tout n € N.

Ceci termine la démonstration du lemme 8.16 (avec ¢’ = 2C(r — 1)) et donc celle de la
proposition 8.5. U

9. Un contre-exemple a « faiblement admissible implique admissible »
sur un anneau de valuation réelle non discréte

Le contre-exemple que nous allons présenter est dii a Pink [50] dans le cadre de I'uni-
formisation des t-motifs. Nous I’avons adapté a la théorie de Fontaine, et Hartl I’a fait de
facon indépendante (voir [29]). L’idée de ce contre-exemple vient des ©-analogues des an-
neaux de Fontaine (voir [31, 32]), mais nous allons I’expliquer sans anneaux de Fontaine.
Nous incluons ce contre-exemple dans notre texte parce que la démonstration du lemme 9.1
ci-dessous est voisine de celle de la proposition 7.5.

En général soit @)1, un anneau de valuation réelle non nécessairement discréte, complet,
d’idéal maximal m,, de corps résiduel k. On suppose €);, muni d’une structure de ©-algébre,
telle que I'image de 7 soit dans m, et soit non nulle. Comme Hartl dans [31] on suppose
donnée une section k¥ — 0. Soit (D, ¢p) un isochtouca local sur k.

A tout isochtouca local (N, ¢ ) sur @, rigidifié par un isomorphisme p entre sa restriction
a Or/m0r et extension de (D, ¢p) a Or /w0, par la section k& — Op — 0Op/70r,
on associe (comme dans le paragraphe 3) une structure de Hodge-Pink V, c’est-a-dire un
L[[z — w]]-réseau dans D ®y(.)) L((z — m)). On dit qu’une structure de Hodge-Pink V" est
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faiblement admissible si pour tout sous-isochtouca local D’ de D, muni de la structure de
Hodge-Pink Vpr = Vp N D' ®y(z)) L((z — 7)) ona ty(D') < ty(D’). Hartl montre
dans[31] que toute structure de Hodge-Pink associée a un isochtouca local comme ci-dessus
est faiblement admissible (on peut aussi le montrer en reprenant la démonstration de la
proposition 7.5).

Supposons que @ posséde un élément a de valuation > 0 ainsi que les ad’ pour
i € Z (cela implique que la valuation est non discréte mais elle peut étre rationnelle).
Nous allons construire un isochtouca local sur £ muni d’une structure de Hodge-Pink fai-
blement admissible, qui ne correspond a aucun isochtouca local sur @);,. Dans [31], Hartl a
montré que faiblement admissible implique admissible est vrai sur tout anneau de valuation
réelle complet de corps résiduel algébriquement clos qui ne posséde pas un tel élément a. En
fait il montre méme que tout contre-exemple est obtenu comme celui qui va suivre.

Voici le contre-exemple. On note & = (@) (défini dans le paragraphe 3).

LEMME 9.1. — Soient (N, ¢n) un isochtouca local sur O, k € N* et j,l € Z tels que
% + 35 > 0. Alors tout x € &/ N ® 8oL 2] € tel que 2 ¢ - ~-Tk71¢N(Tk:c) = x est nul.

Dans ce lemme I'inégalité stricte % + 7 > Oestnécessaire:sik = 1,57 = 0et! = 0 on peut
prendre N = O ® @L[%], oy =letz=1.

Démonstration. — En remplagant j par 0, x par o~/ x, ¢ par (z —m) I dn et l par I+ kj
on se ramene a montrer le lemme pour 5 = 0, ce que ’on suppose désormais. On rappelle
que pour w € R, on possede la valuation v,, sur &, définie par

ny s
vw(nze:z anz"™) = TlLrelenw +v(an),
ou v est la valuation sur @y, normalisée par v(w) = 1. On rappelle que v,, s’étend en une
valuation sur &[2]. On choisit une base de N sur ) ® Or[1]. On définit la valuation v,
d’un élément de N ® & comme le minimum des valuations v,, de ses coordonnées. Par la
condition (PIL) il existe s € Z et C' € N tels que pour tout n € N la matrice de ¢ - - - Tn71q5N
appartienne 4 2= C(z — )%+ (z — 14" ) M, (0D OL).

Soitt € N.Onaz = zt¢y--- ™" '¢pn(""z). Comme vger est une valuation on en déduit

vger () > tlg™ + s(1+ g+ +¢"*71) = C¢™* + ¢ v (),

et donc gréce a 'hypothése I > 0 il existe e > 0 tel que vyex(z) > etg™ pour t assez

grand. Comme z € N ®06§@L[§] G cela implique ¢ = Ocarsiz = ), c,Tp2", O0na

v(zn) > (et — n)q'* pour tout ¢ assez grand, donc z,, = 0 pour tout n € Z. O

Nous allons maintenant construire un isochtouca de Hodge-Pink (D, ¢p,Vp) fai-

blement admissible qui n’est associé & aucun isochtouca local. On pose D = k((z))°,

( 0000 22\

10000

ép = | 0100 0 |.On choisira plus tard Vp tel que Up C Vp C (2 — 7)~*Up et
00100
00010
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dim; Vp/Up = 2. Comme (D, ¢p) ne contient aucun sous-isochtouca autre que 0 et

lui-méme, (D, ¢p, Vp) est faiblement admissible.
—10n

ZnEZ a? z"
—10n—4

ZneZ a? z"
C10m— 2
Posons =z = ZnGZ al e Sz" eD Qk((2)) ©.Ona 271¢DT¢)D(T x) = z.
S en g? " 0
S es gl "

Choisissons Vp tel que les images de ¢, (z) et "z dans "D®y,(,y) L[[z—]] appartiennent &
(2—m)Vp. Grace al’équation 2~ 1¢p"¢p (729:) = z, on en déduit que pour toutn € NI'image
de z dans D ®p((.)) L[[z — 79" ]| appartient a (z — 79" )pp --- " pp(" Vp).

Supposons que (D, ¢p, Vp) est associé a un isochtouca local (N, ¢y) sur @r. Le début
de la démonstration de la proposition 3.12 indique que

1
a
D ®p((z)) L[z — qu]] appartient a ¢p - - ~Tn¢D(TnVD)}.
On en déduit que R~!(x) appartient a aN ®og0. 1] €. Comme R 1(x) vérifie

R(N ® 50, 11] 6) = {r € D ®p((=)) [=],Vn € N, I'image de x dans

2 NN (T (R (z))) = R~ (x), le lemme 9.1 améne une contradiction (avec k = 2,j = 1
etl=-1).

REMARQUE. — On peut montrer que les images de ¢p5'(z) et ™= dans
™D ®Qu(z)) (Ll[z — 7]]/(z — m)L[[z — «]]) sont indépendantes, ce qui fait que Vp est
déterminé par a. En effet y = z A ¢p("z) € A2D Qy((»)) © est non nul et vérifie

(73) 2 (A (¢p))(Ty) = —y-
Or si z et ¢p("x) sont égaux en z = 7, y s’annule en z = 7 donc aussi, grace a (73), en tous
lesz = 9" pourn € N,etonadoncy € ozA2D®k((z)) ©. Or ceci et I'équation 271 Tsy =—y

qui résulte de (73) contredisent le lemme 9.1, appliqué a N = (0 ® O.[1])'°, ¢y = —1d,
E=51=-letj=1.

10. Théorie entiére pour les chtoucas locaux minuscules sur un anneau de valuation discréte

Dans tout ce paragraphe on impose ¢ > 3. Soit #);, comme dans le paragraphe 7 : @,
un anneau de valuation discréte complet de corps résiduel &, my, son idéal maximal, 7y, une
uniformisante de ), L son corps des fractions et on suppose @7, muni d’une structure de
p-algebre de sorte que I'image de m dans @, soit un élément non nul de mr. On note e I'indice
de ramification de L sur K.

On note Cpiy la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur @r. C’est une catégorie
©-linéaire, mais non abélienne. On rappelle que ses objets sont les £ ® 67, -modules libres M
munis de

¢ € Hom 5y ("M, M) et yppr € Hom s (M, M)

tels que ¢pr oy = (z — ) ety o ppr = (2 — ).
D’aprés le paragraphe 5 on a un foncteur D de la catégorie des chtoucas locaux minuscules
sur @ /m@y, vers la catégorie des O-cristaux (au sens de Honda et Gross-Hopkins) sur
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01, /7 Or. A fortiori on obtient un foncteur de la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur
O /70y vers la catégorie des O-cristaux relativement a (€, 70, ~y) sur O /70y, que on
note encore D. Grace au lemme 1.2 tout chtouca local minuscule sur @y, /7@y, se reléve en
un chtouca local minuscule sur @1,. En utilisant ce fait, nous allons donner une description
plus simple du foncteur D, qui servira dans la preuve du théoréme 10.3.

Soit B = (0 ® k)[[u]], muni de la topologie (7, u)-adique. On note Iy le noyau du
morphisme surjectif de ©-algébres B — @) qui a u associe 7, de sorte que 'on a un
isomorphisme s : O — B/IO On pose I = Iy + wB et on voit facilement que I = (7, u®).
On pose ensuite B = (0 ® k)][u, ]] muni de la topologie (, —) adique (c’est-a-dire le
quotient de O'® k[[u, v]] muni de la topologle (7, u,v)-adique par I'idéal fermé engendré par
7v —u?). On note 3 : B — B l'inclusion naturelle (qui est ©-linéaire et continue). Enfin on
définit v : I — B en posant v(u¢) = “ﬂ—q et y(w) = w21 1l est clair que (B, 8, ) est une
structure de puissances divisées sur I compatible a (6, 70, ~vy).

L’isomorphisme s : @ — B/I considéré précédemment induit un isomorphisme
s:0p/m0 — B/I. Soit J Tidéal de B engendré par w et “ﬂ—q Pour tout n,
(B/I", I/I",s,B/J", 3,7) est un O,/ O-objet test relativement a (0, 70, v) au sens du
paragraphe 5 (ou I"™ désigne I'idéal engendré par les produits de n éléments de I et de méme
pour J).

Soient (M, ¢p;) € Chin, 7 le rang de M sur O ® O et D(M, ¢p) le O-cristal re-
lativement a (0, w0, vg) sur O /70 associé a la réduction de (M, ¢ys) modulo 7 (la
notation D(M, ¢yr) est donc un léger abus). Alors la limite projective des B/J™-modules
libres (D(M, d)M))(B/I",I/I”,s,B/j",ﬂ,v) est un B-module libre de rang r que 'on
note (]D)(M, ¢M))(B, 1,5, B,p, ~) par abus et qui ne dépend donc que de la réduction de
(M, ¢pr) modulo 7.

Pour le déterminer on reléve le chtouca local (M, ¢5r) de O, & B en un objet (M, ¢$M)
qui n’est plus necessalrement un chtouca local, c’est-a-dire que M est un © ® B-module
libre et ¢ M ™ — M est O® B- linéaire, mais son image ne contient pas nécessairement
(z — W)M Pour faire cela on construit un relevement x : O — Bdes : O — B/l
en envoyant 7y, sur u (ce relévement n’est pas ©)-linéaire et n’a rien de canonique). On pose
alors M = M Reg0.., 18n ) ® B, muni de ¢M = ¢n @ 1. L'image de quM ne contient pas

nécessairement (z — )M parce que k n’est pas @-linéaire. Alors grace a la proposition 5.14,
(D(M, éum))(B, 1,5, B, B,7) est
("M/(z —m)™M) ©p B ="M @35, B,

1@5 2T

ou l'inclusion ® ® 07, C Best la composée O ® O, = 0@ B*=" B 5, B. La structure
de D-algébre sur B qui envoie 7 sur 7 est canonique mais cette inclusion © ® €, C B qui
envoie z sur 7 et 7, sur v n’est pas canonique.

On a donc une inclusion O ® Oy, C B telle que
(74) (D(M, ¢m)) (B, 1,5, B,8,7) ="M &5, B.

Ceci permet une approche naive, ot I’on retrouve heuristiquement ’anneau B en évitant le
paragraphe 5. Nous verrons dans la proposition 10.2 ci-dessous que cette approche fournit
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une construction plus simple du foncteur ID de la catégorie des chtoucas locaux minuscules
sur @, /w O vers la catégorie des @-cristaux relativement a (9, 70, vg) sur O, /7 0r.

On cherche un anneau  (noté ainsi par Breuil dans [14] et noté Ry dans [20]) contenant
0 ® O tel que le J-module "M ® 080, J ne dépende que de la réduction de (M, ¢ar)
modulo 7.

Commengons par un exemple (dans les notations de la démonstration du lemme 7.4).

—~ —70 —70
Soientr = 2, M = M' = (0 ® 0.)% ¢ = <20W1> et oy = <Z W1>,
T

Un calcul facile montre que R’ ~!R, qui est égal a la limite quand n tend vers I'infini de
Gr " Saar T b baf - Thg P - vauL

1 0
-+ H0-D7T -2 1)

On cherche un anneau J tel que (R~ ' R) ait ses coefficients dans J. En fait nous allons
garder la notation ¢ pour un anneau que nous introduirons dans le paragraphe suivant et
qui est vraiment analogue a celui introduit dans [14, 20]. Pour I'instant nous considérons un
anneau un peu plus petit que , et adapté seulement au cas minuscule, que nous notons J, ;...

On pose J,;, = O® O [[=]] (Cest-a-dire le quotient de O'® O [[v]] par 'idéal engendré
par zv—m?). Soient (M, ¢pr) et (M’, ¢ps) deux objets de la catégorie Cpip. On suppose M et
M’ derangr sur O®0; et on se donne des bases de M et M’ sur R 0); telles que les matrices
de ¢s et ¢ dans ces bases soient congrues modulo 7 dans M, (0 ® 0y). Alors (R'™'R)
appartienta GL,({,,;,). Eneffet pour toutn € N, ¢ar/ "dar - - - 7"71¢M/T"71¢;41 TR D
appartienta (z—m)~L--- (z— 77" )" M, (O® 0y) et est congru a R’~' R modulo 77" . On
endéduit R 'R € M,(0® 0y, [[Z]]) et on répéte le raisonnement pour R~ R’. Le calcul que
nous venons d’effectuer est le cas particulier ou f est un isomorphisme dans la proposition
suivante.

ProPOSITION 10.1. — Soient (M, ¢pr) et (M', prr) des chtoucas locaux minuscules sur
O et f un morphisme de la réduction modulo © de (M, pr) vers la réduction modulo
de (M', pprr). Soient (D, ¢p) et (D', ¢p/) les isochtoucas associés par réduction modulo
7w, et h: (D,¢p) — (D', dpr) obtenu a partir de f par réduction modulo wr. Soient
R: M®0§0L ClL] — D@k((z)) C[L] comme dans le lemme 7.4 et R' associé a M. Alors
limage de

(R'"'hR) € Hom gz, ("M,"M") ® 5, "(€[1])

dans Hom 5 ("M,"M") ® 5 Ominl 2] appartient a Hom 5, ("M,"M") ® 5 Jrin-

Démonstration. — Soit f : M — M’ un relévement de f. Alors

(75) (RTAR) = lim a7 gar T () bt - b

n

De plus "arr -7 $ar ™ (F)7 dyf -+~ ¢y appartient & (z — w9)7hoo (z — 70" )7

Hom,~, ("M,”™M’) et est congru & "(R'~'hR) modulo 7¢". Enfin (1 — ’Tzi) est une unité

0L
dans _. pour tout; € N*, O

min
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Comme tout chtouca local minuscule sur @7, /7@, se reléve en un chtouca local minuscule
sur @)1, on obtient ainsi un foncteur S de la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur
01, /7Oy, vers la catégorie des Spin-modules libres.

ProOPOSITION 10.2. — Le morphisme de B dans ., qui envoie © sur z, w sur wy, et
W2 sur (ZL)9(Z2) est un isomorphisme. Via cet isomorphisme, le foncteur S et le foncteur
T s z P

(M, ¢p) — (D(M, ¢M)) (B,1,s, B, 3, ) de la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur
O /7Oy vers la catégorie des Smin-modules libres, sont isomorphes.

Démonstration. — Le deuxiéme foncteur est défini comme une limite projective, mais les
formules intervenant dans le complément a la construction de D au paragraphe 5 (qui est
récapitulé dans la proposition 5.14) passent a la limite. Plus précisément on choisit

(M7¢M) = (M®@§@L,l§n Q®Ba¢M®1)

comme relévement de la réduction modulo 70y, de (M, ¢pr), de O /70 a B = O® O et

. A / N . . pe — o , ~
on fait de méme avec (M’, ¢y ). A la limite g(M’,¢M/),(M,¢M)(f) est donné par (75). O

REMARQUE. — Soit (M, ¢as) dans la catégorie Crin €t (D, ¢p) 'isochtouca obtenu par
réduction modulo m. On a vu que (G[1]) C J;.[L] donc R : M @Qgé% 6Ll —

[e7
D @k((z)) ©[1] induit un isomorphisme
T TAL "o L~ ) o 1
R:"™M @y, dminl ] — "D ®k(() dminl ]
Soit A C D le k[[z]]-réseau obtenu par réduction de M modulo 7. Sie =1ona

(76) "R(M @50, Amin) = A Oklz] Hrnin
mais cela est faux en général si e > 1. En effet on choisit une base de M, dont la réduction
modulo 7y, fournit une base de A. La matrice de R est donnée par la formule

. T 72 st ol 217, —
(77 "R= lm "¢pTép-T ¢p" dar T ba G

oo 1), ona™R & GLa(J,,) Sie > 1,

TL

Dans I'exemple ot M = (O® O1)2 et ¢py = (
c’est-a-dire que (76) n’a pas lieu.

Nous inspirant de Faltings [20] et de Breuil [14], nous allons introduire une autre catégorie
O-linéaire C;;,, dont les objets sont constitués d’un isochtouca de Hodge-Pink minuscule,

muni d’une « structure entiére ».
est formée des (D, ¢p, Vp, M), ou

— (D, ¢p) est un isochtouca i.e. D est un k((z))-espace vectoriel de dimension finie et
¢p : "D — D est un isomorphisme,

— Vp est une structure de Hodge-Pink « minuscule » c’est-a-dire que Vp est un
L[z — ~]]-module libre et quen posant Up ="D ®y(;)) Ll[z — 7], on a
Up CcVpC (Z - W)_IUD,

— Mestun J_. -module libre, muni d’un isomorphisme

m ®‘/ gJmin[%] ~"D ®k((2)) dmin[%]?

Plus précisément la catégorie C!

min

min

min
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— on suppose que M est « fortement divisible », ¢’est-a-dire
Pmin-2~" (¢ ® (M (2 = 7)VD)) = M.

Dans cette formule . .(---) désigne le sous-(J ;,-module engendré par (---) dans
™D ®p((2)) Pmin|2]- L'intersection avec Vpp a un sens car J, ;.. est inclus dans & L[z — ]].
On peut remarquer que dans le cas minuscule une structure de Hodge-Pink est simplement
une structure de Hodge.

Comme MN(z—m)Vp D (z—m)Metl— "7‘1 est une unité de J,;, la condition de forte
divisibilité implique que J est stable par (1® Fr) o (¢p ® 1) (condition demandée par Breuil
dans [14]).

Dans la catégorie C!, , un morphisme entre deux objets (D,¢p,Vp, M) et
(D', ¢p,Vpr, M) est un morphisme f d’isochtoucas de Hodge-Pink, tel que
("fe1)(m) cm.

On note D* : Cuin — CJ,;, le foncteur qui & un objet (M, ¢pr) de Crin associe
(D, ¢p,Vp, M) avec (D, ¢p, Vp) = D (M[L], ¢ ® 1) (donc avec Vp comme dans (48))
etavec M = "M Rz, Jiin qui est un J;, -module libre muni de Iisomorphisme
M®y Sl 2] ~ ™D Ok((2)) Iminl+] associé & "R (en effet on a montré ci-dessus que "R
induit un isomorphisme entre "M ® 5, Bminl 2] €t ™D ®p((2)) Dminl2))-

Montrons d’abord que le foncteur DT est bien défini. Il s’agit de montrer que
M ="M ® 4z D est fortement divisible. L'inclusion

Gin-2 " (($p @ 1)(MN (2 — T)VD)) D M
est évidente. En effet on a
MO (z—m)Vp DR(TM) N (2 — 7)Vp D "R((2 — )y, (M))

puisque par définition de la catégorie Cpin, (2 — 7T)¢]T41 € Hom M,"™M) (en fait

"R(™M) N (z — T)Vp = "R((z — m)$y; (M))). Donc
2 ((pp @ (MN (2 =) VD)) D 27 ((dp @ D("R((2 — m) ¢y (M))))

= (1 - T)R(M) puisque (6p ® 1) Ry} = R

R0 (

Enfin 1 — ”7(1 est inversible dans J

Il nous reste donc a montrer I’inclusion inverse
2 (¢p ® (N (2 — T)Vp)) C M.

Comme ¢), appartient a Hom

min*

oe, (M, M), et par la définition de Vpp, on a

R ((¢p ® )N (2 = M)VD)) C (M ® s din) N (2 = MM @z, Llz — 1))
= M &z, (Juin N (2 = MLz — 7).

Mais J,;,N(z—7)L[[z—7]] = (z—7) (dmin+%_ldmin) (Iintersection a lieu dans L((z—)))
et donc

(@min N (z = m)L[[z = 7]]) C (2 = 1) -
Comme (1 — =) € Joi, 27 (Fpin N (2 — T)L[[z — 7]]) C i, done A est fortement
divisible. Nous avons démontré que le foncteur Dt : Cpy;,, — C,,,, est bien défini.
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Il est important de rappeler (comme on I’a vu, de deux maniéres différentes, au début du
paragraphe) que M/ ne dépend que de la réduction modulo 7 de (M, ¢ns).

I résulte de la fidélité du foncteur D du théoréme 7.3 que le foncteur D : Ciyin — Clin
est fidéle.

THEOREME 10.3. — Le foncteur D : Cyin — C!,, est une équivalence de catégories,
compatible, via les foncteurs d’oubli de Cyiy, vers la catégorie des isochtoucas locaux sur O, et

de C! ;. vers la catégorie des isochtoucas de Hodge-Pink, avec le foncteur Dif | du théoréme 7.3.

REMARQUE. — Il résulte du théoréme 10.3 que, pour tout (D, ¢p,Vp, M) € Cl,.,
(D, ép, Vp) est faiblement admissible. On a vu au début de ce paragraphe, et dans la pro-
position 10.2, que DT est compatible avec le foncteur D du paragraphe 5 dans la mesure
ou M est la valeur en un certain pro-objet test du O-cristal D(M, ¢5r). On peut renforcer
cet énoncé de compatibilité entre DF et I si on observe que J/ (vu comme sous-¢J,;, -mo-
dule de "D ®j((2)) 4 ) est stable par les opérateurs différentiels K-lin€aires, au sens
de Grothendieck, z[*/4 %(%)" (agissant trivialement sur "D). En effet on le vérifie pour
(D, ¢p,Vp, M) € C!,, image par DT de (M, ¢pr) € Chin. D’abord J_;, est stable par
ces opérateurs. Donc il suffit de vérifier que z["/9 %(ﬁ "("(RM)) C (RM) ® gz, Drnin

dans "D ®j((»)) Imin[1]- Mais si k est tel que ¢* < n < ¢*1, ona

T(RM) C (Z—k)T¢D . .Tk¢DTk+1(RM) ®Q@@L (Jmin

min[%]

puisque 1 — %q, I % sont des unités dans J_. ., "¢p - '-quﬁDTk“(RM) est stable
par (L)%, "op-T¢p™  (RM) C T(RM), et enfin [n/g] > ¢*~' > k. Or en
utilisant la formule de Taylor et en procédant comme dans le paragraphe IV.1.6 de [4], on peut
montrer que la catégorie des O-cristaux relativement a (0, w0, yg) sur &, (ou sur O /w0r)
est équivalente a celle des . -modules libres munis d’une action des opérateurs différentiels

Z[n/q]%(ﬁ)n,

min

Début de la démonstration du théoréme 10.3. — La compatibilité est évidente. Montrons
d’abord que D7 est pleinement fidéle. Soient (M, ¢pr) et (M, ¢psr) deux objets de Cpiy et
(D, ¢p,Vp, M)et (D', ¢p:, Vpr, M) leurs images dans C’ ;. On veut montrer la surjectivité
de I'application

Homcmin((My ¢M)7 (Mla d)M’)) - Homcr’mn ((Da d)Da VDa .ﬂ/l), (D/7 ¢D’a VD’,/(%,))
dont nous venons de voir I'injectivité.

Soith € Homer (D, ép, Vp, M), (D', ¢pr, Vpr, M')). Par la pleine fidélité de D", nous
savons qu’il existe un unique morphisme f d’isochtoucas locaux dans
HomO@OL (M, M) ®oz0, (2 @L[%] qui vérifie f o (ppr ® 1) = (¢ ® 1) o 7f
et dont la réduction modulo 77, est h. L’hypothése (h ® 1)(M) C M’ implique que
f ® 8oL 1] 1y yenvoie "M ®ps0 oy, dans "M’ ® 5y iy 11 s7agit de montrer
que f appartient a Hom

in*®

080, (M, M"). En fait c’est une conséquence de la proposition 4.1 :
comme O ® (0 /790;) est un quotient de o, , M détermine la réduction de "M modulo
7201, donc la réduction de M modulo w@);, et comme 792 est nilpotent dans B (grace
a I’hypothese ¢ > 3), la proposition 4.1 implique que (M, ¢ps) est déterminé par sa classe
d’isogénie et par la réduction de M modulo w87, (c’est-a-dire que le foncteur qui a (M, ¢pr)
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associe I'isochtouca local (M[], ¢as ® 1) et la réduction de M modulo 70y, est pleinement
fidele). Nous rappelons ’argument dans ce cas particulier pour la commodité du lecteur.

Choisissons des bases de M et M’ sur O ® 0y, et notons r et 7/ les rangs de M et M’. On
adonc f € M (0® OLi]) et "f € My(J et il s’agit de montrer f € M, (0 ® 0Or).
Comme O® (01, /7901,) est un quotient de J, ., I’hypothése "f € M,.,.(J implique que
f modulo 7 appartient & M, (0 ® (0 /70L)).

Ona f = ¢ "féby, . Supposons par 'absurde que f n’appartient pas a M,..(0 ® 0r).
Soit a € N le petit entier tel que 2® f appartienne a MT/T(@@ ©r). Par hypothése a > 0. Soit
b € N le plus grand entier tel que 2% f mod z € M,,.(01,) appartienne & 7 M,.,.(01). Par
hypothese, b > e. On a I’égalité suivante, ou toutes les matrices entre parenthéses ont leurs
coefficients dans O ® 0, :

(z = m)("f) = (dm)(z* TF)((z = m)d3s)-
En réduisant cette égalité modulo z, on trouve 1’égalité suivante, ou toutes les matrices entre
parenthéses sont a coefficients dans ¢, :

(—m) ((z“f) mod z) = (QSM/ mod z) ((z“ 7f) mod z) ((z — )¢y mod z)

Or (2%f) mod z est divisible exactement par 7% et (2* "f) mod z est divisible (exactement)
par ﬂqu. Comme 7/7¢ est une unité, le membre de gauche est divisible exactement par w%*’e,
alors que le membre de droite est divisible par ﬂ,‘{b. Commeb >eetgq>3onablg—1)>e

ce qui amene une contradiction.

min)

min)

REMARQUE. — Voici un contre-exemple qui montre qu’on ne peut pas espérer un foncteur
pleinement fidéle pour e = 1 et ¢ = 2 (on note que le calcul qui suit est en caractéristique 2).

—~ 1 0
Onprend M = M’ = (0® O1)2, dar = ( )et
Oz—m

-1 5
<1 7T/Z> (1 772/z> (1 T ome—m) +Tr(z_7r)> <1 ™ >
oM = bum = ‘ = :
01 0 1 0 z-—m Oz—m

1
Alors (M, ¢ar) et (M, ¢as0) sont des objets de Cryip €t f = (0 w{z) est une quasi-isogénie

congrue 4 Id modulo 7, de M vers M’ : z f est un morphisme de M vers M’ dans C,;, mais
ce n'est pas le cas de f, a cause du dénominateur z dans /2. On voit que "f appartient a
GL3(J min)» donce f définit un morphisme du quadruplet (D, ¢p, Vp, M) associé¢ a M vers le
quadruplet (D', ¢p:, Vpr, M) associé a M.

Suite de la démonstration du théoréme 10.3. — Il nous reste a montrer que pour g > 3 le
foncteur de Ci,i, dans C7,, est essentiellement surjectif. On doit construire un
0 ® Or-module libre M de rang r, & partir de la donnée d’un ¢, ; -module libre ¥ de
rang r. L’idée est de construire une suite de modules libres de rang r sur des anneaux qui
se rapprochent de plus en plus de © ® 0, et de définir M comme la limite de cette suite.
La difficulté de cette démonstration n’est pas de construire un ® ® @-module M, mais de
montrer qu’il est libre de rang r. Il est important de noter la parenté entre la preuve qui suit

et la démonstration du théoréme « faiblement admissible implique admisible » donnée au
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paragraphe 8. Nous commengons par un lemme qui montre que, bien que le lemme 8.1 soit
faux pour O ® 0, [[%]] (qui n’est pas régulier), une certaine approximation reste vraie.

LEMME 10.4. — a) Soient a € N, a > 3, et I un O® Or[[=|]-module libre et W un
sous-L[[z—ﬂ]]—moduledeﬂ/@)?)@m[[ﬂ”L[[z—w]] contenant(z—w)ﬂ/@o@@d[ﬂ]]L[[z—ﬂ]].
Alors ' 0B OL[[=—

— (W N W) est un sous-O ® O
H @0,y 08 OLl=)

7T‘a_1

—|]-module libre de

7.(.a—l

/ =~ 1 )
N RUETAIEE=) O® QL[[7]][z - 7r] - W®@§@LH%” ve @L[[ﬂ I

z z—T
et N Dy, q=ecty Ll =) =W.

]

De plus

a—1
det(1") = (2 = m)*det() @, zz ) O DLl
ouk = dimp (N ®ogoL1=]) L{[z — 7]]/W).

b) Soit deplus N un O'® Or-module libre muni d’un isomorphisme N B a0, 0 QL[[g]] =N
Alors linclusion

Wa—l

08 0L LN W) € 0F 0ol

.V nw)
est une égalité.
¢) Soient de plus b > a et N un O @L[[%b]]-module libre muni d’un isomorphisme
N D a0z O® OL[[Z"]] = N. Alors l'inclusion
a—1

0 @L[[”Z . AW)c 08 @L[[”a_l

est une égalité.

Démonstration. — On montre simultanément a) et b). Soit N un © ® 0r-module libre

muni d’un isomorphisme N ® =, 0® @L[[%a]] =N .Dapréslelemme 8.1, N' = NNW
estun O ® ©;,-module libre, et on a

(z—m)N C N' C N,det(N') = (z — m)*det(N) et W = N' @ =) L[[z — ]].
Comme N =N @5, 0® 0 [[”Z—a]] il résulte de ce qui précéde que

RPN s
N AW CN @z, (z-m)7108 @L[[7]] N L{[z — 7]]).
On vérifie facilement que

a

(z =M~ OB LI N LIz — )] = 0B O]

a a

0B o]

@ T
7]] +
P Wa—l
COR 0L
z
Donc

II-

a—1

—~ T
N c Nl@@@% O 0L
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et on a I’égalité puisque A" N W contient évidemment N’. Enfin

71.afl

det(A”) = det(N') ® 5, O® O

II-

Pour montrer c) on applique b) en prenant N engendré par les vecteurs d’ une base de N sur

08 O[] 0

Fin de la démonstration du théoréme 10.3. — Montrons maintenant que le foncteur
DT : Cpmin — Cly, st essentiellement surjectif. Soit (D, ¢p, Vp, M) un objet de C/ ;.
D’aprés le a) dulemme 10.4, 0® @L[[”q ]] (MN(z—7)Vp) estun O Or[[=
libre. On note My son image par (z — 7) " (¢p ® 1), si bien que
g—1

]]—module

My = 08 O1][—].(z = 1) X(¢p ® 1)(MN (z — 1) VD)

estun O ® @L[[”q;1 ]]-module libre naturellement inclus dans

79l 1

=L

z

(z — 7r)_1D ®k((z)) @@ @L[[

Alors "My est un 0 ® @L[[”m )]]-module libre qui est naturellement inclus dans

(z = 1)1 ™D @y O ® On[[Z])[L]. Par I'hypothése de forte divisibilité de 4,
et comme 1 — %q est une unité de J_. ,ona

min?

7']\40 X == 7l/l

080, (=122 ]] Dmin

On pose ensuite
- ralg—1)-1 L
=0® @L[[f]]-(z — )" (¢p ®1)("Mo N (2 — m) VD).
Par le a) du lemme 10.4 c’est un O® 01, [[%]]-module libre, naturellement inclus dans

(z =) "Nz — ) 7ID @2y O ® O [[u]][i] On définit par récurrence M,, pour
n € Nen posant

M1 =0® Ol II.(z = ™) (¢p ® 1)("Mn N (2 — )VD),

ou la suite m,, est définie par mg = ¢ — 1 et m,, 1 = gm,, — 1 (cette suite est strictement
croissante et tend vers I'infini).

Par le a) du lemme 10.4, M, est un @ @ @L[["Z”]]-module libre, inclus dans
(z —7m)t (2 = 70)7ID @)y O ® OL[[=-]][L]. L'hypothése de forte divisibilité
de M, et le ¢) du lemme 10.4 (apphque da = q, b = qMp_1, N = Met N = "M,_ 1)
montrent, par récurrence sur n,

TMn ®@®@L[[ﬂq;nn ” dmin = ﬂ/l

7rmn+1

On a déja vu que "My C M. On en déduit My C M. Cette assertion a un sens car les
deux sont plongés dans (z — ) "'D @) 0 @ On[[==—]][1]. On en déduit, pour tout
= M implique, grace au

n € N, M,11 C M,. En fait I'égalité "My ®

080, [ Dmin

¢) du lemme 10.4 (appliqué a a = ¢, b = gmo, V' = Met N = "My), que I'inclusion
My C M, induit une égalité My @z xmiy O ® O1[[=]] = M,. On montre alors, par
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récurrence sur n, grace au ¢) du lemme 10.4 (appliqué a a = gmy,_1, b = qmy,,, N ="M, _4
et N = "M,,), que I'inclusion M, 11 C M, induit une égalité

Tmn

Myi1 ® g, amary 08 Orl[——11 = M.

z

En particulier, comme m,+1 > m, > ¢", linclusion M, 1 C M, induit une égalité
n \ .

modulo 77, c’est-a-dire

M1 ®@§@L[[ﬂ+ﬂ“ 0® 0/ = M, ) 0® Or/n7".
On prend alors M égal a I'intersection des M,,.
On remarque que Q,, = M, ®@§@L[[#H 0® 0p/7" estun O® O /77" -module libre
derang r et que Q,, = Qi1 ® 50, jman+t 0® 0r/79".Onaaussi M = IEnQn donc M est
un O® O-module libre de rang r. De plus pour tout n € N I'inclusion M C M,, induit une

égalité M ® ) 0® OL[[™"]] = M,.

z

Comme M, 1 = 0® @L[[’rm%“]].(z—ﬂ)_l(qbp®1)(7Mnﬂ(z—7r)VD) pour toutn € N,
et grace a b) dulemme 10.4, on a
M= (z—7)"Yop@1)(MN (2 —7)Vp).

On définit 15y : M — "M comme la restriction de (z — 7)(¢p ® 1)1 a M. On a
¢um = (z =)y € Homz) ("M, M). Comme

—~ T . .
M ®ygg, 0@ OLll——l = My et "Mn ® 5, (zamny Frnin = M
(pour n’importe quelle valeur de n) on a "M D50, S rnin = M.
On a donc montré que le foncteur DT : Cpip, — C7 ;. est essentiellement surjectif. O

Nous terminons ce paragraphe par deux remarques.

Dans le paragraphe suivant nous considérerons des chtoucas locaux non nécessairement
minuscules, d’amplitude C [0, m]. Le cas particulier du théoréme 11.9 ot m = 1 est
quasiment équivalent au théoréeme 10.3 (et les foncteurs qui y figurent sont compatibles).
La seule différence est que le théoreme 11.9 utilise un anneau J > ., plutdt que J, ;..
Cet anneau J est adapté aux puissances divisées de Grothendieck et Berthelot alors que
I'anneau o, est adapté aux puissances divisées de Honda et Gross-Hopkins. Comme ¢f
est ’analogue en égales caractéristiques de I’anneau considéré dans [14, 20], nous renvoyons
au paragraphe suivant pour la comparaison avec les conjectures de [14].

Lorsque e < ¢q — 2, I'idéal n;,0; C @ admet des puissances divisées au sens de la
définition 6.1, qui sont topologiquement nilpotentes. Soit C?/, la catégorie des quadruplets
(D, ép,Vp, A) avec (D, ¢p) un isochtouca, Vp une structure de Hodge-Pink minuscule, et
A un k[[z]]-réseau de D tel que, en notant

Fil! = ((Z - 7T)VD N UD)/(Z - 71')UD C UD/(Z - 7T)UD ="D ®k((z)) L
on ait égalité entre les deux sous-k-espaces vectoriels suivants de "A/z"A :
(78) ("A @12 Or)N Fil' + 7L ("A @kl Or)/7("A ®k[[=] Or) = quBl(A)/zTA.

Il résulte de la proposition 6.3 que le foncteur de la catégorie des chtoucas locaux
minuscules sur @ vers C” qui a (M,¢n) associe (D,¢p,Vp,A) avec

min
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(D,¢p,Vp) =D (M[L],¢n ® 1) et A égal au réseau M/m M de D = (M /7, M)[1], est
une équivalence de catégorie. En inégales caractéristiques cette équivalence de catégories est
bien connue (voir [28, 48], la proposition 5.1 du paragraphe IV de [22] et [41]). Nous allons
voir que le théoréeme 10.3 (ou une variante de celui-ci pour e € {2,...,q — 2}) permet de
retrouver cette équivalence de catégorie et donne un algorithme un peu différent de celui
figurant dans la preuve de la proposition 6.3 pour le foncteur inverse.

Sie = 1 le lien avec le théoreme 10.3 est évident, car on a alors "R € GL,(J,,;,), donc
M ="M ®yzp. Pmin est égal (dans "D ®j((»)) Ominl2]) & "A ®k[(2)] Finin- DoOnc on peut
remplacer la donnée de M par celle de A et la condition de forte divisiblité de M équivaut a
(78).

Supposons maintenant e € {2,...,q — 2}. On n’a pas en général U = "M Bz, D min>
c’est pourquoi on va considérer une variante de I'’énoncé du théoréme 10.3 ou ’on remplace
s, PAr un anneau plus gros ¢f’. On cherche un objet test « topologique » (B, I, s, B, 3, 7)
relativement & (0, 70, vp) sur k. On prend B = (0®k)[[u]], I = (7, u), B = (0®k)[[u, 2],
B : B — B linclusion naturelle et v : I — B défini en posant v(u) = “Tq et y(m) = 7971,
On note J I'idéal de B engendré par et “7(1 de sorte que (B/I™, I/I", s, B/.f", B,7) est un
k-objet test relativement a (6, 70, vp) au sens du paragraphe 5. Donc

(D(M, ¢ar)) (B, 1,5, B, §,7) := lim (D(M, ¢ar)) (B/I", 11", 5, B/ J", B,7)
neN
est un B-module libre ne dépendant que de la réduction de (M, ¢pr) modulo 7. Dans
le point de vue naif, on pose J = 0 ® @L[[%]]. Comme dans la proposition 10.2 on

a un isomorphisme de B dans o’ qui envoie 7 sur z, u sur 7, et “7‘1 sur % On a alors
™™ ®gz0, J' = "A ®y. ¢ en notant A le k[[2]]-réseau diD égal a la réduction de M
modulo 7. En effet, aprés avoir choisi une base de M sur ) ® Op, la formule (77) montre
que "R appartient & GL,(¢'). Sous I'hypothése e < g — 2 le théoréme 10.3 reste valable si
on modifie la catégorie C’ , en remplagant J_. par . Dans la démonstration de la pleine

fidélité, ona b(¢ — 1) > ecarb > letq— 1 > e. Dans le lemme 10.4 il faut remplacer
0® QL[[’;—a]] par O® @L[[%]] et 0® @L[[“CL_1 ]| par O® O [[~—]]. Dans la preuve M,, est

z z
un OR 0, [[*£—]]-module libre, ou la suite m,, est définie par mg = g—e et my11 = gm, —e
et ’hypothése e < ¢ — 2 assure que cette suite est strictement croissante et tend vers I'infini.
Dans cette variante du théoréme 10.3, la catégorie C/ ., est donc remplacée car la catégorie
des quadruplets (D, ¢p, Vp, A), ou (D, ¢p, Vp) est un isochtouca de Hodge-Pink vérifiant
ty(D) = tg(D)etUp C Vp C (2 — 7)~Up, et A est un réseau de D, fortement divisible

au sens ou

n

27 (60 @ 1)((TA @i &) N (2 = 1)Vb)) = A Qi -

On vérifie facilement que cette condition équivaut a (78).

11. Une condition de « transversalité de Griffiths »

Ce paragraphe doit beaucoup a des discussions avec Mark Kisin.
A 1a fin de ce paragraphe nous montrerons le théoréme 11.9, dont le but est de déterminer
a isomorphisme prés un chtouca local sur @y, d’amplitude C [0, m] avec m < g — 2, a l’aide
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de sa classe d’isogénie et d’une structure entiére qui ne dépende que de sa réduction modulo
w8y Le paragraphe 4 montre que cela n’est pas possible en général. Nous devrons imposer
une condition de « tranquillité » qui rappelle la transversalité de Griffiths, est automatique
pour m = 1 (cas minuscule) et dont ’analogue en inégales caractéristiques est toujours
vérifi€¢. Nous étudions maintenant cette condition, sans I’hypothése m < ¢ — 2. Ensuite nous
supposerons m < g — 2 et nous énoncerons le théoréme 11.9.

On reprend les notations du paragraphe précédent : @, un anneau de valuation discréte
complet de corps résiduel k, m, son idéal maximal, 77, une uniformisante de &)y, L son corps
des fractions et on suppose &7, muni d’une structure de H-algébre de sorte que I'image de =
dans @r, soit un élément non nul de my,. On note e I'indice de ramification de L sur K.

On note de plus Ly = k((m)), de sorte que L est une extension finie de Ly. Dans ce
paragraphe on supposera toujours que L est une extension séparable de L.

Dans ce paragraphe les opérateurs différentiels seront toujours au sens de Grothendieck.

On commence par un lemme d’algébre commutative qui est un cas particulier de la
proposition 1 page 28 du chapitre 9 de [1 1] et qui est aussi un cas particulier des points (iii)
et (iv) du théoréme 28.3 de [46]. Ce lemme nous a été indiqué par Mark Kisin.

LemME 11.1. — Soit A un anneau de valuation discréte complet de corps résiduel L.
Supposons que L est une extension finie de Lo et que A posséde une structure de Lg-algébre
telle que Ly — A — L soit l'inclusion de Lo dans L. Si L/ Lg est séparable il existe une unique
fagon de prolonger Ly — A en L — A de sorte que L — A — L soit l'identité. O

Nous appliquons ce lemme & Ly et L comme ci-dessus et A = L[[z — «]]. Le point
important est que A est muni de la structure de Lg-algébre telle que I'image de 7 soit
z = m + (z — ). Par le lemme précédent cette structure se prolonge de maniére unique en
une structure de L-algébre sur A. On notera ¢ : L — L[[z — 7]] le morphisme associé. Voici
un exemple : si 7 = 7§ avec e premier a g, +(r,) doit étre

o=

1 Z—T 1 lz—m 11,1 z—m
Pl ) =l S oo (D) ),

2ee
Soit D un k((z))-espace vectoriel. Pink fait remarquer dans [49] qu’en général, sans ’hy-
pothése L/Ly séparable, a toute structure de Hodge-Pink V (c’est-a-dire un
L[[z — 7]]-réseau dans "D ®y,(.)y L((z — m))) on peut associer la structure de Hodge

Fil' = ((z = m)'V NUp)/((z — m)'V N (2 — m)Up).

=@+ (z-7)

z

Cette application (qui a une structure de Hodge-Pink associe une structure de Hodge) est
surjective mais pas injective. Lorsque L/Lg est séparable on posséde une section & de cette
application, qui a une structure de Hodge (Fil");cz (c’est-a-dire une filtration décroissante,
séparée et exhaustive, de "D ®y,((,)) L par des sous-L-espaces vectoriels) associe la structure
de Hodge-Pink V' définie par
V=> (z—m) 'Fil'®L, L[}z — 7]].
i€Z

Les opérateurs différentiels k((z))-linéaires sur ® 0 L[] = k[[7L]]((2)) sont de la forme
> nez nm (7)™ avec a, € 0 ® Or[L], donc ils forment une O ® Oy []-algébre Diff
d 1/ d
ane o1 (ang

engendrée par )P, ... Les éléments de Diff se prolongent par continuité en des
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opérateurs k((z))-linéaires sur L[[z — «]] et L((z — 7)). Ils agissent donc naturellement sur
™D ®k((2)) L[[Z - 7T]]

LEMME 11.2. — On suppose L/Ly séparable. Soit V une structure de Hodge-Pink. Les
assertions suivantes sont équivalentes

1) V est dans l'image de la section T,
i) V est stable par (z — )d7r ,(z—m)P 1, (dn )P, ... oude fagon équivalente V est stable
par (z — m)4°8 P P pour tout P € Diff.

On dit que V est tranquille lorsque ces assertions équivalentes sont satisfaites. La condi-
tion ii) fait penser a la transversalité de Griffiths.

REMARQUE. — D’apreés la condition (i), si V est tranquille, pour tout k € Z, (z — 7)kV
est tranquille.

Démonstration. — D’abord 1) implique ii) car Diff agit trivialement sur ¢(L). En ef-
fet par définition Diff agit trivialement sur ¢«(Lg) = k((2)) et il suffit donc de montrer
que ¢(mp) est tué par Diff. Soit E € Lgl[t] le polyn6me minimal de 77, sur Ly. Comme
L/Lg est séparable “E (y(r1,)) est inversible dans L[|z — 7]]. Comme E(¢(7y)) = Oona
(45 (u(mL))) 32 (u(rL)) = 0 d’ott 32— (¢(rrL)) = 0. On a alors

0= (g5 )P (B(u(rr))) = (4 (e(mr))) i (g5 )P (u(r))

d’ou i(ﬁ)p(L(wL)) = 0,... Montrons que ii) implique 1). Soit V' comme dans ii). On pose
Up = "D ®y((»)) L[[z — ]]. Pour tout i € Z on note

Fil' = ((z = m)'VNUp)/((z = m)'V N (2 — m)Up)
(79) C UD/(Z - 7T)UD =D ®k((z)) L.

11 suffit de montrer Iinclusion 3,5 (2 — 7)7'Fil’ ®1, L[z — 7]] C V. Cela résulte du
fait que pour i € Z, x € "D ®y()) L ety € Up dont la réduction modulo (z — m)Up
est x, le L[[z — 7]]-module engendré par (z — )%y et ses images par les (z — 7)4°¢ ¥ P pour
P € Diff contient (2 — 7)%(1 ® ¢)(z). Pour tout i € Z, la L[[z — ]]-algébre engendrée par
(z — m)4e P P pour P € Diff est invariante par conjugaison par (z — 7r)' etil sufﬁt donc de

montrer 1’assertion précédente pour ¢ = 0. On définit % = (dfr—’;)_ P (ona 77 ;é 0 car
L/Lg est séparable). Alors pour tout m € N* 'opérateur )% (2 — )J L(L)7 sur L[[z —]
est ¢(L)-linéaire, envoie 1 sur 1 et annule (z — 7)7 pour j € {1,... ,m} Soient m € N* et
L1, T € TD®p((zy) Ltelsquey = (101)(x)+ Y72, (z—7)7 (1®1)(x;). Alors I'opérateur
S io(z = ) 4 (44)7 envoie y sur (1@ ¢)(z). O

Supposons de nouveau L/L, séparable. La faible admissibilité pour une structure de
Hodge-Pink tranquille équivaut a la faible admissibilité (au sens de Fontaine) pour la struc-
ture de Hodge (Fil*);cz associée, c’est-a-dire que pour tout sous-isochtouca (D', ¢p) de
(D,¢p),ona

(80) Z ) dlIIlL(Fllz N (D/ Qk((2)) L))/(FIIH_:l N (D/ Qk((2)) L)) < tN(D/)
€L
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avec égalité pour D’ = D. Pour une structure de Hodge-Pink qui ne serait pas tranquille, la
faible admissibilité au sens de Hodge-Pink est un énoncé plus faible que la faible admissibilité
de la structure de Hodge associée (au sens de (80)).

Ainsi il y a une bijection entre les structures de Hodge-Pink tranquilles et les structures de
Hodge usuelles. 1I résulte de ’équivalence entre admissible et faiblement admissible (théo-
réme 7.3) que les structures de Hodge-Pink faiblement admissibles forment une catégorie
tannakienne (Pink I’a montré directement dans [49] si D est isocline de pente 0 et sa dé-
monstration s’adapte peut-&tre en général). Il en va de méme pour les structures de Hodge-
Pink tranquilles faiblement admissibles, donc pour les structures de Hodge faiblement ad-
missibles. L’hypothése que L/ Ly est séparable est vraiment nécessaire pour relever les struc-
tures de Hodge faiblement admissibles en des structures de Hodge-Pink faiblement admis-
sibles car on peut adapter le contre-exemple 5.16 de [49] pour montrer que les structures de
Hodge faiblement admissibles (au sens de (80)) ne forment pas en général une catégorie tan-
nakienne, si L/ Ly n’est pas séparable. En effet on prend g = 2, Lo = Fa((7)), L = Fo((y/7)),
D = (Fy(()))2, ¢p de matrice identité, Fil™' = "D ®y,, L, Fil® = Fil' égal 4 la droite en-

1
gendrée par JF € D®r, Let Fil?> = 0, de sorte que les pentes de Hodge sont —1
™

etl(etonaty =ty = 0). Alors D est faiblement admissible mais pas D ® D, a cause du
sous-isochtouca de D ® D engendré par

2= () () ) 6 == )= 6) ()= )

pour lequel ¢ est nul mais dont les pentes de Hodge sont 0 et 2, puisque

e (2)o(2) - (2)+ 00+ (2)

On peut se demander quels chtoucas et isochtoucas locaux donnent des structures de
Hodge-Pink tranquilles.

LEMME 11.3. — Soit N un isochtouca local sur Op. Alors la structure de Hodge-Pink
associée est tranquille si et seulement si, pour tout entier n € N¥,
1
n!

(2= 7Y (onTEN"bn - ) (%)”(msm»v .

n'a pas de pole en z = .

On dit alors que I'isochtouca local est tranquille.

Pour donner un sens & la condition du lemme, choisissons une base de N sur ' ® @, [%],
de sorte que ¢ est une matrice a coefficients dans O ® ) [1, ——]. Si k est un entier tel que

z) z—m

n < ¢*, I'expression ci-dessus est définie comme étant

k 1

n T k=1 1 d n T k= —
(z=m)™(¢n"¢n T ON) (=) (TN T on) T
n: dTl'L
et C’est une matrice a coefficients dans O ® Or[L, 1, ..., Z_qu,c,l ].
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Démonstration du lemme 11.3. — Comme les opérateurs différentiels = (-2

n
ai( @)™ sont
k((z))-linéaires, ils commutent a ¢p, "dp, ... et donc la condition du lemme équivaut a :
pour tout n € N*, (z — w)"R*%(%)"R n’a pas de pole en z = 7. On voit tout de suite
que cela équivaut a ii) du lemme 11.2. O

Pour tout élément z d’un localisé de O ® 01, on a (5% )"("z) = 0 si ¢ ne divise pas n

dry,
et %(%)”(Tm) = T(—(n}q)! (%)("/q) (z)) si g divise n.
On en déduit que si N est un isochtouca local tranquille, pour tout n € N*,

(NTONT ON -+ - )%(djfL )" (dn"dNT dn - -+ )L appartient en fait &

(z —m) (2 — 79)"M/4(z — £4°)~I*/4) .. Hom

@@@L[i](N’ N).

On dit qu’un chtouca local sur @, est tranquille si I'isochtouca local associé est tranquille.

LEMME 11.4. — Un chtouca local M = (M, ¢ ) sur Op est tranquille si et seulement si

pour tout n € N*, (¢MT¢MT2¢’M e )%(%)n(QbMTQSMTzﬁbM -+ )Y appartient a

(z — 1) "(z — 79) "/ ( — 7 7*) [0/ “Hom 5, (M, M).

Grace a ce lemme on va associer a un chtouca local tranquille sur @, un « @-cristal »
avec une notion de puissances divisées au sens de Grothendieck et Berthelot, comme dans la
définition 6.1. Cela indique que pour les chtoucas locaux tranquilles les puissances divisées
nécessaires sont les mémes que celles qui apparaissent en inégales caractéristiques. On a vu
dans le paragraphe 4 que pour les chtoucas locaux non minuscules cela n’est pas vrai sans
I’hypotheése de tranquillité.

Nous abandonnons a partir de maintenant la notion de @-cristal de la définition 5.3,
qui utilisait les puissances divisées au sens de Honda et Gross-Hopkins introduites dans
la définition 5.1 et qui n’était adaptée qu’au cas minuscule. Dorénavant nous utilisons les
puissances divisées au sens de Grothendieck et Berthelot, introduites dans la définition 6.1.

o~ 2 3 . ;
Soit J le complété z-adique de R O, [%q, Z’;%, zq;ﬂr%, ...]. En utilisant les coordonnées

(u,7) de ,,;,, venant de 'isomorphisme .. = B de la proposition 10.2, on verra aussi
¢ comme le complété pour la topologie m-adique de (0 ® k)[[u]][“;q , ::—ﬁ, ...]. Cest une
enveloppe a puissances divisées au sens de Grothendieck et Berthelot de () ® k)[[u]] (alors
que ,,;, était une enveloppe a puissances divisées au sens de Honda et Gross-Hopkins de
(0 ® k)[[u]]). Donc J est vraiment I’analogue de I’'anneau ¢ qui apparait dans [14] sous ce

nom et qui est noté Ry dans [20].

En utilisant la formule de Taylor et en procédant comme dans le paragraphe IV.1.6 de
[4], on peut montrer que la catégorie des @-cristaux relativement & (0,78, vy) sur O
(ou, de fagon équivalente, grace a ’analogue du lemme 5.5 pour les puissances divisées au
sens de Grothendieck et Berthelot, sur @) /7 @) est équivalente a la catégorie des J-mo-
dules libres munis d’une « connexion » par rapport aux opérateurs différentiels remultipliés
2/ a+ I/ @1+ 0/ )4 i(ﬁ)” et c’est ce point de vue qui nous servira dans la suite.

Le lemme précédent montre que si M est un chtouca local tranquille, # = "M ® J est
muni d’une connexion par rapport aux opérateurs différentiels remultipliés
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2/ a+In/¢*1+n/ q3]+"'—5,(—d7‘f )™. Plus précisément I’action d’un tel opérateur est donnée
! L
par la formule

1 (i)n(rngrzqu . )71

Z[n/q]+[n/q2}+[n/q3]+~--(T¢MT2¢M o)
dﬂ‘L

n!
et cette formule a un sens car 2[*/d+/CIHn/a" ko (p  gay=In/dl(; — 7a%)=[n/a] L et
une unité de . Cette formule vient du fait que I'action doit étre compatible avec I'inclusion
M C "D ®k((z)) F11], et que I'action de ces opérateurs sur "D ®j((»)) (1] découle de leur
k((z))-linéarité (i.e. ils agissent trivialement sur "D).

Le point le plus subtil est le fait que M ne dépend que de la réduction de M modulo 7.
Mais comment exprimer que deux chtoucas locaux tranquilles sont égaux modulo 7 ? Un
simple isomorphisme entre les réductions modulo 7 (en oubliant la tranquillité) ne suffit pas,
comme le montre I’exemple suivant.

EXEMPLE 11.5. — Soient m € {1,...,q—1}, y € O® O et (M, ¢ps) le chtouca local

z—m)™0

( ) . Alors (M, ¢r) est
Y 1

tranquille si et seulement si pour touti € {1,...,m—1} ona %(ﬁyy € (z—m)™ OB Of.

Ces conditions sont vérifiées sil'on prendy = 71" avec a € N. Supposons e < ga < em. Soient

d’amplitude C [0, m] défini par M = (0® 01)% et ppr = <

(M, rrr) le chtouca défini par M = (0® O1)? et ¢pp = <(Z _OW) (1)> . Alors (M, )

et (M', ¢nrr) sont congrus modulo w et pourtant "(R'~*R) & G Ly ().

Nous dirons que deux chtoucas locaux tranquilles M; et My sur @)1, sont égaux modulo 7
§’il existe un chtouca local tranquille sur @y [[z]] dont ils sont les évaluations en x = 0
et x = m. Le point remarquable est qu’alors on a un isomorphisme canonique entre les
J-modules My et Mo associés a M; et My ! Commengons par définir ce qu’est un chtouca
local tranquille sur une base plus générale que 0.

La définition suivante est provisoire. Elle est certainement la bonne dans le cas que nous
avons en vue (S = Spf O [[z]]).

DEFINITION 11.6. — On dit qu'un chtouca local (M, ¢nr) sur un schéma formel régulier S
sur Spf O est tranquille si, localement pour la topologie de Zariski sur S, pour tout opérateur
différentiel P, continu de degré < n, sur S (étendu par O-linéarité 4 0® Og),

2 2 . B
B1) (pr"dm” dnr -+ )P(dnr b dar -+ )" appartient a
(z—7)"(z — n9) "Mz — ﬂqz)_["/‘f] -++Homg(M, M).

Précisons que pour tout k£ € N tel que ¢¥ > n on définit

(¢MT¢MT2¢M"‘)P(¢MT¢MT2¢M"')_1 = (¢MT¢M"‘Tk_1¢M)P(¢MT¢M‘"T _1¢M)_17

et que P agit sur O ® g enenvoyanta ® b € O ® Bg sura ® P(b) et agit trivialement sur
™z pourxz € M.

k
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REMARQUE. — La condition (81) implique une condition apparemment plus forte, a sa-
voir que pour tout Q dans la sous-f) ® Og-algébre de I'algébre des opérateurs différentiels
continus ©-linéaires sur O ® Og engendrée par les

(z — 7)"(z — 79)"/ (5 — 7rqQ)[n/qZ] ...P
avec P de degré < n, on a (¢MT¢MT2¢M e )Q(¢MT¢MT2¢M )71 € Homgp(M, M).

On peut étendre la définition précédente au cas d’une base S non nécessairement réguliére
en considérant des opérateurs différentiels a valeurs dans des modules sur @)g (voir [27] et
EGA 1V 16). 11 suffit de considérer les opérateurs différentiels universels a valeurs dans des
espaces de jets et la définition obtenue se reformule de la fagon suivante. De fagon plus
¢lémentaire, grace a la formule de Taylor et a la remarque précédente, la définition 11.7
généralise la définition 11.6.

DEFINITION 11.7. — Ondit qu'un chtouca local (M, ¢pr) sur un schéma formel S sur Spf
est tranquille si pour tout n € N*, en notant A la diagonale du schéma formel SQspec F, S,

In son idéal, et A" e fermé d’idéal len), et p1,p2 : len) — S les deux projections, le

morphisme de O R O ) [#I(ﬂ)’ ey W]-modukzs

* * (T P w1 — * (T —1, % —
P3(oar)ps("dar) - - - pa( éam)pi ( dn) 1"'171( éum) 1p1(¢M) !
appartient a
H0m0§0A(qn) (p1(M),p5(M)) ®@@@A(qn) In

ou l'on désigne par T, la sous-0 @ O -algébre de

o~ 1 1
0® Oawam e o
) T )
engendrée par
In 0 5

z2=pi(m) (z = pi(m)(z —pi(r9)" " (z — pi(m))"" " (2 = pi(m9)" - (2 — pi(ma" "))

Onanotép!(M) = M® 0805 ,18p: 080 et on a utilisé implicitement I'isomorphisme
pi(T"M) ~ pi(""M) qui est 'image inverse de Id par le morphisme o : A") — A, ou
o désigne le morphisme de Frobenius de S x S dans lui-méme qui a une section locale x
du faisceau structural associe 9. D’autre part on note que la condition pour n implique la
condition pour n — 1.

REMARQUE. — La définition précédente est provisoire. Sur des bases générales la tran-
quillité s’exprime sans doute par une structure additionnelle que nous n’avons pas encore su
dégager. En particulier 'exemple avant la définition 11.6 et le lemme 1 1.8 montrent que nous
n’avons pas la bonne définition d’un chtouca local tranquille sur Oy, /70y,

Le lemme suivant justifie le fait que si M est un chtouca local tranquille sur @y,
M ="M ® J ne dépend « que de la réduction de M modulo 7 ».
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LEMME 11.8. — Soient m € N et M = (M, ¢pr) un chtouca local tranquille (au sens de
la définition 11.7) sur S = Spf (O [[z]]) d’amplitude C [0, m)]. Soient M, et My les chtoucas
locaux tranquilles sur O, obtenus en faisant x = 0, resp. x = w. Soit (D, ¢p) la réduction de
M modulo (z,71) (qui est donc aussi la réduction de My ou Ms modulo 7y, ). Alors My = Mo
dans "D ® J[1].

Démonstration. — On choisit une base de M (d’ou des bases de My, M, et D). Soit
n € N*. En se restreignant dans la définition 11.7 au sous-schéma formel S/><\Spf .S de
SXspecr, S, en notant, pour i = 1,2, p; : Spf (Or[[z1,z2]]) — Spf (O [[z]]) le morphisme
tel que p} soit I'identité sur 0y, et p}(x) = ;, et en appliquant la factorialité de O® Oy [[z1]]
aux coefficients du développement en puissances de z; — x5 de I’expression

p3(@a)p3 (o) 05 (7 San)pi( bar) Tt pi (b)) Ti0l (o) T

on obtient que modulo (z; — x2)?" celle-ci appartient &

n

—~ n, [Z1 — T2 (z1 — 22)?
M, (0B Orlfes, 22/ = 2™ | = o i =y
o )
(Z _ 7.‘-)niin(v‘rz,qTL*l)(z _ ﬂ-q)min(m,q"*Q) - (Z _ 7;-’1"71) ’
d’ou
Py (@a0)P3(dar) - 05 (7 ban)pi(" dar)h 0 (o) T pi (dar)

—~ T1 — Tg (x1 — x2)?
S M,,.(Q@ @L[[xlny]][ s —1 ’ (Z _ 71_)min(nL,q)(z _ 71-‘1)

PERER)

(:Cl B $2)qn71
(Z _ 7.‘-)min(TrL,117L*1)(Z _ 7.(-q)min(m,q"*2) . (Z _ ﬂ-q”*1)

)

n

(z1 — @2)*
(z—m)m(z — )™ - (2 — ﬂq”‘l)M])'

En prenant z; = 0 et 5 = 7, on en déduit que pour tout n € N*,

2
w4 w4

— 71"1’ (Z — ﬂ-q)min(m,q) (z — 71"12)7

o, ...T"¢M2T"¢K/Ill T¢X/111 € M,«(@@ 0L [z

n

e}
o (z — wa)min(m,q"~1) (z — g )min(m,q"=2) ... (5 — ")’

n+1

w4
(z — )™ (z — 7)™ ... (2 — 71"1”)7”])'
Pour n assez grand (1 + g + -+ 4+ ¢") — mn > 0 donc cet élément appartient a M, ().

Comme  est complet pour la topologie z-adique et que le morphisme & — [%] est continu,
Hmyppo0 "Oaty -7 Gasn” Gap, - Oar appartient a M, (). O

La remarque suivante sera utile a la fin du paragraphe.

REMARQUE. — Sie = 1, et si (M, dn) est un chtouca local tranquille sur ), on a
M = TA @)y  dans "M @5, J[2] = "D ®((»)) FI2]. On le montre en remplagant

z

Op|[z1,z2]] par QL@]FQ O etz et o par T®1 et 1®@7 dans la démonstration du lemme 11.8
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(c’est-a-dire qu’on applique la définition 11.7 a S/X\Spec F,S sans se restreindre a S/x\spf oS,
en prenant S = Spf O, au lieu de S = Spf (V)1 [[z]])) puis en quotientant par 1 ® 7 dans
0., &, O

Voici quelques considérations générales relatives au lien entre la condition de tranquillité
et la transversalité de Griffiths. Soient k£ un corps parfait contenant F, et B une O®k-algébre
réguliére compléte pour la topologie m-adique et sans w-torsion. Soit (D, ¢p) un isochtouca
local sur k. Soit (N, ¢ ) un pseudo-isochtouca local sur le Spf ©-schéma formel Spf B. Soit
p une rigidification, c¢’est-a-dire un isomorphisme entre la réduction modulo 7 de (N, ¢ ) et
I'image inverse de (D, ¢p) a B/wB. D’aprés le paragraphe 3 on associe a (N, ¢ ) et p une
structure de Hodge-Pink, c’est-a-dire un B[1][[z—]]-réseau V dans "D®y,(»)) B[2]((z—)).
Supposons que

(T) pour tout opérateur différentiel P continu de degré < n sur B, que l'on étend a
BI[L][[z — «]] par k((z))-linéarité et continuité, on a (z — )" PV C V.

En utilisant la platitude de B sur @ et la factorialité de ©® € on peut montrer que si (N, ¢n)
provient d’un chtouca local (M, ¢ ) sur Spf B, la condition (T) est réalisée si et seulement
si (M, ¢pr) est tranquille au sens de la définition 11.6. Quitte a localiser supposons que N est
un O® B [1]-module libre et fixons une base de D sur k((z)). Alors V est un élément de

GL.(B[7((z — m)))/GLr(B[;][lz — 7]])

T T

et on dit que les nombres de Hodge sont constants s’il appartient a

(z — ) 0 . 0
0 (z —m)h2 " :
GL.(B[]llz — 7]]) - GL,(B[L][[z — x]])
: . . 0
0 S 0 (z—m)hr
pour certains entiers hq, ..., h, € Z. Supposons que les nombres de Hodge sont constants.

Alors on peut associer a V' une filtration décroissante, dite de Hodge, de "D ®p_ ((»)) B [%] par
des sous-B[1]-modules facteurs directs, en posant Up = "D ®p, ((»)) B[2][[z — 7]] et

Fil' = ((z — )N UD)/((z )V (2 — W)UD).

Sous la condition (T), cette filtration vérifie la transversalité de Griffiths. Plus précisément,
pour tout opérateur différentiel ©-linéaire continu P sur B, de degré < n (que 'on étend
a B[L]), etpouri € Zeta € Fil' on a P(z) € Fil'’"". 1l est intéressant de noter que
cette condition de transversalité de Griffiths de la structure de Hodge associée n’a de sens
que pour les opérateurs différentiels O-linéaires sur B (pour qu’elle ne dépende pas du choix
de la base de D) alors que la condition (T) s’exprime en termes d’opérateurs différentiels non
nécessairement f)-linéaires sur B.

A partir de maintenant on suppose m < ¢ — 2. On suppose toujours L /Lo séparable.
Soit Cyy, tran la catégorie des chtoucas locaux tranquilles (M, ¢pr) sur O tels que ¢ et
(z — m)™¢),; Waient pas de pdle en z = 7 (C’est-a-dire d’amplitude C [0, m]). Soit Crn tran
la catégorie des (D, ¢p, Vp, M) ou
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— (D, ¢p) est un isochtouca,

— Vp est une structure de Hodge-Pink tranquille telle que Up C Vp C (z — w)"™Up,
— M est un J-module libre, muni d’un isomorphisme M ® J[1] ~ "D @ ((»)) J[2].
— on suppose que M est « fortement divisible », ¢’est-a-dire

Jz7™ ((pp @ 1)(MN (2 — 7)"Vp)) = M.

Comme MUN(z—m)™Vp D (z—m)"Met1— “7‘1 est une unité dans J, I’hypothése que M
est « fortement divisible » implique qu’il est stable par (1®Fr)o(¢p®1) (condition demandée
par Breuil dans [14]).

On note D* : Cyy tran — C, ran l€ foncteur qui a (M, ¢y ) associe (D, ¢p, Vp, M). Pour
montrer que U est fortement divisible le calcul est le méme qu’au paragraphe précédent en

ajoutant des exposants m et en utilisant le fait que "(JN (z — 7)™ L[[z — 7]]) C 2™, puisque
2_m

(z — ) ™F N L[z — 7] est inclus dans le complété z-adique de J + ™~ J+ =1 J + - - -
Donc le foncteur D est bien défini.

THEOREME 11.9. — Lefoncteur DV : Cyy tran — Coy tran €5 Une équivalence de catégories.

De plus pour tout (D,¢p,Vp, M) € Cly ran, l'image de M dans "D ®y((»)) J[21] est stable
L)n_

par les opérateurs remultipliés zn/0+n/a 1+ n/a" 1+ L e

n!

11 résulte du théoréme que pour tout (D, ¢p,Vp, M) € C!

m,tran> (Da ¢D7 VD) est faible-
ment admissible.

Démonstration. — La démonstration est essentiellement la méme que celle du théo-
réme 10.3. Le fait que pour tout (D, ¢p, Vp, M) dans I'image de DT, 7 est stable par les
opérateurs remultipliés a été justifié apres le lemme 1 1.4 (dont c’est une conséquence). Donc
il reste & montrer que DY est une équivalence de catégories.

La pleine fidélité de D résulte & nouveau de la proposition 4.1 : J détermine la réduction
de M modulo 7fr, et comme ’T;,;l est nilpotent dans B (grace a ’hypothése m < g — 2),
la proposition 4.1 implique que (M, ¢pr) est déterminé par sa classe d’isogénie et par la
réduction de M modulo 7@;,. Nous ne reprenons pas ici I’argument comme nous ’avions
fait dans la démonstration du théoréme 10.3.

Pour montrer que le foncteur est essentiellement surjectif, on construit M a partir de i
par le méme procédé que dans le paragrap?e précédent. Pour tout @ € N*, on note J° le

R S S
z ) 29T q24q+1)

complété z-adique de OR O [ ...] desorte que J = J?. On énonce d’abord

une variante du lemme 10.4.

LemMME 11.10. — a) Soient a,m € N*, a > m + 2, ¥ un J*-module libre et W un
sous-L[[z — w|]-module de N ® o L[z — w]] contenant (z — )™ N ®ya L[z — 7]]. Alors
N =7 (N NW) est un sous-S*~ " -module libre de N ® g0 J*7,

1
arl a—m 9 . fa—m
W' @ oo I 2] = I e

De plus det(N') = (z — m)*det(V) @ ge J*™ ot k = dimp, (N ®ye L[z — 7]]/W).

et V' ® ga-m L[z — ]| = W.

b) Soit de plus N un O ® ©r,-module libre muni d’un isomorphisme

N®0§@L S =N
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Alors Uinclusion J*~™ (N NW) C J* " (N NW) est une égalité.

c) Soient de plus b > a et N un ngb-module libre muni d’un isomorphisme a ® g S =N,
Alors linclusion da_m.(% NW) C J* ™ (N NW) est une égalité.

Démonstration. — On montre simultanément a) et b). Soit N un © ® 0-module libre
muni d’un isomorphisme N ® =, 4% = . D’aprés le lemme 8.1, N' = N N W est un
0 ® Or-module libre, et on a

(z—m)™N C N’ C N,det(N’) = (z — 7)*det(N) et W = N’ L[[z — ).

®0@0L
Comme /" = N @0, J* il résulte de ce qui précéde que
NNW cC N ®pgo, (2 — )~ "J N L[z — 7).

On vérifie facilement que (z — 7)~™J" N L[[z — 7]] est inclus dans le complété z-adique de

S+ TS+ T + -+ qui est lui-méme inclus dans 4™, Donc
! ! a—1m
N CN ®Q§@L d
et on a I’égalité puisque /" N W contient évidemment N’. De plus
det(V") = det(N') ® g, 0°
Enfin ¢) découle de b). ]

Suite de la démonstration du théoréeme 11.9. — Montrons maintenant que le foncteur
D* : Cptran — C,’n,tmn est essentiellement surjectif. Soit (D, ¢p, Vp, M) un objet de
Cry tran- D’apres le a) du lemme 11.10,

ST (MmN (z —m)"Vp)
est un J? " -module libre. On note My son image par (z — ) ™¢p ® 1, si bien que
Mo =" ™.(z —=m) " (¢p ® 1)(MN (2 — m)" VD)
est un 47" -module libre naturellement inclus dans
(2 =m) 77D @y 4 2]
Alors "M, est un J%9~™ -module libre qui est naturellement inclus dans
(z = 7)™ D @g((ay 7 )

Par I’hypothéese de forte divisibilité de i, et comme 1 — ”—: est une unité dans ¢, on a
TMO ®dq(qf7n) (J =M.
On définit par récurrence M,, pour n € N en posant

My =" (z =) " (¢p ® 1)("Mn N (2 — ™) VD),

ou la suite m,, est définie par mg = g — m et m,+1 = gm,, — m (cette suite est strictement
croissante et tend vers I'infini). Par le a) du lemme 11.10, M,, est un 4" -module libre, inclus
dans (z — )™+ (2 — 77" ) "™D Ry ((2)) 4" [2]. L'hypothése de forte divisibilité de 2, et
le ¢) dulemme 11.10 (appliqué a a = ¢,b = gmy,_1, V" = N et V=T n—1) Montrent, par
récurrence sur n, "My, ® gimn J = JU.

On adéjavuque "My C M. On en déduit M, C M. Cette assertion a un sens car les deux
sont plongés dans (z—7) "™ D®y((z))#* "' [2]. Onen déduit, pour toutn € N, M, 41 C M,,.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



356 A. GENESTIER ET V. LAFFORGUE

En fait I'égalité "My ® yamo J = M implique, grace au c) du lemme 11.10 (appliqué a
a = q,b = qgmo, N = Met N = "My), que l'inclusion My C Mj induit une égalité
My @1 J™° = My. On montre alors, par récurrence sur n, grace au ¢) du lemme 11.10
(appliqué a a = qm,_1,b = qmp,, N = "M,,_1 et N =T ), que 'inclusion M, C M,
induit une égalité M, 1 ® ymn+1 4™ = M, En particulier comme m, 1 > m, > q",
Iinclusion M, 41 C M, induit une égalité modulo 77", c’est-a-dire

Mn+1 ®dmn+1 Q@ @L/T{'qn =M, ®dmn Q@ @L/ﬂ'qn.

On prend alors M égal a I'intersection des M,,.
On remarque que Q,, = M,, ® ymn O® O /7?" estun O® Oz /79" -module libre de rang
retque Q, = Qni1 g0y, mant? 0® Or/m?". On a aussi M = limQ,, donc M est un

0 ® ©r-module libre de rang r. De plus pour tout n € N Iinclusion M C M,, induit une
égalite¢ M ® 5 I = M,.

Comme M, 11 = J"""'.(2 — ) ™(¢p ® 1)("M,, N (z — m)™Vp) pour tout n € N, et
grace au b) du lemme 11.10, on a

M=z-7m)""¢p@1)("MN(z—m)"Vp).

On définit (z — 7)™ ¢y, : M — ™M comme la restriction de (z — 7)™ (¢p ® 1)+ & M.
On a alors ¢y € Hom =, ("M, M).

Comme M Ros0, J" = M, et "M, ® gjamn f = M (pour n’importe quelle valeur de n)
onaTM®@@@L¢f:/’l/l. O

Le théoréme 11.9 est analogue a la conjecture 2.2.6 (1) dans [14] (limitée au cas cristallin),
qui a été démontrée par Tong Liu (théoréme 2.3.5 de [45]), en utilisant les résultats de Ki-
sin [39], aprées des résultats partiels de Breuil et Caruso [13, 14, 15]. Les articles [13, 39, 45]
utilisent la théorie du corps des normes [12, 23]. Les Z,-réseaux stables par le groupe de Ga-
lois de K (77" ) (ou 7 est une uniformisante de K extension finie de Q,) sont classifiés par
des objets qui ressemblent beaucoup aux chtoucas locaux. On peut rapprocher notre condi-
tion de tranquillité de la condition de logarithmicité des poles de la connexion canonique qui
figure dans le corollaire 1.3.15 de [39].

Notre anneau J est exactement le f-analogue de ’anneau f de Breuil [14]. La condition
de forte divisibilité y est exprimée sous une forme un peu différente mais équivalente. La
filtration sur f introduite par Breuil a pour analogue la filtration J N (z — 7)*L{[z — 7).
L’opérateur N de Breuil est —u% et correspond a —7y, %. Cet opérateur suffit chez Breuil,
alors que pour exprimer la condition de tranquillité¢ de la structure de Hodge-Pink nous
avons besoin des opérateurs remultipliés, parce qu’en inégales caractéristiques (—u%)p est
non nul, alors qu’il est nul en égales caractéristiques (pour la condition de tranquillité de la
structure de Hodge-Pink le coefficient devant I'opérateur différentiel n’a pas d’importance
... du moment qu’il est non nul). On notera que la condition de stabilité de ¥ par u% qui
figure dans [14, 45] n’apparait pas ici dans la définition de C!

m,tran*
Le théoréme 11.9 affirme que 'image de /M dans "D ®y,(.)) 4 [é] est stable par les opé-
rateurs remultipliés z["/9+[n/a*1+n/ ‘13]+”'$(ﬁ)". Pour comparer ces opérateurs a ceux
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de [14], les coordonnées (u, ) de ;. venant de isomorphisme J, .. = B de la proposi-
tion 10.2 sont préférables. On verra donc f comme le complété pour la topologie m-adique

—~ e € 2
de (0® k)[[u]][£2, “2+,...]. Donc le théoréme 11.9 affirme que i est stable par les opé-

T ) watlo

min

rateurs remultipliés 7r[”/‘1]+[”/‘12]+"‘%(;iu)" (qui sont analogues a (diu)” dans [14]). Pour
nous ces opérateurs agissent trivialement sur "D puisque nous étudions ici le cas de bonne
réduction i.e. N = 0 chez Breuil. L’opérateur u% apparait a la place de % dans [14] parce
que Breuil traite en méme temps le cas semi-stable (on notera que dans le théoréme 3.2.5
de [14], qui ne concerne que le cas cristallin, /% est stable par % .

En suivant 'exemple 2.2.2 (2) de [14], nous remarquons enfin que lorsque e = 1, le
théoréme 11.9 donne un analogue en égales caractéristiques de la théorie de Fontaine-
Laffaille [24]. En effet il résulte de la deuxiéme remarque aprés le lemme 11.8 que pour
(D, ¢p,Vp, M) dans 'image essentielle de D : Cyy, tran — Crn trans ON @ M = TA ®p1) I
De plus on vérifie facilement, en utilisant la tranquillit¢é de Vp, que la forte divisibi-
lit¢ de "A ®pr)  équivaut a la condition de Fontaine-Laffaille, c’est-a-dire, en notant
D = Fil’ D Fil' © .- D Fil™ = {0} la suite de L = k((2))-espaces vectoriels définie par
(79), ¢p (S5t 2 H(TANFilY)) = A.
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