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THÉORIE DE FONTAINE
EN ÉGALES CARACTÉRISTIQUES

 A GENESTIER  V LAFFORGUE

R. – Les chtoucas locaux sont des analogues en égales caractéristiques des groupes
p-divisibles — par exemple on leur associe un module de Tate, qui est un module libre sur l’anneau
d’entiers d’un corps local K de caractéristique positive. Nous associons à un chtouca local une struc-
ture de Hodge (ou, plus précisément, une structure de Hodge-Pink), ce qui induit un morphisme de
périodes analogue à celui construit par Rapoport et Zink. Pour les structures de Hodge-Pink définies
sur une extension finie de K nous démontrons un analogue du théorème « faiblement admissible
implique admissible » de Colmez et Fontaine. Nous développons aussi une théorie entière. Les dé-
monstrations sont élémentaires et ne font pas intervenir de clôture algébrique de K. Les arguments
utilisés dans la théorie entière sont très proches de ceux qui interviennent dans la théorie rationnelle.

A. – Local shtukas are analogs in equal characteristics of p-divisible groups: for example
one can associate to them a Tate module, which is a free module over the ring of integers of a local
field K of positive characteristic. We associate to a local shtuka a Hodge structure (or more precisely
a Hodge-Pink structure) which gives rise to a period morphism analogous to the one constructed by
Rapoport and Zink. For Hodge-Pink structures defined over a finite extension of K we prove an analog
of the “weakly admissible implies admissible” theorem of Colmez and Fontaine. We also develop an
integral theory. The proofs are elementary and do not use an algebraic closure of K. The arguments
used in the integral theory are very close to those used in the rational theory.

Soient K un corps local non archimédien de caractéristique p, de corps résiduel Fq, et
O son anneau d’entiers. On choisit une fois pour toutes une uniformisante π de O, ce qui
identifie O à Fq[[π]] et K à Fq((π)).

Soient S un schéma formel adique sur Spf O ( OS est donc complet pour une topologie
adique relativement à un faisceau d’idéaux qui contient π ; pour nous complet sous-entendra
toujours séparé). Soit O“⊗ OS le faisceau surS qui associe à un ouvert affine Spf B le complété
O “⊗ B de O ⊗Fq B vis-à-vis de la topologie π ⊗ 1-adique. On notera toujours z au lieu de
π ⊗ 1, en gardant la notation π pour 1 ⊗ π (z et π sont donc deux sections partout définies
du faisceau O “⊗ OS). L’isomorphisme O = Fq[[π]] induit par le choix de l’uniformisante π
fournit une identification O “⊗B = B[[z]].
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264 A. GENESTIER ET V. LAFFORGUE

Soit Fr l’endomorphisme de OS qui agit par b 7→ bq sur les sections locales de OS . Pour
tout faisceau M de O “⊗ OS-modules, on note

τM = M ⊗ O⊗̂ OS ,1⊗̂Fr
O “⊗ OS .

Si x est une section de M , on note τx la section x⊗ 1 de τM .

D 0.1. – Un chtouca local de rang r sur S est une paire (M,φM ) formée d’un
faisceau M de O “⊗ OS-modules qui est localement (1) libre de rang r pour la topologie de
Zariski sur S, et d’un isomorphisme

φM : τM

ï
1

z − π

ò
→M

ï
1

z − π

ò
tel que, pour certains entiers s, t ∈ Z, on ait

(z − π)tM ⊂ φM (τM) ⊂ (z − π)sM.

Dans ce cas on dira que M = (M,φM ) est d’amplitude ⊂ [s, t].

Remarquons que la condition (z−π)tM ⊂ φM (τM) équivaut à φ−1
M (M) ⊂ (z−π)−t τM .

Les chtoucas locaux d’amplitude ⊂ [s, t] forment un champ pour la topologie de Zariski.

Un morphisme de chtoucas locaux (M,φM ) → (M ′, φM ′) sur S est un morphisme de
faisceaux de O “⊗ OS-modules f : M → M ′, tel que φM ′ ◦ τf = f ◦ φM . La catégorie des
chtoucas locaux sur S est O-linéaire.

Une isogénie est un morphisme f : (M,φM ) → (M ′, φM ′) tel qu’il existe un morphisme
g : (M ′, φM ′) → (M,φM ) et une fonction localement constante e : S → N pour lesquels
g ◦ f = ze et f ◦ g = ze. La catégorie des chtoucas locaux à isogénie près s’obtient à partir
de la catégorie des chtoucas locaux en inversant les isogénies. On emploiera aussi le terme
d’isochtouca local comme synonyme de chtouca local à isogénie près.

Lorsque (M,φM ) est un chtouca local sur S et S′ → S est un morphisme de Spf O-sché-
mas formels, le changement de base (M,φM )S′ = (M⊗ O⊗̂ OS

O“⊗ OS′ , φM⊗1) est un chtouca
local sur S′.

On dit qu’un chtouca local est minuscule s’il est d’amplitude ⊂ [0, 1]. Plus concrètement
on a la définition suivante.

D 0.2. – Un chtouca local minuscule de rang r sur S est une paire (M,φM )

formée d’un faisceauM de O“⊗ OS-modules qui est localement libre de rang r pour la topologie
de Zariski sur S, et d’un morphisme φM : τM → M tel qu’il existe ψ : M → τM vérifiant
φM ◦ ψ = (z − π) et ψ ◦ φM = (z − π).

(1) Dans le cas particulier où S est un schéma affine Spec B (muni de la topologie triviale) le O ⊗̂B-module M des
sections globales n’est pas nécessairement localement libre, contrairement à ce qui est affirmé dans [26] (en effet pour
f ∈ B l’inclusion ( O ⊗̂B)[(1⊗f)−1] ⊂ O ⊗̂(B[f−1]) est en général stricte). Cette confusion y est cependant sans
conséquence : il suffit d’y remplacer systématiquement l’expression « localement libre pour la topologie de Zariski
sur Spec O ⊗̂B » par « localement libre pour la topologie de Zariski sur Spf O ⊗̂B ».
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THÉORIE DE FONTAINE EN ÉGALES CARACTÉRISTIQUES 265

Dans la situation de la définition précédente ψ est unique et sera noté ψM . D’autre
part φM et ψM sont injectifs. D’après le a) du lemme 1.1, ψM (M)/(z − π)τM est un
sous- OS-module localement facteur direct du OS-module localement libre de type fini
τM/(z − π)τM , et on verra que l’inclusion

ψM (M)/(z − π)τM ⊂ τM/(z − π)τM

joue le rôle de la filtration de Hodge (cf. [2] et le paragraphe I.3 de [26]).
On définit un morphisme (resp. une isogénie) de chtoucas locaux minuscules comme un

morphisme (resp. une isogénie) de chtoucas locaux.
La catégorie des chtoucas locaux minuscules est une sous-catégorie pleine de la catégorie

des chtoucas locaux et elle est donc aussi O-linéaire.
Les chtoucas locaux minuscules fournissent l’analogue en égales caractéristiques des

groupes p-divisibles. Nous allons rappeler comment associer un « module O-divisible » à un
chtouca local minuscule, en commençant par le résultat général suivant.

P 0.3 (Drinfeld [19] paragraphe 2, SGA 3 V IIA 7.4, [26] chapitre 1)
Soient S un schéma sur Fq et r ∈ N. On note σ le morphisme de Frobenius de S dans

lui-même qui à une section locale x du faisceau structural associe xq. Alors il y a une
anti-équivalence de catégories entre

– les OS-modules localement libresM de rang rmunis d’un morphismeφM : σ∗(M)→M ,
– les schémas en groupe finis et platsG sur S, de présentation finie, d’ordre qr, munis d’une

action de Fq qui induit sur le cotangent de G l’action de Fq provenant du fait que S est
un schéma sur Fq, et dont le Verschiebung est nul.

Rappelons, d’après Drinfeld, le foncteur de la première catégorie dans la seconde. À
(M,φM ) il associe le schéma en groupes sur S avec action de Fq noté Gr(M,φM ) et défini
de la manière suivante : si on note encore M∗ et σ∗(M∗) les schémas en groupes qui sont
les espaces totaux de M∗ et σ∗(M∗) = σ∗(M)∗, le transposé de φM et le Frobenius relatif
σM∗/S de M∗ sur S sont des morphismes de schémas en groupes de M∗ vers σ∗(M∗) et on
pose alors

Gr(M,φM ) = Ker(tφM − σM∗/S : M∗ → σ∗(M∗)).

Drinfeld montre en complément que Lie∗(Gr(M,φM )) = Coker(φM ), où Lie∗(Gr(M,φM ))

désigne l’image inverse de Ω1
Gr(M,φM )/S par la section nulle. Drinfeld construit un quasi-

inverse explicite : àG on associe le faisceauM des homomorphismes de schémas en groupes
commutatifs avec action de Fq de G dans Ga (muni d’une action de OS qui vient de l’action
de OS sur Ga par homothéties, et d’un morphisme σ∗(M)→M qui vient du morphisme de
Frobenius x 7→ xq de Ga dans lui-même au-dessus de S).

Soit maintenant (M,φM ) un chtouca local minuscule sur S. Pour tout entier n ∈ N∗ on
pose Gn = Gr(M/znM,φM mod zn). Alors (Gn) est une suite de schémas en groupe finis
et plats de présentation finie, munis d’une action de O, avec des inclusions Gn → Gn+m,
donnant lieu aux suites exactes habituelles. L’existence de ψ dans la définition 0.2 assure que
l’action de O sur Lie∗(Gn) est celle provenant du fait que S est un schéma formel sur Spf O.

Passons maintenant en revue le contenu de cet article.
Le premier paragraphe est consacré à des préliminaires. Dans les paragraphes 2 et 3 nous

étudions les chtoucas locaux à isogénie près sur une base quelconque. Nous introduisons la
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266 A. GENESTIER ET V. LAFFORGUE

notion de pseudo-isochtouca local, qui est équivalente à celle de chtouca local à isogénie près
(aussi appelé isochtouca) lorsque la base est le spectre d’un anneau de valuation réelle com-
plet dans lequel l’image de π est non nulle et de valuation > 0. Si la base est affine, π-adique
et sans π-torsion, nous associons aux pseudo-isochtoucas locaux rigidifiés des structures de
Hodge-Pink sur sa fibre générique au sens de Raynaud (ces structures ont été introduites
par Pink dans le cadre de l’uniformisation des t-motifs, voir [49]). Dans le cas minuscule
une structure de Hodge-Pink est simplement une structure de Hodge d’amplitude ⊂ [0, 1]

alors qu’en général elle induit seulement (sur les strates d’une stratification) une structure
de Hodge qui ne suffit pas en retour à la déterminer. Lorsque la base est un schéma formel
adique localement de type fini (au sens du paragraphe 0.2 de [5]) on associe aux pseudo-
isochtoucas locaux rigidifiés des structures de Hodge-Pink sur la fibre générique au sens de
Raynaud-Berthelot de ce schéma formel : on peut recouvrir cette variété rigide analytique
par des spectres d’algèbres de Tate, dont les anneaux d’entiers sont des algèbres π-adiques
et sans π-torsion, de sorte qu’on est en fait ramené au cas affine π-adique et sans π-torsion
et on peut supposer de plus que les modules considérés sont libres. Dans le cas universel où
la base est un espace de modules de chtoucas locaux rigidifiés, la structure de Hodge-Pink
associée au chtouca local universel définit une application de la fibre générique au sens de
Raynaud-Berthelot vers l’espace de modules des structures de Hodge-Pink, appelée applica-
tion des périodes (voir [51] chapitre 4 et [31]).

Dans le paragraphe 4 nous cherchons quelles puissances divisées sont adaptées pour une
théorie entière sur une base π-adique et sans π-torsion. La réponse n’est satisfaisante que
dans le cas minuscule ; dans les paragraphes 5 et 6 nous développons une telle théorie entière
pour les chtoucas locaux minuscules sur une base π-adique. Le paragraphe 5 est consacré à
la théorie de Dieudonné cristalline des chtoucas minuscules. Nous y associons un « cristal de
Honda-Gross-Hopkins » à tout chtouca minuscule. Ces cristaux de Honda-Gross-Hopkins
sont définis en utilisant une notion de puissances divisées due à Honda et Gross-Hopkins,
moins contraignante que la notion plus habituelle due à Grothendieck et Berthelot. La
construction originale de Gross-Hopkins [33], utilisant la notion de quasi-logarithme, ne
permet de traiter que le cas où la base est sans π-torsion. L’analogue en égales caracté-
ristiques de la construction de Messing [48] nécessite quant à elle des puissances divisées
nilpotentes au sens de Grothendieck et Berthelot. Notre construction lève donc ces deux
limitations. À la fin du paragraphe 5 nous la comparons à celle de Messing dans le cas
particulier d’un épaississement à puissances divisées nilpotentes au sens de Grothendieck et
Berthelot (nous ne l’avons pas comparée à celle de Mazur-Messing [47] qui évite la condition
de nilpotence). Dans le paragraphe 6 nous démontrons un analogue du théorème de relève-
ment de Grothendieck et Messing pour les épaississements à puissances divisées nilpotentes
au sens de Grothendieck et Berthelot.

Les paragraphes 7, 8, 10 et 11 sont consacrés au cas où la base est le spectre d’un anneau
de valuation discrète complet dans lequel l’image de π est non nulle et de valuation > 0, et
dont le corps résiduel est parfait. Les paragraphes 7 et 8 montrent que sous cette hypothèse
la catégorie des chtoucas locaux à isogénie près est équivalente à celle des isochtoucas sur
le corps résiduel munis d’une structure de Hodge-Pink faiblement admissible. Ce résultat
est un analogue en égales caractéristiques du théorème « faiblement admissible implique
admissible » de Colmez et Fontaine [16]. Hartl [31] a étendu ce résultat à certains anneaux
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THÉORIE DE FONTAINE EN ÉGALES CARACTÉRISTIQUES 267

de valuation réelle non nécessairement discrète en adaptant en égales caractéristiques les
démonstrations du théorème « faiblement admissible implique admissible » dues à Berger [3]
et Kisin [39], qui reposent sur les résultats de Kedlaya [38]. Hartl a donc besoin de [32] et du
premier paragraphe de [31] où sont établis en égales caractéristiques des résultats analogues
à ceux de Kedlaya. Notre démonstration est beaucoup plus élémentaire. Le paragraphe 9
donne un contre-exemple pour un anneau de valuation rationnelle non discrète. Ce contre-
exemple a aussi été considéré par Hartl dans [29] mais nous le voyons sous un angle différent.

Enfin dans le paragraphe 10 nous commençons pour les chtoucas locaux minuscules une
théorie de Hodge entière dans l’esprit de [14, 20, 55] (notre approche a ceci de commun avec
celle de Zink que nous n’introduisons pas de clôture algébrique du corps des fractions). Pour
les chtoucas locaux non minuscules le paragraphe 4 montre qu’une théorie entière est pro-
blématique. Cependant dans le paragraphe 11 nous obtenons des résultats analogues à ceux
de [14, 15, 39, 40, 45] pour des chtoucas locaux non nécessairement minuscules, mais vérifiant
une condition que nous appelons « tranquillité » et qui rappelle la transversalité de Griffiths.
Les chtoucas locaux minuscules sont toujours tranquilles. La condition de tranquillité prend
plusieurs formes, dont certaines gardent un sens en inégales caractéristiques, et elles y sont
toujours vérifiées.

Dans tout cet article nous ne considérons que la situation de bonne réduction. Plus
précisément dans les paragraphes 7, 8, 10 et 11 les chtoucas locaux sont définis sur un anneau
de valuation discrète et non simplement sur son corps des fractions. Quelques réflexions sur
le cas de mauvaise réduction nous ont convaincus que la situation en égales caractéristiques
était très différente de celle qu’on rencontre en inégales caractéristiques (voir [18, 25, 42, 43]).

Le point de vue adopté dans cet article est de n’introduire aucun anneau analogue aux
anneaux de Fontaine (de tels analogues sont décrits en détail dans [30]), et en particulier,
si la base est le spectre d’un anneau de valuation discrète, de ne pas recourir à une clôture
algébrique de son corps des fractions. Ce point de vue est mieux adapté à la théorie entière :
le lecteur pourra constater que la preuve du théorème 7.3 « faiblement admissible implique
admissible », présentée dans le paragraphe 8, est très voisine de la preuve des théorèmes 10.3
et 11.9, qui sont nos résultats principaux en théorie entière. Ce point de vue permet aussi de
considérer des bases très générales : la proposition 3.12 permet sur une base π-adique et sans
π-torsion quelconque de retrouver un pseudo-isochtouca local rigidifié modulo π à partir
de sa structure de Hodge-Pink. En revanche la méthode de Hartl (qui utilise des anneaux
analogues aux anneaux de Fontaine) montre le théorème « faiblement admissible implique
admissible » pour tous les anneaux de valuation réelle complets tels que pour aucun α ∈ R∗+
l’image de la valuation ne contienne tous les αp−n avec n ∈ N (voir le théorème 2.5.3 de [31]
pour la condition précise), alors que notre démonstration ne marche que pour les anneaux
de valuation discrète.

Le lecteur intéressé seulement par la théorie rationnelle dans le cas des anneaux de valua-
tion discrète peut lire directement les paragraphes 7 et 8.

Nous remercions Laurent Berger, Christophe Breuil, Olivier Brinon, Xavier Caruso,
Pierre Colmez, Vladimir Drinfeld, Laurent Fargues, Urs Hartl, Mark Kisin et Richard Pink
pour des discussions très utiles, et le rapporteur pour sa lecture attentive et ses remarques.
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268 A. GENESTIER ET V. LAFFORGUE

1. Résultats préliminaires

Dans cet article tout anneau commutatif sera supposé unitaire et libre signifiera toujours
libre de type fini. Soit A un anneau commutatif. On note A[[x]] l’anneau des séries formelles
et A((x)) = A[[x]][ 1

x ] l’anneau des séries de Laurent à coefficients dans A.

Le a) du lemme suivant a servi dans l’introduction.

L 1.1. – Soit r ∈ N∗ un entier strictement positif.

a) Soit g ∈ GLr(A((x))). Soient s, t ∈ Z tels que g appartienne à xsMr(A[[x]]) et g−1 ap-
partienne à x−tMr(A[[x]]). Alors xtA[[x]]r ⊂ g(A[[x]]r) ⊂ xsA[[x]]r et g(A[[x]]r)/xtA[[x]]r

est un sous-A-module facteur direct du A-module libre xsA[[x]]r/xtA[[x]]r.

b) Soient s, t ∈ Z et M un A[[x]]-module vérifiant xtA[[x]]r ⊂ M ⊂ xsA[[x]]r et tel que
M/xtA[[x]]r soit un sous-A-module facteur direct dans xsA[[x]]r/xtA[[x]]r. Alors, localement
pour la topologie de Zariski de A, M est un A[[x]]-module libre de rang r et il existe
g ∈ GLr(A((x))) tel que M = g(A[[x]]r).

Ce lemme est bien connu (voir par exemple les propositions 3.1 et 3.2.1 de [35]). Nous en
donnons une démonstration pour la commodité du lecteur.

Démonstration. – a) Choisissons un idempotent

p ∈ EndA(xs−tA[[x]]r/xt−sA[[x]]r)

dont l’image soit A[[x]]r/xt−sA[[x]]r : par exemple l’oubli des puissances strictement né-
gatives dans un développement en puissances de x. Alors gpg−1 est un idempotent de
EndA(g(xs−tA[[x]]r)/g(xt−sA[[x]]r)) dont l’image est g(A[[x]]r)/g(xt−sA[[x]]r). Or on a

g(xt−sA[[x]]r) ⊂ xtA[[x]]r ⊂ g(A[[x]]r) ⊂ xsA[[x]]r ⊂ g(xs−tA[[x]]r)

et gpg−1 induit donc un idempotent de EndA(xsA[[x]]r/xtA[[x]]r) dont l’image est
g(A[[x]]r)/xtA[[x]]r.

b) Localement pour la topologie de Zariski de A, il existe un sous-A-module libre
Q ⊂ xs−1A[[x]]r/xtA[[x]]r supplémentaire de M/xtA[[x]]r. L’intersection de xQ et de
(M/xt+1A[[x]]r) dans xsA[[x]]r/xt+1A[[x]]r est un A-module projectif de rang r, supplé-
mentaire de xM dans M , donc localement M/xM est un A-module libre de rang r et M est
un A[[x]]-module libre de rang r.

Le a) de ce lemme va nous permettre de montrer l’existence locale de relèvements de chtou-
cas locaux minuscules. Le résultat analogue pour les groupes p-divisibles est bien connu [34].

L 1.2. – Soient B une O-algèbre complète pour la topologie π-adique et I un idéal
fermé de B formé d’éléments topologiquement nilpotents. Alors tout chtouca local minuscule
(M,φM ) sur B/I se relève, localement pour la topologie de Zariski de Spf (B/I), en un
chtouca local minuscule (M̃, φ‹M ) sur B.
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Démonstration. – Localement on peut supposer que M est libre sur O “⊗ (B/I) et
on choisit une base de M . Grâce au a) du lemme 1.1, localement on peut supposer que
(z − π)φ−1

M (M)/(z − π)τM est un sous-B/I-module libre de τM/(z − π)τM et qu’il existe
P,Q ∈ GLr( O “⊗ (B/I)) et D ∈ Mr( O “⊗ (B/I)) une matrice diagonale dont les coef-
ficients diagonaux sont égaux à 1 ou z − π, tels que φM = PDQ. On relève P et Q en‹P , ‹Q ∈ Mr( O “⊗ B) et comme I est formé d’éléments topologiquement nilpotents on a‹P , ‹Q ∈ GLr( O“⊗B). On note ‹D ∈Mr( O“⊗B) la matrice égale à D obtenue en considérant
π comme un élément de B au lieu de B/I. Alors M̃ = ( O “⊗ B)r muni de φ‹M = ‹P ‹D‹Q est
un chtouca local minuscule sur B qui relève (M,φM ).

2. La catégorie des pseudo-isochtoucas locaux

Soit S un schéma formel sur Spf O (complet pour une topologie adique relativement à un
faisceau d’idéaux qui contient π). Soit O “⊗ OS [ 1

z ] le faisceau qui sur un ouvert affine Spf B

(B étant une O-algèbre complète pour une topologie adique relativement à un idéal qui
contient π) vaut O“⊗B[ 1

z ]. L’isomorphisme O = Fq[[π]] fournit l’égalité O“⊗B[ 1
z ] = B((z)).

D 2.1. – Soient s, t ∈ Z. On appelle pseudo-isochtouca local de rang r sur S et
d’amplitude⊂ [s, t] une paire (N,φN ) formée d’un O“⊗ OS [ 1

z ]-moduleN localement libre (pour
la topologie de Zariski sur S) de rang r, muni d’un isomorphisme de O“⊗ OS [ 1

z ,
1

z−π ]-modules
φN : τN [ 1

z−π ] → N [ 1
z−π ] tel que (z − π)tN ⊂ φN (τN) ⊂ (z − π)sN et que la condition

suivante soit satisfaite :
(PIL) localement pour la topologie de Zariski sur S, il existe un O “⊗ OS-module libre M de
rang r muni d’un isomorphisme M ⊗ O⊗̂ OS

O “⊗ OS [ 1
z ] = N et une constante C, tels que pour

tout n ∈ N∗, φNτφN · · · τ
n−1

φN appartienne à

z−C(z − π)s(z − πq)s · · · (z − πq
n−1

)sHom O⊗̂ OS
(τ
n

M,M)

et que (φN
τφN · · · τ

n−1

φN )−1 appartienne à

z−C(z − π)−t(z − πq)−t · · · (z − πq
n−1

)−tHom O⊗̂ OS
(M, τ

n

M).

R. – Dans cette définition la constante C est bornée localement sur S alors
que s et t sont constants. Cela est volontaire (on aurait pu définir les chtoucas locaux et
les pseudo-isochtoucas locaux en bornant seulement localement l’amplitude mais ce genre
d’objet ne paraît pas très naturel).

Un morphisme de pseudo-isochtoucas locaux (N,φN ) → (N ′, φN ′) sur S est un mor-
phisme de faisceaux de O “⊗ OS [ 1

z ]-modules f : N → N ′ tel que φN ′ ◦ τf = f ◦ φN . La
catégorie des pseudo-isochtoucas locaux sur S est K-linéaire.

Pour tout chtouca local M sur S, M ⊗ O⊗̂ OS
O “⊗ OS [ 1

z ] est un pseudo-isochtouca local
sur S. On obtient ainsi un foncteur pleinement fidèle de la catégorie des chtoucas locaux à
isogénie près sur S dans celle des pseudo-isochtoucas locaux sur S.

R. – Si S a de la π-torsion et M est un chtouca local sur S, l’amplitude du
pseudo-isochtouca local M ⊗ O⊗̂ OS

O“⊗ OS [ 1
z ] (au sens de la définition 2.1) peut être stricte-

ment plus petite que celle de M (au sens de la définition 0.1).
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Soit OL un anneau de valuation réelle (non nécessairement discrète) complet. On notemL

son idéal maximal. On note L le corps des fractions de OL. On suppose OL muni d’une
structure de O-algèbre de sorte que l’image de π dans OL soit un élément non nul de mL,
que l’on note encore π.

P 2.2. – Le foncteur de la catégorie des chtoucas locaux à isogénie près
sur OL, vers celle des pseudo-isochtoucas locaux sur OL, est une équivalence de catégories.

Démonstration. – Seule l’essentielle surjectivité reste à démontrer. Soient s, t ∈ Z. Il s’agit
d’établir qu’un pseudo-isochtouca local N d’amplitude ⊂ [s, t] est associé à un chtouca lo-
cal M d’amplitude ⊂ [s, t] (évidemment non unique, mais unique à isogénie près). Par
le lemme 2.3 ci-dessous il suffit de trouver un L[[z]]-réseau V dans le L((z))-espace vec-
toriel N ⊗ O⊗̂ OL[ 1

z ]
L((z)), qui soit préservé par φN ⊗ O⊗̂ OL[ 1

z−π ,
1
z ]

IdL((z)) (c’est-à-dire

φN ⊗ O⊗̂ OL[ 1
z−π ,

1
z ]

IdL((z))(
τV ) = V ). En effet si M est le O “⊗ OL-module libre associé à N

et V comme dans le lemme 2.3, on a φM (τM) ⊂ (z − π)sM et φ−1
M (M) ⊂ (z − π)−t τM car

(z − π)s O “⊗ OL[ 1
z ] ∩ L[[z]] = (z − π)s O “⊗ OL (et de même avec −t).

Montrons maintenant l’existence de V . Soit V1 n’importe quel L[[z]]-réseau de
N ⊗ O⊗̂ OL[ 1

z ]
L((z)). D’après la condition (PIL) de la définition 2.1 il existe C tel que

pour tout n ∈ N l’image de τ
n

V1 par φNτφN · · · τ
n−1

φN est comprise entre zCV1 et z−CV1.
On pose alors

V =
⋃
k∈N

⋂
n∈N,n≥k

φN
τφN · · · τ

n−1

φN (τ
n

V1).

Il est clair que V est un L[[z]]-réseau de N ⊗ O⊗̂ OL[ 1
z ]
L((z)), préservé par

φN ⊗ O⊗̂ OL[ 1
z−π ,

1
z ]

IdL((z)).

Il serait intéressant d’étendre ce résultat à des bases plus générales (la démonstration du
lemme 2.3 indique que des éclatements seraient nécessaires).

L 2.3. – Soit OL un anneau de valuation (non nécessairement discrète), de corps des
fractions L (on ne suppose pas que OL est complet).

a) Soient N un OL((z))-module libre de rang r, V un L[[z]]-module libre de rang r

et α : N ⊗ OL((z)) L((z)) → V ⊗L[[z]] L((z)) un isomorphisme de L((z))-modules libres.
Alors il existe un unique triplet (M,β, γ), où M est un OL[[z]]-module libre de
rang r, β : M ⊗ OL[[z]] OL((z)) → N est un isomorphisme de OL((z))-modules libres,
γ : M ⊗ OL[[z]]L[[z]]→ V est un isomorphisme de L[[z]]-modules libres, et α◦ (β⊗1) = γ⊗1.

b) Soient M et M ′ des OL[[z]]-modules libres, et

g ∈ Hom OL((z))(M ⊗ OL[[z]] OL((z)),M ′ ⊗ OL[[z]] OL((z)))

et h ∈ HomL[[z]](M ⊗ OL[[z]] L[[z]],M ′ ⊗ OL[[z]] L[[z]])

tels que g ⊗ 1 et h⊗ 1 coïncident dans

HomL((z))(M ⊗ OL[[z]] L((z)),M ′ ⊗ OL[[z]] L((z))).

Alors il existe un unique morphisme f : M →M ′ tel que g = f ⊗ 1 et h = f ⊗ 1.
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Lorsque OL est de valuation discrète, ce lemme est une variation du résultat selon lequel
un fibré sur une surface régulière moins un point se prolonge de manière unique en un fibré
sur la surface (cf. [44]) et il résulte du fait que tout module de type fini réflexif sur un anneau
local régulier de dimension 2 est libre (lemme 6 de [54]).

Démonstration. – Partant d’un OL[[z]]-module libre M0 de rang r, muni d’un isomor-
phismeM0⊗ OL[[z]] OL((z)) ' N , il s’agit de le modifier au point générique du diviseur z = 0.
On peut se limiter à traiter le cas d’une modification élémentaire supérieure, c’est-à-dire que
l’on suppose

M0 ⊗ OL[[z]] L[[z]] ⊂ V ⊂ z−1M0 ⊗ OL[[z]] L[[z]]

avec V/M0 ⊗ OL[[z]] L[[z]] un L-espace vectoriel de dimension 1 et on doit montrer que
z−1M0 ∩ V est un OL[[z]]-module libre de rang r. D’abord V/M0 ⊗ OL[[z]] L[[z]] est une
droite du L-espace vectoriel (de rang r) (z−1M0/M0) ⊗ OL L. Il est évident que l’inter-
section de OrL avec une droite de Lr est un sous-module libre de rang 1 facteur direct de
OrL : il est engendré par un générateur de cette droite dont le minimum des valuations des
coordonnées est nul. Donc il existe une base e1, . . . , er du OL-module libre z−1M0/M0

telle que Le1 = V/M0 ⊗ OL[[z]] L[[z]]. Soit f1, .., fr une base du OL[[z]]-module libre M0

telle que z−1fi mod M0 = ei pour i = 1, . . . , r. Alors (z−1f1, f2, . . . , fr) est une base du
OL[[z]]-module z−1M0 ∩ V et celui-ci est donc libre de rang r.

3. Structures de Hodge-Pink sur une base sans torsion

Nous allons associer une structure de Hodge-Pink à un pseudo-isochtouca local sur un
O-schéma formel π-adique plat. Il suffira de mener à bien cette construction dans le cas où
la base est affine et où le pseudo-isochtouca local est libre.

SoitB une O-algèbre complète pour la topologie π-adique et sans π-torsion. On dit qu’un
pseudo-isochtouca local sur B est libre s’il est libre comme O “⊗B[ 1

z ]-module.
Soit A(B) le complété de O “⊗ B[ 1

z ] pour la topologie π-adique (c’est-à-dire la topologie
relative à l’idéal O “⊗ πB[ 1

z ] de O “⊗ B[ 1
z ]). Nous commençons par en donner une autre

description.
Pour b ∈ B on note ν(b) = sup{k ∈ N, b ∈ πkB} ∈ N∪{+∞} : ce n’est pas une valuation,

mais on a ν(b+ b′) ≥ min(ν(b), ν(b′)) et ν(bb′) ≥ ν(b) + ν(b′) pour b, b′ ∈ B et ν(b) = +∞
si et seulement si b = 0. On peut dire que ν est une sous-valuation, ou une norme additive.

R. – Le lecteur peut être plus familier avec ν′ : B → R+ ∪ {+∞} défini par
ν′(b) = inf(A,vA,u) vA(u(b)), où (A, vA, u) parcourt tous les anneaux de valuation réelle
(A, vA) munis d’un morphisme u : B → A tel que vA(u(π)) = 1. On a ν′ ≥ ν. D’après
le théorème 1 du paragraphe 6.2.4 de [10], si B est topologiquement de type fini et réduite,
ν′−ν est borné surB\{0}. Nous n’utiliserons pas ν′ dans ce paragraphe, car cela entraînerait
des complications techniques.

Dans la suite on utilisera aussi ν : B[ 1
π ] → Z ∪ {+∞} définie par ν(b) = sup{k ∈ Z,

b ∈ πkB}.
Alors

A(B) = {
∑
n∈Z bnz

n, bn ∈ B, ν(b−n) tend vers +∞ quand n tend vers +∞}
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et les πk A(B) pour k ∈ N forment une base de voisinages de 0 dans A(B). Ensuite on pose

C(B) = {
∑
n∈Z bnz

n, bn ∈ B, ν(b−n)
n tend vers +∞ quand n tend vers +∞}.

On a les inclusions O “⊗B[ 1
z ] ⊂ C(B) ⊂ A(B).

R. – On a une inclusion ι : C(B) → C ′(B) où C ′(B) est défini comme C(B)

mais avec ν′ au lieu de ν. On peut aussi voir C ′(B) comme le sous-anneau de A(B) formé
des séries à coefficients dansB en la variable z et son inverse, qui convergent absolument sur
la variété rigide SpmB[ 1

π ] ×SpmK {0 < |z| < 1}. Si B est topologiquement de type fini et
réduite, ι est un isomorphisme.

On introduit α = (1− π
z )(1− πq

z )(1− πq
2

z ) · · · ∈ C(B). Comme α = 1 modulo π, α est
une unité dans A(B), donc α n’est pas diviseur de 0 dans C(B).

Pour y =
∑
n∈N bnz

n ∈ A(B), et pour w ∈ R+, on pose

νnaïf
w (y) = inf

n∈Z
nw + ν(bn) ∈ R ∪ {−∞} ∪ {+∞}.

Ce n’est pas une valuation sur A(B), mais pour y, y′ ∈ A(B) on a

νnaïf
w (y + y′) ≥ min(νnaïf

w (y), νnaïf
w (y′)) et νnaïf

w (yy′) ≥ νnaïf
w (y) + νnaïf

w (y′)

et νnaïf
w (y) = +∞ si et seulement si y = 0. Par exemple, νnaïf

w (τ
n

α−1) = −∞ pour w > qn, et
νnaïf
w (τ

n

α−1) = 0 pour w ≤ qn. On a

C(B) = {x ∈ A(B),∀w ∈ R+, ν
naïf
w (x) > −∞}.(1)

On munit C(B) de la topologie telle que les parties

{x ∈ πk C(B), νnaïf
w (x) ≥ k} = {x ∈ C(B), νnaïf

w (x) ≥ k et νnaïf
0 (x) ≥ k}

pour k ∈ N et w ∈ R+ forment une base de voisinage de 0.

R. – L’inclusion C(B) → A(B) est continue. L’inclusion ι : C(B) → C ′(B)

est continue si on munit C ′(B) de la topologie de la convergence uniforme sur les couronnes
{α < |z| < 1} pour α ∈]0, 1[.

L 3.1. – Si (yn)n∈N est une suite d’éléments de C(B) telle que pour tout w ∈ R+ la
suite νnaïf

w (yn − yn+1) tend vers +∞, alors la suite (yn) converge dans C(B) vers une limite y
et pour tout w ∈ R+, νnaïf

w (y) = limn→∞ νnaïf
w (yn).

Le lemme précédent énonce que toute suite de Cauchy converge, c’est-à-dire que C(B) est
complet.

On a un morphisme injectif cπ : C(B)→ (B[ 1
π ])[[z − π]] qui envoie z sur π + (z − π).

R. – Si B est topologiquement de type fini et réduite, le morphisme cπ est le
composé de l’isomorphisme ι : C(B)→ C ′(B) et du morphisme de restriction à un voisinage
formel de π dans le disque épointé, de C ′(B) (considéré comme un espace de fonctions sur
SpmB[ 1

π ]×SpmK {0 < |z| < 1}) vers (B[ 1
π ])[[z − π]].

On appelle topologie π-adique sur B[ 1
π ] la topologie pour laquelle les πkB, k ∈ N,

forment une base de voisinages de 0.
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L 3.2. – Pour tout k ∈ N∗ le morphisme

C(B)→ (B[ 1
π ])[[z − π]]/(z − π)k(B[ 1

π ])[[z − π]]

induit par cπ est continu lorsque l’on munit l’espace d’arrivée, qui est un B[ 1
π ]-module libre de

rang k, de la topologie π-adique.

Le morphisme cπ s’étend en un morphisme C(B)[ 1
α ] → (B[ 1

π ])((z − π)) que l’on note
encore cπ.

Le a) de la proposition suivante est une variante du lemme de rigidité de Drinfeld (lemme 3
de l’appendice de [17] et lemme 1.1.3 de [37]).

P 3.3. – Soient N et N ′ des pseudo-isochtoucas locaux libres sur B, et ρ un
morphisme de pseudo-isochtoucas locaux de la restriction de N à B/π vers la restriction de N ′

à B/π.
a) Il existe un unique morphisme R de C(B)[ 1

α ]-modules congru à ρ modulo π de
N ⊗

O⊗̂B[
1
z ]

C(B)[ 1
α ] vers N ′ ⊗

O⊗̂B[
1
z ]

C(B)[ 1
α ] vérifiant R(φN ⊗ 1) = (φN ′ ⊗ 1)τR.

b) Le morphisme R défini en a) est un morphisme de pseudo-isochtoucas locaux de N vers
N ′ si et seulement si R n’a pas de pôle en z = π, c’est-à-dire si l’image (par cπ) de

R ∈ Hom
O⊗̂B[

1
z ]

(N,N ′)⊗
O⊗̂B[

1
z ]

C(B)[ 1
α ]

dans

Hom
O⊗̂B[

1
z ]

(N,N ′)⊗
O⊗̂B[

1
z ]

(B[ 1
π ])((z − π))

appartient à

Hom
O⊗̂B[

1
z ]

(N,N ′)⊗
O⊗̂B[

1
z ]

(B[ 1
π ])[[z − π]].

R. – La construction de C(B) est compatible à la localisation. Donc l’énoncé
s’étend à tout schéma formel π-adique plat sur Spf O de la façon suivante :B 7→ C(B) est un
préfaisceau et si on note CS le faisceau associé on construitR ∈ Hom O⊗̂ OS [ 1

z ]
(N,N ′)

⊗ O⊗̂ OS [ 1
z ]

CS [ 1
α ] (l’exposant de α est borné car il dépend seulement de l’amplitude).

Démonstration. – Nous montrons d’abord a), sans utiliser la condition (PIL) de la défi-
nition 2.1.

Pour l’unicité, on remarque que si R est un morphisme de A(B)-modules de N ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

A(B) vers N ′ ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

A(B) vérifiant R(φN ⊗ 1) = (φN ′ ⊗ 1)τR, et congru à 0 modulo π,

alors comme (φN ⊗ 1) est un isomorphisme de τN ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

A(B) dans N ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

A(B),

R est congru à 0 modulo πq, puis modulo πq
2

, . . . et enfin R = 0.
L’existence de R est un énoncé local pour la topologie de Zariski sur Spf B. On suppose

donc que N et N ′ sont des O “⊗B[ 1
z ]-modules libres, ce qui permet

– de choisir des O “⊗ B-modules libres M et M ′ et des isomorphismes M [ 1
z ] = N et

M ′[ 1
z ] = N ′,

– de relever ρ en r0 ∈ Hom
O⊗̂B[

1
z ]

(N,N ′).
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On pose alors R = limn 7→+∞ rn ∈ Hom
O⊗̂B[

1
z ]

(N,N ′)⊗
O⊗̂B[

1
z ]

A(B) où

rn = φN ′ · · · τ
n−1

φN ′
τnr0

τn−1

φ−1
N · · ·φ

−1
N ∈ Hom

O⊗̂B[
1
z ]

(N,N ′)[ 1
z−π , . . . ,

1

z−πqn−1 ].

Cette limite existe car rn+1 − rn = φN ′ · · · τ
n−1

φN ′
τn
(
φN ′

τr0φ
−1
N − r0

)
τn−1

φ−1
N · · ·φ

−1
N

appartient à πq
n

Hom
O⊗̂B[

1
z ]

(N,N ′)⊗
O⊗̂B[

1
z ]

A(B).

Soit C une constante telle que φN ′ ∈ z−C(z − π)−CHom O⊗̂B(τM ′,M ′),
φ−1
N ∈ z−C(z − π)−CHom O⊗̂B(M, τM) et r0 ∈ z−CHom O⊗̂B(M,M ′). Comme

πq
n

A(B) ∩ O “⊗B = πq
n

O “⊗B on a

zC(2n+3)(z − π)2C · · · (z − πq
n

)2C(rn+1 − rn) ∈ πq
n

Hom O⊗̂B(M,M ′)

donc

α2C(rn+1 − rn) ∈ z−C(4n+5)πq
n(τn+1

α
)2C

Hom O⊗̂B(M,M ′)

et donc

α2C(rn+1 − rn) ∈ z−C(4n+5)πq
n

Hom O⊗̂B(M,M ′)⊗ O⊗̂B O “⊗B[[
πq

n+1

z
]].

Il résulte du lemme 3.1 que la suite α2Crn converge dans

Hom
O⊗̂B[

1
z ]

(N,N ′)⊗
O⊗̂B[

1
z ]

C(B)

et donc R appartient à

Hom
O⊗̂B[

1
z ]

(N,N ′)⊗
O⊗̂B[

1
z ]
α−2C C(B).

Ceci termine la démonstration de a).

Pour montrer b) on utilise la condition (PIL) de la définition 2.1. Le « seulement si »
est trivial. La preuve de « si » s’étend jusqu’au lemme 3.7. Pour tout n ∈ N, on a un
morphisme d’algèbres cπqn : C(B) → (B[ 1

π ])[[z − πq
n

]] (induit par la restriction au
voisinage formel de πq

n

dans le disque épointé {0 < |z| < 1}), qui s’étend en un morphisme
C(B)[ 1

α ] → (B[ 1
π ])((z − πq

n

)). Par hypothèse R n’a pas de pôle en z = π donc τnR

n’a pas de pôle en z = πq
n

et comme φ−1
N et φN ′ n’ont pas de pôle en z = πq, . . . , πq

n

,
R = φN ′ · · · τ

n−1

φN ′
τnRτ

n−1

φ−1
N · · ·φ

−1
N n’a pas de pôle en z = πq

n

, c’est-à-dire que
l’image de R (par cπqn ) dans Hom

O⊗̂B[
1
z ]

(N,N ′) ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

(B[ 1
π ])((z − πqn)) appartient à

Hom
O⊗̂B[

1
z ]

(N,N ′) ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

(B[ 1
π ])[[z − πq

n

]]. Le lemme 3.4 ci-dessous implique que R

appartient à Hom
O⊗̂B[

1
z ]

(N,N ′)⊗
O⊗̂B[

1
z ]

C(B).

L 3.4. – Soit x ∈ C(B)[ 1
α ] tel que, pour tout n ∈ N, l’image de x dans

(B[ 1
π ])((z − πqn)) appartienne à (B[ 1

π ])[[z − πqn ]]. Alors x appartient à C(B).

R. – L’énoncé analogue pour C ′(B) est évident.

Démonstration du lemme 3.4. – Le b) du lemme suivant renforce le lemme 3.4.
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L 3.5. – a) Soit n ∈ N. Si l’image de x ∈ C(B) dans (B[ 1
π ])[[z − πqn ]] appartient à

(z − πqn)(B[ 1
π ])[[z − πqn ]], alors x = (1− πq

n

z )y, avec y ∈ C(B), et pour tout w ∈ R+ on a

νnaïf
w (y) = νnaïf

w (x)−min(0, qn − w) = νnaïf
w (x)− νnaïf

w (1− πq
n

z
).

b) Soit x ∈ C(B) tel que, pour tout n ∈ N, l’image de x dans
(B[ 1

π ])[[z − πqn ]] appartienne à (z − πqn)(B[ 1
π ])[[z − πqn ]]. Alors x = αy avec y ∈ C(B) et

pour tout w ∈ R+ on a

νnaïf
w (y) = νnaïf

w (x)−
∞∑
n=0

min(0, qn − w) = νnaïf
w (x)− νnaïf

w (α).

Démonstration. – Montrons d’abord a). A priori y est dans A(B). Grâce à (1) l’apparte-
nance de y à C(B) résulte de la formule pour νnaïf

w (y), que nous allons établir. D’abord l’iné-

galité νnaïf
w (y) ≤ νnaïf

w (x)− νnaïf
w (1− πq

n

z ) est une propriété générale. Nous devons montrer
l’inégalité inverse. Posons x =

∑
m∈Z bmz

m. L’appartenance de x à (z−πqn)(B[ 1
π ])[[z−πqn ]]

équivaut à l’égalité ∑
m∈Z

bm(πq
n

)m = 0 dans B[ 1
π ].(2)

On a alors y = (1− πq
n

z )−1x, donc y =
∑
m∈Z cmz

m, avec

cm = bm + (πq
n

)bm+1 + (πq
n

)2bm+2 + · · ·(3)

Grâce à (2) on a aussi

cm = −(πq
n

)−1bm−1 − (πq
n

)−2bm−2 − · · ·(4)

Dans le cas où w ≤ qn, la formule (3) donne

mw + ν(cm) ≥ inf(mw + ν(bm),mw + qn + ν(bm+1), . . . )

≥ inf(νnaïf
w (x), νnaïf

w (x) + qn − w, . . . ) = νnaïf
w (x).

Dans le cas où w > qn, la formule (4) donne

mw + ν(cm) ≥ inf(mw − qn + ν(bm−1),mw − 2qn + ν(bm−2), . . . )

≥ inf(νnaïf
w (x)− qn + w, νnaïf

w (x)− 2qn + 2w, . . . ) = νnaïf
w (x)− qn + w.

Montrons maintenant le b). Grâce à a), pour tout entier n ∈ N on peut écrire

x = (1− π
z ) · · · (1− πq

n−1

z )yn avec yn ∈ C(B) et, pour toutw ∈ R+, νnaïf
w (yn) ≥ νnaïf

w (x). On

a yn = (1− πq
n

z )yn+1 donc yn− yn+1 = −π
qn

z yn+1 et νnaïf
w (yn− yn+1) ≥ qn−w+ νnaïf

w (x).
Donc par le lemme 3.1 la suite (yn) converge dans C(B) et on note y sa limite. Soit w ∈ R+.
D’après a) et le lemme 3.1 on a

νnaïf
w (yn) = νnaïf

w (x)−
n−1∑
m=0

min(0, qm − w) et νnaïf
w (y) = lim

n 7→∞
νnaïf
w (yn),

d’où la formule pour νnaïf
w (y). Le lemme 3.5 est démontré et donc le lemme 3.4 l’est égale-

ment.
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Le lemme 3.5 permet d’étendre νw de C(B) à C(B)[ 1
α ]. Cela fait l’objet de la définition

suivante.

D 3.6. – On définit νw : C(B)[ 1
α ]→ R∪{+∞} en posant, pour x ∈ α−t C(B),

νw(x) = νnaïf
w (αtx)− tνnaïf

w (α) (grâce au lemme 3.5, le résultat ne dépend pas de t).

On note que la restriction de νnaïf
w à C(B)[ 1

α ] ⊂ A(B) n’est pas égale à νw (car elle prend
souvent la valeur −∞) d’où l’adjectif « naïf ».

Dans la suite on utilisera souvent la convention suivante : si M et M ′ sont des
O “⊗B-modules libres, S ∈ Hom O⊗̂B(M,M ′)⊗ O⊗̂B C(B)[

1

α
] et w ∈ R+, νw(S) = min

i,j
νw(sij)

où les sij sont les coefficients de S dans des bases de M et M ′ sur O “⊗ B (il est clair que
νw(S) ne dépend pas du choix de ces bases).

Suite de la démonstration de la proposition 3.3. – On sait maintenant que R appartient à
Hom

O⊗̂B[
1
z ]

(N,N ′) ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

C(B). On rappelle qu’on a choisi des O “⊗ B-modules libres

M et M ′ munis d’isomorphismes M [ 1
z ] = N et M ′[ 1

z ] = N ′. D’après la condition (PIL) de
la définition 2.1, il existe une constante C, telle que pour tout n ∈ N∗, φN ′τφN ′ · · · τ

n−1

φN ′

appartienne à

z−C(z − π)−C(z − πq)−C · · · (z − πq
n−1

)−CHom O⊗̂B(τ
n

M ′,M ′)

et que (φN
τφN · · · τ

n−1

φN )−1 appartienne à

z−C(z − π)−C(z − πq)−C · · · (z − πq
n−1

)−CHom O⊗̂B(M, τ
n

M).

Soit n ∈ N. On a

z2C(z − π)2C · · ·(z − πq
n−1

)2CR

=
(
zC(z − π)C · · · (z − πq

n−1

)CφN ′
τφN ′ · · · τ

n−1

φN ′
)

τnR
(
zC(z − π)C · · · (z − πq

n−1

)C τn−1

φ−1
N · · ·

τφ−1
N φ−1

N

)
.

On a donc νqn(z2C(z − π)2C · · · (z − πq
n−1

)2CR) ≥ νqn(τ
n

R) ≥ qnν1(R). Le lemme 3.5
implique alors

νqn(R) ≥ qnν1(R)− 2C(qn + qn−1 + · · ·+ 1).

Il existe donc une constante C ′ ∈ R telle que pour tout n ∈ N on ait νqn(R) ≥ C ′qn. Le
lemme suivant montre queR a ses coefficients dans O“⊗B[ 1

z ], ce qui achève la démonstration
de la proposition 3.3.

L 3.7. – Soit x ∈ C(B). On suppose qu’il existe C ′ ∈ R tel que νqn(x) ≥ C ′qn pour
tout n ∈ N. Alors x appartient à O “⊗B[ 1

z ].

Démonstration. – On écrit x =
∑
m∈Z xmz

m. Soit m ∈ Z. Pour tout n ∈ N on a donc
ν(xm) ≥ C ′qn −mqn, d’où xm = 0 si C ′ > m. On a donc x ∈ z−[−C′] O “⊗ B en notant [.]

la partie entière.
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Dans toute la suite de ce paragraphe on fixe un corps parfait k contenant Fq et on suppose
que la base S est un schéma π-adique plat sur Spf O“⊗k. On notera S0 le fermé de S d’idéal π
(comme S est π-adique c’est en fait un schéma sur k).

Soit (D,φD) un isochtouca local sur k. Il jouera le rôle de F -isocristal, ou de module de
Dieudonné rationnel pour rigidifier le pseudo-isochtouca local N , comme dans [51].

D 3.8. – Soit (N,φN ) un pseudo-isochtouca local sur S. On appelle
rigidification modulo π un isomorphisme ρ entre la restriction de (N,φN ) à S0 et l’image
inverse de (D,φD) à S0.

Alors à un pseudo-isochtouca local rigidifié ((N,φN ), ρ) on va associer une structure de
Hodge-Pink sur la fibre générique Srig de S au sens de Raynaud.

D 3.9. – Soit S une variété rigide analytique sur SpmK. Soient s, t ∈ Z. Une
structure de Hodge-Pink sur D définie sur S d’amplitude ⊂ [s, t] est un O S [[z − π]]-module V
localement libre muni d’un isomorphisme

V ⊗ O S [[z−π]] O S((z − π)) ' τD ⊗k((z)) O S((z − π))

et tel qu’en posant UD = τD ⊗k((z)) O S [[z − π]] on ait

(z − π)−sUD ⊂ V ⊂ (z − π)−tUD.

Le morphisme k((z)) → O S [[z − π]] utilisé dans la définition précédente envoie k dans
O S et z sur π + (z − π).

R. – Dans la définition précédente O S [[z − π]] est un faisceau mais n’est pas
quasi-cohérent et O S((z−π)) n’est qu’un préfaisceau. Voici, grâce au lemme 1.1, une version
équivalente plus terre-à-terre de la définition : une structure de Hodge-Pink d’amplitude
⊂ [s, t] est un sous- O S-module localement facteur direct et stable par multiplication par z−π
dans le O S-module libre de type fini (z − π)−tUD/(z − π)−sUD.

Pour construire la structure de Hodge-Pink associée à un pseudo-isochtouca on suppose
d’abord que la base est affine et que le pseudo-isochtouca est libre. Soient donc B une
O“⊗k-algèbre complète pour la topologie π-adique et sans π-torsion, et (N,φN ) un pseudo-
isochtouca local libre sur B.

L 3.10. – Il existe un unique morphismeR de C(B)[ 1
α ]-modules congru à ρmodulo π

de N ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

C(B)[ 1
α ] vers D ⊗k((z)) C(B)[ 1

α ] vérifiant

R(φN ⊗ 1) = (φD ⊗ 1)τR.

De plus c’est un isomorphisme de C(B)[ 1
α ]-modules.

Démonstration. – L’unicité de R se démontre comme dans a) de la proposition 3.3, en
remplaçant φN ′ par φD. L’existence se démontre aussi comme dans a) de la proposition 3.3
grâce au fait que la condition (PIL) de la définition 2.1 (qui n’est pas vérifiée par φD) n’y était
pas utilisée. Cependant nous reprenons l’argument pour la commodité du lecteur.

Par hypothèse N est un O “⊗B[ 1
z ]-module libre, ce qui permet

– de choisir un O “⊗ B-module libre M avec un isomorphisme M [ 1
z ] = N , ainsi qu’un

k[[z]]-réseau ∆ de D,
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– de relever ρ ∈ Hom
O⊗̂B/πB[

1
z ]

(N ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

O“⊗B/πB[ 1
z ], D⊗k((z)) O“⊗B/πB[ 1

z ]) en

r0 ∈ Hom
O⊗̂B[

1
z ]

(N,D ⊗k((z)) O “⊗B[ 1
z ]).

On pose alors

R = lim
n 7→+∞

rn dans Hom
O⊗̂B[

1
z ]

(N,D ⊗k((z)) O “⊗B[ 1
z ])⊗

O⊗̂B[
1
z ]

A(B)

où

rn = φD · · · τ
n−1

φD
τnr0

τn−1

φ−1
N · · ·φ

−1
N ∈ Hom

O⊗̂B[
1
z ]

(N,D ⊗k((z)) O “⊗B[ 1
z ])[ 1

z−π , . . . ,
1

z−πqn−1 ].

Cette limite existe car rn+1 − rn = φD · · · τ
n−1

φD
τn
(
φD

τr0φ
−1
N − r0

)
τn−1

φ−1
N · · ·φ

−1
N

appartient à πq
n

Hom
O⊗̂B[

1
z ]

(N,D ⊗k((z)) O “⊗B[ 1
z ])⊗

O⊗̂B[
1
z ]

A(B).

Soit C une constante telle que φ−1
N ∈ z−C(z − π)−CHom O⊗̂B(M, τM),

φD ∈ z−CHomk[[z]](
τ∆,∆) et r0 ∈ z−CHom O⊗̂B(M,∆⊗k[[z]] O “⊗B). Alors

(rn+1 − rn) ∈ z−C(2n+3)(z − π)−C · · · (z − πq
n

)−Cπq
n

Hom O⊗̂B(M,∆⊗k[[z]] O “⊗B)

donc

αC(rn+1 − rn) ∈ z−C(3n+4)πq
n(τn+1

α
)C

Hom O⊗̂B(M,∆⊗k[[z]] O “⊗B)

et donc

αC(rn+1 − rn) ∈ z−C(3n+4)πq
n

Hom O⊗̂B(M,∆⊗k[[z]] O “⊗B)⊗ O⊗̂B O “⊗B[[
πq

n+1

z
]].

Le lemme 3.1 montre que la suite αCrn converge dans C(B). Donc R appartient à
Hom

O⊗̂B[
1
z ]

(N,D ⊗k((z)) O “⊗B[ 1
z ])⊗

O⊗̂B[
1
z ]
α−C C(B). Ceci termine la démonstration de

l’existence de R.

De la même façon, on choisit un relèvement r′0 ∈ Hom
O⊗̂B[

1
z ]

(D ⊗k((z)) O “⊗ B[ 1
z ], N)

de ρ−1, on pose R′ = limn7→+∞ φN · · · τ
n−1

φN
τnr′0

τn−1

φ−1
D · · ·φ

−1
D et on montre que R′

appartient à Hom
O⊗̂B[

1
z ]

(D ⊗k((z)) O “⊗ B[ 1
z ], N) ⊗

O⊗̂B[
1
z ]

C(B)[ 1
α ]. Une adaptation de

l’argument d’unicité deRmontre queR′R = 1 etRR′ = 1, doncR est un isomorphisme.

Nous allons maintenant définir la structure de Hodge-Pink sur D. Le morphisme
cπ : C(B) → (B[ 1

π ])[[z − π]] s’étend en des morphismes C(B)[ 1
τα ] → (B[ 1

π ])[[z − π]]

et C(B)[ 1
α ] → (B[ 1

π ])((z − π)). Par conséquent R s’étend en un isomorphisme de
(B[ 1

π ])((z − π))-modules de N ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

(B[ 1
π ])((z − π)) vers D ⊗k((z)) (B[ 1

π ])((z − π)) et
τR s’étend en un isomorphisme de (B[ 1

π ])[[z − π]]-modules de τN ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

(B[ 1
π ])[[z − π]]

vers τD ⊗k((z)) (B[ 1
π ])[[z − π]].

D 3.11. – La structure de Hodge-Pink V associée au pseudo-isochtouca local
libre (N,φN ) sur B et à l’isomorphisme ρ entre les pseudo-isochtoucas locaux

(N ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

O “⊗ (B/πB)[ 1
z ], φN ⊗ 1) et (D ⊗k((z)) O “⊗ (B/πB)[ 1

z ], φD ⊗ 1)
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sur B/πB est le (B[ 1
π ])[[z − π]]-sous-module (localement libre pour la topologie de Zariski

sur Spf B) de τD ⊗k((z)) (B[ 1
π ])((z − π)) défini par

V = τR(φ−1
N (N ⊗

O⊗̂B[
1
z ]

(B[ 1
π ])[[z − π]]))

= (φD ⊗ 1)−1(R(N ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

(B[ 1
π ])[[z − π]])).

La construction précédente se faisceautise et permet d’associer à tout pseudo-isochtouca
(N,φN ) muni d’une rigidification ρ par (D,φD) sur un schéma formel π-adique plat S
au-dessus de Spf O“⊗k une structure de Hodge-Pink surD définie sur la fibre générique Srig

de S au sens de Raynaud.

On revient à la situation de la définition 3.11. La proposition 3.12 ci-dessous (qui est une
forme plus explicite du b) de la proposition 3.3) montre que V détermine de manière unique
R(N) ⊂ D⊗k((z)) C(B)[ 1

α ], et par conséquent détermine le couple ((N,φN ), ρ) à un unique
isomorphisme près.

Soit ‹N l’ensemble des x ∈ D ⊗k((z)) C(B)[ 1
α ], tels que

– pour tout n ∈ N, l’image de x dans D ⊗k((z)) (B[ 1
π ])((z − πq

n

)) appartienne à
φD · · · τ

n

φD
τnV ,

– il existe une constante C ∈ R telle que pour tout n ∈ N,

νqn((φD · · · τ
n−1

φD)−1x) ≥ Cqn.

Pour donner un sens à la dernière condition il faut choisir un réseau ∆ de D : dans une

base sur k[[z]] de τn∆ on écrit (φD · · · τ
n−1

φD)−1x =

Ç y1

...
yr

å
avec yi ∈ C(B)[ 1

α ] et on

pose νqn((φD · · · τ
n−1

φD)−1x) = min(νqn(y1), . . . , νqn(yr)). Comme νqn(zb) = qn + νqn(b)

pour tout b ∈ C(B)[ 1
α ], si on change ∆ la dernière condition reste vraie pour une autre

constante C, donc la définition de ‹N ne dépend pas du choix d’un réseau ∆ deD. On vérifie
facilement que (φD ⊗ 1)(τÑ [ 1

z−π ]) = Ñ [ 1
z−π ].

P 3.12. – On a R(N) = ‹N .

Démonstration. – On suppose (N,φN ) d’amplitude ⊂ [s, t]. Comme l’énoncé est local
pour la topologie de Zariski sur Spf B on peut supposer N libre sur O“⊗B[ 1

z ]. On fixe alors
un O“⊗B-module libreM muni d’un isomorphismeN = M [ 1

z ] et une constanteC0 telle que
la condition (PIL) de la définition 2.1 soit satisfaite (avec C0 au lieu de C). On fixe aussi un
réseau ∆ deD. Grâce à ∆ etM toutes les valuations qui vont suivre seront bien définies. On
choisit des bases de M et de ∆. Ce sont donc aussi des bases de N et de D. On va appliquer
les lemmes 3.4 et 3.7 aux cordonnées d’un élément de R−1(‹N). En effet R−1(‹N) est formé
des y ∈ N ⊗

O⊗̂B[
1
z ]

C(B)[ 1
α ] tels que
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– pour tout n ∈ N, l’image de y dans N ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

(B[ 1
π ])((z − πqn)) appartienne à

R−1(φD · · · τ
n

φD
τnV ) = R−1(φD · · · τ

n−1

φD
τnR(τ

n

N ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

(B[ 1
π ])[[z − πq

n

]]))

= φN · · · τ
n−1

φN (τ
n

N ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

(B[ 1
π ])[[z − πq

n

]])

= N ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

(B[ 1
π ])[[z − πq

n

]]

puisque φN , . . . , τ
n−1

φN n’ont pas de pôle en z = πq
n

. D’après le lemme 3.4 cette
condition équivaut à y ∈ N ⊗

O⊗̂B[
1
z ]

C(B).

– il existe C ∈ R telle que pour tout n ∈ N,

νqn((φD · · · τ
n−1

φD)−1Ry) ≥ Cqn.

Comme τn−1

φ−1
D · · ·φ

−1
D Ry = τnRτ

n−1

φ−1
N · · ·φ

−1
N y cette condition équivaut à l’exis-

tence de C ∈ R telle que, pour tout n ∈ N,

νqn(τ
n

Rτ
n−1

φ−1
N · · ·φ

−1
N y) ≥ Cqn.

Il existe C1 ∈ N tel que les coefficients de R et R−1 appartiennent à z−C1 O “⊗ OL[[πz ]],
d’où νqn(τ

n

R) ≥ −C1q
n et νqn(τ

n

R−1) ≥ −C1q
n et donc

|νqn(τ
n

Rτ
n−1

φ−1
N · · ·φ

−1
N y)− νqn(τ

n−1

φ−1
N · · ·φ

−1
N y)| ≤ C1q

n.

Enfin la condition (PIL) et le lemme 3.5 donnent l’encadrement suivant :

−t(qn−1 + · · ·+ 1)− C0 + νqn(y) ≤ νqn(τ
n−1

φ−1
N · · ·φ

−1
N y)

≤ −s(qn−1 + · · ·+ 1) + C0 + νqn(y).

On voit alors que cette condition équivaut à l’existence de C ∈ R telle que, pour
tout n ∈ N, νqn(y) ≥ Cqn.

La première condition équivaut à y ∈ N ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

C(B). Sous cette hypothèse, grâce au

lemme 3.7, la deuxième condition équivaut à y ∈ N , ce qui termine la démonstration de la
proposition 3.12.

On peut exprimer la construction précédente en termes de catégories, en se plaçant de
nouveau sur une base générale.

D 3.13. – a) Soient S un schéma π-adique plat sur Spf O “⊗ k et S0 le fermé de
S d’idéal π. On appelle pseudo-isochtouca local rigidifié modulo π par un isochtouca local sur
k un triplet ((D,φD), (N,φN ), ρ) où (N,φN ) est un pseudo-isochtouca local sur S, (D,φD)

un isochtouca local sur k, et ρ un isomorphisme entre la restriction de (N,φN ) à S0 et l’image
inverse de (D,φD) à S0. Les morphismes sont évidents.

b) Soit S une variété rigide analytique sur SpmK. La catégorie des isochtoucas locaux sur k
avec structure de Hodge-Pink définie sur S est la catégorie des triplets (D,φD, V ), où (D,φD)

est un isochtouca local sur k, et V est une structure de Hodge-Pink sur D définie sur S (au
sens de la définition 3.9). Un morphisme (D,φD, V )→ (D′, φD′ , V

′) dans cette catégorie est
un morphisme f : (D,φD)→ (D′, φD′) d’isochtoucas locaux sur k tel que (τf ⊗ 1)(V ) ⊂ V ′.

Dans cette définition, (D,φD) joue le rôle du F -isocristal de [51].
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P 3.14. – Soit S un schéma π-adique plat sur Spf O “⊗ k. Le foncteur

((D,φD), (N,φN ), ρ) 7→ (D,φD, V )

de la catégorie des pseudo-isochtoucas locaux sur S rigidifiés modulo π par un isochtouca local
sur k vers la catégorie des isochtoucas locaux sur k avec structure de Hodge-Pink définie sur
Srig est pleinement fidèle.

Démonstration. – Cela résulte immédiatement de la proposition 3.3, car c’est un énoncé
local.

On note que la proposition 3.12 construit explicitement un quasi-inverse de ce foncteur
sur son image essentielle. On appellera admissibles les objets de son image essentielle.

P 3.15. – Soit S un schéma π-adique plat sur Spf O “⊗ k. Une extension de
deux isochtoucas locaux sur k avec structure de Hodge-Pink (définie sur Srig) admissibles est
admissible.

Plus précisément, soient ((D,φD), (N,φN ), ρ) et ((D′′, φD′′), (N
′′, φN ′′), ρ

′′) des pseudo-
isochtoucas locaux rigidifiés modulo π, et (D,φD, V ) et (D′′, φD′′ , V

′′) les isochtoucas
locaux sur k avec structure de Hodge-Pink qui leur sont associés. Alors toute extension de
(D′′, φD′′ , V

′′) par (D,φD, V ) provient d’une extension de ((D′′, φD′′), (N
′′, φN ′′), ρ

′′) par
((D,φD), (N,φN ), ρ).

Si S est une variété rigide analytique sur SpmK et (D,φD), (D′, φD′), (D
′′, φD′′) sont des

isochtoucas locaux sur k avec des structures de Hodge-Pink V, V ′, V ′′ définies sur S, une
suite exacte courte dans la catégorie des isochtoucas locaux sur k avec structure de Hodge-
Pink est une suite exacte 0→ D → D′ → D′′ → 0 dans la catégorie des isochtoucas locaux
sur k telle que V ′′ soit l’image de V dans τD′′ ⊗k((z)) O S((z − π)) et V l’intersection de V ′

avec τD ⊗k((z)) O S((z − π)).

Démonstration. – Grâce à la pleine fidélité du foncteur établie dans la proposition 3.14,
on voit qu’il suffit de montrer l’énoncé dans le cas où S est affine et où N et N ′′ sont libres.
On suppose donc que S = Spf B où B est une O “⊗ k-algèbre complète pour la topologie
π-adique et sans π-torsion, et que (N,φN ) et (N ′′, φN ′′) sont des pseudo-isochtoucas locaux
libres sur B.

On se ramène à montrer la proposition 3.15 dans le cas où (D′′, φD′′ , VD′′) est trivial (on
indiquera dans une remarque comment le lecteur qui le souhaiterait peut traiter directement
le cas général, au prix de notations plus compliquées). En effet la catégorie des pseudo-
isochtoucas locaux rigidifiés modulo π et celle des isochtoucas locaux sur k avec structure
de Hodge-Pink possèdent des opérations produit tensoriel et dual. Par exemple (en oubliant
les rigidifications pour simplifier les notations), le produit tensoriel de (N,φN ) et du dual
de (N ′′, φN ′′) est (N ⊗ N ′′∗, φN ⊗ tφ−1

N ′′) et il est équivalent de se donner une extension de
( O“⊗B[ 1

z ], Id) par cet objet ou une extension de (N,φN ) par (N ′′, φN ′′). On est donc ramené
à montrer la proposition 3.15 dans le cas où (D′′, φD′′ , VD′′) est trivial, c’est-à-dire

D′′ = k((z)), φD′′ = Id, et VD′′ = (B[ 1
π ])[[z − π]].

On doit montrer que D′ est admissible. On a un pseudo-isochtouca local libre (N,φN ) et
un isomorphisme ρ entre la restriction de (N,φN ) à B/πB et l’image inverse de (D,φD) à
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B/πB, tel que V soit associé à (N,φN ) et ρ, on se donne une extensionD′ = (D′, φD′ , V
′) de

D′′ par D et on va trouver un pseudo-isochtouca local libre (N ′, φN ′) extension du pseudo-
isochtouca local trivial par (N,φN ), et ρ′ extension de ρ, tels que V ′ soit associé à (N ′, φN ′)

et ρ′.

On fixe un isomorphisme de k((z))-espaces vectoriels D′ = D ⊕ k((z)). On a alors

φD′ =

(
φD Y

0 1

)
pour un certain Y ∈ D et V ′ est un (B[ 1

π ])[[z − π]]-réseau de

τD′ ⊗k((z)) (B[ 1
π ])((z − π)) qui est une extension de (B[ 1

π ])[[z − π]] par V . Il existe
T ∈ τD ⊗k((z)) (B[ 1

π ])((z − π)) tel que

(T, 1) ∈ τD ⊗k((z)) (B[ 1
π ])((z − π))⊕ (B[ 1

π ])((z − π)) = τD′ ⊗k((z)) (B[ 1
π ])((z − π))

appartienne à V ′ et T est unique modulo V . En d’autres termes V ′ est déterminé par un
élément T ∈ τD ⊗k((z)) (B[ 1

π ])((z − π))/V .

On poseN ′ = N⊕ O“⊗B[ 1
z ] comme O“⊗B[ 1

z ]-module, avec ρ′ =

(
ρ 0

0 1

)
. SoitX0 ∈ N [ 1

z−π ]

dont la réduction modulo π est ρ−1Y . On pose φN ′ =

(
φN X0 +X

0 1

)
, avec X ∈ πN [ 1

z−π ]

arbitraire (nous choisirons ensuite X tel que la structure de Hodge-Pink associée à φN ′

soit V ′).

L 3.16. – Avec les notations précédentes (N ′, φN ′) est un pseudo-isochtouca local.

Démonstration. – La condition (PIL) de la définition 2.1 est vérifiée car dans le produit
φN ′

τφN ′ · · · τ
n−1

φN ′ le terme non diagonal apparaît 0 ou 1 fois, donc n’ajoute pas de déno-
minateur en z d’ordre plus grand qu’une constante indépendante de n, et il en va de même
pour τ

n−1

φ−1
N ′ · · · τφ

−1
N ′φ

−1
N ′ .

On va montrer qu’on peut choisir X de sorte que si

R′ : N ′ ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

C(B)[
1

α
]→ D′ ⊗k((z)) C(B)[

1

α
]

est l’unique morphisme congru à ρ′ modulo π vérifiant

R′(φN ′ ⊗ 1) = (φD′ ⊗ 1)τR′

alors

τR′(φ−1
N ′ (N

′ ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

(B[ 1
π ])[[z − π]])) = φ−1

D′ (R
′(N ′ ⊗

O⊗̂B[
1
z ]

(B[ 1
π ])[[z − π]]))

⊂ τD′ ⊗k((z)) (B[ 1
π ])((z − π))

soit l’extension V ′ de (B[ 1
π ])[[z−π]] par V qui est donnée au départ (et qui est une extension

absolument arbitraire). On a R′ =

(
R Z

0 1

)
pour un certain

Z ∈ D ⊗k((z)) C(B)[
1

α
] ⊂ D ⊗k((z)) (B[ 1

π ])((z − π))
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dépendant de X et il s’agit de montrer que l’on peut trouver X tel que φ−1
D (Z) ∈ τD⊗k((z))

(B[ 1
π ])((z − π)) soit égal modulo V à

T ∈ τD ⊗k((z)) (B[ 1
π ])((z − π))/V.

Cela est équivalent à la condition suivante :

R−1(Z) ∈ N ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

(B[ 1
π ])((z − π))

est égal modulo N ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

(B[ 1
π ])[[z − π]] à

φN (τR−1(T )) = R−1(φD(T )) ∈ N ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

(
(B[ 1

π ])((z − π))/(B[ 1
π ])[[z − π]]

)
.

Calculons R−1(Z) en fonction de X. Comme R′ =

(
R Z

0 1

)
vérifie

R′

(
φN X0 +X

0 1

)
=

(
φD Y

0 1

)
τR′,

on obtient l’équation Z = (Y −RX0 −RX) + φD
τZ, d’où

R−1(Z) = R−1(Y )−X0 −X + φN
τ(R−1(Z)).

On a donc

R−1(Z) = R−1(Z0)− (X + φN
τX + φN

τφN
τ2

X + · · · )

où Z0 correspond à X = 0 et où la somme dans le membre de droite converge au
sens suivant : si C est tel que φN ∈ (z − π)−CHom(τN,N) et X ∈ π

(z−π)C
N , la série

αC(X + φN
τX + φN

τφN
τ2

X + · · · ) converge dans N ⊗
O⊗̂B[

1
z ]

C(B). Grâce au lemme 3.2

on est donc ramené à montrer le lemme suivant (avec φ égal à la matrice de φN dans une
base de N ).

L 3.17. – Soient C ∈ N∗ et φ ∈ z−C(z − π)−CMr( O “⊗B). Alors l’application

θ :
( π

(z − π)C
O “⊗B[ 1

z ]
)r → 1

(z − π)C
(B[ 1

π ])[[z − π]]r/(B[ 1
π ])[[z − π]]r

qui à X associe X + φτX + φτφτ
2

X + · · · est surjective.

Démonstration. – L’espace d’arrivée 1
(z−π)C

(B[ 1
π ])[[z − π]]r/(B[ 1

π ])[[z − π]]r est un

B[ 1
π ]-module libre de dimension Cr muni de la topologie π-adique (comme dans le

lemme 3.2). L’application

θ0 :
( π

(z − π)C
O “⊗B[ 1

z ]
)r → 1

(z − π)C
(B[ 1

π ])[[z − π]]r/(B[ 1
π ])[[z − π]]r

qui à X associe X est clairement surjective. D’autre part pour tout
X ∈

(
π

(z−π)C
O “⊗ B[ 1

z ]
)r

la suite θ((πz )q
k

X) tend vers θ0(X), pour la topologie π-adique,

quand k tend vers l’infini. En effet si qk ≥ C on a θ((πz )q
k

X) = X + πq
k+1−qkφτX +

πq
k+2−qkφτφτ

2

X + · · · Donc l’image de θ est dense.
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Pour tout k > C2, on a

θ0(
( πk

(z − π)C
O “⊗B)r) = πk

( 1

(z − π)C
B[[z − π]]r/B[[z − π]]r

)
et (θ − θ0)(

( πk

(z − π)C
O “⊗B)r) ⊂ πqk−2C2

( 1

(z − π)C
B[[z − π]]r/B[[z − π]]r

)
.

Pour la dernière inclusion on utilise le fait que πC

z ,
πC

z−πq ,
πC

z−πq2
, . . . appartiennent à

B[[z − π]]/(z − π)CB[[z − π]] ⊂ (B[ 1
π ])[[z − π]]/(z − π)C(B[ 1

π ])[[z − π]] ainsi que
l’égalité qk − 2C2 = infi∈N∗ q

ik − 2iC2. Donc l’image de θ contient un voisinage de 0. Ceci
achève la démonstration du lemme 3.17 et donc celle de la proposition 3.15.

R. – On peut adapter la démonstration précédente au cas général où l’on ne
suppose pas (D′′, φD′′ , VD′′) trivial, en prenant Y ∈ D ⊗D′′∗, X ∈ πN ⊗N ′′∗[ 1

z−π ], et en
appliquant le lemme 3.17 à la matrice de φN ⊗ tφ−1

N ′′ dans une base de N ⊗N ′′∗.

4. Puissances divisées adaptées à une théorie entière

SoitB une O-algèbre complète pour la topologie π-adique et sans π-torsion. Soitm ∈ N∗.
Considérons la catégorie des chtoucas locaux (M,φM ) d’amplitude⊂ [0,m], c’est-à-dire tels
que φM et (z − π)mφ−1

M n’aient pas de dénominateurs en z − π : m = 1 correspond au
cas minuscule. Dans les paragraphes 5, 6 et 10 nous construirons un début de théorie entière
pour les chtoucas locaux minuscules. La proposition suivante indique quelle condition de
puissances divisées on doit imposer à un idéal I deB pour queM soit déterminé par sa classe
d’isogénie et sa réduction modulo I (cela est nécessaire pour l’existence d’une théorie entière
relativement à ces puissances divisées). Le lecteur constatera que pour m > 1 le résultat
n’est pas bon, et notamment moins bon qu’en inégales caractéristiques, c’est pourquoi nous
nous restreignons dans les paragraphes 5, 6 et 10 aux chtoucas locaux minuscules. Dans le
paragraphe 11 nous retrouverons une situation comparable à celle d’inégales caractéristiques
en nous restreignant aux chtoucas locaux tranquilles (nous verrons aussi que les chtoucas
locaux minuscules sont tranquilles).

Soient (M,φM ) et (M ′, φM ′) des chtoucas locaux d’amplitude ⊂ [0,m]. Dans la suite, si
I est un idéal fermé deB et k ∈ N∗, on note I(k) l’idéal fermé deB engendré par les xk pour
x ∈ I.

P 4.1. – Soit I un idéal fermé de B tel que I(q−1)

πm soit inclus dans B ⊂ B[ 1
π ]

et soit formé d’éléments topologiquement nilpotents de B. Si f est un morphisme de chtoucas
locaux de (M,φM ) dans (M ′, φM ′), tel que f modulo I est divisible par z, alors f est divisible
par z.

Autrement dit la connaissance de M à isogénie près et de M/I détermine M .

Démonstration. – Soient M = M/zM , M ′ = M ′/zM ′, et φM , φM ′ , (z − π)mφ−1
M ,

(z − π)mφ−1
M ′ , f et τf les réductions deφM ,φM ′ , (z−π)mφ−1

M , (z−π)mφ−1
M ′ , f et τf modulo z.

On a (−π)mf = φM ′◦τf◦(z − π)mφ−1
M . Comme f est nul modulo un idéal de type fini J ⊂ I,

τf est nul modulo J (q) et f est nul modulo J(q)

πm . En itérant on voit que pour tout k ∈ N, f
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est nul modulo J(qk)

πm(1+q+···+qk−1)
⊂ (J

(q−1)

πm )(1+q+···+qk−1). Comme B est séparé, f = 0 et la
proposition est démontrée.

Voici maintenant un contre-exemple montrant que dans la proposition 4.1 l’hypothèse de
nilpotence topologique des puissances divisées est nécessaire. Supposons que B contient ζ
tel que ζq−1 = (−π)m. Alors(

1 ζ
z

0 1

)(
1 0

0 (z − π)m

)(
1 − ζ

q

z

0 1

)
=

(
1 ζ(z−π)m−ζq

z

0 (z − π)m

)
et cette dernière matrice n’a pas de dénominateur en z. Posons

M = ( O “⊗B)2 muni de φM =

(
1 0

0 (z − π)m

)

et M ′ = ( O “⊗B)2 muni de φM ′ =

(
1 ζ(z−π)m−ζq

z

0 (z − π)m

)
.

Alors f = z

(
1 ζ
z

0 1

)
est un morphisme de (M,φM ) vers (M ′, φM ′) qui n’est pas divisible

par z alors que sa réduction modulo I = (ζ) est divisible par z.

5. Cristaux associés aux chtoucas locaux minuscules

Dans ce paragraphe, nous considérons des puissances divisées au sens de Honda et de
Gross-Hopkins [33]. Nous montrons comment associer un « O-cristal » (au sens de Honda
et de Gross-Hopkins) à un chtouca local minuscule sur une base affine π-adique (pouvant
contenir de la π-torsion).

5.1. Puissances divisées et O-cristaux au sens de Honda et de Gross-Hopkins

D 5.1. – SoientB une O-algèbre et I un idéal deB. Une structure de puissances
divisées au sens de Honda et de Gross-Hopkins sur I est un triplet (B̂, β, γ) où

– B̂ est une O-algèbre,
– β : B → B̂ est un morphisme de O-algèbres,
– et γ est une application de I dans B̂, qui vérifie

(a) πγ(x) = β(x)q pour x ∈ I,
(b) γ(bx) = β(b)qγ(x) pour x ∈ I et b ∈ B,
(c) γ(x+ y) = γ(x) + γ(y) pour x, y ∈ I.

R. – Dans la définition précédente, les conditions (b) et (c) résultent de (a)
si B̂ est sans π-torsion. Cependant on n’impose pas à γ toutes les relations qui résulte-
raient de (a) si B̂ était sans π-torsion. Dans l’exemple 5.7 ci-dessous on verra que pour
k ∈ N∗, et x1, . . . , xk, y1, . . . , yk ∈ I tels que

∑k
i=1 xiyi = 0, on n’a pas nécessaire-

ment
∑k
i=1 γ(xi)γ(yi) = 0 dans B̂ et que, si π appartient à I, on n’a pas nécessairement

γ(π) = πq−1.
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Le propre des puissances divisées de Honda et Gross-Hopkins est que l’on ne compose
pas γ avec lui-même. C’est pourquoi γ ne prend pas ses valeurs dans I ni même dans
B mais dans une autre algèbre B̂. Les puissances divisées de Honda et Gross-Hopkins
sont adaptées à la construction des cristaux associés aux groupes p-divisibles, et dans notre
cas d’égales caractéristiques à la construction des O-cristaux associés aux chtoucas locaux
minuscules (qui sont le O-analogue des groupes p-divisibles). Au contraire les puissances
divisées de Grothendieck et Berthelot [4, 6, 7, 8, 9] sont adaptées aux amplitudes plus
grandes que [0, 1] en inégales caractéristiques. Cependant leur O-analogue n’est pas adapté
aux chtoucas locaux d’amplitude plus grande que [0, 1] arbitraires, comme nous l’avons
vu dans le paragraphe précédent, mais seulement aux chtoucas locaux tranquilles, comme
nous le verrons dans le paragraphe 11. Les puissances divisées de Grothendieck et Berthelot
(nilpotentes) sont également utiles pour le théorème de relèvement de Grothendieck, comme
nous le verrons au paragraphe suivant. On renvoie au paragraphe suivant pour une définition
précise du O-analogue des puissances divisées de Grothendieck et Berthelot, et pour le
lien logique avec les puissances divisées de Honda et Gross-Hopkins considérées dans ce
paragraphe.

À l’instar de Katz [36] nous définissons un O-cristal par ses valeurs sur les A-objets test.
Dans tout ce paragraphe, A désigne une O-algèbre complète pour la topologie π-adique.

D 5.2. – On appelle A-objet test un sextuplet (B, I, s, B̂, β, γ) où

– B est une O-algèbre dans laquelle l’image de π est nilpotente, I un idéal de B, et
s : A→ B/I un morphisme de O-algèbres,

– (B̂, β, γ) est une structure de puissances divisées au sens de Honda et de Gross-Hopkins
sur I,

– il existe n tel que, pour tout x ∈ I, γ(x)q
n

= 0 dans B̂.

Un morphisme d’un A-objet test (B, I, s, B̂, β, γ) vers un autre A-objet test
(B′, I ′, s′, B̂′, β′, γ′) est la donnée de morphismes de O-algèbres f : B → B′ et f̂ : B̂ → B̂′

tels que f(I) ⊂ I ′, β′ ◦f = f̂ ◦β, γ′ ◦f = f̂ ◦γ et f ◦s = s′ (en notant encore f l’application
quotient de B/I dans B′/I ′).

R. – Si l’image de π dansA est nilpotente, (A, 0, Id, A, Id, 0) est unA-objet test.

D 5.3. – Un O-cristal E sur A est la donnée pour tout A-objet test
(B, I, s, B̂, β, γ) d’un B̂-module localement libreE(B, I, s, B̂, β, γ), et pour tout morphisme f
d’unA-objet test (B, I, s, B̂, β, γ) vers unA-objet test (B′, I ′, s′, B̂′, β′, γ′) d’un isomorphisme
de B̂′-modules

E(B, I, s, B̂, β, γ)⊗B̂ B̂
′ ' E(B′, I ′, s′, B̂′, β′, γ′),

ces isomorphismes devant être compatibles à la composition.

Un morphisme u : E → E′ entre deux O-cristaux sur A est la donnée pour tout A-objet
test (B, I, s, B̂, β, γ) d’un morphisme de B̂-modules

u(B, I, s, B̂, β, γ) : E(B, I, s, B̂, β, γ)→ E′(B, I, s, B̂, β, γ),

fonctoriel relativement aux morphismes de A-objets test.
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Si ϕ : Spf A′ → Spf A est associé à un morphisme ϕ∗ : A→ A′ de O-algèbres complètes
pour la topologie π-adique, etE est un O-cristal surA on noteϕ∗(E) le O-cristal surA′ défini
de la façon suivante : pour tout A′-objet test (B, I, s, B̂, β, γ),

ϕ∗(E)(B, I, s, B̂, β, γ) = E(B, I, s ◦ ϕ∗, B̂, β, γ).

La catégorie des O-cristaux sur A est O-linéaire. Une isogénie est un morphisme
u : E → E′ tel qu’il existe v : E′ → E et e : Spf A → N une fonction localement
constante tels que u ◦ v = ze et v ◦ u = ze.

Si π = 0 dans A, on possède le morphisme de Frobenius ϕ : Spf A → Spf A (défini
par ϕ∗(x) = xq pour x ∈ A) et on appelle F -cristal un O-cristal E muni d’une isogénie
ϕ∗(E)→ E.

Nous allons définir une variante de la notion de O-cristal en imposant aux puissances di-
visées une condition de compatibilité. L’idéal π O de O est muni d’une structure de puissances
divisées γ O (au sens de la définition 5.1) définie par γ O(π) = πq−1.

D 5.4. – SoientB une O-algèbre et I un idéal deB. Une structure de puissances
divisées (B̂, β, γ) sur I est dite compatible à ( O, π O, γ O) si γ s’étend en γ′ : I + πB → B̂ tel
que γ′(π) = πq−1 et que (B̂, β, γ′) soit une structure de puissances divisées sur I + πB.

Un A-objet test relativement à ( O, π O, γ O) est un A-objet test (B, I, s, B̂, β, γ) tel que
(B̂, β, γ) soit compatible à ( O, π O, γ O).

On définit un O-cristal relativement à ( O, π O, γ O) de la même façon qu’un O-cristal mais
en se limitant aux A-objets test relativement à ( O, π O, γ O). En toute rigueur les O-cristaux
au sens de la définition 5.3 étaient relatifs à ( O, 0, 0).

L 5.5. – L’image inverse par le morphisme SpecA/πA → Spf A fournit une
équivalence de la catégorie des O-cristaux relativement à ( O, π O, γ O) sur A vers la catégorie
des O-cristaux relativement à ( O, π O, γ O) sur A/πA.

R. – La notion de O-cristal relativement à ( O, π O, γ O) que nous venons de
définir ne servira pas dans ce paragraphe, mais seulement dans le paragraphe 10. Par ailleurs
nous y évaluerons un O-cristal relativement à ( O, π O, γ O) en un pro-objet test, c’est-à-dire
un système projectif d’objets test.

5.2. Construction du foncteur de Dieudonné

Nous allons construire un foncteur D (pour Dieudonné) de la catégorie des chtoucas
locaux minuscules surA vers celle des O-cristaux surA, qui vérifiera la proposition suivante.

P 5.6. – Le foncteur D est compatible au changement de base et tel que, si
l’image de π dans A est nilpotente, pour tout chtouca local minuscule (M,φM ) sur A, la valeur
de D(M,φM ) en le A-objet test (A, 0, Id, A, Id, 0) soit τM/(z − π)τM . Si π = 0 dans A,
D se relève en un foncteur de la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur A vers celle des
F -cristaux sur A.
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Le plan pour la construction de D est le suivant. Si (B, I, s, B̂, β, γ) est un A-objet test et
n ∈ N∗ est tel que

π(q−1)n = 0 dans B̂ et γ(x)q
n

= 0 dans B̂ pour tout x ∈ I(5)

nous construirons une O “⊗ B-algèbre Dn(B, I) et un morphisme de O “⊗ B-algèbres
δ : τDn(B, I) → B̂, puis un foncteur F de la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur
B/I vers la catégorie des Dn(B, I)-modules qui sont libres localement pour la topologie
de Zariski sur SpecB, et le foncteur D sera alors défini en posant que pour tout chtouca
local minuscule (M,φM ) sur A, la valeur de D(M,φM ) en le A-objet test (B, I, s, B̂, β, γ)

est égale à
τ
(
F
(
(M,φM )B/I

))
⊗τDn(B,I) B̂

où (M,φM )B/I = (M ⊗ O⊗̂A O “⊗ (B/I), φM ⊗ 1) est le changement de base de (M,φM ) de
A à B/I, qui est un chtouca local sur B/I.

La construction de Dn(B, I) et du foncteur F a lieu dans un cadre plus général. Soit B
une O-algèbre où l’image de π est nilpotente et I un idéal de B. Soit n ∈ N∗. On note alors
Dn(B, I) la O“⊗B-algèbre engendrée par des générateurs t et ε(x) pour x ∈ I, assujettis aux
relations zt = π, tn = 0, zε(x) = x, ε(x)q

n

= 0, ε(bx) = bε(x), et ε(x + y) = ε(x) + ε(y)

pour b ∈ B et x, y ∈ I (dans ces relations on a utilisé l’inclusion B ⊂ O“⊗B qui envoie x sur
1 ⊗ x). Dans la suite on notera toujours π

z au lieu de t ∈ Dn(B, I) et, pour n ∈ N∗, π
n

z au
lieu de πn−1t. On note J n l’idéal de Dn(B, I) engendré par O“⊗ I et par les ε(x) pour x ∈ I.
On a un morphisme O “⊗ (B/I)→ Dn(B, I)/ J n.

La construction du foncteur F se ramènera à une construction locale pour la topologie
de Zariski sur SpecB. Le recollement pour les Dn(B, I)-modules provient du recollement
pour les O“⊗B-modules et du fait que pour tout f ∈ B \ {0}, on a un isomorphisme naturel

Dn(B[f−1], I[f−1]) = Dn(B, I)⊗ O⊗̂B O “⊗ (B[f−1]).

R. – Si π ∈ I, ε(π) et πz ne sont pas nécessairement égaux dans Dn(B, I). De
même pour k ∈ N∗ et x1, . . . , xk, y1, . . . , yk ∈ I vérifiant

∑k
i=1 xiyi = 0,

∑k
i=1 ε(xi)ε(yi)

n’est pas nécessairement nul dans Dn(B, I). On renvoie à l’exemple 5.7 ci-dessous pour une
situation où cela se produit.

On rappelle les notations

τDn(B, I) = Dn(B, I)⊗ O⊗̂B,1⊗̂Fr
O “⊗B

et τx = x ⊗ 1 pour x ∈ Dn(B, I). Soit (B̂, β, γ) une structure de puissances divisées au
sens de Honda et de Gross-Hopkins vérifiant la condition (5). On munit B̂ d’une structure
de O “⊗B-algèbre grâce au morphisme O “⊗B → B̂ donné par a“⊗ b 7→ aβ(b). On note que
l’image de z − π par ce morphisme est nulle. On définit un morphisme de O “⊗ B-algèbres
δ : τDn(B, I) → B̂ en posant δ(τ(a⊗ b)) = aβ(b)q pour a ∈ O et b ∈ B, δ(τ(πz )) = πq−1 et
δ(τ(ε(x))) = γ(x) pour x ∈ I.

Voici maintenant l’exemple annoncé.
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E 5.7. – Soient q ≥ 3, B = Fq[π, x]/(πq, xq, πx), I = (x, π), A = Fq, s = Id,
B̂ = B, β = Id, et γ : I → B̂ nul sur I2 = (x2, π2) et déterminé par γ(x) = x et γ(π) = x.
On voit que γ(π) 6= πq−1 et γ(π)γ(x) 6= 0 alors que πx = 0. Soit maintenant n ≥ 2 (pour
que la condition (5) soit vérifiée). On a ε(π) − π

z 6= 0 et ε(π)ε(x) 6= 0 dans Dn(B, I) alors
que πx = 0. En effet δ(τ(ε(π)− π

z )) = γ(π)− πq−1 et δ(τ(ε(π)ε(x))) = γ(π)γ(x). On notera
que cet exemple rentre aussi dans le cadre des puissances divisées au sens de Grothendieck et
Berthelot qui apparaîtront dans la définition 6.1.

De nouveau, soit B une O-algèbre où l’image de π est nilpotente, I un idéal de B et
n ∈ N∗. Soit (M,φM ) un chtouca local minuscule sur B/I. On appellera relèvement de
(M,φM ) un chtouca local minuscule (M̃, φ‹M ) sur B tel que M̃ soit libre sur O “⊗ B, muni
d’un isomorphisme de chtoucas locaux sur B/I entre (M,φM ) et le changement de base
(M̃, φ‹M )B/I = (M̃ ⊗ O⊗̂B O“⊗ (B/I), φ‹M ⊗ 1). On dira que (M,φM ) est relevable s’il admet

un relèvement (M̃, φ‹M ) au sens précédent. D’après le lemme 1.2, (M,φM ) est relevable
localement pour la topologie de Zariski sur Spec (B/I).

On va construire un foncteur F de la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur B/I
vers la catégorie des Dn(B, I)-modules qui sont libres localement pour la topologie de
Zariski sur SpecB, tel que si (M,φM ) est un chtouca local minuscule sur B/I relevable et si
(M̃, φ‹M ) relève (M,φM ),

F (M,φM ) soit canoniquement isomorphe à M̃ ⊗ O⊗̂B Dn(B, I).(6)

La construction de F sera locale pour la topologie de Zariski sur Spec (B/I), de sorte
qu’il suffira de travailler avec des chtoucas locaux minuscules sur B/I relevables. Nous
procéderons de la manière suivante. Soient

f : (M1, φM1)→ (M2, φM2)

un morphisme de chtoucas locaux minuscules sur B/I relevables, (M̃i, φ‹Mi
) un relèvement

de (Mi, φMi) pour i = 1, 2, et f̃ : M̃1 → M̃2 un morphisme de O “⊗ B-modules qui relève f
(l’existence de f̃ résulte de l’hypothèse que M̃1 est libre sur O “⊗ B). Nous définirons par la
formule (17) ci-dessous un morphisme de Dn(B, I)-modules

F
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃) : M̃1 ⊗ O⊗̂B Dn(B, I)→ M̃2 ⊗ O⊗̂B Dn(B, I).

Nous démontrerons dans le lemme 5.8 que ce morphisme ne dépend pas du choix du relève-
ment f̃ si bien que nous le noterons F

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f). Nous démontrerons aussi dans

le lemme 5.9 que lorsque g : (M2, φM2) → (M3, φM3) est un autre morphisme de chtoucas
locaux minuscules sur B/I relevables et lorsque (M̃3, φ‹M3

) est un relèvement de (M3, φM3
)

on a

F
(‹M3,φ

M̃3

),(‹M2,φ
M̃2

)
(g) ◦ F

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) = F

(‹M3,φ
M̃3

),(‹M1,φ
M̃1

)
(g ◦ f).(7)

Dans le cas particulier où (M1, φM1
) = (M2, φM2

) et où f = Id, on obtiendra alors
un isomorphisme F

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(Id) (car il résultera immédiatement de (17) que

F
(M̃i,φ

M̃i

),(M̃i,φ
M̃i

)
(Id) = Id pour i = 1, 2). Par conséquent, à isomorphisme canonique
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près, M̃⊗ O⊗̂B Dn(B, I) ne dépendra que de (M,φM ), ce qui autorisera à le noter F (M,φM ).
Grâce à (7), F sera un foncteur de la catégorie des chtoucas locaux minuscules surB/I rele-
vables vers celle des Dn(B, I)-modules libres. Par recollement on obtiendra alors un foncteur
F de la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur B/I vers celle des Dn(B, I)-modules
qui sont libres localement pour la topologie de Zariski sur SpecB.

Pour i ∈ {1, 2} on note ψ‹Mi
= (z− π)(φ‹Mi

)−1 ∈ Hom O⊗̂B(M̃i,
τM̃i). On voudrait poser

(8) F
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃)

= (z − π)−1 · · · (z − πq
n−1

)−1φ‹M2
· · · τ

n−1

φ‹M2

τn(f̃)τ
n−1

ψ‹M1
· · ·ψ‹M1

mais le sens de cette expression n’est pas immédiat. Après une construction préliminaire nous
poserons F 0

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃) = f̃ et pour m ∈ N∗,

(9) F m
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃) = (z − π)−1 · · · (z − πq

m−1

)−1

φ‹M2
· · · τ

m−2

φ‹M2

τm−1(
φ‹M2

τf̃ψ‹M1
− (z − π)f̃

)
τm−2

ψ‹M1
· · ·ψ‹M1

après avoir donné un sens au membre de droite à l’aide de ε et en utilisant le fait que
φ‹M2

τf̃ψ‹M1
− (z − π)f̃ est à coefficients dans I. Nous poserons alors

F
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃) =

n∑
m=0

F m
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃).

Nous vérifierons dans le lemme 5.8 que F
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃) ne dépend pas du choix de f̃

et nous établirons ses propriétés dans le lemme 5.9. La construction du foncteur F sera alors
achevée et celle de D sera une simple formalité.

Pour tout m ∈ N, nous définissons εm : I → Dn(B, I) en posant

εm(x) = (1− π

z
)−1(1− πq

z
)−1 · · · (1− πq

m

z
)−1zq

m−m−1ε(x)q
m

(10)

pour x ∈ I. Pour x ∈ I on a donc

(z − π)(z − πq) · · · (z − πq
m

)εm(x) = xq
m

.

R. – Pour x ∈ I, εm(x) joue donc le rôle de xq
m

(z−π)···(z−πqm )
. Donc (avec la

donnée supplémentaire de (B̂, β, γ) vérifiant la condition (5)), δ(τ(εm(x))) ∈ B̂ joue le rôle

de xq
m+1

(π−πq)···(π−πqm+1 )
qui est un coefficient d’une série logarithme. Cela n’est pas surprenant,

car des logarithmes apparaissent dans [33]. On aurait pu définir une O “⊗ B-algèbre par les
générateurs εm(x) pour m ∈ N et x ∈ I, vérifiant certaines relations, mais comme εm(x)

s’exprime simplement par (10) en termes de π
z et ε(x), il nous a semblé plus économique de

définir Dn(B, I) à l’aide des générateurs π
z et ε(x) pour x ∈ I.

Soitm ∈ N. On a εm(bx) = bq
m

εm(x) pour b ∈ B et x ∈ I, donc on étend εm par linéarité
en un morphisme de O “⊗B-modules

ε̌m : τ
m

( O “⊗ I)→ Dn(B, I)
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en posant ε̌m(τ
m

(a⊗ x)) = aεm(x) pour a ∈ O et x ∈ I. Pour x ∈ τm( O “⊗ I) on a

(z − π)(z − πq) · · · (z − πq
m

)ε̌m(x) = τm(x)

où τm désigne ici le composé des trois morphismes O “⊗B-linéaires

τm( O “⊗ I)→ τm( O “⊗B)
τm
∼−→ O “⊗B → Dn(B, I).

Ces morphismes (et d’autres qui nous serviront ensuite) proviennent du diagramme commu-
tatif de morphismes O “⊗B-linéaires

τ( O “⊗ I)→ τ( O “⊗B)→ τDn(B, I)

↓ τ ↓o τ ↓ τ
O “⊗ I ⊂ O “⊗B → Dn(B, I)

(11)

où τ : τ( O “⊗ B)
∼→ O “⊗ B envoie τ(a ⊗ b) sur a ⊗ bq, et τ : τDn(B, I) → Dn(B, I) envoie

τ(πz ) sur πq

z et pour x ∈ I envoie τ(ε(x)) sur xq−1ε(x) = zq−1ε(x)q. On note que pour tout
x ∈ O “⊗B, on a τ(τx) = (1 “⊗ Fr)(x) ∈ O “⊗B.

Pour m ≥ n on a εm = 0 et ε̌m = 0.

Soient P etQ des O“⊗B-modules libres localement pour la topologie de Zariski de SpecB

et µ ∈ Hom O⊗̂B(P,Q)⊗ O⊗̂B O “⊗ I. Pour tout m ∈ N, comme ε̌m : τ
m

( O “⊗ I)→ Dn(B, I)

est O “⊗B-linéaire, on définit

ε̌m(τ
m

µ) ∈ Hom(τ
m

P, τ
m

Q)⊗ O⊗̂B Dn(B, I)

sans ambiguïté comme l’image de τmµ ∈ Hom O⊗̂B(τ
m

P, τ
m

Q) ⊗ O⊗̂B
τm( O “⊗ I) par

IdHom(τmP,τmQ) ⊗ O⊗̂B ε̌m. Pour m > 0 on a

(z − π)ε̌m(τ
m

µ) = τ
(
ε̌m−1(τ

m−1

µ)
)

(12)

dans Hom(τ
m

P, τ
m

Q)⊗ O⊗̂B Dn(B, I), où le membre de droite est implicitement l’extension

des scalaires par le morphisme O “⊗ B-linéaire τ : τDn(B, I) → Dn(B, I) qui figure dans le
diagramme (11). Pour m > 0 on a aussi

(z − πq
m

)ε̌m(τ
m

µ) = ε̌m−1(τ
m

µ)(13)

dans Hom(τ
m

P, τ
m

Q)⊗ O⊗̂B Dn(B, I), où l’expression τmµ figurant dans le membre de droite

est implicitement l’extension des scalaires par le morphisme O “⊗ B-linéaire τm−1

(τ) de
τm( O “⊗ I) = τm−1

(τ( O “⊗ I)) vers τ
m−1

( O “⊗ I).

Maintenant nous sommes outillés pour donner un sens aux formules heuristiques (8) et
(9). Soit f̃ : M̃1 → M̃2 un morphisme de O “⊗B-modules qui relève f . On pose

F 0

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃) = f̃
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et pour m ∈ N∗,

F m
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃) = φ‹M2

· · · τ
m−2

φ‹M2
ε̌m−1

(
τm−1(

φ‹M2

τf̃ψ‹M1
− (z − π)f̃

))
τm−2

ψ‹M1
· · ·ψ‹M1

(14)

= φ‹M2
· · · τ

m−2

φ‹M2
ε̌m−1

(
τm−1(

φ‹M2

τf̃ − f̃φ‹M1

))
τm−1

ψ‹M1
· · ·ψ‹M1

(15)

= φ‹M2
· · · τ

m−1

φ‹M2
ε̌m−1

(
τm−1(τf̃ψ‹M1

− ψ‹M2
f̃
))
τm−2

ψ‹M1
· · ·ψ‹M1

(16)

∈ Hom O⊗̂B(M̃1, M̃2)⊗ O⊗̂B Dn(B, I).

Parmi ces trois formules nous privilégierons (15) car cela est préférable en vue d’un complé-
ment donné à la fin de ce paragraphe.

On note que F m
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃) = 0 pour m > n.

Pour tout m ∈ N on a

(z − π) · · · (z − πq
m−1

)
(

F 0

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃) + · · ·+ F m

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃)
)

= φ‹M2
· · · τ

m−1

φ‹M2

τm(f̃)τ
m−1

ψ‹M1
· · ·ψ‹M1

,

ce qui justifie l’intérêt de la notation suivante :

F
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃) =

n∑
m=0

F m
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃).(17)

L 5.8. – Le morphisme de Dn(B, I)-modules

F
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃) : M̃1 ⊗ O⊗̂B Dn(B, I)→ M̃2 ⊗ O⊗̂B Dn(B, I)

défini par (17) ne dépend pas du choix du relèvement f̃ .

Démonstration. – Soit f̃ ] un autre relèvement de f et

K ∈ Hom O⊗̂B(M̃1, M̃2)⊗ O⊗̂B O “⊗ I
tel que f̃ ] = f̃ +K. Pour tout m ∈ N∗ on a

ε̌m−1

(
τm−1(

φ‹M2

τf̃ ] − f̃ ]φ‹M1

))
− ε̌m−1

(
τm−1(

φ‹M2

τf̃ − f̃φ‹M1

))
= ε̌m−1

(
τm−1(

φ‹M2

τK −Kφ‹M1

))
= τm−1

φ‹M2
ε̌m−1(τ

m

K)− ε̌m−1(τ
m−1

K)τ
m−1

φ‹M1

Grâce à (13) on a ε̌m−1

(
τmK

)
= (z − πqm)ε̌m

(
τmK

)
, d’où, en utilisant (15),

F m
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃ ])− F m

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃) = Hm −Hm−1

où l’on a posé

Hm = (z − πq
m

)φ‹M2
· · · τ

m−1

φ‹M2
ε̌m(τ

m

K)τ
m−1

ψ‹M1
· · ·ψ‹M1

.

Comme

F 0

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃ ])− F 0

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃) = K = (z − π)ε̌0(K) = H0
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et comme Hn = 0 on a bien montré

F
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃) = F

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃ ]).

Grâce au lemme précédent, on peut définir F
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) comme

F
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃) pour tout relèvement f̃ de f . Pour tout relèvement f̃ de f on a

donc

F
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) =

n∑
m=0

F m
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃).(18)

L 5.9. – Le morphisme F
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) défini ci-dessus vérifie

φ‹M2
◦ τF

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) = F

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) ◦ φ‹M1

(19)

et τF
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) ◦ ψ‹M1

= ψ‹M2
◦ F

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f).(20)

De plus la réduction modulo J n de F
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) est égale à f⊗ O⊗̂(B/I)

Id Dn(B,I)/ Jn
.

Enfin, si (M3, φM3) est un troisième chtouca local minuscule sur B/I relevable, (M̃3, φ‹M3
) un

relèvement de (M3, φM3) et g un morphisme de chtoucas locaux de (M2, φM2) vers (M3, φM3),
on a

F
(‹M3,φ

M̃3

),(‹M2,φ
M̃2

)
(g) ◦ F

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) = F

(‹M3,φ
M̃3

),(‹M1,φ
M̃1

)
(g ◦ f).(21)

Dans les membres de gauche des égalités (19) et (20) on a utilisé implicitement l’extension
des scalaires par le morphisme O “⊗ B-linéaire τ : τDn(B, I) → Dn(B, I) introduit
précédemment (comme dans (12)). La dernière assertion du lemme est la plus importante,
car (21) montre que F est bien défini par (6) et est un foncteur de la catégorie des chtoucas
locaux minuscules sur B/I relevables vers la catégorie des Dn(B, I)-modules libres. La
preuve de (21) est calculatoire car on ne sait pas caractériser F

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) par

une propriété. En tous cas les deux premières assertions du lemme ne caractérisent pas
F

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) de manière unique. En effet il peut exister des éléments non nuls

y ∈ J n tels que (z − π)y et τ(τy) soient nuls dans Dn(B, I), comme on le voit en prenant
y = ε(π)ε(x) dans les notations de l’exemple 5.7.

Démonstration. – Soit f̃ un relèvement de f . Soitm ∈ N∗. Grâce à (12) et (15) on obtient

φ‹M2

τF m
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃)

= φ‹M2
· · · τ

m−1

φ‹M2

τ

Å
ε̌m−1

(
τm−1(

φ‹M2

τf̃ − f̃φ‹M1

))ã
τmψ‹M1

· · · τψ‹M1

= (z − π)φ‹M2
· · · τ

m−1

φ‹M2
ε̌m

(
τm
(
φ‹M2

τf̃ − f̃φ‹M1

))
τmψ‹M1

· · · τψ‹M1

= F m+1

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃)φ‹M1

.
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De plus

φ‹M2

τF 0

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃) = φ‹M2

τf̃ =
(
φ‹M2

τf̃ − f̃φ‹M1

)
+ f̃φ‹M1

= (z − π)ε̌0
(
φ‹M2

τf̃ − f̃φ‹M1

)
+ f̃φ‹M1

= ε̌0
(
φ‹M2

τf̃ − f̃φ‹M1

)
ψ‹M1

φ‹M1
+ f̃φ‹M1

=
(

F 1

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃) + F 0

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃)
)
φ‹M1

.

Il résulte des deux suites d’égalités précédentes que pour tout m ∈ N on a

φ‹M2

τ
( m∑
l=0

F l
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃)
)

=
(m+1∑
l=0

F l
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃)
)
φ‹M1

.(22)

De la même façon (en utilisant (16) au lieu de (15)) on montre que pour tout m ∈ N on a

τ
( m∑
l=0

F l
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃)
)
ψ‹M2

= ψ‹M1

(m+1∑
l=0

F l
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃)
)
.(23)

Les équations (19) et (20) résultent immédiatement de (22) et (23) en prenant m = n.

La deuxième assertion du lemme est claire car F m
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃) appartient à

Hom O⊗̂B(M̃1, M̃2)⊗ O⊗̂B J n pour tout m ∈ N∗.

Il reste à montrer (21). Soient f̃ et g̃ des relèvements de f et g.

Pour m ≥ 0 on a par définition, grâce à (15),

F m
(‹M3,φ

M̃3

),(‹M2,φ
M̃2

)
(g̃)
( m∑
l=0

F l
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃)
)

= φ‹M3
· · · τ

m−2

φ‹M3
ε̌m−1

(
τm−1(

φ‹M3

τ g̃ − g̃φ‹M2

))
τm−1

ψ‹M2
· · ·ψ‹M2

( m∑
l=0

F l
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃)
)

Or il résulte de (23) que

τm−1

ψ‹M2
· · ·ψ‹M2

( m∑
l=0

F l
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃)
)

= τmF 0

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃)τ

m−1

ψ‹M2
· · ·ψ‹M2

= τm(f̃)τ
m−1

ψ‹M2
· · ·ψ‹M2

.

On en déduit
m∑
l=0

F m
(‹M3,φ

M̃3

),(‹M2,φ
M̃2

)
(g̃) F l

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃)

= φ‹M3
· · · τ

m−2

φ‹M3
ε̌m−1

(
τm−1(

φ‹M3

τ g̃ − g̃φ‹M2

))
τm(f̃)τ

m−1

ψ‹M1
· · ·ψ‹M1

= φ‹M3
· · · τ

m−2

φ‹M3
ε̌m−1

(
τm−1(

φ‹M3

τ g̃τf̃ − g̃φ‹M2

τf̃
))
τm−1

ψ‹M1
· · ·ψ‹M1

.(24)
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Pour m > 0 on a par définition, grâce à (15),

(m−1∑
l=0

F l
(‹M3,φ

M̃3

),(‹M2,φ
M̃2

)
(g̃)
)

F m
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃)

=
(m−1∑
l=0

F l
(‹M3,φ

M̃3

),(‹M2,φ
M̃2

)
(g̃)
)
φ‹M2
· · · τ

m−2

φ‹M2
ε̌m−1

(
τm−1(

φ‹M2

τf̃ − f̃φ‹M1

))
τm−1

ψ‹M1
· · ·ψ‹M1

.

Or il résulte de (22) que

(m−1∑
l=0

F l
(‹M3,φ

M̃3

),(‹M2,φ
M̃2

)
(g̃)
)
φ‹M2
· · · τ

m−2

φ‹M2

= φ‹M2
· · · τ

m−2

φ‹M2

τm−1

F 0

(‹M3,φ
M̃3

),(‹M2,φ
M̃2

)
(g̃) = φ‹M2

· · · τ
m−2

φ‹M2

τm−1

(g̃)

d’où pour m ∈ N∗,
m−1∑
l=0

F l
(‹M3,φ

M̃3

),(‹M2,φ
M̃2

)
(g̃) F m

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃)

= φ‹M3
· · · τ

m−2

φ‹M3

τm−1

(g̃)ε̌m−1

(
τm−1(

φ‹M2

τf̃ − f̃φ‹M1

))
τm−1

ψ‹M1
· · ·ψ‹M1

= φ‹M3
· · · τ

m−2

φ‹M3
ε̌m−1

(
τm−1(

g̃φ‹M2

τf̃ − g̃f̃φ‹M1

))
τm−1

ψ‹M1
· · ·ψ‹M1

.(25)

Comme (
φ‹M3

τ g̃τf̃ − g̃φ‹M2

τf̃
)

+
(
g̃φ‹M2

τf̃ − g̃f̃φ‹M1

)
= φ‹M3

τ(g̃f̃)− g̃f̃φ‹M1

on déduit de (24) et (25) et de la formule (15) appliquée à g̃f̃ que pour tout m ∈ N,

F m
(‹M3,φ

M̃3

),(‹M1,φ
M̃1

)
(g̃f̃) =

m∑
l=0

F m
(‹M3,φ

M̃3

),(‹M2,φ
M̃2

)
(g̃) F l

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃)

+
m−1∑
l=0

F l
(‹M3,φ

M̃3

),(‹M2,φ
M̃2

)
(g̃) F m

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃)(26)

et (21) en résulte aussitôt.

R. – La légère dissymétrie de la démonstration de (21) vient du choix de la
décomposition

{0, . . . ,m}2 \ {0, . . . ,m− 1}2 = {m} × {0, . . . ,m} ∪ {0, . . . ,m− 1} × {m}.

On aurait pu choisir la décomposition {m}× {0, . . . ,m− 1} ∪ {0, . . . ,m}× {m} et utiliser
(16) plutôt que (15) dans les calculs.

On a donc construit, pour toute O-algèbreB où l’image de π est nilpotente, tout idéal I de
B et tout n ∈ N∗, un foncteur F de la catégorie des chtoucas locaux minuscules surB/I vers
la catégorie des Dn(B, I)-modules libres localement pour la topologie de Zariski sur SpecB.
Voici maintenant la construction de D : pour tout chtouca local minuscule (M,φM ) sur A

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



296 A. GENESTIER ET V. LAFFORGUE

on définit un O-cristal D(M,φM ) surA en posant, pour toutA-objet test (B, I, s, B̂, β, γ) et
pour tout entier n tel que la condition (5) soit vérifiée,(

D(M,φM )
)
(B, I, s, B̂, β, γ) = τ

(
F (M,φM )B/I

)
⊗τDn(B,I) B̂

où F dépend de n,B, I et où le produit tensoriel utilise le morphisme de O “⊗ B-algèbres
δ : τDn(B, I) → B̂ construit précédemment à partir de la donnée de n,B, I, (B̂, β, γ). On
vérifie facilement que

(
D(M,φM )

)
(B, I, s, B̂, β, γ) ne dépend pas du choix de l’entier n et

que D(M,φM ) est un O-cristal. On vérifie enfin que D est un foncteur.

Démonstration de la proposition 5.6. – On vérifie immédiatement que D est compatible
aux images inverses. Enfin si π = 0 dans A, (τM, τφM ) est un chtouca local minuscule sur
A et φM est une isogénie de (τM, τφM ) vers (M,φM ) donc par fonctorialité de D, D(M,φM )

est un F -cristal. Cela termine la preuve de la proposition 5.6.

R. – Pour récapituler, lorsque (M,φM ) est un chtouca local minuscule sur A,
(B, I, s, B̂, β, γ) est un A-objet test et (M̃, φ‹M ) est un relèvement de (M,φM )B/I , on a posé(

D(M,φM )
)
(B, I, s, B̂, β, γ) =

(
τM̃/(z − π)τM̃

)
⊗B B̂ = τM̃ ⊗ O⊗̂B B̂

(où le morphisme O “⊗ B → B̂ est donné par a “⊗ b 7→ aβ(b)). Si (M̃1, φ‹M1
) et (M̃2, φ‹M2

)

sont deux relèvements de (M,φM )B/I et n ∈ N∗ est tel que la condition (5) soit vérifiée, on

a identifié τM̃1 ⊗ O⊗̂B B̂ à τM̃2 ⊗ O⊗̂B B̂ par l’image de

τ
(

F
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(Id)

)
∈ Hom O⊗̂B(τM̃1,

τM̃2)⊗ O⊗̂B
τ
(
Dn(B, I)

)
dans Hom O⊗̂B(τM̃1,

τM̃2)⊗ O⊗̂B B̂ par δ.

La proposition suivante énonce que D est compatible à la dualité de Cartier. Soit (M,φM )

un chtouca local minuscule sur A. On note ψM = (z − π)φ−1
M et M∗ = Hom O⊗̂A(M, O “⊗A).

Alors (M∗, tψM ) est aussi un chtouca local minuscule sur A, que l’on doit considérer
comme le dual de Cartier de (M,φM ) (si on normalise la dualité de Cartier par le choix de
( O “⊗ A, (z − π)) comme chtouca local « de Lubin-Tate »). On remarque que ψM∗ = tφM ,
autrement dit la dualité de Cartier permute φ et ψ.

P 5.10. – Le O-cristal D(M∗, tψM ) s’identifie au dual du O-cristal D(M,φM )

de façon fonctorielle par rapport à (M,φM ). Autrement dit pour tout A-objet test
(B, I, s, B̂, β, γ),(

D(M∗, tψM )
)
(B, I, s, B̂, β, γ) = HomB̂(

(
D(M,φM )

)
(B, I, s, B̂, β, γ), B̂).

Démonstration. – Cela résulte immédiatement du fait que la construction de D est symé-
trique en φ et ψ.

La fin de ce paragraphe peut être sautée en première lecture.
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5.3. Un point de vue complémentaire sur la construction du foncteur de Dieudonné

Soient B une O-algèbre où l’image de π est nilpotente et I un idéal de B. Soit n ∈ N∗.
On se replace dans le cadre de la construction du foncteur F . La formule (16) montre que
pour x ∈ M̃1, F

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃)(x) ∈ M̃2⊗ Dn(B, I) est de la forme a0 +φ‹M2

ε̌0(a1)+

φ‹M2

τφ‹M2
ε̌1(a2) + · · · avec a0 ∈ M̃2, a1 ∈ τM̃2 ⊗ ( O“⊗ I), a2 ∈ τ2

M̃2 ⊗ τ( O“⊗ I) · · · (tous les

produits tensoriels sont sur O “⊗B). Explicitement on a

a0 = f̃x et am = τm−1(τf̃ψ‹M1
− ψ‹M2

f̃
)
τm−2

ψ‹M1
· · ·ψ‹M1

x pour m > 0.

Soit (M̃, φ‹M ) un chtouca local surB relevant (M,φM ). Heuristiquement on va définir un

O “⊗B-module G(M̃, φ‹M ) comme l’ensemble des sommes infinies

a0 + φ‹M a1

z − π
+ φ‹Mτφ‹M a2

(z − π)(z − πq)
+ · · ·(27)

avec a0 ∈ M̃ , a1 ∈ τM̃ ⊗ ( O “⊗ I), a2 ∈ τ2

M̃ ⊗ τ( O “⊗ I), . . . On formalise ceci en définissant
G(M̃, φ‹M ) comme le conoyau de l’application

Tψ
M̃

=
∏
m∈N

τmM̃ ⊗ τm( O “⊗ I)→ M̃ ⊕
∏
m∈N∗

τmM̃ ⊗ τm−1

( O “⊗ I)

donnée par la matrice indexée par N× N

1 0 0 0 · · ·

−ψ‹M 1 0 0
. . .

0 −τψ‹M 1 0
. . .

0 0 −τ2

ψ‹M 1
. . .

...
. . .

. . .
. . .

. . .


où les 1 sur la diagonale sont en fait l’inclusion M̃ ⊗ ( O “⊗ I)→ M̃ et

1⊗ τm−1

τ : τ
m

M̃ ⊗ τm( O “⊗ I)→ τmM̃ ⊗ τm−1

( O “⊗ I) pour m > 0

et les termes sous-diagonaux sont en fait

−τ
m

ψ‹M ⊗ 1 : τ
m

M̃ ⊗ τm( O “⊗ I)→ τm+1

M̃ ⊗ τm( O “⊗ I) pour m ≥ 0.

On a un morphisme u
(‹M,φ

M̃
)

: G(M̃, φ‹M )→ M̃ ⊗ Dn(B, I) qui à (a0, a1, a2, . . . ) associe

a0 + φ‹M2
ε̌0(a1) + φ‹M2

τφ‹M2
ε̌1(a2) + · · · .

On a vu ci-dessus que F
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) : M̃1 → M̃2 ⊗ Dn(B, I) se factorise par

u
(‹M2,φ

M̃2

)
. En fait on a un morphisme de O “⊗B-modules

G
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) : G(M̃1, φ‹M1

)→ G(M̃2, φ‹M2
)
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compatible à la composition, et tel que le diagramme suivant soit commutatif

G(M̃1, φ‹M1
)

G
(M̃2,φ

M̃2

),(M̃1,φ
M̃1

)
(f)

//

u
(M̃1,φ

M̃1

)

��

G(M̃2, φ‹M2
)

u
(M̃2,φ

M̃2

)

��
M̃1 ⊗ Dn(B, I)

F
(M̃2,φ

M̃2

),(M̃1,φ
M̃1

)
(f)

// M̃2 ⊗ Dn(B, I).

(28)

Heuristiquement, pour que (28) soit commutatif et d’après (16), G
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) doit

agir par

F = f̃ + φ‹M2

τf̃ψ‹M1
− ψ‹M2

f̃

z − π
+ φ‹M2

τφ‹M2

τ(τf̃ψ‹M1
− ψ‹M2

f̃)ψ‹M1

(z − π)(z − πq)
+ · · · .(29)

Par un calcul analogue à la preuve de (19) on a Fφ‹M1
= φ‹M2

τF . Donc G
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f)

doit envoyer la somme (27) sur

Fa0 + φ‹M2

τFa1

z − π
+ φ‹M2

τφ‹M2

τ2

Fa2

(z − π)(z − πq)
+ · · ·

que l’on développe en utilisant (29). On définit donc G
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) par passage au

quotient à l’aide du diagramme commutatif∏
m∈N

τmM̃1 ⊗ τm( O “⊗ I) //

Tψ
M̃1��

∏
m∈N

τmM̃2 ⊗ τm( O “⊗ I)

Tψ
M̃2��

M̃1 ⊕
∏
m∈N∗

τmM̃1 ⊗ τm−1

( O “⊗ I) // M̃2 ⊕
∏
m∈N∗

τmM̃2 ⊗ τm−1

( O “⊗ I)

où la ligne du dessus est donnée par la matrice diagonale indexée par N × N dont les
coefficients sont f̃ , τf̃ , τ

2

f̃ , . . . et où la ligne du dessous est donnée par la matrice indexée
par N× N

f̃ 0 0 · · ·
τf̃ψ‹M1

− ψ‹M2
f̃ τf̃ 0

. . .

τ(τf̃ψ‹M1
− ψ‹M2

f̃)ψ‹M1

τ(τf̃ψ‹M1
− ψ‹M2

f̃) τ2

f̃
. . .

τ2

(τf̃ψ‹M1
− ψ‹M2

f̃)τψ‹M1
ψ‹M1

τ2

(τf̃ψ‹M1
− ψ‹M2

f̃)τψ‹M1

τ2

(τf̃ψ‹M1
− ψ‹M2

f̃)
. . .

...
. . .

. . .
. . .


(30)

On montre facilement que le morphisme ainsi défini ne dépend pas du choix de f̃ . Un calcul
mécanique montre qu’il est compatible à la composition. Il en résulte que G(M̃, φ‹M ) dépend
seulement du chtouca local (M,φM ) sur B/I, et de façon fonctorielle. La commutativité
du diagramme (28) est justifiée par un calcul dont l’heuristique a été donnée ci-dessus (en
utilisant (15) et (19)).
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5.4. Comparaison avec la construction de Messing

Nous allons comparer notre construction avec celle de Messing [48]. D’après [2], la
théorie de l’extension vectorielle universelle se transpose en égales caractéristiques. En fait
tous les arguments de [48] se transcrivent facilement en termes de modules de coordonnées.
Nous donnerons des démonstrations indépendantes plus naturelles dans notre contexte.
Soient B une O-algèbre où l’image de π est nilpotente, (M,φM ) un chtouca local minuscule
sur B et G le O-module divisible qui lui est associé. On rappelle que G = lim−→Gn avec
Gn = Gr(M/znM) et M/znM = HomFq (Gn,Ga) (cf. la proposition 0.3). On rappelle
d’après [26] que lorsque H est un O-module (limite inductive de sous- O-modules de π-tor-
sion), son module de coordonnées H = HomFq (H,Ga) est muni d’une action de O “⊗ B

provenant de l’action de O sur H et de celle de B sur Ga par homothéties, et que le Fro-
benius τH → H provient du morphisme de Frobenius x 7→ xq de Ga. Si en fait l’action
de O est stricte (voir [21]), d’après le paragraphe 3.2 de [1] celle-ci induit un morphisme
ψ H : H → τH vérifiant φ Hψ H = (z − π)Id H et ψ H φ H = (z − π)IdτH .

Suivant Grothendieck, pour tout B-module localement libre N on note
V(N) = Spec (

⊕
n∈N SymnN) l’espace total de N∗. On le munit de l’action de O par

homothéties et on appelle O-module vectoriel un O-module de cette forme. Le module
de coordonnées V (N) de V(N) est HomFq (V(N),Ga) =

⊕
n∈N

τnN , où la structure de
O “⊗ B-module sur N vient du morphisme O “⊗ B → B qui envoie z sur π. On note
que N ⊂

⊕
n∈N

τnN est formé des morphismes linéaires de V(N) dans Ga. De plus
φ V (a0, a1, . . . ) = (0, a0, a1, . . . ) et ψ V (a0, a1, . . . ) = ((z−π)a1, (z−π)a2, . . . ) de sorte que
Kerψ V contient la partie linéaire N .

On appelle extension vectorielle deG par un O-module vectoriel V = V(N) un O-module
de la formeE = lim−→En oùEn est une extension deGn parV dans la catégorie des schémas en
groupesH avec Verschiebung nul munis d’une action de O qui induit sur Lie∗(H) l’action par
homothéties (ou plutôt, pour être précis, munis d’une action stricte de O [21]). On définit le
module de coordonnées E deE comme E = lim←−HomFq (En,Ga). On a alors une suite exacte

0→M
j→ E→ V (N)→ 0.

On note Elin l’image inverse de la partie linéaire N ⊂ V (N) dans cette suite exacte de sorte

que Elin est un sous- O“⊗B-module de E. On remarque que ψ E( Elin) ⊂ τM
τj
↪→ τE et on note

ψ Elin
: Elin → τM la restriction de ψ E à Elin.

Le foncteur contravariant qui à E associe E est une équivalence de la catégorie des
extensions vectorielles de G vers la catégorie Ext des (N, E, φ E, ψ E) où N est un B-mo-
dule localement libre et ( E, φ E, ψ E) est une extension de ( V (N), φ V , ψ V ) par (M,φM , ψM )

dans la catégorie des ( H , φ H , ψ H ) où H est un O “⊗ B-module et φ H : τH → H et
ψ H : H → τH sont tels que φ Hψ H = z−π et ψ H φ H = z−π. Pour montrer que ce foncteur
est une équivalence de catégories on utilise le paragraphe 3.2 de [1]. Le foncteur inverse est
obtenu en généralisant un peu le foncteur Gr de l’introduction. Pour tout n ∈ N on note
( E/znM)∗ = HomB( E/znM,B) et alors

En = Ker(tφ E − σ( E/znM)∗/SpecB : ( E/znM)∗ → σ∗(( E/znM)∗)).

Soit Ext lin la catégorie des (N, Elin, ψlin) où N est un B-module localement libre (consi-
déré comme O“⊗B-module grâce au morphisme O“⊗B → B qui envoie z sur π), Elin est une
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extension 0→M
jlin→ Elin → N → 0 dans la catégorie des O“⊗B-modules etψlin : Elin → τM

est tel queψlinjlin = ψM : M → τM et que (z−π) = jlinφMψlin : Elin → Elin. Le foncteur de
Ext dans Ext lin qui à (N, E, φ E, ψ E) associe (N, Elin, ψlin) est une équivalence de catégories.
En effet dans les notations précédentes, le morphisme

Elin ⊕ τElin ⊕ τ2

Elin ⊕ · · · → E

(a1, a2, a3, . . . ) 7→ a1 + φ E(a2) + τφ Eφ E(a3)

est surjectif (puisque φ V agit sur V (N) =
⊕

n∈N
τnN par le décalage à droite) et la relation

φ E
τjlin = jlinφM fournit des générateurs évidents pour son noyau. On a donc un isomor-

phisme canonique entre E et le conoyau de l’application⊕
n∈N∗

τnM →
⊕
n∈N∗

τn−1

Elin

(b1, b2, b3, . . . ) 7→ ((jlinφM )b1,−τjlinb1 + τ(jlinφM )b2,−τ
2

jlinb2 + τ2

(jlinφM )b3, . . . ).

Le morphisme φ E : τE → E est induit par le morphisme de complexes donné par les
applications ⊕

n∈N∗

τn+1

M →
⊕
n∈N∗

τnM, (a1, a2, a3, . . . ) 7→ (0, a1, a2, . . . )(31)

et
⊕
n∈N∗

τnElin →
⊕
n∈N∗

τn−1

Elin, (a1, a2, a3, . . . ) 7→ (0, a1, a2, . . . )(32)

et ψ E : E→ τE est induit par le morphisme de complexes donné par les applications⊕
n∈N∗

τnM →
⊕
n∈N∗

τn+1

M

(a1, a2, a3, . . . ) 7→ ((z − π)a2, (z − π)a3, . . . )(33)

et
⊕
n∈N∗

τn−1

Elin →
⊕
n∈N∗

τnElin

(a1, a2, a3, . . . ) 7→ (τjlinψlin(a1) + (z − π)a2, (z − π)a3, . . . ).(34)

Ces formules fournissent un foncteur quasi-inverse (la relation (z−π) = jlinφMψlin garantit
que φ Eψ E = (z − π)).

D’autre part pour (N, Elin, ψlin) dans Ext lin, ψlin : Elin → τM passe au quotient et
fournit un morphisme u de N = Elin/jlin(M) vers τM/ψM (M). On a donc un foncteur de
Ext lin dans la catégorie des couples (N, u) oùN est unB-module localement libre et u est un
morphismeB-linéaire deN dans τM/ψM (M). Ce foncteur est une équivalence de catégories
et un foncteur quasi-inverse envoie (N, u) sur (N, Elin, ψlin) avec

Elin = {(x, y) ∈ N ⊕ τM,u(x) = y mod ψM (M)},
ψlin(x, y) = y et jlin(x) = (0, ψM (x)).

Enfin la catégorie des couples (N, u) comme ci-dessus admet (τM/ψM (M), Id) comme objet
final. La catégorie Ext lin admet donc comme objet final (τM/ψM (M), Elin(M,φM ), ψlin)

avec Elin(M,φM ) = τM , jlin = ψM et ψlin = IdτM . Par conséquent la catégorie Ext
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admet comme objet final (τM/ψM (M), E(M,φM ), φ E, ψ E) où E(M,φM ) est le conoyau de
l’application⊕

n∈N∗

τnM →
⊕
n∈N∗

τnM

(b1, b2, b3, . . . ) 7→ ((z − π)b1,−τψMb1 + (z − πq)b2,−τ
2

ψMb2 + (z − πq
2

)b3, . . . ).

D’après (31) et (32), φ E : τE(M,φM )→ E(M,φM ) est induit par le morphisme de complexes
donné par les applications

(a1, a2, a3, . . . ) 7→ (0, a1, a2, . . . ) sur la source et

(a1, a2, a3, . . . ) 7→ (0, a1, a2, . . . ) sur le but.

D’après (33) et (34),ψ E : E(M,φM )→ τE(M,φM ) est induit par le morphisme de complexes
donné par les applications

(a1, a2, a3, . . . ) 7→ ((z − π)a2, (z − π)a3, . . . ) sur la source et

(a1, a2, a3, . . . ) 7→ (τψM (a1) + (z − π)a2, (z − π)a3, . . . ) sur le but.

On a bien φ Eψ E = (z − π) et ψ Eφ E = (z − π).

Il existe donc une extension vectorielle universelle 0 → V (G) → E(G) → G → 0,
telle que toute extension vectorielle 0 → V → E → G → 0 soit son image directe par un
unique morphisme V (G)→ V . Le module de coordonnées de E(G) est E(M,φM ). Le dual
de l’algèbre de Lie de E(G) est E(M,φM )/φ E(

τE(M,φM )) qui s’identifie canoniquement à
τM/(z−π)τM par (a1, a2, . . . ) 7→ a1 mod (z−π)τM . La suite exacte 0→ V (G)→ E(G)→
G→ 0 correspond à une suite exacte

0→M
jM→ E(M,φM )

pM→ V (M,φM )→ 0

où jM (m) = (ψM (m), 0, 0, . . . ). On rappelle que V (M,φM ) =
⊕

n∈N
τn(τM/ψM (M)) avec

φ V : τV (M,φM ) → V (M,φM ) agissant par décalage à droite. Heuristiquement on peut
considérer E(M,φM ) comme l’ensemble des sommes finies

φM
a1

z − π
+ φM

τφM
a2

z − πq
+ φM

τφM
τ2

φM
a3

z − πq2 + · · · avec ai ∈ τ iM.(35)

Supposons maintenant que I est un idéal de B muni de puissances divisées nilpotentes γ
au sens de Grothendieck et Berthelot, comme dans la définition 6.1. Pour tout n ∈ N, on
définit γn : I → I en posant

γn(x) = (πq
n−qn−1

− 1)−1 · · · (πq
n−1 − 1)−1γ ◦ · · · ◦ γ(x) (où γ est appliqué n fois).

Donc γ0(x) = x et γn(x) joue le rôle de xq
n

(πqn−πqn−1 )···(πqn−π)
. Pour tout n ∈ N, on définit

aussi λn : I → I en posant

λn(x) = (1− πq−1)−1 · · · (1− πq
n−1)−1π(qn−1+···+1)−nγ ◦ · · · ◦ γ(x)

(où γ est appliqué n fois) de sorte que λ0(x) = x et λn(x) joue le rôle de xq
n

(π−πq)···(π−πqn )
.

La série exp(x) =
∑
n∈N γn(x) est analogue à l’exponentielle

∑ xn

n! , de la même façon
que la série log(x) =

∑
n∈N λn(x) est analogue au logarithme. Plus précisément soit LT le

O-module formel de Lubin-Tate, qui est égal à Ĝa comme groupe formel avec action de Fq
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et sur lequel π ∈ O agit par x 7→ πx + xq. En d’autres termes LT est le O-module formel
associé au chtouca local ( O “⊗B, z − π). Alors

log : Ker(LT (B)→ LT (B/I))→ Ker(Ĝa(B)→ Ĝa(B/I))

et exp : Ker(Ĝa(B)→ Ĝa(B/I))→ Ker(LT (B)→ LT (B/I))

sont O-linéaires.

Transposons en termes de modules de coordonnées l’analogue en égales caractéristiques
de [48]. Par O-linéarité on étend γn et λn en

γ̆n : τ
n

( O “⊗ I)→ O “⊗ I et λ̆n : τ
n

( O “⊗ I)→ O “⊗ I.
Si H est un O “⊗ B-module, φ H : τH → H et ψ H : H → τH sont des morphismes
O“⊗B-linéaires vérifiantφ Hψ H = z−π etψ H φ H = z−π, et siN est unB-module localement
libre, on appelle exponentielle un morphisme η : H → V (N) =

⊕
n∈N

τnN de la forme

η(x) = (θ(x), γ̆1(τθ(ψ H (x)), γ̆2(τ
2

θ(τψ Hψ H (x)), . . . ),

où θ : H /φ H (τH )→ N ⊗B I est arbitraire (on remarque que ηφ H = φ V
τη et τηψ H = ψ V η

et que η est O “⊗B-linéaire).

Soient f : (M1, φM1) → (M2, φM2) un morphisme de chtoucas locaux minuscules sur
B/I, et (M̃1, φ‹M1

) et (M̃2, φ‹M2
) des relèvements à B. Il existe un unique morphisme de

O “⊗B-modules

E
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) : E(M̃1, φ‹M1

)→ E(M̃2, φ‹M2
)

vérifiant φ E
τE

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) = E

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f)φ E, relevant le morphisme

induit par f modulo I, et déterminé de manière unique par la condition suivante : pour tout
morphisme deB-modules h : τM̃1/ψ‹M1

(M̃1)→ τM̃2/ψ‹M2
(M̃2) dont la réduction modulo I

est τf , le morphisme

p‹M2
◦ E

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f)− (h, τh, . . . ) ◦ p‹M1

: E(M̃1, φ‹M1
)→

⊕
n∈N

τn(τM̃2/ψ(M̃2))

est une exponentielle. Nous donnerons plus loin une formule pour E
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f).

Pour tout relèvement (M̃, φ‹M ) on a une application κ
(‹M,φ

M̃
)

: G(M̃, φ‹M ) → E(M̃, φ‹M )

telle que le diagramme suivant soit commutatif

G(M̃1, φ‹M1
)

G
(M̃2,φ

M̃2

),(M̃1,φ
M̃1

)
(f)

//

κ
(M̃1,φ

M̃1

)

��

G(M̃2, φ‹M2
)

κ
(M̃2,φ

M̃2

)

��
E(M̃1, φ‹M1

)

E
(M̃2,φ

M̃2

),(M̃1,φ
M̃1

)
(f)

// E(M̃2, φ‹M2
)

(36)

Heuristiquement κ
(‹M,φ

M̃
)

doit envoyer une somme infinie

a0 + φ‹M a1

z − π
+ φ‹Mτφ‹M a2

(z − π)(z − πq)
+ φ‹Mτφ‹Mτ2

φ‹M a3

(z − π)(z − πq)(z − πq2)
+ · · ·
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avec a0 ∈ M̃ , a1 ∈ τM̃ ⊗ ( O “⊗ I), a2 ∈ τ2

M̃ ⊗ τ( O “⊗ I), . . . sur une somme finie

φ‹M b1
z − π

+ φ‹Mτφ‹M b2
z − πq

+ φ‹Mτφ‹Mτ2

φ‹M b3
z − πq2 + · · · avec bi ∈ τ iM̃.

Comme an+1 = (πq
n − πq

n−1

) · · · (πqn − π)γ̆n(an+1) les puissances divisées au sens
de Grothendieck et Berthelot fournissent exactement les puissances de π nécessaires pour
effectuer la décomposition en éléments simples. Soient µk,n ∈ O pour 0 ≤ k ≤ n tels que

(πq
n − πqn−1

) · · · (πqn − π)

(z − π)(z − πq) · · · (z − πqn)
=

n∑
k=0

µk,n

z − πqk
.

On note désormais µk,n l’image de µk,n dans B. On a µn,n = 1 et grâce à l’hypothèse
que π est nilpotent dans B, µk,n = 0 si n − k est assez grand. Pour x ∈ τn( O “⊗ I) on a
µ0,nγ̆n(x) = λ̆n(x) et plus généralement µk,nγ̆n(x) = γ̆k(λ̆n−k(x)).

On définit alors κ
(‹M,φ

M̃
)

par κ
(‹M,φ

M̃
)
(a0, a1, . . . ) = (b1, b2, . . . ) avec

b1 = ψ‹M (a0) + a1 + τφ‹M (λ̆1(a2)) + τφ‹Mτ2

φ‹M (λ̆2(a3)) + · · · ,

b2 = γ̆1

(
a2 + τ2

φ‹M (λ̆1(a3)) + τ2

φ‹Mτ3

φ‹M (λ̆2(a4)) + · · ·
)
, . . .

Pour simplifier on note H = τf̃ψ‹M1
− ψ‹M2

f̃ : M̃1 → τM̃2 ⊗ ( O “⊗ I). La formule pour
E

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) s’obtient heuristiquement en notant F comme dans (29), en écrivant

que E
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) envoie la somme (35) sur

φ‹M1

τF
a1

z − π
+ φ‹M1

τφ‹M1

τ2

F
a2

z − πq
+ · · ·

= φ‹M1

(
τf̃ + τφ‹M2

τH

z − πq
+ τφ‹M2

τ2

φ‹M2

τ2

Hτψ‹M2

(z − πq)(z − πq2)
+ · · ·

) a1

z − π

+ φ‹M1

τφ‹M1

(
τ2

f̃ + τ2

φ‹M2

τ2

H

z − πq2 + · · ·
) a2

z − πq
+ · · ·

puis en transformant τ
i

H en (πq
i−πqi−1

) · · · (πqi−π)γ̆i(
τ iH) et en utilisant les puissances de

π dans cette dernière expression pour décomposer les fractions en éléments simples de façon
à obtenir une expression de la forme (35). Explicitement E

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) s’obtient par

passage au quotient de l’application
⊕

n∈N∗
τnM̃1 →

⊕
n∈N∗

τnM̃2 donnée par la matrice

τf̃ + Λ 0 0 · · ·

γ̆1(τ(H + Λψ‹M1
)) τ(τf̃ + Λ) 0

. . .

γ̆2(τ
2

(H + Λψ‹M1
))τψ‹M1

τ(γ̆1(τ(H + Λψ‹M1
))) τ

2

(τf̃ + Λ)
. . .

...
. . .

. . .
. . .


où Λ = τφ‹M1

λ̆1(τH) + τφ‹M1

τ2

φ‹M1
λ̆2(τ

2

H)τψ‹M2
+ · · · : τM̃1 → τM̃2 ⊗ ( O “⊗ I).

La commutativité des diagrammes (28) et (36) montre la compatibilité entre notre construc-
tion du O-cristal associé à un chtouca local minuscule et la construction analogue à celle
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de [48] en égales caractéristiques. Contrairement aux coefficients non-diagonaux de la ma-
trice ci-dessus (qui utilisent vraiment les puissances divisées au sens de Grothendieck et Ber-
thelot), le coefficient τf̃ + Λ en haut à gauche a les mêmes dénominateurs qu’un logarithme
(et n’utilise donc que les puissances divisées au sens de Honda et Gross-Hopkins). Le dual
de l’algèbre de Lie de l’extension vectorielle universelle est E(M̃, φ‹M )/φ E(

τE(M̃, φ‹M )) =
τM̃/(z − π)τM̃ pour tout relèvement (M̃, φ‹M ) et l’action de E

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) sur ce

quotient s’obtient en évaluant τf̃ + Λ en z = π. C’est aussi l’évaluation en z = π de τF avec
F comme dans (29), et comme F est aussi la formule pour F

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) par (16) et

(17), on retrouve d’une autre manière la compatibilité entre notre construction du O-cristal
et la construction analogue en égales caractéristiques à celle de [48].

5.5. Un procédé de calcul plus souple pour le foncteur de Dieudonné

Nous allons assouplir la construction du foncteur F de telle sorte que l’isomorphisme
F (M,φM ) ' M̃ ⊗ O⊗̂B Dn(B, I) de (6) ait encore lieu pour des relèvements qui ne sont plus

nécessairement des chtoucas locaux minuscules sur B, plus précisément pour les (M̃, φ̃M )

tels que M̃ est un O “⊗ B-module libre relevant M et φ̃M : τM̃ → M̃ un morphisme de
O “⊗ B-modules relevant φM (mais φ̃M (τM̃) ne contient pas forcément (z − π)M̃ ). De tels
objets n’ont pas d’analogues connus en inégales caractéristiques. Cet assouplissement nous
sera utile au paragraphe 10.

Soient B une O-algèbre où l’image de π est nilpotente, I un idéal de B et n ∈ N∗.
Soit f : (M1, φM1) → (M2, φM2) un morphisme de chtoucas locaux minuscules sur B/I.
On rappelle que si (M̃1, φ‹M1

) et (M̃1, φ‹M1
) sont des chtoucas locaux minuscules sur B qui

relèvent (M1, φM1
) et (M2, φM2

), on a défini dans (17) un morphisme de Dn(B, I)-modules

F
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) : M̃1 ⊗ O⊗̂B Dn(B, I)→ M̃2 ⊗ O⊗̂B Dn(B, I)

qui vérifie le lemme 5.9. Nous allons généraliser cette construction de la façon suivante. Si M̃1

et M̃2 sont des O “⊗B-modules libres qui relèvent M1 et M2 et fiφM1 : τM̃1 → M̃1 et fiφM2 des
morphismes de O “⊗B-modules qui relèvent φM1 et φM2 , nous allons définir un morphisme
de Dn(B, I)-modules

F
(‹M2,φ̃M2

),(‹M1,φ̃M1
)
(f) : M̃1 ⊗ O⊗̂B Dn(B, I)→ M̃2 ⊗ O⊗̂B Dn(B, I)

qui vérifie des propriétés analogues à celle du lemme 5.9 et qui coïncide avec
F

(‹M2,φ
M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f) si (M̃1,fiφM1

) et (M̃2,fiφM2
) sont des chtoucas locaux sur B (que

l’on note alors (M̃1, φ‹M1
) et (M̃2, φ‹M2

)).

Soient (M,φM ) un chtouca local minuscule sur B/I, M̃ un O “⊗ B-module libre rele-
vant M et φ̃M un relèvement de φM . Nous commençons par construire un morphisme de
Dn(B, I)-modules(

(z − π)φ̃M
−1)

: M̃ ⊗ O⊗̂B Dn(B, I)→ τM̃ ⊗ O⊗̂B Dn(B, I)

qui coïncide avec ψ‹M si (M̃, φ̃M ) = (M̃, φ‹M ) est un chtouca local minuscule sur B.
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Soit ψ̃M : M̃ → τM̃ un relèvement de ψM . On a

φ̃M ψ̃M = (z − π) + Z, avec Z ∈ End O⊗̂B(M̃)⊗ O⊗̂B O “⊗ I.
Or (z − π) + Z = (z − π)

(
1 + ε̌0(Z)

)
et 1 + ε̌0(Z) est inversible dans

End Dn(B,I)(M̃⊗ O⊗̂B Dn(B, I)) (car, dans une base de M̃ , ε̌0(Z) est une matrice à coefficients
nilpotents dans Dn(B, I)). On pose

θ = ψ̃M

(
1 + ε̌0(Z)

)−1

.(37)

On voit que φ̃Mθ = (z−π)Id‹M⊗
O⊗̂ B

Dn(B,I)
, mais cette relation ne détermine pas en général

θ de manière unique. En effet dans les notations de l’exemple 5.7, en prenant (M̃, φ̃M ) =

( O “⊗ B, z − π) et en choisissant ψ̃M = 1 pour le calcul on voit que θ = 1, mais que
X = 1 + ε(π)ε(x) vérifie aussi la relation φ̃MX = (z − π)Id‹M⊗

O⊗̂ B
Dn(B,I)

. Cependant le

lemme suivant montre que θ a de bonnes propriétés.

L 5.11. – Le morphisme de Dn(B, I)-modules

θ : M̃ ⊗ O⊗̂B Dn(B, I)→ τM̃ ⊗ O⊗̂B Dn(B, I)

défini par (37) vérifie θφ̃M = (z − π)Id
τ‹M⊗

O⊗̂ B
Dn(B,I)

et ne dépend pas du choix de ψ̃M .

Démonstration. – Soit Z ′ ∈ End O⊗̂B(τM̃)⊗ O⊗̂B O“⊗ I défini par ψ̃M φ̃M = (z−π)+Z ′.

En écrivant ψ̃M φ̃M ψ̃M et φ̃M ψ̃M φ̃M de deux manières différentes on voit que

Z ′ψ̃M = ψ̃MZ dans Hom O⊗̂B(M̃, τM̃)⊗ O⊗̂B O “⊗ I(38)

et φ̃MZ ′ = Zφ̃M dans Hom O⊗̂B(τM̃, M̃)⊗ O⊗̂B O “⊗ I.(39)

Comme Z ′ ∈ End O⊗̂B(τM̃)⊗ O⊗̂B O “⊗ I, 1 + ε̌0(Z ′) admet un inverse(
1 + ε̌0(Z ′)

)−1

∈ End Dn(B,I)(
τM̃ ⊗ O⊗̂B Dn(B, I)).

On a

θ =
(

1 + ε̌0(Z ′)
)−1

ψ̃M .(40)

En effet cela équivaut à

ψ̃M

(
1 + ε̌0(Z)

)
=
(

1 + ε̌0(Z ′)
)
ψ̃M(41)

qui découle de (38) puisque ψ̃M ε̌0(Z) = ε̌0(ψ̃MZ) et ε̌0(Z ′)ψ̃M = ε̌0(Z ′ψ̃M ).

L’égalité θφ̃M = (z − π)Id
τ‹M⊗

O⊗̂ B
Dn(B,I)

qui fait partie de l’énoncé du lemme résulte de

(40) et du fait que

ψ̃M φ̃M = (z − π) + Z ′ = (z − π)
(

1 + ε̌0(Z ′)
)
.

Soient maintenant ψ̃M
]

un autre relèvement de ψM , et Z], Z ′] et θ] construits à partir de

ψ̃M
]

comme Z, Z ′ et θ à partir de ψ̃M . On veut montrer θ] = θ. On a ψ̃M
]

= ψ̃M +K avec
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K ∈ Hom O⊗̂B(M̃, τM̃)⊗ O⊗̂B O “⊗ I. D’où Z] = Z + φ̃MK. D’après l’équation analogue à

(37) pour θ] et grâce à l’égalité ε̌0(φ̃MK) = φ̃M ε̌0(K), on a

θ] =
(
ψ̃M +K

)(
1 + ε̌0(Z) + φ̃M ε̌0(K)

)−1

.

Grâce à (40) on est ramené à montrer(
ψ̃M +K

)(
1 + ε̌0(Z) + φ̃M ε̌0(K)

)−1

=
(

1 + ε̌0(Z ′)
)−1

ψ̃M ,

ce qui équivaut à(
1 + ε̌0(Z ′)

)(
ψ̃M +K

)
= ψ̃M

(
1 + ε̌0(Z) + φ̃M ε̌0(K)

)
.

Cette égalité découle de (41) et du calcul suivant :

(1 + ε̌0(Z ′))K = (1 + ε̌0(Z ′))(z − π)ε̌0(K) = (z − π + Z ′)ε̌0(K) = ψ̃M φ̃M ε̌0(K).

Comme θ ne dépend pas du choix de ψ̃M on notera(
(z − π)φ̃M

−1)
: M̃ ⊗ O⊗̂B Dn(B, I)→ τM̃ ⊗ O⊗̂B Dn(B, I)

ce morphisme θ. On a

φ̃M
(
(z − π)φ̃M

−1)
= (z − π) et

(
(z − π)φ̃M

−1)
φ̃M = (z − π).

Plus loin, dans le lemme 5.13 nous aurons besoin d’une autre relation satisfaite par(
(z − π)φ̃M

−1)
et nous devrons revenir aux formules (37) et (40) pour la démontrer.

Soit f̃ : ›M1 → ›M2 un morphisme de O“⊗B-modules qui relève f . Nous allons maintenant
définir F

(‹M2,φ̃M2
),(‹M1,φ̃M1

)
(f̃) en reprenant les formules (15) et (17) et en effectuant les

remplacements

de φ‹Mi
par fiφMi

et de ψ‹Mi
par

(
(z − π)fiφMi

−1)
(42)

pour tout i. Comme
(
(z − π)fiφMi

−1)
est à coefficients dans Dn(B, I), la remarque suivante

montre que les formules (14) et (16) n’ont plus de sens, alors que (15) garde un sens lorsqu’on
effectue les remplacements (42). Nous devrons donc modifier les arguments qui utilisaient les
formules (14) et (16).

R. – Soit I l’idéal de Dn(B, I) engendré par O“⊗ I. Il n’est pas vrai en général
que ε̌0 s’étende en un morphisme Dn(B, I)-linéaire de I dans Dn(B, I). En effet pour
x1, . . . , xk, y1, . . . , yk ∈ I on devrait avoir ε̌0(

∑k
i=1 xiε(yi)) =

∑k
i=1 ε0(xi)ε(yi) mais∑k

i=1 xiε(yi) = ε(
∑k
i=1 xiyi) et

∑k
i=1 xiyi peut être nul sans que

∑k
i=1 ε0(xi)ε(yi) le soit,

comme on l’a vu dans l’exemple 5.7 avec k = 1, x1 = π et y1 = x.

On pose donc F 0

(M̃2,φ̃M2
),(M̃1,φ̃M1

)
(f̃) = f̃ et pour m ∈ N∗,

F m
(M̃2,φ̃M2

),(M̃1,φ̃M1
)
(f̃) = fiφM2

· · · τ
m−2

(fiφM2
)ε̌m−1

(
τm−1(fiφM2

τf̃ − f̃fiφM1

))
τm−1(

(z − π)fiφM1

−1)
· · ·
(
(z − π)fiφM1

−1)
∈ Hom O⊗̂B(›M1,›M2)⊗ O⊗̂B Dn(B, I).
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Comme dans (17) on pose

F
(M̃2,φ̃M2

),(M̃1,φ̃M1
)
(f̃) =

n∑
m=0

F m
(M̃2,φ̃M2

),(M̃1,φ̃M1
)
(f̃).

En recopiant la démonstration du lemme 5.8 (avec les remplacements (42)) on montre
que F

(M̃2,φ̃M2
),(M̃1,φ̃M1

)
(f̃) ne dépend pas du choix du relèvement f̃ et on le note donc

F
(M̃2,φ̃M2

),(M̃1,φ̃M1
)
(f).

L 5.12. – On afiφM2

τF
(M̃2,φ̃M2

),(M̃1,φ̃M1
)
(f) = F

(M̃2,φ̃M2
),(M̃1,φ̃M1

)
(f)fiφM1

(43)

et

τF
(M̃2,φ̃M2

),(M̃1,φ̃M1
)
(f)
(
(z − π)fiφM1

−1)
=
(
(z − π)fiφM2

−1)
F

(M̃2,φ̃M2
),(M̃1,φ̃M1

)
(f).(44)

De plus la réduction modulo J n de F
(M̃2,φ̃M2

),(M̃1,φ̃M1
)
(f) est égale à f⊗ O⊗̂(B/I)

Id Dn(B,I)/ Jn
.

Enfin, si (M3, φM3) est un troisième chtouca local minuscule sur (B/I), ›M3 un O“⊗B-module
libre relevant M3, fiφM3 un relèvement de φM3 , et g un morphisme de chtoucas locaux de
(M2, φM2) vers (M3, φM3), on a

F
(M̃3,φ̃M3

),(M̃2,φ̃M2
)
(g) F

(M̃2,φ̃M2
),(M̃1,φ̃M1

)
(f) = F

(M̃3,φ̃M3
),(M̃1,φ̃M1

)
(g ◦ f).(45)

Démonstration. – Soient f̃ et g̃ des relèvements de f et g. Pour montrer (43) on recopie
la preuve de (19) (avec les remplacements (42)). On obtient également que pour tout m ∈ NfiφM2

τ
( m∑
l=0

F l
(‹M2,φ̃M2

),(‹M1,φ̃M1
)
(f̃)
)

=
(m+1∑
l=0

F l
(‹M2,φ̃M2

),(‹M1,φ̃M1
)
(f̃)
)fiφM1

.(46)

Pour montrer (44) on commence par un lemme.

L 5.13. – On a(
(z − π)fiφM2

−1)
ε̌0
(fiφM2

τf̃ − f̃fiφM1

)(
(z − π)fiφM1

−1)
= τf̃

(
(z − π)fiφM1

−1)
−
(
(z − π)fiφM2

−1)
f̃ .

R. – Le lemme serait évident si on pouvait faire rentrer
(
(z − π)fiφM2

−1)
et(

(z− π)fiφM1

−1)
dans l’expression centrale à laquelle on applique ε̌0 mais la remarque avant

le lemme 5.12 montre que ce n’est pas possible.

Démonstration. – Soient fiψM1
et fiψM2

des relèvements de ψM1
et ψM2

. En définissant Z1

par fiφM1
fiψM1 = z − π + Z1 et Z ′2 par fiψM2

fiφM2 = z − π + Z ′2 on a, grâce à (37) et (40),(
(z − π)fiφM2

−1)
ε̌0
(fiφM2

τf̃ − f̃fiφM1

)(
(z − π)fiφM1

−1)
=
(
1 + ε̌0(Z ′2)

)−1fiψM2 ε̌0
(fiφM2

τf̃ − f̃fiφM1

)fiψM1

(
1 + ε̌0(Z1)

)−1
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et ceci est égal à τf̃
(
(z − π)fiφM1

−1)
−
(
(z − π)fiφM2

−1)
f̃ car(

1 + ε̌0(Z ′2)
)(
τf̃
(
(z − π)fiφM1

−1)
−
(
(z − π)fiφM2

−1)
f̃
)(

1 + ε̌0(Z1)
)

=
(
1 + ε̌0(Z ′2)

)
τf̃fiψM1

−fiψM2
f̃
(
1 + ε̌0(Z1)

)
= (z − π)ε̌0

(
τf̃fiψM1 −fiψM2 f̃

)
+ ε̌0

(
Z ′2

τf̃fiψM1

)
− ε̌0

(fiψM2
f̃Z1)

)
= ε̌0

(
(z − π + Z ′2)τf̃fiψM1 −fiψM2 f̃(z − π + Z1)

)
= ε̌0

(fiψM2
fiφM2

τf̃fiψM1 −fiψM2 f̃
fiφM1

fiψM1

)
= fiψM2 ε̌0

(fiφM2

τf̃ − f̃fiφM1

)fiψM1 .

Suite de la démonstration du lemme 5.12. – Il résulte immédiatement du lemme 5.13 que

τF 0

(M̃2,φ̃M2
),(M̃1,φ̃M1

)
(f̃)
(
(z − π)fiφM1

−1)
=
(
(z − π)fiφM1

−1)(
F 0

(M̃2,φ̃M2
),(M̃1,φ̃M1

)
(f̃) + F 1

(M̃2,φ̃M2
),(M̃1,φ̃M1

)
(f̃)
)
.

En appliquant (12) on obtient

τF m
(M̃2,φ̃M2

),(M̃1,φ̃M1
)
(f̃)
(
(z − π)fiφM1

−1)
= τfiφM2 · · · τ

m−1

(fiφM2)τ
Å
ε̌m−1

(
τm−1(fiφM2

τf̃ − f̃fiφM1

))ã
τm
(
(z − π)fiφM1

−1)
· · ·
(
(z − π)fiφM1

−1)
= (z − π)τfiφM2

· · · τ
m−1

(fiφM2
)ε̌m

(
τm
(fiφM2

τf̃ − f̃fiφM1

))
τm
(
(z − π)fiφM1

−1)
· · ·
(
(z − π)fiφM1

−1)
=
(
(z − π)fiφM1

−1)
F m+1

(M̃2,φ̃M2
),(M̃1,φ̃M1

)
(f̃).

Il résulte des deux suites d’égalités précédentes que pour tout m ∈ N on a

τ
( m∑
l=0

F l
(M̃2,φ̃M2

),(M̃1,φ̃M1
)
(f̃)
)(

(z − π)fiφM1

−1)
=
(
(z − π)fiφM1

−1)(m+1∑
l=0

F l
(M̃2,φ̃M2

),(M̃1,φ̃M1
)
(f̃)
)
.(47)

L’équation (44) en résulte immédiatement en prenant m = n .
La deuxième assertion est évidente. Pour montrer la dernière assertion on reprend les

calculs du lemme 5.9 (avec les remplacements (42)) : (45) résulte de (46) et (47) de la même
façon que (21) résultait de (22) et (23).

La construction que nous venons d’effectuer généralise celle du foncteur F dans la dé-
monstration de la proposition 5.6. Pour pouvoir y référer ultérieurement on va en énoncer
une conséquence.

P 5.14. – Si (M,φM ) est un chtouca local minuscule sur B/I et si M̃ est un
O“⊗B-module libre relevantM et φ̃M est un relèvement de φM , F (M,φM ) est canoniquement
isomorphe à M̃ ⊗ O⊗̂B Dn(B, I).
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6. Le théorème de relèvement de Grothendieck

Nous allons montrer l’analogue en égales caractéristiques du théorème de relèvement de
Grothendieck [28, 48]. Ce sont les puissances divisées de Grothendieck et Berthelot [4, 9, 48]
(avec la condition supplémentaire de nilpotence) qui apparaissent ici parce que l’on doit
itérer γ. La définition que nous allons donner pour le O-analogue des puissances divisées de
Grothendieck et Berthelot est un cas particulier de la définition 14 de [21] (Faltings considère
dans cet article le cas général de l’anneau d’entiers O d’un corps local et nous restreignons
sa définition au cas où O est d’égales caractéristiques).

Soient B une O-algèbre et I un idéal de B.

D 6.1. – Une structure de puissances divisées au sens de Grothendieck et
Berthelot sur I est une application γ : I → I qui vérifie

(a) πγ(x) = xq pour x ∈ I,

(b) γ(bx) = bqγ(x) pour x ∈ I et b ∈ B,

(c) γ(x+ y) = γ(x) + γ(y) pour x, y ∈ I.

On note γn l’itéré n fois de γ et on note I [n] l’idéal de B engendré par tous les produits
γa1(x1) · · · γak(xk) pour k ∈ N∗, a1, . . . , ak ∈ N∗ vérifiant

∑k
i=1 q

ai ≥ n et x1, . . . , xk ∈ I.

On dit que γ est nilpotent s’il existe un entier n tel que I [n] = 0.

R. – De nouveau on remarque que, dans la définition précédente, si π ∈ I on
n’a pas nécessairement γ(π) = πq−1. De même pour k ∈ N∗, et x1, . . . , xk, y1, . . . , yk ∈ I
tels que

∑k
i=1 xiyi = 0, on n’a pas nécessairement

∑k
i=1 γ(xi)γ(yi) = 0. On renvoie à

l’exemple 5.7 ci-dessus pour un cas où ces égalités n’ont pas lieu.

Le lemme suivant indique le lien logique entre les puissances divisées au sens de Grothen-
dieck et Berthelot et celles au sens de Honda et Gross-Hopkins considérées dans le para-
graphe précédent.

L 6.2. – a) Soient B, I, γ comme dans la définition 6.1. Alors (B, Id, γ) est une
structure de puissances divisées sur I au sens de Honda et de Gross-Hopkins comme dans la
définition 5.1.

b) Supposons que l’image de π dans B est nilpotente. Soit A une O-algèbre complète pour
la topologie π-adique et s : A→ B/I un morphisme de O-algèbres. Alors (B, I, s, B, IdB , γ)

est un A-objet test au sens de la définition 5.2.

Démonstration. – Seul b) demande une démonstration. Soient n tel que πn = 0 dans B.
Alors pour tout x ∈ I, on a xqn = πnγ(x)n = 0. A fortiori, comme γ prend ses valeurs
dans I, on a γ(x)qn = 0 pour tout x ∈ I, et donc la dernière condition de la définition 5.2
est satisfaite.
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Soient B, I, γ comme dans la définition 6.1. On suppose que l’image de π dans B est
nilpotente. Grâce au lemme précédent, (B, I, IdB/I , B, IdB , γ) est un B/I-objet test. Si
(M,φM ) est un chtouca local minuscule sur B/I, nous noterons D(M,φM )B le B-mo-
dule localement libre qui est la valeur du O-cristal associé à (M,φM ) en le B/I-objet test
(B, I, IdB/I , B, IdB , γ), et D(M,φM )B/I la valeur du O-cristal associé à (M,φM ) en le
B/I-objet test (B/I, 0, IdB/I , B/I, IdB/I , 0), qui est simplement leB/I-module localement
libre τM/(z − π)τM . On a

D(M,φM )B/I = D(M,φM )B ⊗B B/I.

LeB/I-module localement libre τM/(z−π)τM contient le sous-module ψM (M)/(z−π)τM

qui est facteur direct par le a) du lemme 1.1 (on rappelle queψM = (z−π)φ−1
M : M → τM ). Si

(M̂, φM̂ ) est un chtouca local minuscule sur B qui relève (M,φM ), le B-module localement
libre τM̂/(z − π)τM̂ est canoniquement isomorphe à D(M,φM )B . Mais τM̂/(z − π)τM̂

possède le sous-B-module ψM̂ (M̂)/(z − π)τM̂ qui est facteur direct par le a) du lemme 1.1
et qui relève ψM (M)/(z − π)τM .

P 6.3. – SoitB une O-algèbre où l’image de π est nilpotente. Soient I un idéal
de B et γ une structure de puissances divisées sur I au sens de la définition 6.1. On suppose
γ nilpotent. Alors le foncteur (M̂, φM̂ ) 7→ ((M,φM ), ψM̂ (M̂)/(z − π)τM̂), qui à un chtouca
local minuscule (M̂, φM̂ ) sur B associe sa restriction (M,φM ) à B/I et ψM̂ (M̂)/(z − π)τM̂

est une équivalence entre la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur B et la catégorie
des couples ((M,φM ),Fil), où (M,φM ) est un chtouca local minuscule sur B/I, et Fil est un
sous-B-module facteur direct de D(M,φM )B qui relève

ψM (M)/(z − π)τM ⊂ τM/(z − π)τM = D(M,φM )B/I = D(M,φM )B ⊗B B/I.

Démonstration. – Comme les images itérées de I par l’application qui à un idéal J de B
associe γ(J)B sont nulles après un nombre fini d’itérations, il suffit de montrer la proposition
sous l’hypothèse supplémentaire γ(I) = 0. Dans ce cas, la proposition est impliquée par le
lemme 6.4. On note que γ(I) = 0 implique I(q) = 0, c’est-à-dire xq = 0 pour tout x ∈ I.

L 6.4. – Soient B une O-algèbre où l’image de π est nilpotente et I un idéal
de B tel que I(q) = 0. On note α : B/I → B le morphisme x 7→ xq. Le foncteur
(M̂, φM̂ ) 7→ ((M,φM ), ψM̂ (M̂)/(z − π)α∗M) qui à un chtouca local minuscule (M̂, φM̂ )

sur B associe sa réduction (M,φM ) modulo I et ψM̂ (M̂)/(z − π)α∗M réalise une
équivalence entre la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur B et la catégorie des
couples ((M,φM ),Fil), où (M,φM ) est un chtouca local minuscule sur B/I, et Fil est un
sous-B-module facteur direct du B-module localement libre α∗M/(z − π)α∗M , qui relève
le sous-B/I-module facteur direct ψM (M)/(z − π)τM du B/I-module localement libre
τM/(z − π)τM = (α∗M/(z − π)α∗M)⊗B B/I.

Dans le lemme on a noté α∗M = M ⊗ O⊗̂(B/I),1⊗̂α O “⊗B. On a
τM = α∗M ⊗ O⊗̂B O “⊗ (B/I) et pour tout relèvement de M en un O “⊗ B-module lo-

calement libre M̂ , α∗M = τM̂ . Ce lemme est la proposition 3.1.2 de [26]. Nous en rappelons
la démonstration pour la commodité du lecteur.
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Démonstration du lemme 6.4. – D’abord il revient au même de se donner un sous-B-mo-
dule Fil de α∗M/(z−π)α∗M , ou un O“⊗B-module M̂ muni d’une inclusion ψM̂ dans α∗M ,
et contenant (z − π)α∗M (et on notera φM̂ : α∗M → M̂ le composé de la multiplication
par (z−π) et de l’inclusion (z−π)α∗M ⊂ M̂ ). De plus Fil est facteur direct si et seulement
si M̂ est un O “⊗ B-module libre localement pour la topologie de Zariski sur SpecB. En ef-
fet si M̂ est un O “⊗ B-module libre localement pour la topologie de Zariski sur SpecB, il
résulte du a) du lemme 1.1 que Fil = M̂/(z − π)α∗M est facteur direct du B-module loca-
lement libre α∗M/(z − π)α∗M . Réciproquement si Fil est facteur direct, alors localement
pour la topologie de Zariski sur SpecB on peut trouver une base (e1, . . . , er) du B-module
α∗M/(z−π)α∗M et k ∈ {0, . . . , r} tels que e1, . . . , ek engendrent Fil, puis relever cette base
en une base f1, . . . , fr de α∗M comme O “⊗B-module et alors

(f1, . . . , fk, (z − π)fk+1, .., (z − π)fr)

est une base de M̂ comme O “⊗ B-module. Enfin M̂ relève M si et seulement si le sous-
B-module facteur direct Fil deα∗M/(z−π)α∗M relève le sous-B/I-module localement libre

ψM (M)/(z − π)τM ⊂ τM/(z − π)τM = (α∗M/(z − π)α∗M)⊗B B/I.

Suite de la démonstration de la proposition 6.3. – Le lemme 6.4 implique par récurrence
la proposition (et en constitue aussi un cas particulier) car si γ(I) = 0, on a un isomor-
phisme canonique D(M,φM )B = α∗M/(z − π)α∗M . En effet c’est une assertion locale sur
Spec (B/I) donc il suffit de l’établir pour (M,φM ) relevable. Si f : (M1, φM1

)→ (M2, φM2
)

est un morphisme de chtoucas locaux minuscules sur B/I relevables et si (M̃1, φ‹M1
) et

(M̃2, φ‹M2
) sont des chtoucas locaux minuscules sur B relevant (M1, φM1

) et (M2, φM2
)

alors le diagramme suivant est commutatif

τM̃1/(z − π)τM̃1

τ F
(M̃2,φ

M̃2

),(M̃1,φ
M̃1

)
(f)

//

o

τM̃2/(z − π)τM̃2

o

α∗M1/(z − π)α∗M1

α∗(f) // α∗M2/(z − π)α∗M2

car si f̃ relève f , le morphisme

τF m
(‹M2,φ

M̃2

),(‹M1,φ
M̃1

)
(f̃) : τM̃1/(z − π)τM̃1 → τM̃2/(z − π)τM̃2

est nul pour m > 0 et vaut τf̃ = α∗(f) pour m = 0.

7. Structures de Hodge-Pink des isochtoucas locaux sur un anneau de valuation discrète

À partir de maintenant nous supposons que la base est le spectre d’un anneau de valua-
tion discrète complet, sauf dans le contre-exemple du paragraphe 9 où la valuation cessera
d’être discrète. Dans ce paragraphe nous reprenons les constructions des paragraphes 2 et 3
(dont certaines démonstrations se simplifient) et nous énonçons le théorème « faiblement ad-
missible implique admissible » dont la démonstration occupe le paragraphe suivant.
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Soit OL un anneau de valuation discrète complet de corps résiduel k. On note mL son
idéal maximal. Soit πL une uniformisante de OL. Le choix de πL détermine un isomorphisme
OL = k[[πL]]. On supposera que k est parfait. Cette hypothèse servira seulement dans la
démonstration de la proposition 8.5. La méthode de Hartl (voir [31]) montre que le théorème
« faiblement admissible implique admissible » est vrai sans cette hypothèse.

On note L le corps des fractions de OL. On suppose OL muni d’une structure de
O-algèbre de sorte que l’image de π dans OL soit un élément non nul de mL. On a
O “⊗ OL = OL[[z]] = k[[z, πL]].

Nous allons classifier les isochtoucas locaux sur OL (c’est-à-dire les classes d’isogénie des
chtoucas locaux sur OL) à l’aide des isochtoucas locaux sur k munis de structures de Hodge-
Pink définies sur L. On rappelle, d’après la proposition 2.2 et la définition 2.1, que pour
s, t ∈ Z, un isochtouca local sur OL d’amplitude ⊂ [s, t] est un O “⊗ OL[ 1

z ]-module libre N
muni d’un isomorphisme de O “⊗ OL[ 1

z ,
1

z−π ]-modules φN : τN [ 1
z−π ] → N [ 1

z−π ] qui vérifie
la condition

(PIL) : pour un (ou pour tout) O“⊗ OL-module libreM muni d’un isomorphismeM [ 1
z ] = N ,

il existe une constante C, telle que pour tout n ∈ N∗,

φN
τφN · · · τ

n−1

φN ∈ z−C(z − π)s · · · (z − πq
n−1

)sHom O⊗̂ OL
(τ
n

M,M)

et (φN
τφN · · · τ

n−1

φN )−1 ∈ z−C(z − π)−t · · · (z − πq
n−1

)−tHom O⊗̂ OL
(M, τ

n

M).

Pour tout isochtouca local (N,φN ) sur OL, si on note (D,φD) sa réduction modulo
πL (qui est un isochtouca local sur k, c’est-à-dire que D est un k((z))-espace vectoriel
muni d’un isomorphisme de k((z))-espaces vectoriels φD : τD → D) il existe un unique
isomorphisme ρ, congru à Id modulo πL entre les isochtoucas locaux

(N ⊗ O⊗̂ OL[ 1
z ]

O “⊗ ( OL/π OL)[ 1
z ], φN ⊗ 1) et (D ⊗k((z)) O “⊗ ( OL/π OL)[ 1

z ], φD ⊗ 1)

sur OL/π OL En effet φN ⊗ 1 et φD ⊗ 1 sont inversibles et si k ∈ N est tel que

πq
k

L ∈ π OL et si ρ̃ : N ⊗ O⊗̂ OL[ 1
z ]

O “⊗ ( OL/π OL)[ 1
z ] → D ⊗k((z)) O “⊗ ( OL/π OL)[ 1

z ]

est un morphisme arbitraire de O “⊗ ( OL/π OL)[ 1
z ]-modules congru à Id modulo πL, on a

ρ = (φD ⊗ 1) · · · τk−1

(φD ⊗ 1)τ
k

(ρ̃)τ
k−1

(φN ⊗ 1)−1 · · · (φN ⊗ 1)−1. L’existence d’un iso-
morphisme ρ congru à Id modulo mL ne serait plus vraie en général si OL n’était pas de
valuation discrète.

C’est pourquoi nous pouvons adopter dans ce paragraphe un point de vue plus naïf que
dans les paragraphes 2 et 3, puisque la rigidification modulo π est automatique et ne fait plus
partie de la donnée. La définition suivante a pour but de simplifier la terminologie : on dira
souvent isochtouca au lieu de « isochtouca local sur k » et isochtouca de Hodge-Pink au lieu
de « isochtouca local sur k muni d’une structure de Hodge-Pink définie sur L ».

Le morphisme Id O “⊗ Fr : O “⊗ k → O “⊗ k s’étend naturellement à k((z)) : il en-
voie z sur z et agit par x 7→ xq sur k. Pour tout k((z))-espace vectoriel D on note
τD = D ⊗

k((z)),Id O⊗̂Fr
k((z)). On note L[[z − π]] le complété de O “⊗ OL le long du

point générique du graphe du morphisme de O vers OL. Il est muni naturellement d’une
structure de k((z))-algèbre (l’image de z est π + (z − π)).
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D 7.1. – Un isochtouca (D,φD) est un k((z))-espace vectoriel D muni d’un
isomorphisme de k((z))-espaces vectoriels φD : τD → D. On note UD = τD⊗k((z)) L[[z−π]]

le réseau tautologique de τD ⊗k((z)) L((z − π)).
Une structure de Hodge-Pink est la donnée d’un L[[z − π]]-réseau V dans

UD ⊗L[[z−π]] L((z − π)) = τD ⊗k((z)) L((z − π)). On dit que V est d’amplitude ⊂ [s, t]

si (z − π)−sUD ⊂ V ⊂ (z − π)−tUD.
On appelle isochtouca de Hodge-Pink (D,φD, VD) un isochtouca (D,φD) muni d’une

structure de Hodge-Pink VD.
Un morphisme entre deux isochtoucas (D,φD) et (D′, φD′) est un morphisme de

k((z))-espaces vectoriels f : D → D′ tel que f ◦ φD = φD′ ◦ τf .
Un morphisme entre deux isochtoucas de Hodge-Pink (D,φD, VD) et (D′, φD′ , VD′) est un

morphisme d’isochtoucas f de (D,φD) vers (D′, φD′) tel que f(VD) ⊂ VD′ .

On notera parfois D au lieu de (D,φD) ou de (D,φD, VD).
Si D est de dimension 1, la matrice de ΦD dans une base est le produit de zk et d’une

unité. De plus on a VD = (z − π)lUD. On note tN (D) = k et tH(D) = −l. On notera que
l’amplitude de VD est [tH(D), tH(D)]. On devrait noter tN (D,φD) et tH(D,φD, VD) mais
c’est trop lourd.

Si D est de dimension r, on note det(D) = ΛrD, φdet(D) = det(φD) et
Vdet(D) = det(VD). Alors det(D) est un isochtouca de Hodge-Pink de dimension 1.
On pose alors tN (D) = tN (det(D)) et tH(D) = tH(det(D)).

Si (D,φD) est un isochtouca on appelle sous-isochtouca un sous-k((z))-espace vectoriel
D′ tel que φD(τD′) = D′, et on prend évidemment pour φD′ la restriction de φD à τD′. Si
D est un isochtouca de Hodge-Pink on munit D′ d’une structure de Hodge-Pink en posant
VD′ = VD ∩ (τD′ ⊗k((z)) L((z − π))).

D 7.2. – Un isochtouca de Hodge-Pink D est dit faiblement admissible si
tH(D) = tN (D) et pour tout sous-isochtouca D′ on a Ext tH(D′) ≤ tN (D′).

R. – Soit D faiblement admissible. Pour tout isochtouca de Hodge-Pink
(D′, φD′ , VD′) et tout morphisme injectif f : D′ → D d’isochtoucas de Hodge-Pink, on a
VD′ ⊂ VD ∩ (τD′ ⊗k((z)) L((z − π))) et donc tH(D′) ≤ tN (D′).

Voici notre résultat principal. Dans [31], Hartl a obtenu ce résultat (sur une base un peu
plus générale) par une méthode complètement différente. Nous allons construire un foncteur
D+

iso de la catégorie des isochtoucas locaux sur OL vers la catégorie des isochtoucas de Hodge-
Pink faiblement admissibles, qui vérifiera le théorème suivant.

T 7.3. – Le foncteur D+
iso est une équivalence de catégories.

Le qualificatif iso indique que D+
iso relie des catégories à isogénies près et + signale la

donnée supplémentaire de la structure de Hodge-Pink.
La démonstration du théorème 7.3 occupe la fin de ce paragraphe ainsi que le paragraphe

suivant. Nous commençons par construire un foncteur (encore noté D+
iso par abus) de la

catégorie des isochtoucas locaux vers celle des isochtoucas de Hodge-Pink (en reprenant la
définition 3.11) et nous montrons que son image est contenue dans la sous-catégorie pleine
des isochtoucas de Hodge-Pink faiblement admissibles et qu’il est pleinement fidèle (cela est
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un cas particulier de la proposition 3.14). Dans le paragraphe suivant nous montrerons que
l’image essentielle est formée de tous les isochtoucas de Hodge-Pink faiblement admissibles,
c’est-à-dire que « faiblement admissible implique admissible ».

On notera C l’anneau formé des séries à coefficients dans OL en la variable z et son inverse
qui convergent absolument sur le disque rigide épointé {0 < |z| < 1}. C’est l’anneau
noté C( OL) au paragraphe 3. On note v la valuation sur OL (toujours normalisée pour que
v(π) = 1). Les définitions du début du paragraphe 3, appliquées à B = OL, donnent
ν : OL → N ∪ {+∞} et ν′ : OL → R+ ∪ {+∞}. Il est clair que ν′ = v et que ν est la
partie entière de v. Tous les résultats démontrés dans le paragraphe 3 sont vrais ici avec v à
la place de ν, et nous allons les rappeler maintenant, car il est plus commode pour la suite
d’utiliser v plutôt que ν.

On a

C =

{∑
n∈Z

anz
n, an ∈ OL, lim

n 7→−∞

v(an)

|n|
= +∞

}
=

⋂
m∈N∗

Ç
k[[z, πL]]

ññ
πq

m

z

ôô ï
1

z

òå
.

Dans C on a l’élément particulier

α = (1− π

z
)(1− πq

z
)(1− πq

2

z
) · · · .

Soient s, t ∈ Z et (N,φN ) un isochtouca local sur OL d’amplitude ⊂ [s, t]. On veut lui
associer un isochtouca de Hodge-PinkD, c’est-à-dire un k((z))-espace vectorielDmuni d’un
isomorphisme de k((z))-espaces vectoriels φD : τD → D, et d’un L[[z − π]]-réseau VD dans
τD ⊗k((z)) L((z − π)).

On remarque d’abord que

O “⊗ OL[ 1
z ]/(πL) = O “⊗ OL[ 1

z ,
1

z−π ]/(πL) = k((z)).

On commence par poser

D = N ⊗ O⊗̂ OL[ 1
z ]
k((z)) = N/πLN et φD = φN mod πL.

Le lemme suivant résulte du lemme 3.10 et du fait qu’une rigidification modulo π est équi-
valente à une rigidification modulo πL, comme nous l’avons expliqué au début de ce para-
graphe. Nous reprenons la démonstration sous une forme matricielle qui nous servira ensuite.

L 7.4. – Il existe un unique morphisme R de C [ 1
α ]-modules congru à Id modulo πL

de N ⊗ O⊗̂ OL[ 1
z ]

C [ 1
α ] vers D ⊗k((z)) C [ 1

α ] tel que l’on ait

R(φN ⊗ 1) = (φD ⊗ 1)τR.

De plus c’est un isomorphisme de C [ 1
α ]-modules.

Démonstration. – Nous fixons une base de N sur O “⊗ OL[ 1
z ]. Par réduction modulo πL

on en déduit une base de D sur k((z)). On note encore φN et φD les matrices de φN et φD
dans ces bases. On a φN ∈ GLr( O “⊗ OL[ 1

z ,
1

z−π ]) et φD = φN mod πL. Supposons d’abord
φ−1
N ∈ Mr( O “⊗ OL[ 1

z ]), c’est-à-dire que l’isochtouca local (N,φN ) est d’amplitude ⊂ [s, 0]

pour un certain s ∈ Z. On pose alors R = limn 7→+∞ rn ∈Mr( C) où

rn = φD
τφD

τ2

φD · · · τ
n−1

φD
τn−1

φ−1
N · · ·

τ2

φ−1
N

τφ−1
N φ−1

N ∈Mr( O “⊗ OL[
1

z
]).
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Soit C une constante telle que φD ∈ z−CMr(k[[z]]) et φ−1
N ∈ z−CMr( O “⊗ OL). Alors

rn ∈ z−2CnMr( O “⊗ OL) et rn+1 − rn ∈ πq
n

L z−2C(n+1)Mr( O “⊗ OL), ce qui montre que la
limite des rn, au sens de la topologie π-adique, appartient bien àMr( C). En fait C = C( OL)

est complet pour la topologie introduite avant le lemme 3.1 et la suite rn est de Cauchy et
converge pour cette topologie. Par ailleurs il est évident que R est congru à Id modulo πL
et que RφN = φD

τR. Si r = 1 et φN = (z − π)−1, on obtient R = (1 − π
z )(1 − πq

z ) · · · ,
c’est-à-dire que R est égal à α.

Si on enlève maintenant l’hypothèse que φ−1
N appartient à Mr( O “⊗ OL[ 1

z ]) (donc si φN
est d’amplitude⊂ [s, t] arbitraire), φ−1

N (z− π)t appartient à Ext Mr( O“⊗ OL[ 1
z ]). Si on pose

N ′ = N = ( O “⊗ OL[ 1
z ])r et φN ′ = φN (z − π)−t (si bien que (N ′, φN ′) est un isochtouca

local d’amplitude ⊂ [s− t, 0]), et R′ la matrice associée à φN ′ par la construction ci-dessus,
on pose R = R′α−t ∈Mr( C [ 1

α ]).

On peut définir R−1 de la même façon (en commençant par le cas où φN ∈Mr( O “⊗ OL[ 1
z ]),

i.e. (N,φN ) d’amplitude ⊂ [0, t] pour t ∈ N) et montrer que R−1 appartient aussi à
Mr( C [ 1

α ]). Il en résulte que R ∈ GLr( C [ 1
α ]).

Ceci termine la démonstration de l’existence de R, qui est un isomorphisme de C [ 1
α ]-mo-

dules. Pour l’unicité, on remarque que si R] est un morphisme de C [ 1
α ]-modules de

N ⊗ O⊗̂ OL[ 1
z ]

C [ 1
α ] versD⊗k((z)) C [ 1

α ], congru à Id modulo πL, tel que l’on aitR](φN ⊗1) =

(φD ⊗ 1)τR], alors R]R−1 est un endomorphisme de C [ 1
α ]-modules de D ⊗k((z)) C [ 1

α ],
congru à Id modulo πL, tel que R]R−1(φD ⊗ 1) = (φD ⊗ 1)τ(R]R−1). Comme R]R−1 est
congru à Id modulo πL, τ(R]R−1) est congru à Id modulo πqL, donc R]R−1 est congru à

Id modulo πqL, donc τ(R]R−1) est congru à Id modulo πq
2

L , donc R]R−1 est congru à Id

modulo πq
2

L , etc. Ceci termine la démonstration de l’unicité.

Nous allons maintenant définir la structure de Hodge-Pink sur D, en reprenant la défi-
nition 3.11. Il y a un morphisme évident cπ : C → L[[z − π]], et il s’étend en des mor-
phismes C [ 1

τα ]→ L[[z− π]] et C [ 1
α ]→ L((z− π)). Par conséquent R s’étend en un isomor-

phisme de L((z−π))-espaces vectoriels deN ⊗ O⊗̂ OL[ 1
z ]
L((z−π)) versD⊗k((z))L((z−π))

et τR s’étend en un isomorphisme de L[[z − π]]-modules de τN ⊗ O⊗̂ OL[ 1
z ]
L[[z − π]] vers

τD⊗k((z)) L[[z − π]]. D’autre part φN : τN [ 1
z−π ]→ N [ 1

z−π ] s’étend en un isomorphisme de
L((z−π))-espaces vectoriels de τN ⊗ O⊗̂ OL[ 1

z ]
L((z−π)) versN ⊗ O⊗̂ OL[ 1

z ]
L((z−π)). L’iso-

morphisme φD : τD → D induit, après produit tensoriel par L((z − π)), un isomorphisme
φD ⊗ 1 : τD ⊗k((z)) L((z − π))→ D ⊗k((z)) L((z − π)).

On termine la construction du foncteur D+
iso en définissant la structure de Hodge-Pink VD

comme le L[[z − π]] réseau de τD ⊗k((z)) L((z − π)) égal à

VD = (φD ⊗ 1)−1(R(N ⊗ O⊗̂ OL[ 1
z ]
L[[z − π]]))

= τR((φN ⊗ 1)−1(N ⊗ O⊗̂ OL[ 1
z ]
L[[z − π]])).(48)

C’est la structure de Hodge-Pink associée à (N,φN ) au sens de la définition 3.11.

P 7.5. – L’isochtouca de Hodge-Pink (D,φD, VD) associé à un isochtouca
local (N,φN ) par la construction ci-dessus est faiblement admissible.
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Démonstration. – Nous allons introduire une famille de valuations sur C et les étendre
à C [ 1

α ]. Soit w ∈ [0,+∞[. Pour tout élément x ∈ C on note vw(x) ∈ [0,+∞] “le
minimum des valuations des valeurs de x lorsque z est de valuation w dans un anneau de
valuation réelle contenant OL, dont la valuation est normalisée par valuation(π) = 1”.
Plus précisément pour x =

∑
n∈Z xnz

n ∈ C on pose vw(x) = infn∈Z nw + v(xn).
Si on écrit O “⊗ OL = k[[z, πL]], et si x =

∑
a∈Z,b∈N xa,bz

aπbL, avec xa,b ∈ k, on a
vw(x) = inf(a,b) tels que xa,b 6=0 aw + b

e , où e est l’indice de ramification de L sur K (c’est-à-
dire l’unique entier tel que π/πeL est une unité de OL). Par exemple vw(z − π) = min(w, 1).

L 7.6. – Pour tout w ∈ [0,+∞[, vw est une valuation sur C et s’étend de manière
unique en une valuation sur C [ 1

α ].

On a vw(1 − π
z ) = min(0, 1 − w), vw(1 − πq

z ) = min(0, q − w), et vw(α) =∑∞
i=0 min(0, qi − w). On remarque que si νw est défini comme dans le paragraphe 3 on a

νw ≤ vw ≤ νw+1. Un avantage de vw sur νw est que le lemme 7.6 est immédiat alors que νw
ne vérifie que des énoncés plus faibles (comme par exemple le lemme 3.5 qui avait demandé
une démonstration).

Le lemme suivant énumère les propriétés de R que nous utiliserons pour montrer la
proposition 7.5.

L 7.7. – On a

a) R est un isomorphisme de C [ 1
α ]-modules de N ⊗ O⊗̂ OL[ 1

z ]
C [ 1
α ] vers D ⊗k((z)) C [ 1

α ],
b) R(φN ⊗ 1) = (φD ⊗ 1)τR,
c) R est congru à Id modulo πL,
d) VD = τR((φN ⊗ 1)−1(N ⊗ O⊗̂ OL[ 1

z ]
L[[z − π]])),

e) si on choisit une base de N sur O “⊗ OL[ 1
z ], et si on munit D de la base qui s’en déduit

par réduction modulo πL, il existe une constante C telle que pour tout entier n ∈ N, on
a vqn((φD

τφD · · · τ
n−1

φD)−1R) ≥ −Cqn et vqn(R−1(φD
τφD · · · τ

n−1

φD)) ≥ −Cqn.

Dans e), on convient que la valuation d’une matrice est le minimum des valuations de ses
coefficients.

Démonstration. – Voici la démonstration de e). On suppose φN d’amplitude ⊂ [s, t].
D’après la condition (PIL), il existe C ∈ N tel que pour tout n ∈ N,

φN
τφN · · · τ

n−1

φN ∈ z−C(z − π)s · · · (z − πq
n−1

)sMr( O “⊗ OL)

et (φN
τφN · · · τ

n−1

φN )−1 ∈ z−C(z − π)−t · · · (z − πq
n−1

)−tMr( O “⊗ OL).

Or vqn(z) = qn, vqn(z − π) = 1,. . .,vqn(z − πqn−1

) = qn−1. On a donc pour tout n ∈ N,

vqn(φN
τφN · · · τ

n−1

φN ) ≥ vqn(z−C(z − π)s · · · (z − πq
n−1

)s) = −Cqn + s(qn−1 + · · ·+ 1)

et

vqn((φN
τφN · · · τ

n−1

φN )−1) ≥ vqn(z−C(z − π)−t · · · (z − πq
n−1

)−t)

= −Cqn − t(qn−1 + · · ·+ 1).
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Or

(φD
τφD · · · τ

n−1

φD)−1R = τnR(φN
τφN · · · τ

n−1

φN )−1,

R−1(φD
τφD · · · τ

n−1

φD) = (φN
τφN · · · τ

n−1

φN )τ
n

R−1

et d’autre part

vqn(τ
n

R) = qnv1(R) et vqn(τ
n

R−1) = qnv1(R−1).

Le lemme 7.7 est démontré.

Démonstration de la proposition 7.5. – Pour tout entier l, Λl(N) est un isochtouca local
et l’isochtouca de Hodge-Pink associé est Λl(D). En prenant l égal au rang de N , on voit
qu’il existe un entier t ∈ Z et u ∈ ( O “⊗ OL[ 1

z ])× tels que φΛl(N) = (z − π)tu dans une base
de Λl(N). On a bien sûr VΛl(D) = (z− π)−tUΛl(D) donc tH(D) = t. Par la condition (PIL),

il existe C tel que pour tout n ∈ N, uτu · · · τn−1

u et son inverse appartiennent à z−C O“⊗ OL.
On en déduit u ∈ ( O “⊗ OL)× et donc tN (D) = t. Donc on a bien tH(D) = tN (D).

Supposons par l’absurde que D n’est pas faiblement admissible. Il existe alors un sous-
isochtouca D′ de D tel que tH(D′) > tN (D′). En remplaçant N par Λl(N), où l est la
dimension de D′, on se ramène à la situation où D′ est de dimension 1. Pour toute base
(e1, . . . , er) de N sur O “⊗ OL[ 1

z ], on note (f1, . . . , fr) la base de D sur k((z)) obtenue
par réduction modulo πL. On a k ⊂ OL d’où k((z)) ⊂ O “⊗ OL[ 1

z ] et GLr(k((z))) ⊂
GLr( O “⊗ OL[ 1

z ]), donc on peut choisir la base (e1, . . . , er) telle que D′ = k((z))f1. Notons
j = tN (D′) de sorte que φD(f1) = uzjf1 avec u ∈ (k[[z]])×. On suppose par l’absurde que
tH(D′) > tN (D′), c’est-à-dire

(z − π)−(j+1)τD′ ⊗k((z)) L[[z − π]] ⊂ (φD ⊗ 1)−1(R(N ⊗ O⊗̂ OL
L[[z − π]]))

ou encore, de façon équivalente, f1 ∈ (z−π)j+1R(N ⊗ O⊗̂ OL
L[[z−π]]). En d’autres termes,

R−1(f1) s’annule au moins à l’ordre j+1 en z = π. CommeR−1 = (φN⊗1)τR−1(φD⊗1)−1,
comme φN n’a pas de pôle en z = πq, πq

2

, . . . et comme D′ est stable par φD, on voit que
R−1(f1) s’annule au moins à l’ordre j + 1 aussi en z = πq, πq

2

, . . . Le premier coefficient
R−1(f1)1 ∈ C [ 1

α ] de R−1(f1) dans la base (e1, . . . , er) vérifie donc

– il est congru à 1 modulo πL
– il s’annule au moins à l’ordre j + 1 en z = π, πq, πq

2

, . . .

– pour tout entier n ∈ N∗ on a vqn(R−1(f1)1) ≥ −Cqn − jnqn (grâce à la deuxième inéga-
lité de la partie e) du lemme 7.7 et au fait que φDτφD · · · τ

n−1

φD
τnf1 = (uτu · · · τ

n−1

u)znjf1).

Or ces propriétés sont contradictoires. D’après le lemme 3.4 (dont nous ne reprenons pas
la démonstration) α−(j+1)R−1(f1)1 appartient à C . D’autre part cet élément est congru à
1 modulo πL. Enfin, grâce au lemme 7.6 et comme vqn(α) = −nqn + (qn−1 + · · · + 1), il
existe C tel que pour tout entier n ∈ N∗ on ait

vqn(α−(j+1)R−1(f1)1) ≥ −Cqn + nqn.

Or C ne contient aucun élément ayant de telles propriétés, car tout x ∈ C congru à 1 modulo
πL vérifie vw(x) ≤ 0 pour tout w ∈ R+. La proposition 7.5 est démontrée.
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On a donc construit un foncteur D+
iso de la catégorie des isochtoucas locaux sur OL dans

celle des isochtoucas de Hodge-Pink faiblement admissibles. Pour montrer le théorème 7.3
nous devons donc établir que D+

iso est une équivalence de catégories. La pleine fidélité de D+
iso

est un cas particulier de la proposition 3.14. Dans le paragraphe suivant nous montrerons que
D+

iso est essentiellement surjectif.

Soient (N,φN ) et (N ′, φN ′) des isochtoucas locaux et (D,φD, VD) et (D′, φD′ , VD′) les
isochtoucas de Hodge-Pink qui leur sont associés. Notons Ciso-cht la catégorie des isochtou-
cas locaux sur OL et Ciso-HP la catégorie des isochtoucas de Hodge-Pink. La pleine fidélité
de D+

iso signifie que le morphisme

D+
iso(.) : HomCiso-cht

((N,φN ), (N ′, φN ′))→ HomCiso-HP
((D,φD, VD), (D′, φD′ , VD′))

est un isomorphisme. Par construction de D+
iso, ce morphisme n’est que la réduction

modulo πL mais il intéressant d’avoir aussi une formule pour son inverse. On se donne
f ∈ HomCiso-cht

((N,φN ), (N ′, φN ′)) et on note h = D+
iso(f). On rappelle qu’il existe un

unique isomorphisme R de C [ 1
α ]-modules congru à Id modulo πL de N ⊗ O⊗̂ OL[ 1

z ]
C [ 1
α ] vers

D⊗k((z)) C [ 1
α ] tel que l’on aitR(φN ⊗1) = (φD⊗1)τR. On associe de mêmeR′ àN ′. Alors

f = R′−1 ◦ (h⊗ 1) ◦R dans Hom O⊗̂ OL[ 1
z ]

(N,N ′)⊗ O⊗̂ OL[ 1
z ]

C [
1

α
].

En effet on a

f ◦ (φN ⊗ 1) = (φN ′ ⊗ 1) ◦ τf dans Hom O⊗̂ OL[ 1
z ]

(τN,N ′)⊗ O⊗̂ OL[ 1
z ]

C [
1

α
]

et R′−1 ◦ (h⊗ 1) ◦R vérifie la même équation. Comme f et R′−1 ◦ (h⊗ 1) ◦R sont congrus
modulo πL, il le sont modulo πqL, . . . , donc ils sont égaux.

En fait, non seulement D+
iso est pleinement fidèle, mais la proposition 3.12 fournit un

quasi-inverse sur son image essentielle, dont on va rappeler la construction. Soient (N,φN )

un isochtouca local et (D,φD, VD) l’isochtouca de Hodge-Pink qui lui est associé. On pose‹N = {x ∈ D ⊗k((z)) C [
1

α
],∀n ∈ N, x ∈ φD · · · τ

n

φD
τnVD,

et ∃C,∀n ∈ N, vqn((φD
τφD · · · τ

n−1

φD)−1x) ≥ −Cqn}.

Bien sûr τ
n

VD est unL[[z−πqn ]]-réseau de τ
n+1

D⊗k((z))L((z−πqn)) et doncφD · · · τ
n

φD
τnVD

est un L[[z − πq
n

]]-réseau de D ⊗k((z)) L((z − πq
n

)). Pour donner un sens à

vqn((φD
τφD · · · τ

n−1

φD)−1x) on choisit une base de D, et cette expression désigne alors
le minimum des valuations des coordonnées de (φD

τφD · · · τ
n−1

φD)−1x dans la base cor-
respondante de τnD. Grâce à la constante C, la définition de ‹N est indépendante de ce
choix. La proposition suivante permet de reconstruire l’isochtouca local (N,φN ) à partir de
l’isochtouca de Hodge-Pink associé.

P 7.8. – On a R(N) = ‹N .

Démonstration. – C’est un cas particulier de la proposition 3.12.
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8. Faiblement admissible implique admissible

Le but de ce paragraphe est d’achever la démonstration du théorème 7.3, en d’autres
termes de montrer que le foncteur D+

iso de la catégorie des isochtoucas locaux sur OL dans
la catégorie Ciso-HP-fa des isochtoucas de Hodge-Pink faiblement admissibles est essentielle-
ment surjectif. On note Ciso−HP−a l’image essentielle de D+

iso, et on appelle isochtoucas de
Hodge-Pink admissibles les objets de Ciso−HP−a. On commence par énoncer les proposi-
tions 8.3 et 8.5. Puis on montrera le théorème 7.3 en admettant les propositions 8.3 et 8.5 et
le reste du paragraphe sera consacré à la démonstration des propositions 8.3 et 8.5.

Le lemme suivant est une variante évidente du lemme 2.3 (obtenue en changeant la
variable z en z − π).

L 8.1. – Soient M un O “⊗ OL-module libre de rang r et V un L[[z − π]]-réseau de
M ⊗ O⊗̂ OL

L((z−π)). AlorsM ′ =
(
M ⊗ O⊗̂ OL

O“⊗ OL[ 1
z−π ]

)
∩V est un O“⊗ OL-module libre

et on a M ′ ⊗ O⊗̂ OL
O“⊗ OL[ 1

z−π ] = M ⊗ O⊗̂ OL
O“⊗ OL[ 1

z−π ] et M ′ ⊗ O⊗̂ OL
L[[z − π]] = V . Si

V ⊂ M ⊗ O⊗̂ OL
L[[z − π]] on a M ′ ⊂ M et en notant k la dimension du L-espace vectoriel

M ⊗ O⊗̂ OL
L[[z − π]]/V on a det(M ′) = (z − π)kdet(M).

On pourrait aussi modifier M en d’autres diviseurs que (z − π) (par exemple (z − πqk)

pour k ∈ N) ou en plusieurs diviseurs simultanément (l’ordre n’importe pas par factorialité
de O “⊗ OL). L’application qui à M et V associe M ′ commute aux opérations tensorielles
comme le déterminant.

D 8.2. – SoitD = (D,φD, VD) un isochtouca de Hodge-Pink tel que VD ⊂ UD.

On définit par récurrence, pour tout entier n ∈ N, et tout réseau ∆ de D le
sous- O “⊗ OL-module βn(∆) de D ⊗k((z)) O “⊗ OL[ 1

z ] de la façon suivante. On pose
β0(∆) = ∆⊗k[[z]] O “⊗ OL et βn+1(∆) = (φD ⊗ 1)(τβn(∆) ∩ VD).

Puis on note γn(∆) la réduction de βn(∆) modulo πL, en d’autres termes,
γn(∆) = βn(∆)⊗ O⊗̂ OL

k[[z]].

Il résulte du lemme 8.1 que pour tout n ∈ N, βn(∆) est un O“⊗ OL-module libre de rang r
et

βn(∆)

ï
1

z
,

1

z − π
, . . . ,

1

z − πqn−1

ò
= D ⊗k((z)) O “⊗ OL

ï
1

z
,

1

z − π
, . . . ,

1

z − πqn−1

ò
donc γn(∆) est un k[[z]]-réseau de D. Dans la suite on notera φD au lieu de φD ⊗ 1.

P 8.3. – Soit D = (D,φD, VD) un isochtouca de Hodge-Pink tel que
VD ⊂ UD. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i) pour tout réseau ∆ de D (ou pour un réseau ∆) il existe une constante C telle que pour
tout n ∈ N, on a zC∆ ⊂ γn(∆) ⊂ z−C∆.

ii) D est admissible.
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On rappelle que si (D,φD), (D′, φD′), (D
′′, φD′′) sont des isochtoucas de Hodge-Pink,

une suite exacte courte 0 → D′ → D → D′′ → 0 dans la catégorie des isochtoucas de
Hodge-Pink est une suite exacte dans la catégorie des isochtoucas telle que VD′′ soit l’image
de VD dansD′′⊗k((z))L((z−π)) et VD′ l’intersection de VD avecD′⊗k((z))L((z−π)). Dans
cette situation on a clairement tN (D) = tN (D′) + tN (D′′) et tH(D) = tH(D′) + tH(D′′).
Le lemme suivant est immédiat.

L 8.4. – Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i) D est faiblement admissible et tH(D′) = tN (D′),
ii) D′ et D′′ sont faiblement admissibles.

Un isochtouca de Hodge-Pink D = (D,φD, VD) faiblement admissible est irréduc-
tible dans la catégorie Ciso-HP-fa des isochtoucas de Hodge-Pink faiblement admissibles
si et seulement si tN (D) = tH(D) et pour tout sous-isochtouca D′ autre que 0 et D,
tH(D′) < tN (D′).

P 8.5. – On suppose k algébriquement clos. Soit D = (D,φD, VD) un objet
irréductible dans la catégorie Ciso-HP-fa et tel que VD ⊂ UD.

Alors pour tout réseau ∆ de D (ou de façon équivalente pour un réseau ∆ de D) il existe
une constante C ∈ N telle que pour tout n ∈ N, on a zC∆ ⊂ γn(∆) ⊂ z−C∆.

Démonstration du théorème 7.3 en admettant les propositions 8.3 et 8.5
On a vu au paragraphe précédent que le foncteur D+

iso de la catégorie des isochtoucas lo-
caux sur OL dans la catégorie Ciso-HP-fa des isochtoucas de Hodge-Pink faiblement admis-
sibles est pleinement fidèle. Il reste donc à montrer

(A1) : tout objet (D,φD, VD) dans la catégorie Ciso-HP-fa est admissible.

On considère les énoncés suivants, dont chacun est plus faible que le précédent.

(A2) : tout objet (D,φD, VD) dans la catégorieCiso-HP-fa qui vérifie VD ⊂ UD est admissible.

(A3) : si k est algébriquement clos, tout objet (D,φD, VD) dans la catégorie Ciso-HP-fa qui
vérifie VD ⊂ UD est admissible.

(A4) : si k est algébriquement clos, tout objet irréductible (D,φD, VD) dans la catégorie
Ciso-HP-fa qui vérifie VD ⊂ UD est admissible.

On va montrer (A4), puis (A3), puis (A2), puis (A1).

D’abord (A4) résulte de la proposition 8.5 et de i)⇒ ii) dans la proposition 8.3.

On montre maintenant (A3) à l’aide de (A4). Soit D = (D,φD, VD) comme dans
(A3). D’après le lemme 8.4, D admet en tant qu’isochtouca de Hodge-Pink une filtration
0 = D0 ⊂ D1 ⊂ · · · ⊂ Dr = D où chaque quotient Di/Di−1 est irréductible dans la
catégorieCiso-HP-fa et vérifie VDi/Di−1

⊂ UDi/Di−1
. Grâce à (A4), chaque quotientDi/Di−1

est admissible. Or la proposition 3.15 (dans le cas particulier où S = Spf OL) montre qu’une
extension d’isochtoucas de Hodge-Pink admissibles est admissible et donc D est admissible.
On a montré (A3).

On montre maintenant (A2) à l’aide de (A3). Soit D = (D,φD, VD) comme dans (A2).
Le lemme suivant est bien connu des spécialistes. C’est le seul endroit où l’on utilisera que k
est parfait.
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L 8.6. – Soient k un corps parfait contenant Fq et D un isochtouca local sur k avec
une structure de Hodge-Pink définie sur L = k((πL)), et D̄ = D ⊗k((z)) k̄((z)) l’isochtouca
local sur k̄ avec une structure de Hodge-Pink définie sur k̄((πL)) qui s’en déduit (on a par
exemple VD̄ = VD ⊗k((πL))[[z−π]] k̄((πL))[[z − π]]). Alors si D est faiblement admissible, D̄
est faiblement admissible.

Démonstration. – On raisonne par l’absurde. Soit E ⊂ D̄ un sous-isochtouca sur k̄ tel
que tH(E) > tN (E), et minimal pour cette propriété, ce qui fait que tout quotient E′′ de
E vérifie tH(E′′) > tN (E′′). Alors D′ =

∑
γ∈Gal(k̄/k) γ(E) est défini sur k = k̄Gal(k̄/k),

et en tant qu’isochtouca sur k̄ est une extension successive de quotients de γ(E) pour
γ ∈ Gal(k̄/k), donc vérifie tH(D′) > tN (D′), ce qui contredit l’hypothèse.

Fin de la démonstration du théorème 7.3 en admettant les propositions 8.3 et 8.5
Grâce au lemme 8.6, D̄ = D ⊗k((z)) k̄((z)) est faiblement admissible. Grâce à (A3),

D̄ est admissible en tant qu’isochtouca de Hodge-Pink sur k̄ (c’est-à-dire qu’il est associé
à un isochtouca local sur k̄[[πL]]). Par ii)⇒ i) de la proposition 8.3 il satisfait la conclusion
i) de la proposition 8.3. Il en résulte immédiatement que D satisfait la conclusion i) de la
proposition 8.3 et par i)⇒ ii) de la proposition 8.3, D est admissible. On a montré (A2).

Enfin (A1) résulte de (A2). En effet, on s’y ramène en multipliant φD par z−k et VD
par (z − π)k pour un entier k assez grand (cela ne change pas la faible admissibilité, et si
(D, z−kφD, (z − π)kVD) est associé à un isochtouca local (N,φN ), (D,φD, VD) est associé
à (N, (z − π)kφN )). On a terminé la démonstration du théorème 7.3.

Nous passons maintenant à la démonstration des propositions 8.3 et 8.5. Nous com-
mençons par des propriétés générales de βn et γn. Regardons déjà ce qui se passe quand
r = dimV vaut 1. Plus précisément prenons tH ∈ Z−, tN ∈ Z et posons
D = k((z)), φD = ztN , VD = (z − π)−tHUD et ∆ = k[[z]]. On a alors

βn(∆) = zn(tN−tH)
(

(1− π
z )(1− πq

z ) · · · (1− πq
n−1

z )
)−tH

O“⊗ OL et γn(∆) = zn(tN−tH)k[[z]].

On voit que la condition i) de la proposition 8.3 est vérifiée si et seulement si tN = tH . On
suppose tN = tH = t ∈ Z−. Alors (D,φD, VD) est admissible (comme le prévoit la propo-
sition 8.3) et il est associé à l’isochtouca local (N,φN ) = ( O “⊗ OL[ 1

z ], (z − π)t). Si on note
M = O “⊗ OL ⊂ N on a R(M) = α−t O “⊗ OL = τnα−tβn(∆). On voit que la suite βn(∆)

« converge » vers R(M) car τ
n

α est une unité dans O “⊗ OL[[π
qn

z ]]. Plus généralement pour
tout O “⊗ OL-module M libre de rang 1 muni d’un isomorphisme M [ 1

z ] = N il existe C tel
que pour tout n on ait

zCβn(∆)

ññ
πq

n

z

ôô
⊂ R(M)

ññ
πq

n

z

ôô
⊂ z−Cβn(∆)

ññ
πq

n

z

ôô
.(49)

Dans la formule précédente on a utilisé la convention suivante, qui servira dans toute la suite :
si Q est un O“⊗ OL-module libre on note Q[[π

qn

z ]] = Q⊗ O⊗̂ OL
O“⊗ OL[[π

qn

z ]]. Les inclusions
(49) auront lieu pour tout isochtouca local (N,φN ) et joueront un rôle important dans la
preuve de la proposition 8.3.

Le lemme suivant établit quelques propriétés satisfaites par βn(∆) et γn(∆).

L 8.7. – Soient (D,φD, VD) et ∆ comme dans la définition 8.2. On suppose
tN (D) = tH(D). Alors il existe une constante C telle que pour tout n ∈ N,
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a) βn+1(∆) ⊂ (φD ⊗ 1)(τβn(∆)) et βn+1(∆) ⊂ z−Cβn(∆),
b) les réseaux det(γn(∆)) et det(∆) dans det(D) sont égaux et deux réseaux de D

quelconques U et U ′ parmi γn(∆), γn+1(∆), φD(τγn(∆)), φD(τγn+1(∆)) vérifient
U ⊂ z−CU ′,

c) pour tout entier k ∈ N,

βn(∆) mod πq
k

L ⊂ z
−kCγn(∆)⊗k[[z]] O “⊗ OL mod πq

k

L ,

d) on a

zCγn(∆)⊗k[[z]] O “⊗ OL[[
π

z
]] ⊂ βn(∆)[[

π

z
]] ⊂ z−Cγn(∆)⊗k[[z]] O “⊗ OL[[

π

z
]],

e) pour tout n′ ∈ N on a

zCγn+n′(∆) ⊂ γn ◦ γn′(∆) ⊂ z−Cγn+n′(∆).

Démonstration. – D’abord l’inclusion évidente βn+1(∆) ⊂ (φD ⊗ 1)(τβn(∆)) implique
γn+1(∆) ⊂ φD(τγn(∆)). Il existe C ∈ N tel que φD(τ∆) ⊂ z−C∆. Cela implique
β1(∆) ⊂ z−Cβ0(∆). On a alors, pour tout n, βn+1(∆) ⊂ z−Cβn(∆), ce qui termine la
preuve de a). On en déduit pour tout n ∈ N, γn+1(∆) ⊂ z−Cγn(∆). La construction de
βn(∆) et de γn(∆) commute au déterminant : le fait que l’intersection avec VD commute au
déterminant, et en fait à toute opération tensorielle, n’est pas évident, c’est une conséquence
de la remarque après le lemme 8.1. On a donc

det(βn(∆)) =
(

(1− π

z
)(1− πq

z
) · · · (1− πq

n−1

z
)
)−tN (D)

det(∆)⊗k((z)) O “⊗ OL

comme sous- O “⊗ OL-module de det(D) ⊗k((z)) O “⊗ OL[ 1
z ], et donc det(γn(∆)) = det(∆)

comme k[[z]]-réseau de det(D). Les inclusions γn+1(∆) ⊂ φD(τγn(∆)) et
γn+1(∆) ⊂ z−Cγn(∆) et l’égalité det(γn(∆)) = det(∆) montrent qu’il existe une constante
C indépendante de n telle que la propriété b) du lemme soit vraie.

On déduit de l’inclusion évidente βn+1(∆) ⊂ (φD ⊗ 1)(τβn(∆)) que pour tout n on a

βn(∆) mod πqL ⊂ φD(τγn−1(∆))⊗k[[z]] O “⊗ OL mod πqL,

βn(∆) mod πq
2

L ⊂ φD
τφD(τ

2

γn−2(∆))⊗k[[z]] O “⊗ OL mod πq
2

L · · ·

Grâce à b), la propriété c) en découle.
Par la propriété c) il existe une constante C indépendante de n telle que

βn(∆) ⊂ z−Cγn(∆)⊗k[[z]] O “⊗ OL[[
π

z
]].

Mais le déterminant de βn(∆) et celui de γn(∆) diffèrent par(
(1− π

z
)(1− πq

z
) · · · (1− πq

n−1

z
)
)tN (D)

qui est une unité de O “⊗ OL[[πz ]]. On en déduit qu’il existe une constante C indépendante
de n telle que d) soit vrai.

La propriété e) est plus difficile à démontrer. Elle jouera un grand rôle dans la démons-
tration de la proposition 8.5. Bien sûr il suffit de montrer l’une des deux inclusions car les
réseaux γn ◦ γn′(∆) et γn+n′(∆) ont des déterminants égaux. C’est l’inclusion de droite que
nous allons démontrer.
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On a

(50) βn(γn′(∆)) = φD · · · τ
n−1

φD(τ
n

γn′(∆)⊗k[[z]] O “⊗ OL)

∩
(
φD · · · τ

n−1

φD
τn−1

VD ⊕ · · · ⊕ φDVD
)
.

Dans cette formule τ
i

VD est unL[[z−πqi ]]-réseau de τ
i+1

D⊗k((z))L((z−πqi)) et l’intersection

a lieu dansD⊗L[[z−πqn−1

]]⊕· · ·⊕D⊗L[[z−π]] où φD · · · τ
n−1

φD(τ
n

γn′(∆)⊗k[[z]] O“⊗ OL)

s’envoie diagonalement. D’après d) on a

τnγn′(∆)⊗k[[z]] O “⊗ OL ⊂ z−C τnβn′(∆)[[
πq

n

z
]](51)

et (50) implique alors
(52)

βn(γn′(∆)) ⊂ z−CφD · · · τ
n−1

φD(τ
n

βn′(∆)[[
πq

n

z
]])∩

(
φD · · · τ

n−1

φD
τn−1

VD ⊕ · · · ⊕φDVD
)
.

On rappelle que s ∈ Z− est tel que VD ⊃ (z−π)−sUD. On applique le lemme 8.8 ci-dessous à

M = φD · · · τ
n−1

φD(τ
n

βn′(∆)), V 0 = φDVD, . . . , V n−1 = φD · · · τ
n−1

φD
τn−1

VD.

Comme M ∩ ( V 0 ⊕ · · · ⊕ V n−1) = βn+n′(∆) le lemme 8.8 implique

(
M[[

πq
n

z
]]
)
∩ ( V 0 ⊕ · · · ⊕ V n−1) ⊂ z−C1βn+n′(∆)[[

πq
n

z
]].(53)

L’inclusion (52) se réécrit

βn(γn′(∆)) ⊂ z−C
(
M[[

πq
n

z
]]
)
∩ ( V 0 ⊕ · · · ⊕ V n−1).(54)

Les inclusions (53) et (54) impliquent

βn(γn′(∆)) ⊂ z−C−C1βn+n′(∆)[[
πq

n

z
]]

d’où γn(γn′(∆)) = βn(γn′(∆)) mod πL ⊂ z−C−C1γn+n′(∆),

ce qui achève la démonstration du lemme 8.7.

L 8.8. – Pour tout s ∈ Z− il existe une constante C1 telle que l’énoncé suivant soit
vrai. Soient n ∈ N, M un O “⊗ OL-module libre de rang r, et pour i ∈ {0, . . . , n − 1} soit V i
un L[[z − πqi ]]-module libre de rang r vérifiant

(z − πq
i

)−sM ⊗ O⊗̂ OL
L[[z − πq

i

]] ⊂ V i ⊂ M ⊗ O⊗̂ OL
L[[z − πq

i

]].

Alors M ∩ ( V 0 ⊕ · · · ⊕ V n−1) est un O “⊗ OL-module libre de rang r et on a

(55)
(
M ∩ ( V 0 ⊕ · · · ⊕ V n−1)

)
[[
πq

n

z
]] ⊂

(
M[[

πq
n

z
]]
)
∩ ( V 0 ⊕ · · · ⊕ V n−1)

⊂ z−C1
(
M ∩ ( V 0 ⊕ · · · ⊕ V n−1)

)
[[
πq

n

z
]].
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Démonstration. – D’après le lemme 8.1, M̌ = M ∩ ( V 0 ⊕ · · · ⊕ V n−1) est un
O “⊗ OL-module libre de rang r et

V i = M̌ ⊗ O⊗̂ OL
L[[z − πq

i

]] pour tout i ∈ {0, . . . , n− 1}.(56)

La première inclusion de (55) est évidente et pour la deuxième on remarque que, grâce à (56),

(
M[[

πq
n

z
]]
)
∩ ( V 0 ⊕ · · · ⊕ V n−1) ⊂ M̌⊗ O⊗̂ OL(((

(z − π) · · · (z − πq
n−1

)
)s O “⊗ OL[[

πq
n

z
]]
)
∩
(
L[[z − πq

n−1

]]⊕ · · · ⊕ L[[z − π]]
))

et on applique le lemme suivant.

L 8.9. – Pour tout s ∈ Z− il existe une constante C1, telle que pour tout n ∈ N,((
(z − π) · · · (z − πq

n−1

)
)s O “⊗ OL[[

πq
n

z
]]
)
∩
(
L[[z − πq

n−1

]]⊕ · · · ⊕ L[[z − π]]
)

⊂ z−C1 O “⊗ OL[[
πq

n

z
]].

Démonstration. – On prend pour C1 le plus petit entier supérieur ou égal à
1 + (−s)( 1

q + 1
q2 + · · · ). Une adaptation facile de la preuve du a) du lemme 3.5 montre que((

(z − π) · · · (z − πq
n−1

)
)s O “⊗ OL[[

πq
n

z
]]
)
∩
(
L[[z − πq

n−1

]]⊕ · · · ⊕ L[[z − π]]
)

⊂ O “⊗ OL[[
πq

n

z
]][

1

z
].

En effet pour tout i ∈ {0, . . . , n− 1} on montre

(z − πq
i

)s O “⊗ OL[[
πq

n

z
]][

1

z
] ∩ L[[z − πq

i

]] = O “⊗ OL[[
πq

n

z
]][

1

z
]

en utilisant (4) avec i au lieu de n. On met sur O“⊗ OL[[π
qn

z ]][ 1
z ] la valuation vqn donnée par

vqn

(∑
i,j

xi,jz
iπjL

)
= inf
xi,j 6=0

qni+
j

e
.

On a alors pour tout entier r ∈ Z,

zr O “⊗ OL[[
πq

n

z
]] ⊂ {x ∈ O “⊗ OL[[

πq
n

z
]][

1

z
], vqn(x) ≥ qnr} ⊂ zr−1 O “⊗ OL[[

πq
n

z
]].

En effet x =
∑
i,j xi,jz

iπjL appartient à zr O “⊗ OL[[π
qn

z ]] (resp. vérifie vqn(x) ≥ qnr) si et
seulement si les (i, j) tels que xi,j 6= 0 vérifient i ≥ r−[ j

eqn ] (resp. vérifient i ≥ r− j
eqn ) et on a

[ j
eqn ] ≤ j

eqn ≤ [ j
eqn ] + 1. Comme vqn est une valuation et vqn(z − π) = 1, . . . , vqn(z − πqn−1

) = qn−1,
le lemme en résulte.

Démonstration de « ii) implique i) » dans la proposition 8.3. – Soit (M,φM ) un chtouca
local dont l’isochtouca de Hodge-Pink associé est D = (D,φD, VD). Pour vérifier i) choi-
sissons ∆ = M mod πL. Comme C [ 1

α ] ⊂ O “⊗ OL[[πz ]][ 1
z ], le lemme 7.4 montre qu’il existe

C tel que R(M) ⊂ z−Cβ0(∆)[[πz ]]. Quitte à augmenter C on suppose de plus que l’énoncé
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du lemme 8.7 est vrai pour cette valeur de C (le lemme 8.7 s’applique car tN (D) = tH(D)

puisque D est admissible).

On en déduit τ
n

R(M) ⊂ z−C τnβ0(∆)[[π
qn

z ]]. Par factorialité de O “⊗ OL on a

M = φM
(
τM ∩ (φ−1

M (M)⊗ O⊗̂ OL
L[[z − π]])

)
.

Autrement dit R(M) = φD(τ(R(M)) ∩ VD) d’où

(57) R(M) ⊂ z−CφD · · · τ
n−1

φD

(
τnβ0(∆)

)
[[
πq

n

z
]]∩
(
φD · · · τ

n−1

φD
τn−1

VD⊕· · ·⊕φDVD
)
.

On applique le lemme 8.8 à

M = φD
τφD · · · τ

n−1

φD

(
τnβ0(∆)

)
, V 0 = φDVD, . . . , V n−1 = φD · · · τ

n−1

φD
τn−1

VD.

L’inclusion (57) se réécrit

R(M) ⊂ z−C
(
M[[

πq
n

z
]]
)
∩ ( V 0 ⊕ · · · ⊕ V n−1)

et par définition de βn(∆) on a

βn(∆) = M ∩ ( V 0 ⊕ · · · ⊕ V n−1).

Donc le lemme 8.8 implique

R(M) ⊂ z−C−C1βn(∆)[[
πq

n

z
]].(58)

On en déduit ∆ = R(M) mod πL ⊂ z−C−C1γn(∆). Ceci montre l’une des inclusions de i) de
la proposition 8.3, mais l’autre en résulte car tN (D) = tH(D) et donc det(γn(∆)) = det(∆).

R. – L’inclusion (58) et un calcul de déterminants montrent qu’il existe C tel
que pour tout n ∈ N on ait

zCβn(∆)[[
πq

n

z
]] ⊂ R(M)[[

πq
n

z
]] ⊂ z−Cβn(∆)[[

πq
n

z
]].(59)

On pourrait en déduire une autre preuve de la proposition 7.5 « admissible implique faible-
ment admissible ». Mais le plus important est que (59) justifie a posteriori la construction de
l’isochtouca (N,φN ) dans la preuve de « i) implique ii) » que nous allons donner maintenant.

Démonstration de « i)⇒ ii) » dans la proposition 8.3. – On a det(γn(∆))=zn(tN (D)−tH(D)).
La condition i) entraîne que tN (D) = tH(D), ce qui permet d’appliquer le lemme 8.7. On
fixe un réseau ∆ de D.

L 8.10. – Sous la condition i) de la proposition 8.3 il existe C tel que pour tous les
entiers m,n ∈ N avec n ≥ m, on ait

zCβm(∆)[[
πq

m

z
]] ⊂ βn(∆)[[

πq
m

z
]] ⊂ z−Cβm(∆)[[

πq
m

z
]](60)

et zCβm(∆) mod πq
m

⊂ βn(∆) mod πq
m

⊂ z−Cβm(∆) mod πq
m

.(61)
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Démonstration. – Les trois termes de (61) sont des O“⊗( OL/πq
m

)-modules libres de rang r
dans D ⊗k((z)) O “⊗ ( OL/πq

m

)[ 1
z ]. La suite d’inclusions (61) résulte de (60) par réduction

modulo l’idéal de O “⊗ OL[[π
qm

z ]] engendré par πq
m

z . Pour montrer l’inégalité de droite de
(60) on applique le lemme 8.8 avec m à la place de n et

M = φD · · · τ
m−1

φD(τ
m

β0(∆)), V 0 = φDVD, . . . , Vm−1 = φD · · · τ
m−1

φD
τm−1

VD.

On a

βm(∆) = M ∩ ( V 0 ⊕ · · · ⊕ Vm−1)(62)

et βn(∆) = φD · · · τ
m−1

φD(τ
m

βn−m(∆)) ∩ ( V 0 ⊕ · · · ⊕ Vm−1).(63)

Or

βn−m(∆) ⊂ z−Cγn−m(∆)⊗ O “⊗ OL[[
π

z
]]

⊂ z−C−C
′
γ0(∆)⊗ O “⊗ OL[[

π

z
]] = z−C−C

′
β0(∆)[[

π

z
]]

grâce à la propriété d) du lemme 8.7 et à la condition i) de la proposition 8.3 (en notant C ′

la constante qui y apparaît). D’où

τmβn−m(∆) ⊂ z−C−C
′ τmβ0(∆)[[

πq
m

z
]]

et par (63) on a donc

βn(∆) ⊂ z−C−C
′
M[[

πq
m

z
]] ∩ ( V 0 ⊕ · · · ⊕ Vm−1).(64)

Grâce à (62) et (64) le lemme 8.8 implique

βn(∆) ⊂ z−C−C
′−C1βm(∆)[[

πq
m

z
]].

Donc on a établi l’inégalité de droite de (60), et un calcul de déterminants permet d’en déduire
l’inégalité de gauche.

Suite de la démonstration de « i) implique ii) » dans la proposition 8.3
Notons A l’anneau de valuation discrète de corps résiduel k((z)) qui est le complété de

O“⊗ OL[ 1
z ] pour la topologie π-adique. C’est A( OL) dans les notations du paragraphe 3. On

a A/πq
m

A = O “⊗ ( OL/πq
m

)[ 1
z ]. On pose alors

N = {x ∈ D ⊗k((z)) A,∃k ∈ Z,∀m ∈ N, x mod πq
m

∈ zkβm(∆) mod πq
m

}

et on définit φ−1
N : N → τN comme la restriction de

φ−1
D : D ⊗k((z)) A → τD ⊗k((z)) A

(a posteriori comme VD ⊂ UD, φ−1
N n’a pas de dénominateur en z− π, la matrice R associée

à N est à coefficients dans C au lieu de C [ 1
α ] et N ⊂ D ⊗k((z)) C ⊂ D ⊗k((z)) A).

Il nous reste à montrer queN est un O“⊗ OL[ 1
z ]-module libre de rang r, que φ−1

N : N → τN

est bien défini et détermine un isomorphisme de O “⊗ OL[ 1
z ,

1
z−π ]-modules

φN : τN [ 1
z−π ] → N [ 1

z−π ], que (N,φN ) est un isochtouca local et que D = (D,φD, VD) est
l’isochtouca de Hodge-Pink associé. Le lemme général suivant, appliqué à
Qm = βm(∆) ⊗ O⊗̂ OL

O “⊗ OL/πq
m

montre que N est un O “⊗ OL[ 1
z ]-module libre. Les

conditions du lemme suivant sont satisfaites grâce à (61) dans le lemme 8.10.
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L 8.11. – a) SoitP un A-module libre de rang r et, pour toutm ∈ N, soitQm un sous-
O“⊗ OL/πq

m

-module libre de rang r deP/πq
m

P tel queQm⊗ O⊗̂ OL/πq
m A/πq

m

A = P/πq
m

P .

On suppose qu’il existe C ∈ N, tel que pour m,n ∈ N, avec n ≥ m, en notant Qn modπq
m

l’image de Qn dans P/πq
m

P , on ait

zCQm ⊂ Qn mod πq
m

⊂ z−CQm.

Alors

N = {x ∈ P,∃k ∈ Z,∀m ∈ N, x mod πq
m

∈ zkQm}

est un O “⊗ OL[ 1
z ]-module libre de rang r muni naturellement d’un isomorphisme

N ⊗ O⊗̂ OL[ 1
z ]

A = P et si M est un O “⊗ OL-module libre tel que M ⊗ O⊗̂ OL
O “⊗ OL[ 1

z ] = N ,

il existe C ′ tel que, pour tout m ∈ N, zC
′
Qm ⊂M mod πq

m

⊂ z−C
′
Qm.(65)

b) Dans la situation de a) on note P ∗ = Hom A(P, A) et pour tout m ∈ N on note

Q∗m = Hom O⊗̂ OL/πq
m (Qm, O “⊗ OL/πq

m

).

Alors P ∗ et le système des Q∗m vérifient les conditions du a) et on peut leur associer N ′ comme
N dans a). De plus τP et (τQm)m∈N satisfont les conditions de a) et on peut leur associer N ′′

commeN dans a). Alors on a des identifications naturellesN ′ = Hom O⊗̂ OL[ 1
z ]

(N, O“⊗ OL[ 1
z ])

et N ′′ = τN .

R. – Dans a) l’hypothèse que Qm est libre est bien sûr nécessaire car si on
prenait P = A et Qm engendré par 1, πz ,

π2

z2 , . . . ,
πq
m−1

zqm−1 la conclusion de a) serait fausse.

Démonstration de a). – Pour tout n ≥ m ≥ 0 on note

Qnm =
∑
i≥n

zCQi mod πq
m

.

Alors (Qnm)n≥m est une suite décroissante de sous- O “⊗ OL/πq
m

-modules de Qm contenant
z2CQm. Elle est stationnaire, car (Qnm/z

2CQm)n≥m est une suite décroissante de sous-k-es-
paces vectoriels du k-espace vectoriel de dimension finie Qm/z2CQm. On note ‹Qm la limite
de la suite stationnaire (Qnm)n≥m. Donc ‹Qm est un sous- O “⊗ OL/πq

m

-module de Qm, on
a z2CQm ⊂ ‹Qm ⊂ Qm, et pour n ≥ m on a une surjection ‹Qn → ‹Qm. Soit (x0

1, . . . , x
0
r)

une base du O“⊗ OL/π-module libre z2CQ0 (qui est inclus dans ‹Q0). Par récurrence sur n on
choisit xn1 ∈ ‹Qn, . . . , xnr ∈ ‹Qn des relèvements de xn−1

1 , . . . , xn−1
r de ‹Qn−1 à ‹Qn. Pour tout

i = 1, . . . , r la limite projective des xni définit un élément xi ∈ P . On a même xi ∈ N .

Soient P ∗ et (Q∗m)m∈N comme dans l’énoncé de b). Comme P ∗ et le système des Q∗m
vérifient les conditions du a) on peut leur associer par la construction précédente r élé-
ments ξ1, . . . , ξr ∈ P ∗ tels que pour i ∈ {1, . . . , r} et n ∈ N la réduction ξni de ξi mo-
dulo πq

n

appartienne à Q∗n et que ξ0
1 , . . . , ξ

0
r forment une base de z2CQ∗0. Pour n ∈ N et

i, j ∈ {1, . . . , r}, on a ξni ∈ Q∗n et xnj ∈ Qn, d’où 〈ξi, xj〉 ∈ O “⊗ OL/πq
m

. En passant à la
limite on obtient 〈ξi, xj〉 ∈ O“⊗ OL. Donc a = det(〈ξi, xj〉) est un élément de O“⊗ OL dont la
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réduction modulo πL est non nulle (et appartient même à z4Cr( O “⊗ k)×). Pour tout x ∈ N
on a 〈ξi, x〉 ∈ O “⊗ OL[ 1

z ]. Donc on a un diagramme commutatif

( O “⊗ OL[ 1
z ])r ↪→ N → ( O “⊗ OL[ 1

z ])r

↓ ↓
P ↪→ Ar

où les applications horizontales sont données par (α1, . . . , αr) 7→ α1x1 + · · · + αrxr et
x 7→ (〈ξ1, x〉, . . . , 〈ξr, x〉) et où les flèches verticales sont les inclusions évidentes. Il résulte
du diagramme que l’application N → ( O “⊗ OL[ 1

z ])r est aussi une injection. Donc N est
un O “⊗ OL[ 1

z ]-module de type fini sans torsion et il est libre grâce au lemme suivant et au
théorème de structure des modules de type fini sur les anneaux principaux.

L 8.12. – L’anneau O “⊗ OL[ 1
z ] est principal.

Démonstration. – L’anneau O“⊗ OL est intègre, noethérien et intégralement clos dans son
corps des fractions ; il en donc de même de O“⊗ OL[ 1

z ]. Les idéaux premiers non nuls de O“⊗ OL
sont

– les idéaux principaux (f), où f est un élément irréductible de O “⊗ OL,
– l’idéal maximal (z, πL).

Par conséquent les idéaux premiers non nuls de O“⊗ OL[ 1
z ] sont maximaux. Il en résulte déjà

que O“⊗ OL[ 1
z ] est un anneau de Dedekind (voir par exemple [53], chapitre 1, proposition 4).

De plus les idéaux premiers de O“⊗ OL[ 1
z ] sont principaux, comme on vient de le voir. Donc

O “⊗ OL[ 1
z ] est principal (ibidem, chapitre 1, proposition 7).

Suite de la démonstration de a) du lemme 8.11. – Il reste à montrer (65). Notons M0 le
O“⊗ OL-module libre engendré par x1, . . . , xr. Soit ‹Q la limite projective des ‹Qn, c’est-à-dire‹Q = {x ∈ P,∀m ∈ N, x mod πq

m

∈ ‹Qm}.
Alors ‹Q est un sous- O “⊗ OL-module de P qui contient x1, . . . , xr. Comme ‹Qm ⊂ Qm et
ξmi ∈ Q∗m pour tout m ∈ N, on a 〈ξi, x〉 ∈ O “⊗ OL pour i ∈ {1, . . . , r} et x ∈ ‹Q, d’où‹Q ⊂ a−1M0. Comme O“⊗ OL est noethérien, ‹Q est donc un O“⊗ OL-module de type fini. On
a bien sûr

{x ∈ P,∀m ∈ N, x mod πq
m

∈ z2CQm} ⊂ ‹Q
⊂ {x ∈ P,∀m ∈ N, x mod πq

m

∈ Qm},

donc ‹Q engendre le O“⊗ OL[ 1
z ]-moduleN . SoitM un O“⊗ OL-module libre tel queM⊗ O⊗̂ OL

O “⊗ OL[ 1
z ] = N . Comme M et ‹Q sont des O “⊗ OL-modules de type fini qui engendrent N ,

il existe C ′ tel que zC
′
M ⊂ ‹Q ⊂ z−C

′
M . Pour tout m ∈ N on a z2CQm ⊂ ‹Q mod πq

m

=‹Qm ⊂ Qm et donc z2C+C′Qm ⊂M mod πq
m ⊂ z−C′Qm.

Démonstration du b) du lemme 8.11. – On utilise simplement (65).
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Fin de la démonstration de « i) implique ii) » dans la proposition 8.3
Grâce au lemme 8.11 on sait que N est un O “⊗ OL[ 1

z ]-module libre.
Montrons que φ−1

D : D ⊗k((z)) A → τD ⊗k((z)) A envoie N dans τN et que son image
contient (z − π)−s τN où s ∈ Z− est tel que VD ⊃ (z − π)−sUD. Pour tout n ∈ N on a

(z − π)−sφD(τβn(∆)) ⊂ βn+1(∆) ⊂ φD(τβn(∆)).

La même relation a lieu modulo πq
n

et grâce à b) du lemme 8.11 on en déduit

(z − π)−sφD(τN) ⊂ N ⊂ φD(τN).

Donc φ−1
N : N → τN est bien défini comme la restriction de φ−1

D à N , et φ−1
N (N) ⊃ (z − π)−s τN .

On montre maintenant que (N,φN ) satisfait la condition (PIL). On a

φD
τφD · · · τ

n−1

φD(τ
n

βm(∆)) ⊂
(
(z − π) · · · (z − πq

n−1

)
)s
βm+n(∆)(66)

et βm+n(∆) ⊂ φDτφD · · · τ
n−1

φD(τ
n

βm(∆)).(67)

Soit M un O “⊗ OL-module libre muni d’un isomorphisme M [ 1
z ] = N . D’après (65) il existe

C ′ ∈ N tel que pour tout l,m ∈ N, et en identifiant M à R(M),

zC
′
M mod πq

m

⊂ βm+l(∆) mod πq
m

⊂ z−C
′
M mod πq

m

.(68)

En appliquant (68) à l = 0 et à l = n on déduit de (66) que, pour m,n ∈ N,

z2C′
(
(z − π) · · · (z − πq

n−1

)
)−s

φN
τφN · · · τ

n−1

φN (τ
n

M) mod πq
m

⊂M mod πq
m

,

et donc pour tout n ∈ N,

z2C′
(
(z − π) · · · (z − πq

n−1

)
)−s

φN
τφN · · · τ

n−1

φN (τ
n

M) ⊂M.(69)

De la même façon on déduit de (67) que, pour tout m,n ∈ N,

z2C′M mod πq
m

⊂ φNτφN · · · τ
n−1

φN (τ
n

M) mod πq
m

et donc pour tout n ∈ N,

z2C′M ⊂ φNτφN · · · τ
n−1

φN (τ
n

M).(70)

Grâce à (69) et (70), la condition (PIL) est satisfaite et donc (N,φN ) est un isochtouca local.
Montrons maintenant que (D,φD, VD) est associé à N . D’abord (D,φD) est la réduc-

tion de (N,φN ) modulo πL. Le raisonnement établissant l’unicité de la matrice R dans le
lemme 7.4 montre que l’inclusion de N dans D ⊗k((z)) A est R.

Il reste à démontrer que VD est bien associé à N , c’est-à-dire que
VD = φ−1

D (R(N ⊗ O⊗̂ OL[ 1
z ]
L[[z − π]])). Soit M un O “⊗ OL-module libre muni d’un

isomorphisme M [ 1
z ] = N . Alors (65) et (60) impliquent l’existence de C tel que, pour tout

m ∈ N,

zCβm(∆)[[
πq

m

z
]] ⊂M [[

πq
m

z
]] ⊂ z−Cβm(∆)[[

πq
m

z
]]

et donc

N ⊗ O⊗̂ OL[ 1
z ]

O “⊗ OL[[
πq

m

z
]][

1

z
] = βm(∆)⊗ O⊗̂ OL

O “⊗ OL[[
πq

m

z
]][

1

z
].(71)

Pour tout m > 0 on a une inclusion O “⊗ OL[[π
qm

z ]][ 1
z ] ⊂ L[[z − π]]. Comme

φ−1
D (βm(∆)) ⊂ VD, on déduit de (71) appliqué à n’importe quel m > 0 que V ⊂ VD
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où V = φ−1
D (N ⊗ O⊗̂ OL[ 1

z ]
L[[z − π]]) est la structure de Hodge-Pink associée à (N,φN )

(puisque N désigne ici R(N) ⊂ D ⊗k((z)) A). Par la proposition 7.5 on a
det(V ) = (z−π)tN (D)det(D)⊗L[[z−π]] et on a vu au début de la preuve de « i) implique ii) »
que tN (D) = tH(D). Donc det(V ) = det(VD) et V = VD. Ceci termine la démonstration
de la proposition 8.3.

Démonstration de la proposition 8.5. – Grâce à l’hypothèse que k est algébriquement
clos, on suppose (D,φD) défini sur Fq et décent au sens de [51] (les isochtoucas que nous
considérons sont des « O-analogues » des F -isocristaux étudiés par Rapoport et Zink, la
notion de décence est claire).

Si ∆ et ∆′ sont deux réseaux de D, on note l1(∆,∆′), . . . , lr(∆,∆
′) les diviseurs élémen-

taires de ∆′ par rapport à ∆ : ce sont les uniques entiers relatifs tels que
l1(∆,∆′) ≥ · · · ≥ lr(∆,∆

′) et que pour une certaine base e1, . . . , er de ∆ sur k[[z]],
on ait ∆′ = z−l1(∆,∆′)k[[z]]e1 + · · ·+ z−lr(∆,∆′)k[[z]]er.

L 8.13. – Soit (D,φD, VD) un isochtouca de Hodge-Pink tel que D = D ⊗Fq k

et φD = φD ⊗ 1 pour un certain isochtouca décent (D,φD) sur Fq. Supposons VD ⊂ UD,
tH(D) = tN (D) et pour tout sous-isochtouca D′ de dimension 1, tH(D′) < tN (D′). Soit ∆

un réseau de D et ∆ = ∆⊗Fq k. Soit a ∈ N. Il existe une constante C0 telle que la propriété
suivante soit vraie. Pour tout n ∈ N∗, il existe une constante C telle que pour tout réseau ∆′

de D vérifiant
φD(τ∆′) ⊂ z−a∆′ et l1(∆,∆′) ≥ l2(∆,∆′) + C,

on ait l1(∆, γn(∆′)) ≤ l1(∆,∆′)− n+ C0.

Démonstration. – D’après le lemme 2.18 de [51] et la proposition 1.6 de [52] (dont les
démonstrations s’adaptent immédiatement aux O-analogues des F -isocristaux, que nous
appelons ici isochtoucas), il existe des entiers t, ã, C1 (ne dépendant que de D,φD et a) tels
que, pour tout réseau ∆′ deD vérifiant φD(τ∆′) ⊂ z−a∆′, il existe un réseau ∆′′ deD défini
sur Fqt , (c’est-à-dire provenant d’un réseau de D ⊗Fq Fqt ) vérifiant

φD(τ∆′′) ⊂ z−ã∆′′ et ∆′ ⊂ ∆′′ ⊂ z−C1∆′.

En fait, en examinant les démonstrations de [51] et [52], on voit qu’on pourrait prendre ã = a,
mais on n’en a pas besoin ici. On a alors

li(∆,∆
′) ≤ li(∆,∆′′) ≤ li(∆,∆′) + C1

et li(∆, γn(∆′)) ≤ li(∆, γn(∆′′)) ≤ li(∆, γn(∆′)) + C1 pour tout i.

Quitte à remplacer C0 par C0 + 2C1, C par C + 2C1 et a par ã, il suffit donc de montrer le
lemme 8.13 en supposant de plus ∆′ défini sur Fqt . Le lemme suivant montre qu’avec cette
condition supplémentaire l’énoncé du lemme 8.13 est vrai avec C0 = 0. On est donc ramené
à montrer le lemme suivant.

L 8.14. – Soient (D,φD, VD), (D,φD), ∆ et ∆ comme dans le lemme précédent.
Soient a ∈ N et t, n ∈ N∗. On note B l’ensemble des réseaux ∆′ de D définis sur Fqt et
vérifiant φD(τ∆′) ⊂ z−a∆′. Il existe une constante C telle que, pour tout ∆′ ∈ B vérifiant
l1(∆,∆′) ≥ l2(∆,∆′) + C, on ait l1(∆, γn(∆′)) ≤ l1(∆,∆′)− n.
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Démonstration. – Si l’énoncé du lemme 8.14 est faux il existe une suite de réseaux ∆m

dans l’ensemble B vérifiant l1(∆, γn(∆m)) > l1(∆,∆m)− n et telle que
l1(∆,∆m) − l2(∆,∆m) tende vers l’infini. On note ∆

m
le Fqt [[z]]-réseau de D ⊗Fq Fqt

tel que ∆m = ∆
m
⊗Fqt k (on souligne d’un trait les objets sur Fq et de deux traits les objets

sur Fqt ). En notant am = l1(∆,∆m)− l2(∆,∆m) on voit que zl1(∆,∆m)∆
m
/zam∆⊗Fq Fqt

est un sous-module libre de rang 1 de ∆ ⊗Fq [[z]] (Fqt [z]/zam) et définit donc un point de
Pr−1(Fqt [z]/zam). Par compacité de Pr−1(Fqt [[z]]) muni de la topologie z-adique, on peut
extraire une sous-suite ayant une limite et on note D′ le sous-Fqt((z))-espace vectoriel de
dimension 1 deD⊗Fq Fqt tel que cette limite soitD′∩(∆⊗Fq Fqt), sous-Fqt [[z]]-module libre
de rang 1 de ∆⊗Fq Fqt . On pose D′ = D′ ⊗Fqt k qui est un sous-k((z))-espace vectoriel de
dimension 1 de D. Autrement dit, quitte à extraire une sous-suite il existe une suite d’entiers
bm tendant vers +∞ quand m tend vers l’infini telle que

zl1(∆,∆m)∆m + zbm∆ = (D′ ∩∆) + zbm∆ pour tout m.

Comme les réseaux ∆m appartiennent àB, en passant à la limite on voit queD′ est un sous-
isochtouca deD et on a déjà dit qu’il était défini sur Fqt . Le lemme 8.15 montre que, sim est
assez grand,

l1(∆, γn(∆m)) ≤ l1(∆,∆m) + n(tH(D′)− tN (D′)).

On obtient ainsi un sous-isochtouca D′ de dimension 1 de D tel que tH(D′) ≥ tN (D′), ce
qui contredit l’hypothèse. Le lemme 8.14 est donc ramené au lemme suivant.

L 8.15. – Soient (D,φD, VD) un isochtouca de Hodge-Pink avec VD ⊂ UD et
D′ = (D′, φD′ , VD′) un sous-isochtouca de rang 1. Soit ∆ ⊂ D un k[[z]]-réseau. Soit x un
générateur de D′. Pour tout n ∈ N, il existe C ∈ N tel que pour r ∈ N assez grand,

γn(k[[z]]x+ zr∆) ⊂ zn(tN (D′)−tH(D′))k[[z]]x+ zr−C∆.

Démonstration. – On rappelle que VD′ = D′⊗k((z))L((z−π))∩VD. On noteD′′ = D/D′

avec φD′′ induit par φD et VD′′ l’image de VD dans D′′ ⊗k((z)) L((z − π)), de sorte que
0 → D′ → D → D′′ → 0 est une suite exacte courte dans la catégorie des isochtoucas
de Hodge-Pink. On note βD

′

n , βD
′′

n , γD
′

n et γD
′′

n les applications correspondant à βn et γn
pour D′ et D′′. On note ∆′′ l’image de ∆ dans D′′. Soit n ∈ N. Il existe r0 tel que

βn(z−r0k[[z]]x+ ∆)→ βD
′′

n (∆′′)

soit surjectif : on relève les vecteurs d’une base du O “⊗ OL-module libre

βD
′′

n (∆′′) = ((φD′′
τφD′′ · · · τ

n−1

φD′′
τn∆′′)⊗k[[z]] O “⊗ OL)

∩
(
φD′′ · · · τ

n−1

φD′′
τn−1

VD′′ ⊕ · · · ⊕ φD′′VD′′
)

en des vecteurs de (φD
τφD · · · τ

n−1

φD
τn∆)⊗k[[z]] O“⊗ OL que l’on corrige par des vecteurs de

(φD′
τφD′ · · · τ

n−1

φD′
τnD′)⊗k((z)) O “⊗ OL[ 1

z ] pour qu’ils appartiennent à

φD · · · τ
n−1

φD
τn−1

VD ⊕ · · · ⊕ φDVD, ce qui est possible, puisque

O “⊗ OL[
1

z
]→ L[[z − π]]/(z − π)−sL[[z − π]]⊕ · · ·

⊕ L[[z − πq
n−1

]]/(z − πq
n−1

)−sL[[z − πq
n−1

]]
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est surjectif (où s ∈ Z− est tel que (z − π)−sUD ⊂ VD ⊂ UD). Soit r ≥ r0. Comme
βn(z−r0k[[z]]x + ∆) → βD

′′

n (∆′′) est surjectif de noyau βD
′

n (z−r0k[[z]]x) et
βn(z−rk[[z]]x+ ∆)→ βD

′′

n (∆′′) est surjectif de noyau βD
′

n (z−rk[[z]]x) on a

βn(k[[z]]x+ zr∆) = βD
′

n (k[[z]]x) + zr−r0βn(k[[z]]x+ zr0∆),

donc γn(k[[z]]x+ zr∆) = γD
′

n (k[[z]]x) + zr−r0γn(k[[z]]x+ zr0∆).

Comme γD
′

n (k[[z]]x) = zn(tN (D′)−tH(D′))k[[z]]x, le lemme 8.15 est démontré, ce qui achève
aussi la démonstration des lemmes 8.13 et 8.14.

Fin de la démonstration de la proposition 8.5. – On rappelle que k est supposé algé-
briquement clos. Soit D = (D,φD, VD) un isochtouca de Hodge-Pink qui est un objet
irréductible de Ciso-HP-fa et tel que VD ⊂ UD.

Soit a la constante du b) du lemme 8.7. On a φD(τγm(∆)) ⊂ z−aγm(∆) pour toutm ∈ N.
Soit i ∈ {1, . . . , r− 1}. Le lemme 8.13, appliqué à ΛiD montre l’existence de C0 ∈ N tel que
pour tout n ∈ N il existe C1 tel que si ∆′ est un réseau de D vérifiant

φD(τ∆′) ⊂ z−a∆′ et li(∆,∆′) ≥ li+1(∆,∆′) + C1,

alors (l1 + · · ·+ li)(∆, γn(∆′)) ≤ (l1 + · · ·+ li)(∆,∆
′)− n+ C0.

En notant C2 la constante qui apparaît dans e) du lemme 8.7 on a donc, pour toutm ∈ N
tel que li(∆, γm(∆)) ≥ li+1(∆, γm(∆)) + C1,

(l1 + · · ·+ li)(∆, γn+m(∆)) ≤ (l1 + · · ·+ li)(∆, γm(∆))− n+ C0 + iC2.(72)

Comme det(γm(∆)) = det(∆) pour tout m ∈ N, on a (l1 + · · · + lr)(∆, γm(∆)) = 0. On
a zaγm(∆) ⊂ γm+1(∆) ⊂ z−aγm(∆) pour tout m ∈ N. En appliquant l’inégalité (72) avec
n = C0 + (r − 1)C2 et i ∈ {1, . . . , r − 1}, et en appliquant le lemme suivant avec

C = max(C1, na) et lmi = li(∆, γmn(∆)) pour i ∈ {1, . . . , r} et m ∈ N,

on voit qu’il existe C3 tel que pour tout m ∈ N, zC3∆ ⊂ γmn(∆) ⊂ z−C3∆. On a donc
zC3+[m2 ]a∆ ⊂ γm(∆) ⊂ z−C3−[m2 ]a∆ pour tout m ∈ N. On est donc ramené à montrer le
lemme suivant. Pour lui donner un sens géométrique, signalons que si ∆′ est un réseau, le
polygone concave ayant pour sommets (i, (l1 + · · ·+ li)(∆,∆

′)) pour i = 0, . . . , r peut être
appelé « polygone des invariants » de ∆′ relativement à ∆ et que les li(∆,∆′) sont les pentes
de ce polygone. Dans le cas que l’on considère on a toujours (l1 + · · · + lr)(∆,∆

′) = 0,
c’est-à-dire que le premier sommet est (0, 0) et le dernier est (r, 0).

L 8.16. – Soient r ∈ N∗ et C ∈ R+. Soient lni ∈ R pour i ∈ {1, . . . , r} et n ∈ N
vérifiant

i) pour tout n ∈ N, ln1 ≥ · · · ≥ lnr ,
ii) pour tout n ∈ N,

∑r
i=1 l

n
i = 0,

iii) on a l01 = · · · = l0r = 0,
iv) pour i ∈ {1, . . . , r} et n ∈ N, lni − C ≤ l

n+1
i ≤ lni + C,

v) pour i ∈ {1, . . . , r − 1} et n ∈ N, si lni − lni+1 ≥ C, on a

ln+1
1 + · · ·+ ln+1

i ≤ ln1 + · · ·+ lni .

Alors on a lni ∈ [−C ′, C ′] pour tout i ∈ {1, . . . , r} et pour tout n ∈ N, avec C ′ ne dépendant
que de r et de C.
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Démonstration. – Pour tout n ∈ N on notePn le polygone concave dont les sommets sont
les (i, Pn(i)) pour i ∈ {0, . . . , r}, avec

Pn(i) = ln1 + · · ·+ lni

(en particulier le premier sommet est (0, 0) et le dernier est (r, 0)). La différence des pentes
au sommet (i, Pn(i)), que nous appellerons brisure, est lni − lni+1. La condition v) assure que
Pn+1(i) ≤ Pn(i) si la brisure dePn en (i, Pn(i)) est≥ C. L’idée naïve de la démonstration est
la suivante : si maxi Pn(i) est atteint en un sommet (j, Pn(j)) de brisure≥ C la condition v)
impose Pn+1(j) ≤ Pn(j) et si maxi Pn+1(i) est atteint pour la même valeur de i (c’est-à-dire
i = j) on en déduit maxi Pn+1(i) ≤ maxi Pn(i), ce qui impose à Pn de rester borné. Nous
allons voir qu’en remplaçant Pn par Pn −Q pour un certain Q de brisure constante 3C cet
argument devient correct. On pose donc Q(i) = 3C

2 i(r − i) pour i ∈ {0, . . . , r}. On pose
ensuite mn = maxi∈{0,...,r}(Pn(i) − Q(i)) ∈ R+. Nous allons montrer que mn+1 ≤ mn

pour tout n ∈ N. Comme mn ≥ 0, il n’y a rien à démontrer si mn+1 = 0. Supposons donc
mn+1 > 0 et soit j ∈ {1, . . . , r − 1} tel que le maximum soit atteint en j. La brisure de
Pn+1−Q en j est donc≥ 0. Or la brisure deQ est égale à 3C, donc ln+1

j − ln+1
j+1 ≥ 3C. Grâce

à la condition iv) on en déduit lnj − lnj+1 ≥ C, d’où par la condition v), Pn(j) ≥ Pn+1(j). On
a donc

mn ≥ Pn(j)−Q(j) ≥ Pn+1(j)−Q(j) = mn+1.

Par la condition iii) on a m0 = 0. Donc mn = 0 pour tout n ∈ N. Donc

l1n = Pn(1) ≤ Q(1) =
3

2
C(r − 1)

et lrn = −Pn(r − 1) ≥ −Q(r − 1) = −3

2
C(r − 1) pour tout n ∈ N.

Ceci termine la démonstration du lemme 8.16 (avec C ′ = 3
2C(r − 1)) et donc celle de la

proposition 8.5.

9. Un contre-exemple à « faiblement admissible implique admissible »
sur un anneau de valuation réelle non discrète

Le contre-exemple que nous allons présenter est dû à Pink [50] dans le cadre de l’uni-
formisation des t-motifs. Nous l’avons adapté à la théorie de Fontaine, et Hartl l’a fait de
façon indépendante (voir [29]). L’idée de ce contre-exemple vient des O-analogues des an-
neaux de Fontaine (voir [31, 32]), mais nous allons l’expliquer sans anneaux de Fontaine.
Nous incluons ce contre-exemple dans notre texte parce que la démonstration du lemme 9.1
ci-dessous est voisine de celle de la proposition 7.5.

En général soit OL un anneau de valuation réelle non nécessairement discrète, complet,
d’idéal maximalmL, de corps résiduel k. On suppose OL muni d’une structure de O-algèbre,
telle que l’image de π soit dans mL et soit non nulle. Comme Hartl dans [31] on suppose
donnée une section k → OL. Soit (D,φD) un isochtouca local sur k.

À tout isochtouca local (N,φN ) sur OL rigidifié par un isomorphisme ρ entre sa restriction
à OL/π OL et l’extension de (D,φD) à OL/π OL par la section k → OL → OL/π OL,
on associe (comme dans le paragraphe 3) une structure de Hodge-Pink V , c’est-à-dire un
L[[z − π]]-réseau dans D ⊗k((z)) L((z − π)). On dit qu’une structure de Hodge-Pink V est
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faiblement admissible si pour tout sous-isochtouca local D′ de D, muni de la structure de
Hodge-Pink VD′ = VD ∩ D′ ⊗k((z)) L((z − π)) on a tH(D′) ≤ tN (D′). Hartl montre
dans [31] que toute structure de Hodge-Pink associée à un isochtouca local comme ci-dessus
est faiblement admissible (on peut aussi le montrer en reprenant la démonstration de la
proposition 7.5).

Supposons que OL possède un élément a de valuation > 0 ainsi que les aq
i

pour
i ∈ Z (cela implique que la valuation est non discrète mais elle peut être rationnelle).
Nous allons construire un isochtouca local sur k muni d’une structure de Hodge-Pink fai-
blement admissible, qui ne correspond à aucun isochtouca local sur OL. Dans [31], Hartl a
montré que faiblement admissible implique admissible est vrai sur tout anneau de valuation
réelle complet de corps résiduel algébriquement clos qui ne possède pas un tel élément a. En
fait il montre même que tout contre-exemple est obtenu comme celui qui va suivre.

Voici le contre-exemple. On note C = C( OL) (défini dans le paragraphe 3).

L 9.1. – Soient (N,φN ) un isochtouca local sur OL, k ∈ N∗ et j, l ∈ Z tels que
l
k + j > 0. Alors tout x ∈ αjN ⊗ O⊗̂ OL[ 1

z ]
C tel que zlφN · · · τ

k−1

φN (τ
k

x) = x est nul.

Dans ce lemme l’inégalité stricte l
k + j > 0 est nécessaire : si k = 1, j = 0 et l = 0 on peut

prendre N = O “⊗ OL[ 1
z ], φN = 1 et x = 1.

Démonstration. – En remplaçant j par 0, x par α−jx, φN par (z−π)−jφN et l par l+kj

on se ramène à montrer le lemme pour j = 0, ce que l’on suppose désormais. On rappelle
que pour w ∈ R+ on possède la valuation vw sur C , définie par

vw(
∑
n∈Z

anz
n) = inf

n∈Z
nw + v(an),

où v est la valuation sur OL, normalisée par v(π) = 1. On rappelle que vw s’étend en une
valuation sur C [ 1

α ]. On choisit une base de N sur O “⊗ OL[ 1
z ]. On définit la valuation vw

d’un élément de N ⊗ C comme le minimum des valuations vw de ses coordonnées. Par la
condition (PIL) il existe s ∈ Z etC ∈ N tels que pour tout n ∈ N la matrice de φN · · · τ

n−1

φN
appartienne à z−C(z − π)s · · · (z − πqn−1

)sMr( O “⊗ OL).
Soit t ∈ N. On a x = ztlφN · · · τ

tk−1

φN (τ
tk

x). Comme vqtk est une valuation on en déduit

vqtk(x) ≥ tlqtk + s(1 + q + · · ·+ qtk−1)− Cqtk + qtkv1(x),

et donc grâce à l’hypothèse l > 0 il existe ε > 0 tel que vqtk(x) ≥ εtqtk pour t assez
grand. Comme x ∈ N ⊗ O⊗̂ OL[ 1

z ]
C cela implique x = 0 car si x =

∑
n∈Z xnz

n, on a

v(xn) ≥ (εt− n)qtk pour tout t assez grand, donc xn = 0 pour tout n ∈ Z.

Nous allons maintenant construire un isochtouca de Hodge-Pink (D,φD, VD) fai-
blement admissible qui n’est associé à aucun isochtouca local. On pose D = k((z))5,

φD =



0 0 0 0 z2

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

. On choisira plus tard VD tel que UD ⊂ VD ⊂ (z − π)−1UD et
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dimL VD/UD = 2. Comme (D,φD) ne contient aucun sous-isochtouca autre que 0 et
lui-même, (D,φD, VD) est faiblement admissible.

Posons x =



∑
n∈Z a

q−10n

zn∑
n∈Z a

q−10n−4

zn∑
n∈Z a

q−10n−8

zn∑
n∈Z a

q−10n−12

zn∑
n∈Z a

q−10n−16

zn

 ∈ D ⊗k((z)) C . On a z−1φD
τφD(τ

2

x) = x.

Choisissons VD tel que les images deφ−1
D (x) et τx dans τD⊗k((z))L[[z−π]] appartiennent à

(z−π)VD. Grâce à l’équation z−1φD
τφD(τ

2

x) = x, on en déduit que pour tout n ∈ N l’image
de x dans D ⊗k((z)) L[[z − πqn ]] appartient à (z − πqn)φD · · · τ

n

φD(τ
n

VD).
Supposons que (D,φD, VD) est associé à un isochtouca local (N,φN ) sur OL. Le début

de la démonstration de la proposition 3.12 indique que

R(N ⊗ O⊗̂ OL[ 1
z ]

C) = {x ∈ D ⊗k((z)) C [
1

α
],∀n ∈ N, l’image de x dans

D ⊗k((z)) L[[z − πq
n

]] appartient à φD · · · τ
n

φD(τ
n

VD)}.

On en déduit que R−1(x) appartient à αN ⊗ O⊗̂ OL[ 1
z ]

C . Comme R−1(x) vérifie

z−1φN
τφN (τ

2

(R−1(x))) = R−1(x), le lemme 9.1 amène une contradiction (avec k = 2, j = 1

et l = −1).

R. – On peut montrer que les images de φ−1
D (x) et τx dans

τD ⊗k((z))

(
L[[z − π]]/(z − π)L[[z − π]]

)
sont indépendantes, ce qui fait que VD est

déterminé par a. En effet y = x ∧ φD(τx) ∈ Λ2D ⊗k((z)) C est non nul et vérifie

z−1(Λ2(φD))(τy) = −y.(73)

Or si x et φD(τx) sont égaux en z = π, y s’annule en z = π donc aussi, grâce à (73), en tous
les z = πq

n

pour n ∈ N, et on a donc y ∈ αΛ2D⊗k((z)) C . Or ceci et l’équation z−1 τ5

y = −y
qui résulte de (73) contredisent le lemme 9.1, appliqué à N = ( O “⊗ OL[ 1

z ])10, φN = −Id,
k = 5, l = −1 et j = 1.

10. Théorie entière pour les chtoucas locaux minuscules sur un anneau de valuation discrète

Dans tout ce paragraphe on impose q ≥ 3. Soit OL comme dans le paragraphe 7 : OL
un anneau de valuation discrète complet de corps résiduel k, mL son idéal maximal, πL une
uniformisante de OL, L son corps des fractions et on suppose OL muni d’une structure de
O-algèbre de sorte que l’image de π dans OL soit un élément non nul demL. On note e l’indice
de ramification de L sur K.

On note Cmin la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur OL. C’est une catégorie
O-linéaire, mais non abélienne. On rappelle que ses objets sont les O“⊗ OL-modules libresM
munis de

φM ∈ Hom O⊗̂ OL
(τM,M) et ψM ∈ Hom O⊗̂ OL

(M, τM)

tels que φM ◦ ψM = (z − π) et ψM ◦ φM = (z − π).
D’après le paragraphe 5 on a un foncteur D de la catégorie des chtoucas locaux minuscules

sur OL/π OL vers la catégorie des O-cristaux (au sens de Honda et Gross-Hopkins) sur
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OL/π OL. A fortiori on obtient un foncteur de la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur
OL/π OL vers la catégorie des O-cristaux relativement à ( O, π O, γ O) sur OL/π OL, que l’on
note encore D. Grâce au lemme 1.2 tout chtouca local minuscule sur OL/π OL se relève en
un chtouca local minuscule sur OL. En utilisant ce fait, nous allons donner une description
plus simple du foncteur D, qui servira dans la preuve du théorème 10.3.

Soit B = ( O “⊗ k)[[u]], muni de la topologie (π, u)-adique. On note I0 le noyau du
morphisme surjectif de O-algèbres B → OL qui à u associe πL, de sorte que l’on a un
isomorphisme s : OL → B/I0. On pose I = I0 + πB et on voit facilement que I = (π, ue).
On pose ensuite B̂ = ( O “⊗ k)[[u, u

eq

π ]], muni de la topologie (π, u
eq

π )-adique (c’est-à-dire le
quotient de O“⊗k[[u, v]] muni de la topologie (π, u, v)-adique par l’idéal fermé engendré par
πv−ueq). On note β : B → B̂ l’inclusion naturelle (qui est O-linéaire et continue). Enfin on
définit γ : I → B̂ en posant γ(ue) = ueq

π et γ(π) = πq−1. Il est clair que (B̂, β, γ) est une
structure de puissances divisées sur I compatible à ( O, π O, γ O).

L’isomorphisme s : OL → B/I0 considéré précédemment induit un isomorphisme
s : OL/π OL → B/I. Soit Ĵ l’idéal de B̂ engendré par π et ueq

π . Pour tout n,
(B/In, I/In, s, B̂/Ĵn, β, γ) est un OL/π OL-objet test relativement à ( O, π O, γ O) au sens du
paragraphe 5 (où In désigne l’idéal engendré par les produits de n éléments de I et de même
pour Ĵ).

Soient (M,φM ) ∈ Cmin, r le rang de M sur O “⊗ OL et D(M,φM ) le O-cristal re-
lativement à ( O, π O, γ O) sur OL/π OL associé à la réduction de (M,φM ) modulo π (la
notation D(M,φM ) est donc un léger abus). Alors la limite projective des B̂/Ĵn-modules
libres

(
D(M,φM )

)
(B/In, I/In, s, B̂/Ĵn, β, γ) est un B̂-module libre de rang r que l’on

note
(
D(M,φM )

)
(B, I, s, B̂, β, γ) par abus et qui ne dépend donc que de la réduction de

(M,φM ) modulo π.

Pour le déterminer on relève le chtouca local (M,φM ) de OL à B en un objet (M̃, φ̃M )

qui n’est plus nécessairement un chtouca local, c’est-à-dire que M̃ est un O “⊗ B-module
libre et φ̃M : τM̃ → M̃ est O “⊗ B-linéaire, mais son image ne contient pas nécessairement
(z − π)M̃ . Pour faire cela on construit un relèvement κ : OL → B de s : OL → B/I0
en envoyant πL sur u (ce relèvement n’est pas O-linéaire et n’a rien de canonique). On pose
alors M̃ = M ⊗ O⊗̂ OL,1⊗̂κ

O “⊗ B, muni de φ̃M = φM “⊗ 1. L’image de φ̃M ne contient pas

nécessairement (z−π)M̃ parce que κ n’est pas O-linéaire. Alors grâce à la proposition 5.14,(
D(M,φM )

)
(B, I, s, B̂, β, γ) est

(τM̃/(z − π)τM̃)⊗B B̂ = τM ⊗ O⊗̂ OL
B̂,

où l’inclusion O “⊗ OL ⊂ B̂ est la composée O “⊗ OL
1⊗̂κ→ O “⊗ B z 7→π→ B

β→ B̂. La structure
de O-algèbre sur B̂ qui envoie π sur π est canonique mais cette inclusion O “⊗ OL ⊂ B̂ qui
envoie z sur π et πL sur u n’est pas canonique.

On a donc une inclusion O “⊗ OL ⊂ B̂ telle que(
D(M,φM )

)
(B, I, s, B̂, β, γ) = τM ⊗ O⊗̂ OL

B̂.(74)

Ceci permet une approche naïve, où l’on retrouve heuristiquement l’anneau B̂ en évitant le
paragraphe 5. Nous verrons dans la proposition 10.2 ci-dessous que cette approche fournit
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une construction plus simple du foncteur D de la catégorie des chtoucas locaux minuscules
sur OL/π OL vers la catégorie des O-cristaux relativement à ( O, π O, γ O) sur OL/π OL.

On cherche un anneau S (noté ainsi par Breuil dans [14] et noté RV dans [20]) contenant
O “⊗ OL tel que le S-module τM ⊗ O⊗̂ OL

S ne dépende que de la réduction de (M,φM )

modulo π.

Commençons par un exemple (dans les notations de la démonstration du lemme 7.4).

Soient r = 2, M = M ′ = ( O “⊗ OL)2, φM =

(
z − π 0

0 1

)
et φM ′ =

(
z − π 0

π 1

)
.

Un calcul facile montre que R′−1
R, qui est égal à la limite quand n tend vers l’infini de

φM ′
τφM ′ · · · τ

n

φM ′
τnφ−1

M · · · τφ
−1
M φ−1

M , vaut(
1 0

π
z (1− π

z )−1 + πq

z2 (1− π
z )−1(1− πq

z )−1 + · · · 1

)
.

On cherche un anneau S tel que τ(R′
−1
R) ait ses coefficients dans S. En fait nous allons

garder la notation S pour un anneau que nous introduirons dans le paragraphe suivant et
qui est vraiment analogue à celui introduit dans [14, 20]. Pour l’instant nous considérons un
anneau un peu plus petit que S, et adapté seulement au cas minuscule, que nous notons Smin.

On pose Smin = O“⊗ OL[[π
q

z ]] (c’est-à-dire le quotient de O“⊗ OL[[v]] par l’idéal engendré
par zv−πq). Soient (M,φM ) et (M ′, φM ′) deux objets de la catégorieCmin. On supposeM et
M ′ de rang r sur O“⊗ OL et on se donne des bases deM etM ′ sur O“⊗ OL telles que les matrices
de φM et φM ′ dans ces bases soient congrues modulo π dans Mr( O “⊗ OL). Alors τ(R′−1

R)

appartient àGLr( Smin). En effet pour tout n ∈ N, φM ′τφM ′ · · · τ
n−1

φM ′
τn−1

φ−1
M · · · τφ

−1
M φ−1

M

appartient à (z−π)−1 · · · (z−πqn−1

)−1Mr( O“⊗ OL) et est congru àR′−1
Rmodulo πq

n

. On
en déduitR′−1

R ∈Mr( O“⊗ OL[[πz ]]) et on répète le raisonnement pourR−1R′. Le calcul que
nous venons d’effectuer est le cas particulier où f est un isomorphisme dans la proposition
suivante.

P 10.1. – Soient (M,φM ) et (M ′, φM ′) des chtoucas locaux minuscules sur
OL et f un morphisme de la réduction modulo π de (M,φM ) vers la réduction modulo π

de (M ′, φM ′). Soient (D,φD) et (D′, φD′) les isochtoucas associés par réduction modulo
πL, et h : (D,φD) → (D′, φD′) obtenu à partir de f par réduction modulo πL. Soient
R : M “⊗ O⊗̂ OL

C [ 1
α ] → D “⊗k((z)) C [ 1

α ] comme dans le lemme 7.4 et R′ associé à M ′. Alors
l’image de

τ(R′−1hR) ∈ Hom O⊗̂ OL
(τM, τM ′)⊗ O⊗̂ OL

τ( C [ 1
α ])

dans Hom O⊗̂ OL
(τM, τM ′)⊗ O⊗̂ OL

Smin[ 1
z ] appartient à Hom O⊗̂ OL

(τM, τM ′)⊗ O⊗̂ OL
Smin.

Démonstration. – Soit f̃ : M →M ′ un relèvement de f . Alors

τ(R′−1hR) = lim
n→∞

τφM ′ · · · τ
n−1

φM ′
τn(f̃)τ

n−1

φ−1
M · · ·φ

−1
M .(75)

De plus τφM ′ · · · τ
n−1

φM ′
τn(f̃)τ

n−1

φ−1
M · · ·φ

−1
M appartient à (z − πq)−1 · · · (z − πq

n−1

)−1

Hom O⊗̂ OL
(τM, τM ′) et est congru à τ(R′−1hR) modulo πq

n

. Enfin (1 − πq
i

z ) est une unité
dans Smin pour tout i ∈ N∗.
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Comme tout chtouca local minuscule sur OL/π OL se relève en un chtouca local minuscule
sur OL, on obtient ainsi un foncteur S de la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur
OL/π OL vers la catégorie des Smin-modules libres.

P 10.2. – Le morphisme de B̂ dans Smin qui envoie π sur z, u sur πL et
ueq

π sur (
πeL
π )q(π

q

z ) est un isomorphisme. Via cet isomorphisme, le foncteur S et le foncteur
(M,φM )→

(
D(M,φM )

)
(B, I, s, B̂, β, γ) de la catégorie des chtoucas locaux minuscules sur

OL/π OL vers la catégorie des Smin-modules libres, sont isomorphes.

Démonstration. – Le deuxième foncteur est défini comme une limite projective, mais les
formules intervenant dans le complément à la construction de D au paragraphe 5 (qui est
récapitulé dans la proposition 5.14) passent à la limite. Plus précisément on choisit

(M̃, φ̃M ) = (M ⊗ O⊗̂ OL,1⊗̂κ
O “⊗B,φM “⊗ 1)

comme relèvement de la réduction modulo π OL de (M,φM ), de OL/π OL à B = O “⊗ OL et
on fait de même avec (M ′, φM ′). À la limite τF

(‹M ′,φ̃M′ ),(‹M,›φM )
(f) est donné par (75).

R. – Soit (M,φM ) dans la catégorie Cmin et (D,φD) l’isochtouca obtenu par
réduction modulo πL. On a vu que τ( C [ 1

α ]) ⊂ Smin[ 1
z ] donc R : M “⊗ O⊗̂ OL

C [ 1
α ] →

D “⊗k((z)) C [ 1
α ] induit un isomorphisme

τR : τM “⊗ O⊗̂ OL
Smin[

1

z
]
∼−→ τD “⊗k((z)) Smin[

1

z
].

Soit ∆ ⊂ D le k[[z]]-réseau obtenu par réduction de M modulo πL. Si e = 1 on a
τR(τM “⊗ O⊗̂ OL

Smin) = τ∆ “⊗k[[z]] Smin(76)

mais cela est faux en général si e > 1. En effet on choisit une base de M , dont la réduction
modulo πL fournit une base de ∆. La matrice de R est donnée par la formule

τR = lim
n→∞

τφD
τ2

φD · · · τ
n−1

φD
τn−1

φ−1
M · · ·

τ2

φ−1
M

τφ−1
M .(77)

Dans l’exemple où M = ( O “⊗ OL)2 et φM =

(
z − π 0

πL 1

)
, on a τR 6∈ GL2( Smin) si e > 1,

c’est-à-dire que (76) n’a pas lieu.

Nous inspirant de Faltings [20] et de Breuil [14], nous allons introduire une autre catégorie
O-linéaire C ′min, dont les objets sont constitués d’un isochtouca de Hodge-Pink minuscule,
muni d’une « structure entière ».

Plus précisément la catégorie C ′min est formée des (D,φD, VD, M), où

– (D,φD) est un isochtouca i.e. D est un k((z))-espace vectoriel de dimension finie et
φD : τD → D est un isomorphisme,

– VD est une structure de Hodge-Pink « minuscule » c’est-à-dire que VD est un
L[[z − π]]-module libre et qu’en posant UD = τD ⊗k((z)) L[[z − π]], on a
UD ⊂ VD ⊂ (z − π)−1UD,

– M est un Smin-module libre, muni d’un isomorphisme

M ⊗ Smin
Smin[ 1

z ] ' τD ⊗k((z)) Smin[ 1
z ],
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– on suppose que M est « fortement divisible », c’est-à-dire

Smin.z
−1 τ((φD ⊗ 1)( M ∩ (z − π)VD)) = M.

Dans cette formule Smin.(· · · ) désigne le sous- Smin-module engendré par (· · · ) dans
τD ⊗k((z)) Smin[ 1

z ]. L’intersection avec VD a un sens car Smin est inclus dans Ext L[[z − π]].
On peut remarquer que dans le cas minuscule une structure de Hodge-Pink est simplement
une structure de Hodge.

Comme M∩ (z−π)VD ⊃ (z−π) M et 1− πq

z est une unité de Smin, la condition de forte
divisibilité implique que M est stable par (1“⊗Fr)◦ (φD⊗1) (condition demandée par Breuil
dans [14]).

Dans la catégorie C ′min, un morphisme entre deux objets (D,φD, VD, M) et
(D′, φD′ , VD′ , M′) est un morphisme f d’isochtoucas de Hodge-Pink, tel que
(τf ⊗ 1)( M) ⊂ M′.

On note D+ : Cmin → C ′min le foncteur qui à un objet (M,φM ) de Cmin associe
(D,φD, VD, M) avec (D,φD, VD) = D+

iso(M [ 1
z ], φM ⊗ 1) (donc avec VD comme dans (48))

et avec M = τM ⊗ O⊗̂ OL
Smin qui est un Smin-module libre muni de l’isomorphisme

M ⊗ Smin
Smin[ 1

z ] ' τD ⊗k((z)) Smin[ 1
z ] associé à τR (en effet on a montré ci-dessus que τR

induit un isomorphisme entre τM ⊗ O⊗̂ OL
Smin[ 1

z ] et τD ⊗k((z)) Smin[ 1
z ]).

Montrons d’abord que le foncteur D+ est bien défini. Il s’agit de montrer que
M = τM ⊗ O⊗̂ OL

Smin est fortement divisible. L’inclusion

Smin.z
−1 τ((φD ⊗ 1)( M ∩ (z − π)VD)) ⊃ M

est évidente. En effet on a

M ∩ (z − π)VD ⊃ τR(τM) ∩ (z − π)VD ⊃ τR((z − π)φ−1
M (M))

puisque par définition de la catégorie Cmin, (z − π)φ−1
M ∈ Hom O⊗̂ OL

(M, τM) (en fait
τR(τM) ∩ (z − π)VD = τR((z − π)φ−1

M (M))). Donc

z−1 τ((φD ⊗ 1)( M ∩ (z − π)VD)) ⊃ z−1 τ((φD ⊗ 1)(τR((z − π)φ−1
M (M))))

= (1− πq

z
)τR(τM) puisque (φD ⊗ 1)τRφ−1

M = R.

Enfin 1− πq

z est inversible dans Smin.
Il nous reste donc à montrer l’inclusion inverse

z−1 τ((φD ⊗ 1)( M ∩ (z − π)VD)) ⊂ M.

Comme φM appartient à Hom O⊗̂ OL
(τM,M), et par la définition de VD, on a

R−1((φD ⊗ 1)( M ∩ (z − π)VD)) ⊂ (M ⊗ O⊗̂ OL
Smin) ∩ ((z − π)M ⊗ O⊗̂ OL

L[[z − π]])

= M ⊗ O⊗̂ OL
( Smin ∩ (z − π)L[[z − π]]).

Mais Smin∩(z−π)L[[z−π]] = (z−π)( Smin+πq−1

z Smin) (l’intersection a lieu dansL((z−π)))
et donc

τ( Smin ∩ (z − π)L[[z − π]]) ⊂ (z − πq) Smin.

Comme (1 − πq

z ) ∈ Smin, z−1 τ( Smin ∩ (z − π)L[[z − π]]) ⊂ Smin, donc M est fortement
divisible. Nous avons démontré que le foncteur D+ : Cmin → C ′min est bien défini.
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Il est important de rappeler (comme on l’a vu, de deux manières différentes, au début du
paragraphe) que M ne dépend que de la réduction modulo π de (M,φM ).

Il résulte de la fidélité du foncteur D+
iso du théorème 7.3 que le foncteur D+ : Cmin → C ′min

est fidèle.

T 10.3. – Le foncteur D+ : Cmin → C ′min est une équivalence de catégories,
compatible, via les foncteurs d’oubli de Cmin vers la catégorie des isochtoucas locaux sur OL, et
deC ′min vers la catégorie des isochtoucas de Hodge-Pink, avec le foncteur D+

iso du théorème 7.3.

R. – Il résulte du théorème 10.3 que, pour tout (D,φD, VD, M) ∈ C ′min,
(D,φD, VD) est faiblement admissible. On a vu au début de ce paragraphe, et dans la pro-
position 10.2, que D+ est compatible avec le foncteur D du paragraphe 5 dans la mesure
où M est la valeur en un certain pro-objet test du O-cristal D(M,φM ). On peut renforcer
cet énoncé de compatibilité entre D+ et D si on observe que M (vu comme sous- Smin-mo-
dule de τD ⊗k((z)) Smin[ 1

z ]) est stable par les opérateurs différentiels K-linéaires, au sens
de Grothendieck, z[n/q] 1

n! (
d
dπL

)n (agissant trivialement sur τD). En effet on le vérifie pour
(D,φD, VD, M) ∈ C ′min image par D+ de (M,φM ) ∈ Cmin. D’abord Smin est stable par
ces opérateurs. Donc il suffit de vérifier que z[n/q] 1

n! (
d
dπL

)n(τ(RM)) ⊂ τ(RM)⊗ O⊗̂ OL
Smin

dans τD ⊗k((z)) Smin[ 1
z ]. Mais si k est tel que qk ≤ n < qk+1, on a

τ(RM) ⊂ (z−k)τφD · · · τ
k

φD
τk+1

(RM)⊗ O⊗̂ OL
Smin

puisque 1 − πq

z , . . . , 1 −
πq
k

z sont des unités dans Smin, τφD · · · τ
k

φD
τk+1

(RM) est stable

par 1
n! (

d
dπL

)n, τφD · · · τ
k

φD
τk+1

(RM) ⊂ τ(RM), et enfin [n/q] ≥ qk−1 ≥ k. Or, en
utilisant la formule de Taylor et en procédant comme dans le paragraphe IV.1.6 de [4], on peut
montrer que la catégorie des O-cristaux relativement à ( O, π O, γ O) sur OL (ou sur OL/π OL)
est équivalente à celle des Smin-modules libres munis d’une action des opérateurs différentiels
z[n/q] 1

n! (
d
dπL

)n.

Début de la démonstration du théorème 10.3. – La compatibilité est évidente. Montrons
d’abord que D+ est pleinement fidèle. Soient (M,φM ) et (M ′, φM ′) deux objets de Cmin et
(D,φD, VD, M) et (D′, φD′ , VD′ , M′) leurs images dansC ′min. On veut montrer la surjectivité
de l’application

HomCmin
((M,φM ), (M ′, φM ′))→ HomC′

min
((D,φD, VD, M), (D′, φD′ , VD′ , M′))

dont nous venons de voir l’injectivité.
Soit h ∈ HomC′

min
((D,φD, VD, M), (D′, φD′ , VD′ , M′)). Par la pleine fidélité de D+

iso, nous
savons qu’il existe un unique morphisme f d’isochtoucas locaux dans
Hom O⊗̂ OL

(M,M ′) ⊗ O⊗̂ OL
O “⊗ OL[ 1

z ] qui vérifie f ◦ (φM ⊗ 1) = (φ′M ⊗ 1) ◦ τf

et dont la réduction modulo πL est h. L’hypothèse (h ⊗ 1)( M) ⊂ M′ implique que
f ⊗ O⊗̂ OL[ 1

z ]
1 Smin[ 1

z ] envoie τM ⊗ O⊗̂ OL
Smin dans τM ′ ⊗ O⊗̂ OL

Smin. Il s’agit de montrer

que f appartient à Hom O⊗̂ OL
(M,M ′). En fait c’est une conséquence de la proposition 4.1 :

comme O “⊗ ( OL/πq OL) est un quotient de Smin, M détermine la réduction de τM modulo
πq OL, donc la réduction de M modulo π OL, et comme πq−2 est nilpotent dans B (grâce
à l’hypothèse q ≥ 3), la proposition 4.1 implique que (M,φM ) est déterminé par sa classe
d’isogénie et par la réduction de M modulo π OL (c’est-à-dire que le foncteur qui à (M,φM )
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associe l’isochtouca local (M [ 1
z ], φM ⊗ 1) et la réduction de M modulo π OL est pleinement

fidèle). Nous rappelons l’argument dans ce cas particulier pour la commodité du lecteur.
Choisissons des bases de M et M ′ sur O “⊗ OL et notons r et r′ les rangs de M et M ′. On

a donc f ∈Mr′r( O “⊗ OL[ 1
z ]) et τf ∈Mr′r( Smin) et il s’agit de montrer f ∈Mr′r( O “⊗ OL).

Comme O“⊗( OL/πq OL) est un quotient de Smin, l’hypothèse τf ∈Mr′r( Smin) implique que
f modulo π appartient à Mr′r( O “⊗ ( OL/π OL)).

On a f = φM ′
τfφ−1

M . Supposons par l’absurde que f n’appartient pas à Mr′r( O “⊗ OL).
Soit a ∈ N le petit entier tel que zaf appartienne àMr′r( O“⊗ OL). Par hypothèse a > 0. Soit
b ∈ N le plus grand entier tel que zaf mod z ∈ Mr′r( OL) appartienne à πbLMr′r( OL). Par
hypothèse, b ≥ e. On a l’égalité suivante, où toutes les matrices entre parenthèses ont leurs
coefficients dans O “⊗ OL :

(z − π)(zaf) = (φM ′)(z
a τf)((z − π)φ−1

M ).

En réduisant cette égalité modulo z, on trouve l’égalité suivante, où toutes les matrices entre
parenthèses sont à coefficients dans OL :

(−π)
(

(zaf) mod z
)

=
(
φM ′ mod z

)(
(za τf) mod z

)(
(z − π)φ−1

M mod z
)
.

Or (zaf) mod z est divisible exactement par πbL et (za τf) mod z est divisible (exactement)
par πqbL . Comme π/πeL est une unité, le membre de gauche est divisible exactement par πb+eL ,
alors que le membre de droite est divisible par πqbL . Comme b ≥ e et q ≥ 3 on a b(q − 1) > e

ce qui amène une contradiction.

R. – Voici un contre-exemple qui montre qu’on ne peut pas espérer un foncteur
pleinement fidèle pour e = 1 et q = 2 (on note que le calcul qui suit est en caractéristique 2).

On prend M = M ′ = ( O “⊗ OL)2, φM =

(
1 0

0 z − π

)
et

φM ′ =

(
1 π/z

0 1

)
φM

(
1 π2/z

0 1

)−1

=

(
1 π2+π(z−π)

z

0 z − π

)
=

(
1 π

0 z − π

)
.

Alors (M,φM ) et (M ′, φM ′) sont des objets de Cmin et f =

(
1 π/z

0 1

)
est une quasi-isogénie

congrue à Id modulo π, de M vers M ′ : zf est un morphisme de M vers M ′ dans Cmin mais
ce n’est pas le cas de f , à cause du dénominateur z dans π/z. On voit que τf appartient à
GL2( Smin), donc f définit un morphisme du quadruplet (D,φD, VD, M) associé àM vers le
quadruplet (D′, φD′ , VD′ , M′) associé à M ′.

Suite de la démonstration du théorème 10.3. – Il nous reste à montrer que pour q ≥ 3 le
foncteur de Cmin dans C ′min est essentiellement surjectif. On doit construire un
O “⊗ OL-module libre M de rang r, à partir de la donnée d’un Smin-module libre M de
rang r. L’idée est de construire une suite de modules libres de rang r sur des anneaux qui
se rapprochent de plus en plus de O “⊗ OL et de définir M comme la limite de cette suite.
La difficulté de cette démonstration n’est pas de construire un O “⊗ OL-module M , mais de
montrer qu’il est libre de rang r. Il est important de noter la parenté entre la preuve qui suit
et la démonstration du théorème « faiblement admissible implique admisible » donnée au
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paragraphe 8. Nous commençons par un lemme qui montre que, bien que le lemme 8.1 soit
faux pour O “⊗ OL[[π

a

z ]] (qui n’est pas régulier), une certaine approximation reste vraie.

L 10.4. – a) Soient a ∈ N, a ≥ 3, et N un O “⊗ OL[[π
a

z ]]-module libre et W un
sous-L[[z−π]]-module de N ⊗ O⊗̂ OL[[π

a

z ]]
L[[z−π]] contenant (z−π) N ⊗ O⊗̂ OL[[π

a

z ]]
L[[z−π]].

Alors N ′ = O “⊗ OL[[π
a−1

z ]].( N ∩ W ) est un sous- O “⊗ OL[[π
a−1

z ]]-module libre de
N ⊗ O⊗̂ OL[[π

a

z ]]
O “⊗ OL[[π

a−1

z ]],

N ′ ⊗ O⊗̂ OL[[π
a−1

z ]]
O “⊗ OL[[

πa−1

z
]][

1

z − π
] = N ⊗ O⊗̂ OL[[π

a

z ]]
O “⊗ OL[[

πa−1

z
]][

1

z − π
]

et N ′ ⊗ O⊗̂ OL[[π
a−1

z ]]
L[[z − π]] = W.

De plus

det( N ′) = (z − π)kdet( N )⊗ O⊗̂ OL[[π
a

z ]]
O “⊗ OL[[

πa−1

z
]]

où k = dimL( N ⊗ O⊗̂ OL[[π
a

z ]]
L[[z − π]]/W ).

b) Soit de plus N un O “⊗ OL-module libre muni d’un isomorphisme N ⊗ O⊗̂ OL
O“⊗ OL[[π

a

z ]] = N .
Alors l’inclusion

O “⊗ OL[[
πa−1

z
]].(N ∩W ) ⊂ O “⊗ OL[[

πa−1

z
]].( N ∩W )

est une égalité.

c) Soient de plus b ≥ a et Ñ un O “⊗ OL[[π
b

z ]]-module libre muni d’un isomorphisme

Ñ ⊗ O⊗̂ OL[[π
b

z ]]
O “⊗ OL[[π

a

z ]] = N . Alors l’inclusion

O “⊗ OL[[
πa−1

z
]].( Ñ ∩W ) ⊂ O “⊗ OL[[

πa−1

z
]].( N ∩W )

est une égalité.

Démonstration. – On montre simultanément a) et b). Soit N un O “⊗ OL-module libre
muni d’un isomorphisme N ⊗ O⊗̂ OL

O“⊗ OL[[π
a

z ]] = N . D’après le lemme 8.1, N ′ = N ∩W
est un O “⊗ OL-module libre, et on a

(z − π)N ⊂ N ′ ⊂ N, det(N ′) = (z − π)kdet(N) et W = N ′ ⊗ O⊗̂ OL
L[[z − π]].

Comme N = N ⊗ O⊗̂ OL
O “⊗ OL[[π

a

z ]] il résulte de ce qui précède que

N ∩W ⊂ N ′ ⊗ O⊗̂ OL
((z − π)−1 O “⊗ OL[[

πa

z
]] ∩ L[[z − π]]).

On vérifie facilement que

(z − π)−1 O “⊗ OL[[
πa

z
]] ∩ L[[z − π]] = O “⊗ OL[[

πa

z
]] +

πa−1

z
O “⊗ OL[[

πa

z
]]

⊂ O “⊗ OL[[
πa−1

z
]].

Donc

N ′ ⊂ N ′ ⊗ O⊗̂ OL
O “⊗ OL[[

πa−1

z
]]
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et on a l’égalité puisque N ∩W contient évidemment N ′. Enfin

det( N ′) = det(N ′)⊗ O⊗̂ OL
O “⊗ OL[[

πa−1

z
]].

Pour montrer c) on applique b) en prenantN engendré par les vecteurs d’une base de Ñ sur
O “⊗ OL[[π

b

z ]].

Fin de la démonstration du théorème 10.3. – Montrons maintenant que le foncteur
D+ : Cmin → C ′min est essentiellement surjectif. Soit (D,φD, VD, M) un objet de C ′min.
D’après le a) du lemme 10.4, O“⊗ OL[[π

q−1

z ]].( M∩ (z−π)VD) est un O“⊗ OL[[π
q−1

z ]]-module
libre. On note M0 son image par (z − π)−1(φD ⊗ 1), si bien que

M0 = O “⊗ OL[[
πq−1

z
]].(z − π)−1(φD ⊗ 1)( M ∩ (z − π)VD)

est un O “⊗ OL[[π
q−1

z ]]-module libre naturellement inclus dans

(z − π)−1D ⊗k((z)) O “⊗ OL[[
πq−1

z
]][

1

z
].

Alors τM0 est un O “⊗ OL[[π
q(q−1)

z ]]-module libre qui est naturellement inclus dans

(z − πq)−1 τD ⊗k((z)) O “⊗ OL[[π
q(q−1)

z ]][ 1
z ]. Par l’hypothèse de forte divisibilité de M,

et comme 1− πq

z est une unité de Smin, on a
τM0 ⊗ O⊗̂ OL[[π

q(q−1)

z ]]
Smin = M.

On pose ensuite

M1 = O “⊗ OL[[
πq(q−1)−1

z
]].(z − π)−1(φD ⊗ 1)(τM0 ∩ (z − π)VD).

Par le a) du lemme 10.4 c’est un O“⊗ OL[[π
q(q−1)−1

z ]]-module libre, naturellement inclus dans

(z − π)−1(z − πq)−1D ⊗k((z)) O “⊗ OL[[π
q(q−1)−1

z ]][ 1
z ]. On définit par récurrence Mn pour

n ∈ N en posant

Mn+1 = O “⊗ OL[[
πmn+1

z
]].(z − π)−1(φD ⊗ 1)(τMn ∩ (z − π)VD),

où la suite mn est définie par m0 = q − 1 et mn+1 = qmn − 1 (cette suite est strictement
croissante et tend vers l’infini).

Par le a) du lemme 10.4, Mn est un O “⊗ OL[[π
mn

z ]]-module libre, inclus dans
(z − π)−1 · · · (z − πq

n

)−1D ⊗k((z)) O “⊗ OL[[π
mn

z ]][ 1
z ]. L’hypothèse de forte divisibilité

de M, et le c) du lemme 10.4 (appliqué à a = q, b = qmn−1, N = M et Ñ = τMn−1)
montrent, par récurrence sur n,

τMn ⊗ O⊗̂ OL[[π
qmn
z ]]

Smin = M.

On a déjà vu que τM0 ⊂ M. On en déduit M1 ⊂ M0. Cette assertion a un sens car les
deux sont plongés dans (z − π)−1D ⊗k((z)) O “⊗ OL[[π

q−1

z ]][ 1
z ]. On en déduit, pour tout

n ∈ N, Mn+1 ⊂ Mn. En fait l’égalité τM0 ⊗ O⊗̂ OL[[π
q(q−1)

z ]]
Smin = M implique, grâce au

c) du lemme 10.4 (appliqué à a = q, b = qm0, N = M et Ñ = τM0), que l’inclusion
M1 ⊂ M0 induit une égalité M1 ⊗ O⊗̂ OL[[π

m1
z ]]

O “⊗ OL[[π
m0

z ]] = M0. On montre alors, par
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récurrence sur n, grâce au c) du lemme 10.4 (appliqué à a = qmn−1, b = qmn, N = τMn−1

et Ñ = τMn), que l’inclusion Mn+1 ⊂Mn induit une égalité

Mn+1 ⊗ O⊗̂ OL[[π
mn+1

z ]]
O “⊗ OL[[

πmn

z
]] = Mn.

En particulier, comme mn+1 > mn > qn, l’inclusion Mn+1 ⊂ Mn induit une égalité
modulo πq

n

, c’est-à-dire

Mn+1 ⊗ O⊗̂ OL[[π
mn+1

z ]]
O “⊗ OL/πq

n

= Mn ⊗ O⊗̂ OL[[π
mn
z ]]

O “⊗ OL/πq
n

.

On prend alors M égal à l’intersection des Mn.
On remarque que Qn = Mn ⊗ O⊗̂ OL[[π

mn
z ]]

O “⊗ OL/πq
n

est un O “⊗ OL/πq
n

-module libre

de rang r et que Qn = Qn+1⊗ O⊗̂ OL/πq
n+1 O“⊗ OL/πq

n

. On a aussi M = lim
←
Qn donc M est

un O“⊗ OL-module libre de rang r. De plus pour tout n ∈ N l’inclusion M ⊂Mn induit une
égalité M ⊗ O⊗̂ OL

O “⊗ OL[[π
mn

z ]] = Mn.

CommeMn+1 = O“⊗ OL[[π
mn+1

z ]].(z−π)−1(φD⊗1)(τMn∩ (z−π)VD) pour tout n ∈ N,
et grâce à b) du lemme 10.4, on a

M = (z − π)−1(φD ⊗ 1)(τM ∩ (z − π)VD).

On définit ψM : M → τM comme la restriction de (z − π)(φD ⊗ 1)−1 à M . On a
φM = (z − π)ψ−1

M ∈ Hom O⊗̂ OL
(τM,M). Comme

M ⊗ O⊗̂ OL
O “⊗ OL[[

πmn

z
]] = Mn et τMn ⊗ O⊗̂ OL[[π

qmn
z ]]

Smin = M

(pour n’importe quelle valeur de n) on a τM ⊗ O⊗̂ OL
Smin = M.

On a donc montré que le foncteur D+ : Cmin → C ′min est essentiellement surjectif.

Nous terminons ce paragraphe par deux remarques.
Dans le paragraphe suivant nous considérerons des chtoucas locaux non nécessairement

minuscules, d’amplitude ⊂ [0,m]. Le cas particulier du théorème 11.9 où m = 1 est
quasiment équivalent au théorème 10.3 (et les foncteurs qui y figurent sont compatibles).
La seule différence est que le théorème 11.9 utilise un anneau S ⊃ Smin plutôt que Smin.
Cet anneau S est adapté aux puissances divisées de Grothendieck et Berthelot alors que
l’anneau Smin est adapté aux puissances divisées de Honda et Gross-Hopkins. Comme S
est l’analogue en égales caractéristiques de l’anneau considéré dans [14, 20], nous renvoyons
au paragraphe suivant pour la comparaison avec les conjectures de [14].

Lorsque e ≤ q − 2, l’idéal πL OL ⊂ OL admet des puissances divisées au sens de la
définition 6.1, qui sont topologiquement nilpotentes. Soit C ′′min la catégorie des quadruplets
(D,φD, VD,∆) avec (D,φD) un isochtouca, VD une structure de Hodge-Pink minuscule, et
∆ un k[[z]]-réseau de D tel que, en notant

Fil1 =
(
(z − π)VD ∩ UD

)
/(z − π)UD ⊂ UD/(z − π)UD = τD ⊗k((z)) L

on ait égalité entre les deux sous-k-espaces vectoriels suivants de τ∆/zτ∆ :

(τ∆⊗k[[z]] OL) ∩ Fil1 + πL(τ∆⊗k[[z]] OL)/πL(τ∆⊗k[[z]] OL) = zφ−1
D (∆)/zτ∆.(78)

Il résulte de la proposition 6.3 que le foncteur de la catégorie des chtoucas locaux
minuscules sur OL vers C ′′min qui à (M,φM ) associe (D,φD, VD,∆) avec

4 e SÉRIE – TOME 44 – 2011 – No 2



THÉORIE DE FONTAINE EN ÉGALES CARACTÉRISTIQUES 345

(D,φD, VD) = D+
iso(M [ 1

z ], φM ⊗ 1) et ∆ égal au réseau M/πLM de D = (M/πLM)[ 1
z ], est

une équivalence de catégorie. En inégales caractéristiques cette équivalence de catégories est
bien connue (voir [28, 48], la proposition 5.1 du paragraphe IV de [22] et [41]). Nous allons
voir que le théorème 10.3 (ou une variante de celui-ci pour e ∈ {2, . . . , q − 2}) permet de
retrouver cette équivalence de catégorie et donne un algorithme un peu différent de celui
figurant dans la preuve de la proposition 6.3 pour le foncteur inverse.

Si e = 1 le lien avec le théorème 10.3 est évident, car on a alors τR ∈ GLr( Smin), donc
M = τM ⊗ O⊗̂ OL

Smin est égal (dans τD ⊗k((z)) Smin[ 1
z ]) à τ∆ ⊗k[[z]] Smin. Donc on peut

remplacer la donnée de M par celle de ∆ et la condition de forte divisiblité de M équivaut à
(78).

Supposons maintenant e ∈ {2, . . . , q − 2}. On n’a pas en général M = τM ⊗ O⊗̂ OL
Smin,

c’est pourquoi on va considérer une variante de l’énoncé du théorème 10.3 où l’on remplace
Smin par un anneau plus gros S′. On cherche un objet test « topologique » (B, I, s, B̂, β, γ)

relativement à ( O, π O, γ O) sur k. On prendB = ( O“⊗k)[[u]], I = (π, u), B̂ = ( O“⊗k)[[u, u
q

π ]],
β : B → B̂ l’inclusion naturelle et γ : I → B̂ défini en posant γ(u) = uq

π et γ(π) = πq−1.
On note Ĵ l’idéal de B̂ engendré par π et u

q

π de sorte que (B/In, I/In, s, B̂/Ĵn, β, γ) est un
k-objet test relativement à ( O, π O, γ O) au sens du paragraphe 5. Donc(

D(M,φM )
)
(B, I, s, B̂, β, γ) := lim←−

n∈N

(
D(M,φM )

)
(B/In, I/In, s, B̂/Ĵn, β, γ)

est un B̂-module libre ne dépendant que de la réduction de (M,φM ) modulo πL. Dans

le point de vue naïf, on pose S′ = O “⊗ OL[[
πq
L

z ]]. Comme dans la proposition 10.2 on

a un isomorphisme de B̂ dans S′ qui envoie π sur z, u sur πL et uq

π sur πq
L

z . On a alors
τM ⊗ O⊗̂ OL

S′ = τ∆ ⊗k[[z]] S′ en notant ∆ le k[[z]]-réseau de D égal à la réduction de M

modulo πL. En effet, après avoir choisi une base de M sur O “⊗ OL, la formule (77) montre
que τR appartient à GLr( S′). Sous l’hypothèse e ≤ q − 2 le théorème 10.3 reste valable si
on modifie la catégorie C ′min en remplaçant Smin par S′. Dans la démonstration de la pleine
fidélité, on a b(q − 1) > e car b ≥ 1 et q − 1 > e. Dans le lemme 10.4 il faut remplacer

O“⊗ OL[[π
a

z ]] par O“⊗ OL[[
πaL
z ]] et O“⊗ OL[[π

a−1

z ]] par O“⊗ OL[[
πa−e
L

z ]]. Dans la preuveMn est

un O“⊗ OL[[
πmn
L

z ]]-module libre, où la suitemn est définie parm0 = q−e etmn+1 = qmn−e
et l’hypothèse e ≤ q − 2 assure que cette suite est strictement croissante et tend vers l’infini.
Dans cette variante du théorème 10.3, la catégorie C ′min est donc remplacée car la catégorie
des quadruplets (D,φD, VD,∆), où (D,φD, VD) est un isochtouca de Hodge-Pink vérifiant
tN (D) = tH(D) et UD ⊂ VD ⊂ (z − π)−1UD, et ∆ est un réseau de D, fortement divisible
au sens où

S′.z−1 τ((φD ⊗ 1)((τ∆⊗k[[z]] S′) ∩ (z − π)VD)) = τ∆⊗k[[z]] S′.

On vérifie facilement que cette condition équivaut à (78).

11. Une condition de « transversalité de Griffiths »

Ce paragraphe doit beaucoup à des discussions avec Mark Kisin.
À la fin de ce paragraphe nous montrerons le théorème 11.9, dont le but est de déterminer

à isomorphisme près un chtouca local sur OL, d’amplitude⊂ [0,m] avec m ≤ q− 2, à l’aide
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de sa classe d’isogénie et d’une structure entière qui ne dépende que de sa réduction modulo
π OL. Le paragraphe 4 montre que cela n’est pas possible en général. Nous devrons imposer
une condition de « tranquillité » qui rappelle la transversalité de Griffiths, est automatique
pour m = 1 (cas minuscule) et dont l’analogue en inégales caractéristiques est toujours
vérifié. Nous étudions maintenant cette condition, sans l’hypothèsem ≤ q−2. Ensuite nous
supposerons m ≤ q − 2 et nous énoncerons le théorème 11.9.

On reprend les notations du paragraphe précédent : OL un anneau de valuation discrète
complet de corps résiduel k,mL son idéal maximal, πL une uniformisante de OL,L son corps
des fractions et on suppose OL muni d’une structure de O-algèbre de sorte que l’image de π
dans OL soit un élément non nul de mL. On note e l’indice de ramification de L sur K.

On note de plus L0 = k((π)), de sorte que L est une extension finie de L0. Dans ce
paragraphe on supposera toujours que L est une extension séparable de L0.

Dans ce paragraphe les opérateurs différentiels seront toujours au sens de Grothendieck.
On commence par un lemme d’algèbre commutative qui est un cas particulier de la

proposition 1 page 28 du chapitre 9 de [11] et qui est aussi un cas particulier des points (iii)
et (iv) du théorème 28.3 de [46]. Ce lemme nous a été indiqué par Mark Kisin.

L 11.1. – Soit A un anneau de valuation discrète complet de corps résiduel L.
Supposons que L est une extension finie de L0 et que A possède une structure de L0-algèbre
telle que L0 → A→ L soit l’inclusion de L0 dans L. Si L/L0 est séparable il existe une unique
façon de prolonger L0 → A en L→ A de sorte que L→ A→ L soit l’identité.

Nous appliquons ce lemme à L0 et L comme ci-dessus et A = L[[z − π]]. Le point
important est que A est muni de la structure de L0-algèbre telle que l’image de π soit
z = π + (z − π). Par le lemme précédent cette structure se prolonge de manière unique en
une structure de L-algèbre sur A. On notera ι : L→ L[[z − π]] le morphisme associé. Voici
un exemple : si π = πeL avec e premier à q, ι(πL) doit être

z
1
e = (π + (z − π))

1
e = πL(1 +

z − π
π

)
1
e = πL(1 +

1

e

z − π
π

+
1

2

1

e
(
1

e
− 1)(

z − π
π

)2 + · · · ).

Soit D un k((z))-espace vectoriel. Pink fait remarquer dans [49] qu’en général, sans l’hy-
pothèse L/L0 séparable, à toute structure de Hodge-Pink V (c’est-à-dire un
L[[z − π]]-réseau dans τD ⊗k((z)) L((z − π))) on peut associer la structure de Hodge

Fili =
(
(z − π)iV ∩ UD

)
/
(
(z − π)iV ∩ (z − π)UD

)
.

Cette application (qui à une structure de Hodge-Pink associe une structure de Hodge) est
surjective mais pas injective. Lorsque L/L0 est séparable on possède une section T de cette
application, qui à une structure de Hodge (Fili)i∈Z (c’est-à-dire une filtration décroissante,
séparée et exhaustive, de τD⊗k((z)) L par des sous-L-espaces vectoriels) associe la structure
de Hodge-Pink V définie par

V =
∑
i∈Z

(z − π)−iFili ⊗L,ι L[[z − π]].

Les opérateurs différentiels k((z))-linéaires sur O“⊗ OL[ 1
z ] = k[[πL]]((z)) sont de la forme∑

n∈Z an
1
n! (

d
dπL

)n avec an ∈ O “⊗ OL[ 1
z ], donc ils forment une O “⊗ OL[ 1

z ]-algèbre Diff

engendrée par d
dπL

, 1
p! (

d
dπL

)p, . . . Les éléments de Diff se prolongent par continuité en des

4 e SÉRIE – TOME 44 – 2011 – No 2



THÉORIE DE FONTAINE EN ÉGALES CARACTÉRISTIQUES 347

opérateurs k((z))-linéaires sur L[[z − π]] et L((z − π)). Ils agissent donc naturellement sur
τD ⊗k((z)) L[[z − π]].

L 11.2. – On suppose L/L0 séparable. Soit V une structure de Hodge-Pink. Les
assertions suivantes sont équivalentes

i) V est dans l’image de la section T ,
ii) V est stable par (z − π) d

dπL
, (z − π)p 1

p! (
d
dπL

)p, . . . ou de façon équivalente V est stable
par (z − π)degPP pour tout P ∈ Diff.

On dit que V est tranquille lorsque ces assertions équivalentes sont satisfaites. La condi-
tion ii) fait penser à la transversalité de Griffiths.

R. – D’après la condition (i), si V est tranquille, pour tout k ∈ Z, (z − π)kV

est tranquille.

Démonstration. – D’abord i) implique ii) car Diff agit trivialement sur ι(L). En ef-
fet par définition Diff agit trivialement sur ι(L0) = k((z)) et il suffit donc de montrer
que ι(πL) est tué par Diff. Soit E ∈ L0[t] le polynôme minimal de πL sur L0. Comme
L/L0 est séparable dE

dt (ι(πL)) est inversible dans L[[z − π]]. Comme E(ι(πL)) = 0 on a(
dE
dt (ι(πL))

)
d
dπL

(ι(πL)) = 0 d’où d
dπL

(ι(πL)) = 0. On a alors

0 = 1
p! (

d
dπL

)p
(
E(ι(πL))

)
=
(
dE
dt (ι(πL))

)
1
p! (

d
dπL

)p(ι(πL))

d’où 1
p! (

d
dπL

)p(ι(πL)) = 0, . . . Montrons que ii) implique i). Soit V comme dans ii). On pose
UD = τD ⊗k((z)) L[[z − π]]. Pour tout i ∈ Z on note

Fili =
(
(z − π)iV ∩ UD

)
/
(
(z − π)iV ∩ (z − π)UD

)
⊂ UD/(z − π)UD = τD ⊗k((z)) L.(79)

Il suffit de montrer l’inclusion
∑
i∈Z(z − π)−iFili ⊗L,ι L[[z − π]] ⊂ V . Cela résulte du

fait que pour i ∈ Z, x ∈ τD ⊗k((z)) L et y ∈ UD dont la réduction modulo (z − π)UD
est x, le L[[z − π]]-module engendré par (z − π)iy et ses images par les (z − π)degPP pour
P ∈ Diff contient (z − π)i(1 ⊗ ι)(x). Pour tout i ∈ Z, la L[[z − π]]-algèbre engendrée par
(z − π)degPP pour P ∈ Diff est invariante par conjugaison par (z − π)i et il suffit donc de
montrer l’assertion précédente pour i = 0. On définit d

dπ = ( dπ
dπL

)−1 d
dπL

(on a dπ
dπL
6= 0 car

L/L0 est séparable). Alors pour toutm ∈ N∗ l’opérateur
∑m
j=0(z−π)j 1

j! (
d
dπ )j sur L[[z−π]]

est ι(L)-linéaire, envoie 1 sur 1 et annule (z − π)j pour j ∈ {1, . . . ,m}. Soient m ∈ N∗ et
x1, . . . , xm ∈ τD⊗k((z))L tels que y = (1⊗ι)(x)+

∑m
j=1(z−π)j(1⊗ι)(xj). Alors l’opérateur∑m

j=0(z − π)j 1
j! (

d
dπ )j envoie y sur (1⊗ ι)(x).

Supposons de nouveau L/L0 séparable. La faible admissibilité pour une structure de
Hodge-Pink tranquille équivaut à la faible admissibilité (au sens de Fontaine) pour la struc-
ture de Hodge (Fili)i∈Z associée, c’est-à-dire que pour tout sous-isochtouca (D′, φD′) de
(D,φD), on a∑

i∈Z
idimL(Fili ∩ (D′ ⊗k((z)) L))/(Fili+1 ∩ (D′ ⊗k((z)) L)) ≤ tN (D′)(80)
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avec égalité pour D′ = D. Pour une structure de Hodge-Pink qui ne serait pas tranquille, la
faible admissibilité au sens de Hodge-Pink est un énoncé plus faible que la faible admissibilité
de la structure de Hodge associée (au sens de (80)).

Ainsi il y a une bijection entre les structures de Hodge-Pink tranquilles et les structures de
Hodge usuelles. Il résulte de l’équivalence entre admissible et faiblement admissible (théo-
rème 7.3) que les structures de Hodge-Pink faiblement admissibles forment une catégorie
tannakienne (Pink l’a montré directement dans [49] si D est isocline de pente 0 et sa dé-
monstration s’adapte peut-être en général). Il en va de même pour les structures de Hodge-
Pink tranquilles faiblement admissibles, donc pour les structures de Hodge faiblement ad-
missibles. L’hypothèse que L/L0 est séparable est vraiment nécessaire pour relever les struc-
tures de Hodge faiblement admissibles en des structures de Hodge-Pink faiblement admis-
sibles car on peut adapter le contre-exemple 5.16 de [49] pour montrer que les structures de
Hodge faiblement admissibles (au sens de (80)) ne forment pas en général une catégorie tan-
nakienne, siL/L0 n’est pas séparable. En effet on prend q = 2,L0 = F2((π)),L = F2((

√
π)),

D = (F2((π)))2, φD de matrice identité, Fil−1 = τD ⊗L0 L, Fil0 = Fil1 égal à la droite en-

gendrée par

(
1
√
π

)
∈ τD ⊗L0

L et Fil2 = 0, de sorte que les pentes de Hodge sont −1

et 1 (et on a tH = tN = 0). Alors D est faiblement admissible mais pas D ⊗D, à cause du
sous-isochtouca de D ⊗D engendré par

w1 =

(
1

0

)
⊗

(
0

1

)
+

(
0

1

)
⊗

(
1

0

)
et w2 =

(
1

0

)
⊗

(
1

0

)
+ π

(
0

1

)
⊗

(
0

1

)
pour lequel tN est nul mais dont les pentes de Hodge sont 0 et 2, puisque

√
πw1 + w2 =

(
1
√
π

)
⊗

(
1
√
π

)
et w1 =

(
1
√
π

)
⊗

(
0

1

)
+

(
0

1

)
⊗

(
1
√
π

)
.

On peut se demander quels chtoucas et isochtoucas locaux donnent des structures de
Hodge-Pink tranquilles.

L 11.3. – Soit N un isochtouca local sur OL. Alors la structure de Hodge-Pink
associée est tranquille si et seulement si, pour tout entier n ∈ N∗,

(z − π)n(φN
τφN

τ2

φN · · · )
1

n!
(
d

dπL
)n(φN

τφN
τ2

φN · · · )−1

n’a pas de pôle en z = π.

On dit alors que l’isochtouca local est tranquille.

Pour donner un sens à la condition du lemme, choisissons une base de N sur O “⊗ OL[ 1
z ],

de sorte que φN est une matrice à coefficients dans O“⊗ OL[ 1
z ,

1
z−π ]. Si k est un entier tel que

n < qk, l’expression ci-dessus est définie comme étant

(z − π)n(φN
τφN · · · τ

k−1

φN )
1

n!
(
d

dπL
)n(φN

τφN · · · τ
k−1

φN )−1

et c’est une matrice à coefficients dans O “⊗ OL[ 1
z ,

1
z−π , . . . ,

1

z−πqk−1 ].
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Démonstration du lemme 11.3. – Comme les opérateurs différentiels 1
n! (

d
dπL

)n sont
k((z))-linéaires, ils commutent à φD, τφD, . . . et donc la condition du lemme équivaut à :
pour tout n ∈ N∗, (z − π)nR−1 1

n! (
d
dπL

)nR n’a pas de pôle en z = π. On voit tout de suite
que cela équivaut à ii) du lemme 11.2.

Pour tout élément x d’un localisé de O “⊗ OL, on a 1
n! (

d
dπL

)n(τx) = 0 si q ne divise pas n
et 1

n! (
d
dπL

)n(τx) = τ
(

1
(n/q)! (

d
dπL

)(n/q)(x)
)

si q divise n.

On en déduit que si N est un isochtouca local tranquille, pour tout n ∈ N∗,
(φN

τφN
τ2

φN · · · ) 1
n! (

d
dπL

)n(φN
τφN

τ2

φN · · · )−1 appartient en fait à

(z − π)−n(z − πq)−[n/q](z − πq
2

)−[n/q2] · · ·Hom O⊗̂ OL[ 1
z ]

(N,N).

On dit qu’un chtouca local sur OL est tranquille si l’isochtouca local associé est tranquille.

L 11.4. – Un chtouca local M = (M,φM ) sur OL est tranquille si et seulement si
pour tout n ∈ N∗, (φM

τφM
τ2

φM · · · ) 1
n! (

d
dπL

)n(φM
τφM

τ2

φM · · · )−1 appartient à

(z − π)−n(z − πq)−[n/q](z − πq
2

)−[n/q2] · · ·Hom O⊗̂ OL
(M,M).

Grâce à ce lemme on va associer à un chtouca local tranquille sur OL un « O-cristal »
avec une notion de puissances divisées au sens de Grothendieck et Berthelot, comme dans la
définition 6.1. Cela indique que pour les chtoucas locaux tranquilles les puissances divisées
nécessaires sont les mêmes que celles qui apparaissent en inégales caractéristiques. On a vu
dans le paragraphe 4 que pour les chtoucas locaux non minuscules cela n’est pas vrai sans
l’hypothèse de tranquillité.

Nous abandonnons à partir de maintenant la notion de O-cristal de la définition 5.3,
qui utilisait les puissances divisées au sens de Honda et Gross-Hopkins introduites dans
la définition 5.1 et qui n’était adaptée qu’au cas minuscule. Dorénavant nous utilisons les
puissances divisées au sens de Grothendieck et Berthelot, introduites dans la définition 6.1.

Soit S le complété z-adique de O“⊗ OL[π
q

z ,
πq

2

zq+1 ,
πq

3

zq2+q+1
, . . . ]. En utilisant les coordonnées

(u, π) de Smin venant de l’isomorphisme Smin = B̂ de la proposition 10.2, on verra aussi

S comme le complété pour la topologie π-adique de ( O “⊗ k)[[u]][u
eq

π , u
eq2

πq+1 , . . . ]. C’est une
enveloppe à puissances divisées au sens de Grothendieck et Berthelot de ( O “⊗ k)[[u]] (alors
que Smin était une enveloppe à puissances divisées au sens de Honda et Gross-Hopkins de
( O “⊗ k)[[u]]). Donc S est vraiment l’analogue de l’anneau S qui apparaît dans [14] sous ce
nom et qui est noté RV dans [20].

En utilisant la formule de Taylor et en procédant comme dans le paragraphe IV.1.6 de
[4], on peut montrer que la catégorie des O-cristaux relativement à ( O, π O, γ O) sur OL
(ou, de façon équivalente, grâce à l’analogue du lemme 5.5 pour les puissances divisées au
sens de Grothendieck et Berthelot, sur OL/π OL) est équivalente à la catégorie des S-mo-
dules libres munis d’une « connexion » par rapport aux opérateurs différentiels remultipliés
z[n/q]+[n/q2]+[n/q3]+··· 1

n! (
d
dπL

)n et c’est ce point de vue qui nous servira dans la suite.

Le lemme précédent montre que si M est un chtouca local tranquille, M = τM ⊗ S est
muni d’une connexion par rapport aux opérateurs différentiels remultipliés
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z[n/q]+[n/q2]+[n/q3]+··· 1
n! (

d
dπL

)n. Plus précisément l’action d’un tel opérateur est donnée
par la formule

z[n/q]+[n/q2]+[n/q3]+···(τφM
τ2

φM · · · )
1

n!
(
d

dπL
)n(τφM

τ2

φM · · · )−1

et cette formule a un sens car z[n/q]+[n/q2]+[n/q3]+···(z − πq)−[n/q](z − πq
2

)−[n/q2] · · · est
une unité de S. Cette formule vient du fait que l’action doit être compatible avec l’inclusion
M ⊂ τD ⊗k((z)) S[ 1

z ], et que l’action de ces opérateurs sur τD ⊗k((z)) S[ 1
z ] découle de leur

k((z))-linéarité (i.e. ils agissent trivialement sur τD).

Le point le plus subtil est le fait que M ne dépend que de la réduction de M modulo π.
Mais comment exprimer que deux chtoucas locaux tranquilles sont égaux modulo π ? Un
simple isomorphisme entre les réductions modulo π (en oubliant la tranquillité) ne suffit pas,
comme le montre l’exemple suivant.

E 11.5. – Soient m ∈ {1, . . . , q − 1}, y ∈ O “⊗ OL et (M,φM ) le chtouca local

d’amplitude ⊂ [0,m] défini par M = ( O “⊗ OL)2 et φM =

(
(z − π)m 0

y 1

)
. Alors (M,φM ) est

tranquille si et seulement si pour tout i ∈ {1, . . . ,m−1} on a 1
i!

(
d
dπL

)i
y ∈ (z−π)m−i O“⊗ OL.

Ces conditions sont vérifiées si l’on prend y = πqaL avec a ∈ N. Supposons e ≤ qa < em. Soient

(M ′, φM ′) le chtouca défini par M ′ = ( O “⊗ OL)2 et φM ′ =

(
(z − π)m 0

0 1

)
. Alors (M,φM )

et (M ′, φM ′) sont congrus modulo π et pourtant τ(R′−1R) 6∈ GL2( S).

Nous dirons que deux chtoucas locaux tranquillesM1 etM2 sur OL sont égaux modulo π
s’il existe un chtouca local tranquille sur OL[[x]] dont ils sont les évaluations en x = 0

et x = π. Le point remarquable est qu’alors on a un isomorphisme canonique entre les
S-modules M1 et M2 associés à M1 et M2 ! Commençons par définir ce qu’est un chtouca
local tranquille sur une base plus générale que OL.

La définition suivante est provisoire. Elle est certainement la bonne dans le cas que nous
avons en vue (S = Spf OL[[x]]).

D 11.6. – On dit qu’un chtouca local (M,φM ) sur un schéma formel régulier S
sur Spf O est tranquille si, localement pour la topologie de Zariski sur S, pour tout opérateur
différentiel P , continu de degré ≤ n, sur S (étendu par O-linéarité à O “⊗ OS),

(81) (φM
τφM

τ2

φM · · · )P (φM
τφM

τ2

φM · · · )−1 appartient à

(z − π)−n(z − πq)−[n/q](z − πq
2

)−[n/q2] · · ·Hom O(M,M).

Précisons que pour tout k ∈ N tel que qk > n on définit

(φM
τφM

τ2

φM · · · )P (φM
τφM

τ2

φM · · · )−1 = (φM
τφM · · · τ

k−1

φM )P (φM
τφM · · · τ

k−1

φM )−1,

et que P agit sur O “⊗ OS en envoyant a ⊗ b ∈ O “⊗ OS sur a ⊗ P (b) et agit trivialement sur
τkx pour x ∈M .
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R. – La condition (81) implique une condition apparemment plus forte, à sa-
voir que pour tout Q dans la sous- O “⊗ OS-algèbre de l’algèbre des opérateurs différentiels
continus O-linéaires sur O “⊗ OS engendrée par les

(z − π)n(z − πq)[n/q](z − πq
2

)[n/q2] · · ·P

avec P de degré ≤ n, on a (φM
τφM

τ2

φM · · · )Q(φM
τφM

τ2

φM · · · )−1 ∈ Hom O(M,M).

On peut étendre la définition précédente au cas d’une base S non nécessairement régulière
en considérant des opérateurs différentiels à valeurs dans des modules sur OS (voir [27] et
EGA IV 16). Il suffit de considérer les opérateurs différentiels universels à valeurs dans des
espaces de jets et la définition obtenue se reformule de la façon suivante. De façon plus
élémentaire, grâce à la formule de Taylor et à la remarque précédente, la définition 11.7
généralise la définition 11.6.

D 11.7. – On dit qu’un chtouca local (M,φM ) sur un schéma formel S sur Spf O
est tranquille si pour tout n ∈ N∗, en notant ∆ la diagonale du schéma formel S“×Spec FqS,
I∆ son idéal, et ∆(qn) le fermé d’idéal I(qn)

∆ , et p1, p2 : I
(qn)
∆ → S les deux projections, le

morphisme de O “⊗ O∆(qn) [ 1
z−p∗1(π) , . . . ,

1

z−p∗1(πqn−1 )
]-modules

p∗2(φM )p∗2(τφM ) · · · p∗2(τ
n−1

φM )p∗1(τ
n−1

φM )−1 · · · p∗1(τφM )−1p∗1(φM )−1

appartient à

Hom O⊗̂ O
∆(qn)

(p∗1(M), p∗2(M))⊗ O⊗̂ O
∆(qn)

T n

où l’on désigne par T n la sous- O “⊗ O∆(qn) -algèbre de

O “⊗ O∆(qn) [
1

z − p∗1(π)
, . . . ,

1

z − p∗1(πqn−1)
]

engendrée par

I∆
z − p∗1(π)

,
I

(q)
∆

(z − p∗1(π))q(z − p∗1(πq))
, . . . ,

I
(qn−1)
∆

(z − p∗1(π))qn−1(z − p∗1(πq))qn−2 · · · (z − p∗1(πqn−1))
.

On a noté p∗i (M) = M⊗ O⊗̂ OS ,1⊗̂p∗i
O“⊗ O∆(qn) et on a utilisé implicitement l’isomorphisme

p∗1(τ
n

M) ' p∗2(τ
n

M) qui est l’image inverse de Id par le morphisme σn : ∆(qn) → ∆, où
σ désigne le morphisme de Frobenius de S × S dans lui-même qui à une section locale x
du faisceau structural associe xq. D’autre part on note que la condition pour n implique la
condition pour n− 1.

R. – La définition précédente est provisoire. Sur des bases générales la tran-
quillité s’exprime sans doute par une structure additionnelle que nous n’avons pas encore su
dégager. En particulier l’exemple avant la définition 11.6 et le lemme 11.8 montrent que nous
n’avons pas la bonne définition d’un chtouca local tranquille sur OL/π OL.

Le lemme suivant justifie le fait que si M est un chtouca local tranquille sur OL,
M = τM ⊗ S ne dépend « que de la réduction de M modulo π ».
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L 11.8. – Soient m ∈ N et M = (M,φM ) un chtouca local tranquille (au sens de
la définition 11.7) sur S = Spf ( OL[[x]]) d’amplitude ⊂ [0,m]. Soient M1 et M2 les chtoucas
locaux tranquilles sur OL obtenus en faisant x = 0, resp. x = π. Soit (D,φD) la réduction de
M modulo (x, πL) (qui est donc aussi la réduction deM1 ouM2 modulo πL). Alors M1 = M2

dans τD ⊗ S[ 1
z ].

Démonstration. – On choisit une base de M (d’où des bases de M1, M2 et D). Soit
n ∈ N∗. En se restreignant dans la définition 11.7 au sous-schéma formel S“×Spf OLS de
S“×Spec FqS, en notant, pour i = 1, 2, pi : Spf ( OL[[x1, x2]]) → Spf ( OL[[x]]) le morphisme
tel que p∗i soit l’identité sur OL et p∗i (x) = xi, et en appliquant la factorialité de O“⊗ OL[[x1]]

aux coefficients du développement en puissances de x1 − x2 de l’expression

p∗2(φM )p∗2(τφM ) · · · p∗2(τ
n−1

φM )p∗1(τ
n−1

φM )−1 · · · p∗1(τφM )−1p∗1(φM )−1

on obtient que modulo (x1 − x2)q
n

celle-ci appartient à

Mr

(
( O “⊗ OL[[x1, x2]]/(x1 − x2)q

n

)
[x1 − x2

z − π
,

(x1 − x2)q

(z − π)min(m,q)(z − πq)
, . . . ,

(x1 − x2)q
n−1

(z − π)min(m,qn−1)(z − πq)min(m,qn−2) · · · (z − πqn−1)

])
,

d’où

p∗2(φM )p∗2(τφM ) · · · p∗2(τ
n−1

φM )p∗1(τ
n−1

φM )−1 · · · p∗1(τφM )−1p∗1(φM )−1

∈Mr

(
O “⊗ OL[[x1, x2]]

[x1 − x2

z − π
,

(x1 − x2)q

(z − π)min(m,q)(z − πq)
, . . . ,

(x1 − x2)q
n−1

(z − π)min(m,qn−1)(z − πq)min(m,qn−2) · · · (z − πqn−1)
,

(x1 − x2)q
n

(z − π)m(z − πq)m · · · (z − πqn−1)m

])
.

En prenant x1 = 0 et x2 = π, on en déduit que pour tout n ∈ N∗,

τφM2 · · · τ
n

φM2

τnφ−1
M1
· · · τφ−1

M1
∈Mr

(
O “⊗ OL

[ πq

z − πq
,

πq
2

(z − πq)min(m,q)(z − πq2)
,

· · · , πq
n

(z − πq)min(m,qn−1)(z − πq2)min(m,qn−2) · · · (z − πqn)
,

πq
n+1

(z − πq)m(z − πq2)m · · · (z − πqn)m

])
.

Pour n assez grand (1 + q + · · · + qn) − mn ≥ 0 donc cet élément appartient à Mr( S).
Comme S est complet pour la topologie z-adique et que le morphisme C → S[ 1

z ] est continu,
limn 7→+∞

τφM2 · · · τ
n

φM2
τnφ−1

M1
· · · τφ−1

M1
appartient à Mr( S).

La remarque suivante sera utile à la fin du paragraphe.

R. – Si e = 1, et si (M,φM ) est un chtouca local tranquille sur OL, on a
M = τ∆ ⊗k[[z]] S dans τM ⊗ O⊗̂ OL

S[ 1
z ] = τD ⊗k((z)) S[ 1

z ]. On le montre en remplaçant

OL[[x1, x2]] par OL“⊗Fq OL et x1 et x2 par π⊗1 et 1⊗π dans la démonstration du lemme 11.8
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(c’est-à-dire qu’on applique la définition 11.7 à S“×Spec FqS sans se restreindre à S“×Spf OS,
en prenant S = Spf OL au lieu de S = Spf ( OL[[x]])) puis en quotientant par 1 ⊗ π dans
OL “⊗Fq OL.

Voici quelques considérations générales relatives au lien entre la condition de tranquillité
et la transversalité de Griffiths. Soient k un corps parfait contenant Fq etB une O“⊗k-algèbre
régulière complète pour la topologie π-adique et sans π-torsion. Soit (D,φD) un isochtouca
local sur k. Soit (N,φN ) un pseudo-isochtouca local sur le Spf O-schéma formel Spf B. Soit
ρ une rigidification, c’est-à-dire un isomorphisme entre la réduction modulo π de (N,φN ) et
l’image inverse de (D,φD) à B/πB. D’après le paragraphe 3 on associe à (N,φN ) et ρ une
structure de Hodge-Pink, c’est-à-dire unB[ 1

π ][[z−π]]-réseau V dans τD⊗k((z))B[ 1
π ]((z−π)).

Supposons que

(T) pour tout opérateur différentiel P continu de degré ≤ n sur B, que l’on étend à
B[ 1

π ][[z − π]] par k((z))-linéarité et continuité, on a (z − π)nPV ⊂ V .

En utilisant la platitude deB sur O et la factorialité de O“⊗ O on peut montrer que si (N,φN )

provient d’un chtouca local (M,φM ) sur Spf B, la condition (T) est réalisée si et seulement
si (M,φM ) est tranquille au sens de la définition 11.6. Quitte à localiser supposons queN est
un O “⊗B[ 1

z ]-module libre et fixons une base de D sur k((z)). Alors V est un élément de

GLr(B[ 1
π ]((z − π)))/GLr(B[ 1

π ][[z − π]])

et on dit que les nombres de Hodge sont constants s’il appartient à

GLr(B[ 1
π ][[z − π]])

â
(z − π)h1 0 · · · 0

0 (z − π)h2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 (z − π)hr

ì
GLr(B[ 1

π ][[z − π]])

pour certains entiers h1, . . . , hr ∈ Z. Supposons que les nombres de Hodge sont constants.
Alors on peut associer à V une filtration décroissante, dite de Hodge, de τD⊗Fq((z))B[ 1

π ] par
des sous-B[ 1

π ]-modules facteurs directs, en posant UD = τD ⊗Fq((z)) B[ 1
π ][[z − π]] et

Fili =
(

(z − π)iV ∩ UD
)
/
(

(z − π)iV ∩ (z − π)UD

)
.

Sous la condition (T), cette filtration vérifie la transversalité de Griffiths. Plus précisément,
pour tout opérateur différentiel O-linéaire continu P sur B, de degré ≤ n (que l’on étend
à B[ 1

π ]), et pour i ∈ Z et x ∈ Fili on a P (x) ∈ Fili−n. Il est intéressant de noter que
cette condition de transversalité de Griffiths de la structure de Hodge associée n’a de sens
que pour les opérateurs différentiels O-linéaires surB (pour qu’elle ne dépende pas du choix
de la base deD) alors que la condition (T) s’exprime en termes d’opérateurs différentiels non
nécessairement O-linéaires sur B.

À partir de maintenant on suppose m ≤ q − 2. On suppose toujours L/L0 séparable.
Soit Cm,tran la catégorie des chtoucas locaux tranquilles (M,φM ) sur OL tels que φM et
(z − π)mφ−1

M n’aient pas de pôle en z = π (c’est-à-dire d’amplitude ⊂ [0,m]). Soit C ′m,tran

la catégorie des (D,φD, VD, M) où
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– (D,φD) est un isochtouca,
– VD est une structure de Hodge-Pink tranquille telle que UD ⊂ VD ⊂ (z − π)−mUD,
– M est un S-module libre, muni d’un isomorphisme M ⊗ S S[ 1

z ] ' τD ⊗k((z)) S[ 1
z ],

– on suppose que M est « fortement divisible », c’est-à-dire

S.z−m τ((φD ⊗ 1)( M ∩ (z − π)mVD)) = M.

Comme M∩ (z−π)mVD ⊃ (z−π)mM et 1− πq

z est une unité dans S, l’hypothèse que M
est « fortement divisible » implique qu’il est stable par (1“⊗Fr)◦(φD⊗1) (condition demandée
par Breuil dans [14]).

On note D+ : Cm,tran → C ′m,tran le foncteur qui à (M,φM ) associe (D,φD, VD, M). Pour
montrer que M est fortement divisible le calcul est le même qu’au paragraphe précédent en
ajoutant des exposantsm et en utilisant le fait que τ( S∩(z−π)mL[[z−π]]) ⊂ zm S, puisque

(z−π)−m S ∩L[[z−π]] est inclus dans le complété z-adique de S + πq−m

z S + πq
2−m

zq+1 S + · · ·
Donc le foncteur D+ est bien défini.

T 11.9. – Le foncteur D+ : Cm,tran → C ′m,tran est une équivalence de catégories.
De plus pour tout (D,φD, VD, M) ∈ C ′m,tran, l’image de M dans τD ⊗k((z)) S[ 1

z ] est stable
par les opérateurs remultipliés z[n/q]+[n/q2]+[n/q3]+··· 1

n! (
d
dπL

)n.

Il résulte du théorème que pour tout (D,φD, VD, M) ∈ C ′m,tran, (D,φD, VD) est faible-
ment admissible.

Démonstration. – La démonstration est essentiellement la même que celle du théo-
rème 10.3. Le fait que pour tout (D,φD, VD, M) dans l’image de D+, M est stable par les
opérateurs remultipliés a été justifié après le lemme 11.4 (dont c’est une conséquence). Donc
il reste à montrer que D+ est une équivalence de catégories.

La pleine fidélité de D+ résulte à nouveau de la proposition 4.1 : M détermine la réduction
de M modulo π OL et comme πq−1

πm est nilpotent dans B (grâce à l’hypothèse m ≤ q − 2),
la proposition 4.1 implique que (M,φM ) est déterminé par sa classe d’isogénie et par la
réduction de M modulo π OL. Nous ne reprenons pas ici l’argument comme nous l’avions
fait dans la démonstration du théorème 10.3.

Pour montrer que le foncteur est essentiellement surjectif, on construit M à partir de M
par le même procédé que dans le paragraphe précédent. Pour tout a ∈ N∗, on note Sa le

complété z-adique de O“⊗ OL[π
a

z ,
πaq

zq+1 ,
πaq

2

zq2+q+1
, . . . ] de sorte que S = Sq. On énonce d’abord

une variante du lemme 10.4.

L 11.10. – a) Soient a,m ∈ N∗, a ≥ m + 2, N un Sa-module libre et W un
sous-L[[z − π]]-module de N ⊗ Sa L[[z − π]] contenant (z − π)m N ⊗ Sa L[[z − π]]. Alors
N ′ = Sa−m.( N ∩W ) est un sous- Sa−m-module libre de N ⊗ Sa Sa−m,

N ′ ⊗ Sa−m Sa−m[
1

z − π
] = N ⊗ Sa Sa−m[

1

z − π
] et N ′ ⊗ Sa−m L[[z − π]] = W.

De plus det( N ′) = (z − π)kdet( N )⊗ Sa Sa−m où k = dimL( N ⊗ Sa L[[z − π]]/W ).

b) Soit de plus N un O “⊗ OL-module libre muni d’un isomorphisme

N ⊗ O⊗̂ OL
Sa = N .
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Alors l’inclusion Sa−m.(N ∩W ) ⊂ Sa−m.( N ∩W ) est une égalité.
c) Soient de plus b ≥ a et Ñ un Sb-module libre muni d’un isomorphisme Ñ ⊗ Sb Sa = N .

Alors l’inclusion Sa−m.( Ñ ∩W ) ⊂ Sa−m.( N ∩W ) est une égalité.

Démonstration. – On montre simultanément a) et b). Soit N un O “⊗ OL-module libre
muni d’un isomorphisme N ⊗ O⊗̂ OL

Sa = N . D’après le lemme 8.1, N ′ = N ∩W est un

O “⊗ OL-module libre, et on a

(z − π)mN ⊂ N ′ ⊂ N, det(N ′) = (z − π)kdet(N) et W = N ′ ⊗ O⊗̂ OL
L[[z − π]].

Comme N = N ⊗ O⊗̂ OL
Sa il résulte de ce qui précède que

N ∩W ⊂ N ′ ⊗ O⊗̂ OL
((z − π)−m Sa ∩ L[[z − π]]).

On vérifie facilement que (z − π)−m Sa ∩ L[[z − π]] est inclus dans le complété z-adique de
Sa + πa−m

z Sa + πaq−m

zq+1 Sa + · · · qui est lui-même inclus dans Sa−m. Donc

N ′ ⊂ N ′ ⊗ O⊗̂ OL
Sa−m

et on a l’égalité puisque N ∩W contient évidemment N ′. De plus

det( N ′) = det(N ′)⊗ O⊗̂ OL
Sa−m.

Enfin c) découle de b).

Suite de la démonstration du théorème 11.9. – Montrons maintenant que le foncteur
D+ : Cm,tran → C ′m,tran est essentiellement surjectif. Soit (D,φD, VD, M) un objet de
C ′m,tran. D’après le a) du lemme 11.10,

Sq−m.( M ∩ (z − π)mVD)

est un Sq−m-module libre. On note M0 son image par (z − π)−mφD ⊗ 1, si bien que

M0 = Sq−m.(z − π)−m(φD ⊗ 1)( M ∩ (z − π)mVD)

est un Sq−m-module libre naturellement inclus dans

(z − π)−mD ⊗k((z)) Sq−m[ 1
z ].

Alors τM0 est un Sq(q−m)-module libre qui est naturellement inclus dans

(z − πq)−m τD ⊗k((z)) Sq(q−m)[ 1
z ].

Par l’hypothèse de forte divisibilité de M, et comme 1 − πq

z est une unité dans S, on a
τM0 ⊗ Sq(q−m) S = M.

On définit par récurrence Mn pour n ∈ N en posant

Mn+1 = Smn+1 .(z − π)−m(φD ⊗ 1)(τMn ∩ (z − π)mVD),

où la suite mn est définie par m0 = q −m et mn+1 = qmn −m (cette suite est strictement
croissante et tend vers l’infini). Par le a) du lemme 11.10,Mn est un Smn -module libre, inclus
dans (z − π)−m · · · (z − πqn)−mD⊗k((z)) Smn [ 1

z ]. L’hypothèse de forte divisibilité de M, et

le c) du lemme 11.10 (appliqué à a = q, b = qmn−1, N = N et Ñ = τMn−1) montrent, par
récurrence sur n, τMn ⊗ Sqmn S = M.

On a déjà vu que τM0 ⊂ M. On en déduitM1 ⊂M0. Cette assertion a un sens car les deux
sont plongés dans (z−π)−mD⊗k((z)) Sq−m[ 1

z ]. On en déduit, pour tout n ∈ N,Mn+1 ⊂Mn.
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En fait l’égalité τM0 ⊗ Sqm0 S = M implique, grâce au c) du lemme 11.10 (appliqué à

a = q, b = qm0, N = M et Ñ = τM0), que l’inclusion M1 ⊂ M0 induit une égalité
M1 ⊗ Sm1 Sm0 = M0. On montre alors, par récurrence sur n, grâce au c) du lemme 11.10

(appliqué à a = qmn−1, b = qmn, N = τMn−1 et Ñ = τMn), que l’inclusion Mn+1 ⊂ Mn

induit une égalité Mn+1 ⊗ Smn+1 Smn = Mn. En particulier comme mn+1 > mn > qn,
l’inclusion Mn+1 ⊂Mn induit une égalité modulo πq

n

, c’est-à-dire

Mn+1 ⊗ Smn+1 O “⊗ OL/πq
n

= Mn ⊗ Smn O “⊗ OL/πq
n

.

On prend alors M égal à l’intersection des Mn.

On remarque que Qn = Mn ⊗ Smn O“⊗ OL/πq
n

est un O“⊗ OL/πq
n

-module libre de rang
r et que Qn = Qn+1 ⊗ O⊗̂ OL/πq

n+1 O “⊗ OL/πq
n

. On a aussi M = lim
←
Qn donc M est un

O “⊗ OL-module libre de rang r. De plus pour tout n ∈ N l’inclusion M ⊂ Mn induit une
égalité M ⊗ O⊗̂ OL

Smn = Mn.

Comme Mn+1 = Smn+1 .(z − π)−m(φD ⊗ 1)(τMn ∩ (z − π)mVD) pour tout n ∈ N, et
grâce au b) du lemme 11.10, on a

M = (z − π)−m(φD ⊗ 1)(τM ∩ (z − π)mVD).

On définit (z − π)mφ−1
M : M → τM comme la restriction de (z − π)m(φD ⊗ 1)−1 à M .

On a alors φM ∈ Hom O⊗̂ OL
(τM,M).

Comme M ⊗ O⊗̂ OL
Smn = Mn et τMn⊗ Sqmn S = M (pour n’importe quelle valeur de n)

on a τM ⊗ O⊗̂ OL
S = M.

Le théorème 11.9 est analogue à la conjecture 2.2.6 (1) dans [14] (limitée au cas cristallin),
qui a été démontrée par Tong Liu (théorème 2.3.5 de [45]), en utilisant les résultats de Ki-
sin [39], après des résultats partiels de Breuil et Caruso [13, 14, 15]. Les articles [13, 39, 45]
utilisent la théorie du corps des normes [12, 23]. Les Zp-réseaux stables par le groupe de Ga-
lois de K(πp

−∞
) (où π est une uniformisante de K extension finie de Qp) sont classifiés par

des objets qui ressemblent beaucoup aux chtoucas locaux. On peut rapprocher notre condi-
tion de tranquillité de la condition de logarithmicité des pôles de la connexion canonique qui
figure dans le corollaire 1.3.15 de [39].

Notre anneau S est exactement le O-analogue de l’anneau S de Breuil [14]. La condition
de forte divisibilité y est exprimée sous une forme un peu différente mais équivalente. La
filtration sur S introduite par Breuil a pour analogue la filtration S ∩ (z − π)iL[[z − π]].
L’opérateurN de Breuil est−u d

du et correspond à−πL d
dπL

. Cet opérateur suffit chez Breuil,
alors que pour exprimer la condition de tranquillité de la structure de Hodge-Pink nous
avons besoin des opérateurs remultipliés, parce qu’en inégales caractéristiques (−u d

du )p est
non nul, alors qu’il est nul en égales caractéristiques (pour la condition de tranquillité de la
structure de Hodge-Pink le coefficient devant l’opérateur différentiel n’a pas d’importance
... du moment qu’il est non nul). On notera que la condition de stabilité de M par u d

du qui
figure dans [14, 45] n’apparaît pas ici dans la définition de C ′m,tran.

Le théorème 11.9 affirme que l’image de M dans τD ⊗k((z)) S[ 1
z ] est stable par les opé-

rateurs remultipliés z[n/q]+[n/q2]+[n/q3]+··· 1
n! (

d
dπL

)n. Pour comparer ces opérateurs à ceux
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de [14], les coordonnées (u, π) de Smin venant de l’isomorphisme Smin = B̂ de la proposi-
tion 10.2 sont préférables. On verra donc S comme le complété pour la topologie π-adique

de ( O “⊗ k)[[u]][u
eq

π , u
eq2

πq+1 , . . . ]. Donc le théorème 11.9 affirme que M est stable par les opé-
rateurs remultipliés π[n/q]+[n/q2]+··· 1

n! (
d
du )n (qui sont analogues à ( d

du )n dans [14]). Pour
nous ces opérateurs agissent trivialement sur τD puisque nous étudions ici le cas de bonne
réduction i.e. N = 0 chez Breuil. L’opérateur u d

du apparaît à la place de d
du dans [14] parce

que Breuil traite en même temps le cas semi-stable (on notera que dans le théorème 3.2.5
de [14], qui ne concerne que le cas cristallin, M est stable par d

du ).

En suivant l’exemple 2.2.2 (2) de [14], nous remarquons enfin que lorsque e = 1, le
théorème 11.9 donne un analogue en égales caractéristiques de la théorie de Fontaine-
Laffaille [24]. En effet il résulte de la deuxième remarque après le lemme 11.8 que pour
(D,φD, VD, M) dans l’image essentielle de D+ : Cm,tran → C ′m,tran, on a M = τ∆⊗k[[z]] S.
De plus on vérifie facilement, en utilisant la tranquillité de VD, que la forte divisibi-
lité de τ∆ ⊗k[[z]] S équivaut à la condition de Fontaine-Laffaille, c’est-à-dire, en notant
τD = Fil0 ⊃ Fil1 ⊃ · · · ⊃ Film = {0} la suite de L = k((z))-espaces vectoriels définie par
(79), φD

(∑m−1
i=0 z−i(τ∆ ∩ Fili)

)
= ∆.
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