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ALGÈBRES DE HECKE QUASI-ORDINAIRES
UNIVERSELLES

PAR DAVID MAUGER

RÉSUMÉ. – SoitG un groupe réductif connexe surQ dont le groupe adjoint possède des séries discr
Dans cet article, nous construisons une interpolationp-adique de l’ensemble des espaces de for
automorphes topologiques pour lequelnous étudions les propriétés nécessaires à la construction de famille
p-adiques de systèmes de valeurs propres pour les opérateurs de Hecke. Nous imposons une hyp
quasi-ordinarité enp et travaillons avec un système de coefficients de plus haut poids régulier. En sup
la conjecture de Leopoldt vérifiée, dans le cas d’un groupe unitaire à trois variables associé à une e
CM d’un corps totalement réelF , nous obtenons ainsi des famillesp-adiques à1 + 3[F : Q] variables.

 2004 Elsevier SAS

ABSTRACT. – LetG be a connected reductive group overQ whose adjoint group admits discrete ser
representations. In this article, we construct ap-adic interpolation of the set of spaces of topologi
automorphic forms and we study the required properties to constructp-adic families of Hecke eigensystem
We impose a nearly-ordinarity assumption atp and we work with a local system of regular weig
Assuming Leopoldt conjecture, in the case of a unitary group in three variables associated with
extension of a totally real fieldF , we thus getp-adic families in1 + 3[F : Q] variables.

 2004 Elsevier SAS

0. Introduction

SoitG un groupe réductif connexe surQ. Nous développons la théorie de Hida d’interpolat
p-adique des espaces de cohomologie intérieure de la variété modulaire associée àG. Cette
théorie a déjà été mise en œuvre avec succès par Hida [18,19] pourG = GL(n) et Tilouine–
Urban [34] pourG = GSp(4).

Nous construisons une grosse algèbre de Heckep-adique h(ρ) obtenue comme limite
projective d’algèbre de Hecke commutative agissant sur la cohomologie des variétésMK dont le
niveau enp croît. Plus particulièrement, nous étudions les propriétés du facteur directhqo(ρ) de
cette algèbre découpé par l’idempotentp-quasi-ordinaire. Ce dernier est associé à unQp-sous-
groupe parabolique dont on fixeune décomposition de LeviP = M � U. La théorie de Hida
consiste à établir les résultats suivants :

– l’indépendance du poids dehqo(ρ) ;
– le contrôle de la localisation dehqo(ρ) aux idéaux premiers arithmétiques de l’algèbre

Hida–IwasawaΛ ;
– la finitude et la projectivité dehqo(ρ) surΛ.
L’algèbre de Hida–Iwasawa est construite comme algèbre complétée du groupe formé

opérateurs diamants enp. L’indépendance du poids est établie sous la forme suivante : l’alg
hqo(ρ) est inchangée si on tordρ par un caractère arithmétique deM. Nous obtenons le contrô
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172 D. MAUGER

(à une erreur finie près) et la finitude lorsqueρ est une représentation de plus haut poids régulier
et le groupe adjointGad deG possède des séries discrètes. Si de plus, la cohomologie de bas
degré deMK est sansp-torsion,hqo(ρ) est projective surΛ.
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Par exemple, soitGU le groupe des similitudes unitaires en trois variables associé à
extension CME d’un corps totalement réelF , anisotrope en toute place réelle sauf une et qu
déployé enp. Pour un tel groupe,Λ est une algèbre de séries formelles àN = 1+3[F : Q]+δE,p

variables, oùδE,p est le défaut de la conjecture de Leopoldt pour le corpsE en p. On déduit
de la théorie de Hida l’existence de famillesp-adiques àN variables de systèmes de vale
propres pour les opérateurs de Hecke, quasi-ordinaires, passant par un tel système asso
représentation automorphep-quasi-ordinaire intervenant en poids régulier.

La première section est consacrée à l’équivariance sous les opérateurs de Hecke de
spectrale de Hochschild–Serre et de la restriction des scalaires, que nous établissons
très grande généralité.

Dans la deuxième section, nous utilisons lathéorie de Bruhat–Tits pour munirG d’une
structure entière surZp adaptée à l’étude des opérateurs de Hecke enp menée dans la sectio
suivante.

Les variétés modulairesMK et leur compactification de Borel–Serre sont introduites dan
quatrième section, où nous comparons leur cohomologie à celle du groupe de niveauK .

La cinquième section porte sur le passage à la limite sur le niveau et sur le thèorè
contrôle abstrait, établi à l’aide de la suite spectrale de Hochschild–Serre. Celui-ci co
l’outil principal de la dernière section, consacrée aux propriétés de l’algèbre de Hecke
ordinaire universellehqo(ρ).

Il sera évident au lecteur combien notre travail est redevable aux travaux de Hida. Cette ét
fut réalisée dans le cadre d’une thèse dirigéepar Jacques Tilouine, que je remercie pour
encouragements constants, et améliorée pendantun séjour postdoctoral à Jérusalem dans l’équ
d’Ehud de Shalit.

Index des notations

(1.1) Z[X ], D, K , K ′, K ′′,
H(K,D,K ′), |, H(K,D),
anneau de Hecke.

(1.2) K ′, ϕξ , sous-groupe distingué
d’une paire.

(1.3) ρ, ι.
(2) G, p, vp.

(2.1) S, Z, N, Φ, W , V ∗, RQpG, V , 〈·, ·〉,
Ha, sa, A, ν, ord, GA(A), GL(V ),
ρ, G̃, Wa, αa,k, I.

(2.2) Ω, GΩ, Ua, Uα, Ψréd, UΨ,
UΩ,a, UΩ,Ψ.

(2.3) M, U, P, U−, P−, ΦM, VM, AM,
νM, RM, LM.

(2.4) partie bien placée,GΩ, MΩ,
PΩ, P−

Ω , UΩ, U−
Ω , RM, FP, ΦU,

ΛM, Λ+
M, RM(Qp)+,

sous-groupe bien placé,Tbp.
(3) MΩ(Zp)∗, MΩ(Zp)′, PΩ(Zp)∗,

PΩ(Zp)′.
(3.1) σ, C, D1,p, D0,p.
(3.2) CU .

(4) G.
(4.1.1) RG, RQG, RRG, RQG(R)+,

RRG(R)+, X , Xad, Gad.
(4.1.2) K , MK , ΓH ,

ig, αg,γgk.
(4.2.1) P, P1, s(P), Pi,

rang parabolique,s(c).
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(4.2.2) SP, AP, aP′,P, AP, X(P),
e(P), X , e(P), ∂X .

(4.2.3) γP.

(6.1.4) δ, ∗.
(6.1.5) ωρ.
(6.1.6) RM, X∗(RM)−, ω.

s aurons
ce
mes de
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3) et les
s
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n

(4.2.4) MK , ∂MK .
(4.2.5) ∂cMK , ΓH(P), iP,g, αP,g,γgk.
(4.3.1) assez petit, (TF),T .
(4.3.2) L, MK(L), ig, αg,γgk.
(4.3.3) ξK , Kξ.
(4.3.4) indG(Af)L, F(L).
(4.3.5) Mad

K , rRG.
(4.3.7) M(χ), N(χ).

(5) p.
(5.1.2) A

(S)
f , A

(p)
f , K(p), D(p), H(p).

(5.1.3) K1, K0, D1, D0, K∗, D∗.
(5.2.1) MK∗ , H·(MK∗ ,L).
(5.2.2) H·(K∗,L).

(5.3) O, H(p)
O .

(5.3.2) O[Λ+
M], eqo,

idempotent quasi-ordinaire.
(5.4.1) Cp, C(p), pC , mC .
(5.4.3) O, K, L(M).

(6) G.
(6.1.1) ρ, V (O), L(ρ,K), K(G), T,

B−, χρ.
(6.1.2) YU , LU (ρ,O), V (M),

LU (ρ,M).

(6.2.1) caractèreO-arithmétique,εχ, pεχ,
M(εχ), M [εχ].

(6.2.2) Tbp(ε), LU (ρ⊗ εχ, ·).
(6.2.3) Tbp(r), V (p−rO/O)(χ), H·

∗,
YU/U ′ , LU/U ′(ρ⊗ χ, ·),
h·
∗,U,qo(K1, ρ⊗ εχ).

(6.3) K, K0.
(6.3.1) d.
(6.3.2) RQ

RG.
(6.3.3) L(ρ,O), O(GΩ), Dp, δ, ∗, eqo,

L(ρ,M), K .
(6.3.4) P.
(6.3.5) GU, F , (TFρ).

(6.4) algèbre de Hecke
P-quasi-ordinaire universelle,
hU,qo(ρ), VU (ρ).

(6.4.2) h·
!,U,qo(U

′K0, ρ⊗ εχ).
(6.4.3) C0, Λ, H ,

algèbre de Hida–Iwasawa.
(6.4.4) χ∨, w0, ρ∨.
(6.4.5) rgpP, δRG,p, RG(Z)

p
.

(6.4.6) idéal arithmétique,
caractère arithmétique,
famille de systèmes de valeurs
propres quasi-ordinaires.

1. Opérateurs de Hecke abstraits

Cette section réunit trois résultats concernant les anneaux de Hecke abstraits dont nou
besoin dans l’étude des opérateurs de Hecke enp. Le théorème 1.2.1, qui concerne l’équivarian
de la suite spectrale de Hochschild–Serre, est essentiel pour démontrer les théorè
contrôle abstraits du paragraphe 5.4.3. Les propositions 1.3.1 et 1.4.1, plus classiques, por
respectivement sur l’équivariance des applications de restrictions (utilisée en 5.1.3 et 5.2.
relations entre opérateurs de Hecke du typeKξK|KνK = KξνK (utilisées à plusieurs reprise
dans la section 3).

Sauf précision contraire, les modules dont il est question dans cette section sont des m
à droite.

1.1. Action sur la cohomologie des groupes

Nous rappelons ici la définition des opérateurs de Hecke (cf. [33, chapitre 3]) et de leur actio
sur la cohomologie des groupes (cf. [22]).

Si X est un ensemble, nous notonsZ[X ] le groupe abélien libre construit sur l’ensembleX .
LorsqueX est un monoïde,Z[X ] est un anneau.
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174 D. MAUGER

Dans ce qui suit, nous fixons un monoïdeD, dontK , K ′ etK ′′ sont des sous-groupes.
Par extension des scalaires, lesK-invariants d’unD-moduleV sont donnés par

tte
:

(1),

,

es :
V K
∼ HomK(Z, V ) ∼ HomD

(
Z[K\D], V

)
v (Kξ �→ v.ξ)

(1)

carZ[K\D] = Z⊗Z[K] Z[D] (ici Z est unK-module trivial et l’algèbre de monoïdeZ[D] est un
D-module (à droite) grâce à la représentation régulière à droite, et unK-moduleà gauchegrâce
à la restriction àK de la représentation régulière à gauche).

En particulier, le groupeHomD(Z[K ′\D],Z[K\D]) s’identifie au groupe desK ′-invariants
du D-moduleZ[K\D], c’est-à-dire au groupe abélien libre, notéH(K,D,K ′), construit sur
les classes doublesKξK ′ ⊂ D telles queK\KξK ′ est fini. Les classes doubles vérifiant ce
condition de finitude sont lesopérateurs de Hecke(abstraits). Nous avons donc l’isomorphisme

H(K,D,K ′) ∼ (
Z[K\D]

)K′ ∼ HomD

(
Z[K ′\D],Z[K\D]

)
KξK ′

(
K ′η �→

∑
Kθ⊂KξK′

Kθη

)
.

(2)

Au vu de l’isomorphisme (1), la composition induit une loi bilinéaire

V K ⊗Z H(K,D,K ′) → V K′

v ⊗KξK ′ �→ v|KξK ′ =
∑

Kθ⊂KξK′

v.θ.
(3)

PourV = Z[K ′′\D], nous obtenons la loi de composition des opérateurs de Hecke :

H(K ′′,D,K)⊗Z H(K,D,K ′) → H(K ′′,D,K ′)

K ′′νK ⊗KξK ′ �→ K ′′νK|KξK ′ :=
∑

K′′η⊂K′′νK
Kθ⊂KξK′

K ′′ηθ.

Elle est associative chaque fois que cela a un sens.
Notamment,H(K,D) := H(K,D,K) est un anneau. C’est l’anneau de Heckede la paire

K ⊂ D. Cet anneau, isomorphe à l’anneau d’endomorphismesEndD(Z[K\D]), agit (à droite)
sur lesK-invariants desD-modules. Transportée au membre de droite de l’isomorphisme
cette action est la composition.

Supposons, jusqu’à la fin de ce paragraphe, queZ[D] est un module platà gauchesurZ[K].
C’est le cas, par exemple, lorsqueD est un semi-groupe à droite carZ[D] est la somme directe
surKξ ⊂ D, desK-modulesZ[Kξ] � Z[K]. L’hypothèse de platitudeimplique qu’un module
injectif surD est aussi injectif surK , ce qui permet de dériver (1) et d’obtenir les isomorphism

H·(K,V )� Ext·D
(
Z[K\D], V

)
.
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D’où une extension, qui conserve le degré, de la loi bilinéaire (3) :

H·(K,V )⊗ H(K,D,K ′) → H·(K ′, V )

dans
-groupe

u

ur

r

e

Z

f ⊗KξK ′ �→ f |KξK ′.

En particulier, l’anneau de HeckeH(K,D) agit sur laK-cohomologie desD-modules.

1.2. Équivariance de la suite spectrale de Hochschild–Serre

Maintenant,K ′ est un sous-groupe deK . Le résultat nouveau de cette section, énoncé
le théorème 1.2.1, montre que la suite spectrale de Hochschild–Serre, pour un sous
distinguéde la paireK ⊂ D, est équivariante pour l’action des opérateurs de Hecke.

Pour définir la notion de sous-groupe distingué de la paireK ⊂ D, intéressons-nous a
morphisme deH(K ′,D)-modules à droite

H(K ′,D) → H(K,D,K ′)

K ′ξK ′ �→ K1K ′|K ′ξK ′.
(4)

Pour toutξ ∈ D, les fibres de l’application surjective

ϕξ :K ′\K ′ξK ′ → K\KξK ′

K ′η �→ Kη

ont toutes pour cardinaldeg(ϕξ) = #K ′\(K ′ξK ′ ∩ Kξ). Si bien que, siK ′ξK ′ ⊂ D est un
opérateur de Hecke,K1K ′|K ′ξK ′ = deg(ϕξ)KξK ′. Nous disons queK ′ est unsous-groupe
distingué de la paireK ⊂ D lorsque

(i) K ′ est distingué dansK et
(ii) pour chaque opérateur de HeckeKξK ′ ⊂ D, l’applicationϕξ est injective.
Les conséquences de la condition (i) sont les suivantes : le sous-anneauH(K ′,K) ⊂

H(K ′,D) est isomorphe à l’algèbre de groupeZ[K/K ′]. Plus précisément, pour tout opérate
de HeckeK ′ξK ′ ⊂ D, on a

∀k, k′ ∈K, K ′kK ′|K ′ξK ′|K ′k′K ′ = K ′kξk′K ′.

De plus, le noyau du morphisme (4) est l’idéal à droiteIK/K′ ⊂ H(K ′,D) engendré pa
{K ′kK ′ − K ′1K ′}k∈K car deg(ϕkξ) ne dépend pas dek ∈ K . La condition (ii) équivaut à
la surjectivité du morphisme (4).

QuandK ′ est un sous-groupe distingué de la paireK ⊂ D, nous avons donc un isomorphism

Z⊗Z[K/K′] H(K ′,D)�H(K,D,K ′).(5)

Par extension des scalaires, lesK/K ′-invariants d’unH(K ′,D)-moduleV sont donnés par :

V K/K′ ∼→ HomH(K′,D)

(
H(K,D,K ′), V

)
v �→ (KξK ′ �→ v|K ′ξK ′).

(6)
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176 D. MAUGER

En particulier, pourV = H(K,D,K ′), on obtient un isomorphisme

H(K,D) � EndH(K′,D)

(
H(K,D,K ′)

)
.

la

é

s

ion

1.1,
D’où une action deH(K,D) sur V K/K′
. Le lemme suivant étend cette action à

K/K ′-cohomologie deV .
Pour dériver l’isomorphisme (6), un résultat de platitude est nécessaire :

LEMME 1.2.1. – SoientK un sous-groupe d’un monoïdeD et K ′ un sous-groupe distingu
de la paireK ⊂D.

Si Z[D] est un module platà gauchesur Z[K], alorsH(K ′,D) est un module platà gauche
surZ[K/K ′] et pour toutH(K ′,D)-moduleV , nous avons les isomorphismes

H·(K/K ′, V ) ∼→Ext·H(K′,D)

(
H(K,D,K ′), V

)
.

Démonstration. –CommeZ[K/K ′]-moduleà gauche,H(K ′,D) est la somme directe, sur le
opérateurs de HeckeKξK ′ ⊂ D, des modulesZ[K ′\KξK ′/K ′].

La formule du degré deϕξ montre que la projection naturelle est une biject
K ′\Kξ � K ′\KξK ′/K ′. Or Z[K ′\Kξ] � Z[K/K ′] ⊗Z[K] Z[Kξ] est plat surZ[K/K ′] car
Z[Kξ] est un facteur direct duZ[K]-moduleà gaucheZ[D].

D’où la platitude deH(K ′,D) surZ[K/K ′], ce qui permet, comme à la fin du paragraphe
de dériver l’isomorphisme (6).�

THÉORÈME 1.2.1. – SoientK un sous-groupe d’un monoïdeD tel queZ[D] est un module
plat à gauchesur Z[K] etK ′′ ⊂ K ′ deux sous-groupes distingués de la paireK ⊂ D.

Pour toutH(K ′′,D)-moduleà droiteV , la suite spectrale de Hochschild–Serre

Ei,j
2 = Hi

(
K/K ′,Hj(K ′/K ′′, V )

)
⇒ Hi+j(K/K ′′, V )

est Hecke-équivariante(i.e.H(K,D)-équivariante).

Si K ′′ est trivial, nous obtenons :

COROLLAIRE 1.2.1. – SoientK un sous-groupe d’un monoïdeD tel queZ[D] est un module
plat à gauchesur Z[K] etK ′ un sous-groupe distingué de la paireK ⊂D.

Pour toutD-moduleà droiteV , la suite spectrale de Hochschild–Serre

Ei,j
2 = Hi

(
K/K ′,Hj(K ′, V )

)
⇒ Hi+j(K,V )

est Hecke-équivariante(i.e.H(K,D)-équivariante).

Preuve du théorème 1.2.1. –L’isomorphisme (5) appliqué trois fois (àK/K ′, K ′/K ′′ puis
K/K ′′) montre que la composition des opérateurs de Hecke définit un isomorphisme

H(K,D,K ′)⊗H(K′,D) H(K ′,D,K ′′)�H(K,D,K ′′).

D’où, en tenant compte de (6), l’isomorphismeH(K,D)-équivariant entre

(
V K′/K′′)K/K′

� HomH(K′,D)

(
H(K,D,K ′),HomH(K′′,D)

(
H(K ′,D,K ′′), V

))

et V K/K′′ � HomH(K′′,D)

(
H(K,D,K ′′), V

)
.
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Pour dériver cet isomorphisme et obtenir, grâce aux isomorphismes du lemme 1.2.1, la suite
spectrale deH(K,D)-modules annoncée, il suffit de vérifier la propriété d’acyclicité suivante :
si J est unH(K ′′,D)-module injectif, alorsHi(K/K ′, JK′/K′′

) = 0 pouri � 1.

gie des
passent à

sé

e

es

4], qui
Or, par platitudeà gauchedeH(K ′′,D) surZ[K/K ′′], J est injectif surK/K ′′ et il est facile
de vérifier queJK′/K′′

est injectif surK/K ′. �
1.3. Équivariance de l’application de restriction

Nous nous intéressons ici à l’équivariance des applications de restriction en cohomolo
groupes. Ce qui nous assure que les opérateurs de Hecke agissant sur la cohomologie
la limite quand le niveau augmente (cf. 5.1.3 et 5.2.3).

Maintenant,K ′ est un sous-groupe deK et D′ est un sous-monoïde deD contenantK ′. Et
nous faisons l’hypothèse suivante : pour tout opérateur de HeckeK ′ξK ′ ⊂ D′, KξK ′ = KξK .

Cette hypothèse signifie exactement que le morphisme (4), restreint au sous-anneauH(K ′,D′),
se factorise sous la forme

H(K ′,D′)
ρ��� H(K,D)

ι
↪→H(K,D,K ′)

K ′ξK ′ �→ deg(ϕξ)KξK

(7)

où le morphisme

ι :H(K,D) ↪→H(K,D,K ′)

KξK �→ KξK|K1K ′ =
∑

KνK′⊂KξK

KνK ′

identifieH(K,D) auxK/K ′-invariants deH(K,D,K ′), comme le prévoyait (2). Caractéri
par l’égalité

ρ(K ′ξK ′)|K1K ′ = K1K ′|K ′ξK ′

l’applicationρ est un morphisme d’anneaux : siK ′ξK ′ et K ′ηK ′ ⊂ D′ sont des opérateurs d
Hecke, on a

ρ(K ′ξK ′)|ρ(K ′ηK ′)|K1K ′ = ρ(K ′ξK ′)|K1K ′|K ′ηK ′

= K1K ′|K ′ξK ′|K ′ηK ′

= ρ(K ′ξK ′|K ′ηK ′)|K1K ′.

Puisque l’opérateur de HeckeK1K ′ induit l’application de restriction en cohomologie d
groupes, nous obtenons :

PROPOSITION 1.3.1. – SoientK un sous-groupe d’un monoïdeD tel queZ[D] est un module
plat à gauchesurZ[K], K ′ est un sous-groupe deK etD′ un sous-monoïde deD contenantK ′

tel que, pour tout opérateur de HeckeK ′ξK ′ ⊂ D′, KξK ′ = KξK .
Alors pour toutD-module à droiteV , les morphismes de restriction

H ·(K,V )→H ·(K ′, V )

sont Hecke-équivariants,i.e.compatibles avec le morphisme d’anneauxρ.

Cette proposition est une légère généralisation du théorème 2.7.6 de Miyake [2
supposait que, pour tout opérateurK ′ξK ′ (ξ ∈ D′), l’applicationϕξ est injective.
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178 D. MAUGER

1.4. Anneaux de Hecke et algèbres de monoïde

Nous donnons ici un critère numérique pour qu’un anneau de Hecke soit isomorphe à l’algèbre
] pour
type
a aux

e.
es

e

a théorie
u de

es et
d’un monoïde. Ce critère est la formalisation de l’argument utilisé par Hida [19, section 2
déterminer la structure de certaines algèbres de Hecke locales pour un sous-groupe deΓ0

deG = SLn. Nous utilisons ce critère dans la section 3 pour généraliser le résultat de Hid
groupes réductifs connexesG.

PROPOSITION 1.4.1. – SoientK , K ′ et K ′′ des sous-groupes d’un monoïdeD. Quels que
soient les opérateurs de HeckeK ′′νK ⊂D etKξK ′ ⊂ D on a l’inégalité

#(K ′′\K ′′νK)#(K\KξK ′) � #(K ′′\K ′′νξK ′).

Et l’égalité est équivalente àK ′′νK|KξK ′ = K ′′νξK ′.

Démonstration. –L’inégalité vient de

K ′′νξK ′ ⊂ K ′′νKξK ′ =
⋃

K′′η⊂K′′νK
Kθ⊂KξK′

K ′′ηθ.

Et l’égalité est équivalente àK ′′νξK ′ = K ′′νKξK ′ et le fait que l’union à droite est disjoint
Ce qui signifie exactementK ′′νK|KξK ′ = K ′′νξK ′ d’après la définition de la composition d
opérateurs de Hecke.�

PourK = K ′ = K ′′, on obtient :

COROLLAIRE 1.4.1. – SoientK un sous-groupe d’un monoïdeD etD′ un sous-monoïde d
D sur lequel la fonctionξ �→ #(K\KξK) est à valeurs finies et multiplicative.

Alors KD′K est un sous-monoïde deD, dont la loi passe au quotient doubleK\KD′K/K
et on a l’isomorphisme d’anneaux :

Z[K\KD′K/K] ∼→H(K,KD′K)

KξK �→KξK.

2. Théorie de Bruhat–Tits

Nous rappelons ici brièvement ce dont nous aurons besoin dans la section suivante de l
de Bruhat–Tits [10] pour construire la donnée dontnous déduirons, au paragraphe 3, l’annea
Hecke parabolique.

Ici, G est un groupe réductif connexe surQp. Nous notonsvp la valuationp-adique surQp.

2.1. Un appartement

On fixeS un toreQp-déployé maximal deG dont on noteZ (resp.N) le centralisateur (resp.
normalisateur) dansG. SoientΦ⊂ X∗(S) le système de racines (relatives àQp) deG par rapport
à S, W := N/Z = N(Qp)/Z(Qp) le groupe de Weyl correspondant etV ∗ ⊂ R ⊗Z X∗(S)
le sous-espace-vectoriel réel engendré parΦ. Soit RQpG le radicalQp-déployé (i.e. le plus
grand toreQp-déployé central) deG. La dualité (de groupes abéliens libres) entre caractèr
cocaractères deS induit une dualité (d’espaces vectoriels réels) entreV ∗ et

V = R ⊗Z

(
X∗(S)/X∗(RQpG)

)
.
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Lorsqu’on parlera d’orthogonalité, ce sera pourcette dernière dualité. Ces dualités sont notées
〈·, ·〉.

Pour toute racinea ∈ Φ, on noteHa := ker〈a, ·〉 ⊂ V l’ensemble des points fixes de la

eyl
tes

port

-

oint
e

réflexionsa ∈ W deV associée àa.
L’ appartementA associé àS est un espace affine sousV , muni d’une action deN(Qp) par

automorphismes affines :
– Le sous-groupeZ(Qp) agit par translation surA. Plus précisément, l’action det ∈ Z(Qp)

surA est la translation par le vecteur imageν(t) de−ord(t) dansV où

Z(Qp)
ord→ R⊗Z X∗(S)

est le morphisme de groupes déterminé par〈
a|S,ord(t)

〉
= vp

(
a(t)

)
(8)

pour toutt ∈Z(Qp) et tout caractèreQp-rationnela deZ.
– L’action deN(Qp) sur A, encore notéeν, est une extension de celle du groupe de W

W surV par celle deZ(Qp) par translation surA. Autrement dit, on a un morphisme de sui
exactes courtes de groupes :

1 Z(Qp)

ν

N(Qp)

ν

W 1

1 V GA(A) GL(V ) 1

dans lequelGA(A) (resp.GL(V )) est le groupe affine (resp.linéaire) deA (resp.V ) et V est
identifié au groupe des translations deA.

En fait, l’existence et l’unicité (à translation près) d’une telle représentation affine deN(Qp)
surA sont la conséquence de la nullité des groupes de cohomologieHi(W,V ), i = 1,2.

Soitρ : G̃→G le revêtement universel du groupe dérivé deG. Le sous-groupe

Wa := ν
(
N(Qp) ∩ ρ

(
G̃(Qp)

))
⊂ GA(A)

est ungroupe de Weyl affineau sens de Bruhat–Tits [10, I.1.3]. En particulierWa, muni de
la topologie discrète, opère proprement surA et est engendré par des réflexions par rap
à des hyperplans affines. Si on munitV d’un produit scalaire invariant parW , ces réflexions
sont orthogonales pour la structure euclidienne associée surA. De plusWa est le produit semi
direct du réseauν(Z(Qp) ∩ ρ(G̃(Qp))) deV parW . Par conséquent, d’après [7, VI, §1, no 1,
rem. 3], les applications linéaires associées aux réflexions deWa sont les réflexionssa, a ∈ Φ.
Un hyperplan, ensemble des points fixes d’une réflexion deA appartenant àWa, est appelémur
de A. Selon ce qui précède, sa direction est l’un des hyperplansHa ⊂ V , a ∈ Φ. Une racine
affinedeA est un demi-espace affine fermé limité par un mur. Si un pointx deA est donné, les
racines affines sont de la forme

αa,k :=
{
x + v | v ∈ V, 〈a, v〉+ k � 0

}
oùa ∈ Φ, k ∈ R.(9)

Une telle racine affineαa,k est diteassociéeàa (cette notion ne dépend évidemment pas du p
x ∈ A). Une facettedeA est une classe d’équivalence dansA pour la relation d’appartenanc
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aux mêmes racines affines. Unealcôvede A est une composante connexe du complémentaire
dansA de la réunion des murs. Son adhérence estun domaine fondamental pour l’action deWa

dansA [7, V, §3, th. 2]. Un point deA est unpoint spécialsi, pour tout mur deA, il existe un

,
ur

e
ir

,

de

III.2],

s

e
é

-
a

à
e
,
e
e

s

translaté, par un élément deV ∩Wa, de ce mur contenant ce point.
L’ immeublede Bruhat–TitsI deG surQp est un quotient du produit contracté

G(Qp)×N(Qp) A =
∐

G(Qp)/N(Qp)

gA

par une relation d’équivalence compatible avec l’action deG(Qp) [10, I.7.4.2]. De plus
l’application canoniqueA → I identifie A à une partie de l’immeuble dont le stabilisate
est N(Qp). Les appartements(resp. murs, facettes, alcôves, points spéciaux) de I sont les
transformés deA (resp.des murs, facettes, alcôves, points spéciaux deA) par un élément d
G(Qp). Le choix d’un produit scalaire invariant parW sur V permet [10, I.2.5.4] de mun
l’immeubleI d’une distance invariante sousG(Qp) laquelle, restreinte à l’appartementA, est
induite par la structure euclidienne provenant deV .

2.2. Schémas en groupes surZp

La théorie de Bruhat–Tits associe [10, II.5.1.30], à toute partie bornée non videΩ d’un
appartement de l’immeubleI, un schéma en groupesGΩ affine, lisse surZp, à fibres connexes
de fibre génériqueG (GΩ ne dépend pas du choix d’un appartement contenantΩ). Le groupe
des points entiersGΩ(Zp), appeléfixateur connexedeΩ, est un sous-groupe ouvert compact
G(Qp) qui fixe Ω. Par définition [10, II.5.2.6 et 8], unQp-sous-groupe parahorique(resp.un
Qp-sous-groupe d’Iwahori), est le fixateur connexe d’une facette (resp.une alcôve) deI.

La construction deGΩ se fait en plusieurs étapes. Selon un théorème de Steinberg [32,
G est quasi-déployé sur une extension galoisienne finie et non ramifiéeF de Qp, d’anneau
d’entiersOF et de groupe de GaloisΓ. L’immeubleI est identifié [10, II.5] à l’ensemble de
points fixes deΓ dans l’immeuble deG sur F . On construit d’abord un réseauMΩ dans une
représentation algébrique fidèle deGF (cf. [10, II.2 à 4]) et ensuite on obtientGΩ par descente
étale deOF à Zp à partir de la composante neutre de l’adhérence schématique deGF dans le
groupe linéaireGL(MΩ).

Supposons queΩ est une partie bornée non vide de l’appartementA associé au tor
Qp-déployé maximalS. Selon [10, II.1.2.6-7], l’adhérence schématiqued’un sous-groupe ferm
H deG dansGΩ est un sous-Zp-schéma en groupes fermé deGΩ et c’est l’unique sous-Zp-
schéma fermé plat deGΩ de fibre génériqueH.

On noteUa le sous-groupe radicieldeG associé à la racinea ∈ Φ : c’est le plus grand sous
groupe fermé connexe deG normalisé parS et tel que les racinesa ∈ Φ intervenant dans l
représentation adjointe deS dans l’algèbre de Lie deUa sont des multiples entiers positifs dea.

La théorie de Bruhat–Tits munit, grâce à un épinglage, le groupeUa(Qp) d’une filtration
décroissante et exhaustive(Uα)α indexée par l’ensemble des racines affinesα associées
a, ordonné par inclusion [10, I.6.2.6]. De plus, les sous-groupesUα forment un systèm
fondamental de voisinages ouverts compacts de l’unité dansUa(Qp). Et, selon [10, I.6.2.10(iii)]
pour toute racine affineα et n ∈ N(Qp), on an(Uα) = Un.α, où n.α est l’image de la racin
affineα parn. Ici et dans la suite, on notexH := xHx−1 etHx := x−1Hx pour tout sous-group
ou élémentH d’un groupeG (x∈ G).

En particulier,Z(Qp) normaliseUa et permute l’ensemble (indexé par les racines affineα
associées àa) des sous-groupesUα.
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Si Ψ est une partie close deΦ (i.e. telle que pour tousa, b ∈ Ψ, si a + b ∈ Φ alorsa + b ∈ Ψ)
contenue dans un demi-espace ouvert deR ⊗Z X∗(S), alors (cf. [6, prop. 3.11]), quel que soit
l’ordre mis surΨréd := {a ∈Ψ | a/2 /∈Ψ} l’application schématique produit

e
s

le

],
s

e

upe
∏
a∈Ψréd

Ua →G(10)

est un isomorphisme de schémas sur le sous-groupe ferméUΨ engendré par lesUa, a ∈ Ψ.
Les faits suivants sont des conséquences de la construction deGΩ :
(i) l’adhérence schématique deS dans GΩ s’identifie au Zp-schéma canoniqu

SpecZp[X∗(S)] de fibre génériqueS (cf. [10, II.3.8.3 (S◦1) et 4.4.18 (II)] dans le ca
Qp-quasi-déployé, puis [10, II.5.1.9] dans le cas général) ;

(ii) pour toute racinea ∈ Φ, l’adhérence schématiqueUΩ,a de Ua dansGΩ est l’unique
Zp-schéma en groupes affine, lisse de fibre génériqueUa tel queUΩ,a(Zp) = Uα où α
est la plus petite racine affine associée àa contenantΩ (cf. [10, II.3.8.3(S◦1)] dans le
casQp-quasi-déployé puis [10, II.5.2.2] dans le cas général) ;

(iii) l’application schématique produit∏
a∈Ψréd

UΩ,a →GΩ

prolonge (10) en un isomorphisme de schémas sur l’adhérence schématiqueUΩ,Ψ deUΨ

dansGΩ (cf. [10, II.3.8.3(S◦2)] dans le casQp-quasi-déployé puis [10, II.5.2.3] dans
cas général).

(iv) l’adhérence schématique d’un toreT deZ s’identifie, dans la terminologie de [10, II.4.4
aulissifié duZp-schéma canonique de fibre génériqueT. En particulier, le groupe de se
Zp-points est le sous-groupe compact maximal deT(Qp).

2.3. Immeuble d’un sous-groupe de Levi

Nous fixons une décomposition de LeviM � U � P d’un Qp-sous-groupe parabolique d
G. Le sous-groupe de LeviM est le centralisateur de son radicalQp-déployéRQpM dansG.
Nous notonsM � U− �P− la décomposition de Levi du sous-groupe parabolique opposé àP
contenantM.

Ayant choisi un toreQp-déployé maximalS de M, nous reprenons les notationsΦ, V , A,
ν de 2.1, que nous affectons de l’indiceM pour désigner les mêmes objets relatifs au gro
réductifM.

LEMME 2.3.1. – SoitRM le radical deM. Le sous-espace réel

LM := R⊗Z

(
X∗(RQpM)/X∗(RQpG)

)
⊂ V

est l’orthogonal deΦM et on a le diagramme commutatif suivant:

RM(Qp) ⊂

ν|RM

Z(Qp)

ν
νM

0 LM V VM 0

dont la ligne inférieure est une suite exacte courte.
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Démonstration. –Le toreQp-déployéRQpM est la composante neutre de
⋂

a∈ΦM
kera. Ainsi

les cocaractères deRQpM sont exactement les cocaractères deS orthogonaux aux racines
a ∈ΦM, etLM s’identifie à l’orthogonal deΦM dansV .

ue les

à

u

n

roupe

e

e

Par définition,VM := R ⊗Z (X∗(S)/X∗(RQpM)) car RQpM est le radicalQp-déployé de
M, d’où l’exactitude de la ligne inférieure. La commutativité du triangle est évidente puisq
deux morphismesν et νM se déduisent de−ord.

Il reste à montrer que pour toutt ∈ RM(Qp) et tout a ∈ ΦM, 〈a, ν(t)〉 = 0. On peut se
restreindre auxa appartenant à un système de racines simples deΦM.

D’après [15, XIV, th. 1.1], le groupeZ contient un tore maximalT défini sur Qp.
Nécessairement, il contientS et c’est aussi un tore maximal deG, contenu dansM. Ainsi S
etRM sont des sous-tores deT. Selon la proposition [6, 6.8],a se prolonge en une racinẽa de
M par rapport àT. La nullité de〈a, ν(t)〉 = −〈ã,ord(t)〉 résulte du lemme suivant appliqué
ã ∈X∗(T). �

LEMME 2.3.2. – SoitT un tore maximal du groupeZ.
Pour toutt ∈RM(Qp) et touta ∈ X∗(T) on a〈a|S,ord(t)〉 = vp(a(t)), où nous avons étend

la valuationvp à une clôture algébrique deQp.
En particulier, sia appartient à l’ensembleΦM(T) des racines deM par rapport àT, on a

a(t) = 1 et 〈a|S,ord(t)〉 = 0.

Dans ce lemme, on ne suppose pas queT est défini surQp.

Démonstration. –Puisque T est un tore maximal deZ, le morphisme de restrictio
X∗(Z) → X∗(T) est injectif à conoyau fini. Il existe donc un multipleNa (N ∈ N∗) dea qui
s’étend en un caractèrea′ deZ.

Soit F̃ une extension galoisienne finie deQp sur laquellea′ est défini. On notẽΓ son groupe
de Galois et̃d son degré.

La formule (8) appliquée au caractère
∑

σ∈Γ̃
σa′, nous donne :

〈∑
σ∈Γ̃

σa′
|S,ord(t)

〉
= vp

(∑
σ∈Γ̃

σa′(t)
)

.

Or S est un toreQp-déployé eta′
|S = Na|S, donc le membre de gauche vautd̃N〈a|S,ord(t)〉.

Quant à celui de droite, il vaut̃dNvp(a(t)) cart ∈RM(Qp) eta′
|RM = Na|RM.

La dernière assertion vient du fait que les racines deM par rapport àT sont triviales sur le
radical deM. �

La dernière partie de la preuve du lemme 2.3.1 redémontre le fait que le radical d’un g
réductif agit trivialement sur son immeuble de Bruhat–Tits.

Selon [10, I.7.6.3-4], l’appartementAM de l’immeuble deM associé àS s’identifie àA/LM,
muni de l’action quotient deN(Qp)∩M(Qp). Et d’après [10, II.4.2.15], l’immeuble d’un group
s’identifie à celui de son groupe adjoint, donc aussi à celui de son groupe dérivé.

2.4. Propriété de contraction

Nous dirons qu’une partie bornée non videΩ de I est bien placéepar rapport au coupl
(P,M) si elle est incluse dans l’appartement associé à un toreQp-déployé maximalS deM.
Nous fixons une telle partieΩ et un tel toreS. SoitGΩ (resp.MΩ) le schéma affine lisse surZp,
à fibres connexes et de fibre génériqueG (resp.M) associé (cf.2.2) àΩ ⊂ A (resp.au projeté de
Ω surAM). On notePΩ (resp.P−

Ω , UΩ, U−
Ω ) l’adhérence schématique deP (resp.U, U−) dans
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GΩ. On note encoreRM l’adhérence schématique deRM dansGΩ. Selon 2.2(iv),RM(Zp)
est le sous-groupe compact maximal deRM(Qp).

s
ue

n
ique

on
néral.

pliqué

a

al
PROPOSITION 2.4.1. –
(i) L’immersion ferméeM→G se prolonge en un isomorphisme deZp-schémas en groupe

de MΩ sur le centralisateur dansGΩ du Zp-schéma canonique de fibre génériq
RQpM.
AinsiMΩ s’identifie à l’adhérence schématique deM dansGΩ.

(ii) MΩ normalise UΩ et la décomposition de LeviM � U � P se prolonge en un
isomorphisme

MΩ � UΩ
∼→PΩ.

(iii) Le morphisme produit

U−
Ω ×MΩ ×UΩ →GΩ

est un isomorphisme sur un voisinage ouvert de la section unité deGΩ.

Démonstration. –D’après 2.2(i), l’adhérence schématique du toreRQpM dansGΩ est le
tore Zp-déployéSpecZp[X∗(RQpM)], son centralisateur, dansGΩ, est un sous-schéma e
groupes fermé, lisse surZp et à fibres connexes [15, XIX, 2.2]. De plus, sa fibre génér
est le centralisateur deRQpM dansG, c’est-à-direM. Ces propriétés caractérisent (cf. 2.2)
l’adhérence schématique deM dansGΩ.

L’identification deMΩ avec l’adhérence schématique deM s’obtient grâce à la caractérisati
[10, II.3.8.3] deMΩ dans le casQp-quasi-déployé, puis par descente étale dans le cas gé
D’où (i).

Les deux assertions (ii) et (iii) sont la conséquence directe du théorème [10, II.2.2.3] ap
au toreQp-déployéRQpM. �

Le lemme suivant énonce les propriétés de contraction que nous utiliserons pour décrire l
structure des algèbres de Hecke paraboliques.

Les sous-groupes paraboliquesP etP−, de l’appartement de l’immeuble de Tits deG associé
àS, correspondent respectivement auxfacettes vectoriellesFP et−FP deV , où

FP :=
{
v ∈ LM | ∀a ∈ΦU, 〈a, v〉> 0

}
et ΦU est l’ensemble des racinesa ∈ Φ intervenant dans la représentation adjointe deS dans
l’algèbre de Lie deU.

L’image ΛM := ν(RM(Qp)) est un réseau deLM. Soit Λ+
M le monoïde commutatif libre

intersection deΛM avec l’adhérence deFP etRM(Qp)+ son image réciproque parν|RM(Qp).
On a donc

RM(Qp)+ =
{
t ∈RM(Qp) | ∀a ∈ΦU, −vp

(
a(t)

)
=

〈
a, ν(t)

〉
� 0

}
.

Selon le lemme 2.3.2, siΦU(T) est l’ensemble des racines deU par rapport à un tore maxim
T (non nécessairement défini surQp) deZ, on a aussi

RM(Qp)+ =
{
t ∈RM(Qp) | ∀a ∈ ΦU(T), vp

(
a(t)

)
� 0

}
(11)

car selon [6, 6.8], toute racinea ∈ (ΦU)réd se prolonge en une racinea′ ∈ΦU(T).

LEMME 2.4.1. – Pour toutt ∈RM(Qp)+, on a les relations
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MΩ(Zp)t = MΩ(Zp) UΩ(Zp)t ⊂UΩ(Zp) U−
Ω(Zp)t ⊃U−

Ω(Zp)

PΩ(Zp)t ⊂PΩ(Zp) P−
Ω(Zp)t ⊃P−

Ω(Zp).(12)

e

e

ent

ans
ges

é

De plus, les sous-groupesUΩ(Zp)t (resp. tU−
Ω(Zp)), t ∈ RM(Qp)+, forment un systèm

fondamental de voisinages ouverts compacts de l’unité dansU(Qp) (resp.U−(Qp)).

Démonstration. –La relation faisant intervenirM est immédiate carRM est la composant
neutre du centre deM.

Pour obtenir celle concernantU, il suffit, d’après 2.2(ii) et (iii) appliqué àΨ = ΦU, de montrer,
pour touta ∈ (ΦU)réd, l’inclusion (Uα)t ⊂ Uα où α est la plus petite racine associée àa,
contenantΩ. Or, selon 2.2, on a(Uα)t = Uα−ν(t), donc il suffit d’avoirα + ν(t) ⊂ α. Ce qui
équivaut, puisqueα est de la forme (9), à〈a, ν(t)〉 � 0.

D’après la décomposition de Levi de la proposition 2.4.1, ces deux premières relations donn
celle pourP.

En remplaçantU parU−, on obtient de même les relations concernantU− etP−.
Et la dernière assertion résulte de l’assertion analogue pour les sous-groupesUα ⊂ Ua(Qp)

(cf. 2.2). �
Soit K un sous-groupe distingué deGΩ(Zp). Il est bien placépar rapport à(P,M) s’il se

décompose sous la forme

K =
(
K ∩U−

Ω(Zp)
)(

K ∩MΩ(Zp)
)(

K ∩UΩ(Zp)
)

(13)

et si pour toutt ∈RM(Qp)+,

(
K ∩U−

Ω(Zp)
)t ⊃ K ∩U−

Ω(Zp).(14)

Il résulte de [30, I.2] que l’ensemble, notéTbp, des sous-groupes ouverts, distingués d
GΩ(Zp) et bien placés par rapport à(P,M) forment un système fondamental de voisina
ouverts de l’unité dansGΩ(Zp).

3. Opérateurs enp

Dans la suite, nous notons souventMΩ(Zp)∗ l’un des groupesMΩ(Zp) ou son groupe dériv
MΩ(Zp)′, etPΩ(Zp)∗ désigne, selon le cas, le sous-groupePΩ(Zp) ou

PΩ(Zp)′ := MΩ(Zp)′ � UΩ(Zp).

3.1. Niveau infini

Nous fixons une sectionσ du morphisme

RM(Qp)
ν|RM(Qp)

ΛM.

Par compacité,MΩ(Zp)∩ σ(ΛM) = {1}.
On poseC := MΩ(Zp)/MΩ(Zp)′.

PROPOSITION 3.1.1. – Dans cette situation,

D1,p := σ
(
Λ+

M

)
PΩ(Zp)′ ⊂ D0,p := σ

(
Λ+

M

)
PΩ(Zp)
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sont des sous-monoïdes deP(Qp).
De plus nous avons les isomorphismes d’anneaux suivants:( ′ ) ∼ [

+
]

cke

à

H PΩ(Zp) ,D1,p
∩

← Z ΛM

H
(
PΩ(Zp)′,D0,p

) ∼← Z
[
Λ+

M

]
[C]

H
(
PΩ(Zp),D0,p

) ∼← Z
[
Λ+

M

]
.

Enfin, PΩ(Zp)′ est un sous-groupe distingué, au sens du paragraphe1.2, de la paire
PΩ(Zp) ⊂ D0,p.

Démonstration. –Les relations (12) montrent, d’une part, que

D1,p ⊂ D0,p ⊂P(Qp)

sont des sous-monoïdes, et de l’autre, que pour tousξ, η ∈D0,p :

#
(
PΩ(Zp)∗\PΩ(Zp)∗ξηPΩ(Zp)∗

)
=

(
PΩ(Zp)∗ : PΩ(Zp)∗ ∩

(
PΩ(Zp)∗

)ξη)
=

(
PΩ(Zp)∗ :

(
PΩ(Zp)∗

)ξη)
=

(
PΩ(Zp)∗ :

(
PΩ(Zp)∗

)η)((
PΩ(Zp)∗

)η
:
(
PΩ(Zp)∗

)ξη)
=

(
PΩ(Zp)∗ :

(
PΩ(Zp)∗

)η)(
PΩ(Zp)∗ :

(
PΩ(Zp)∗

)ξ)
.

D’où la multiplicativité nécessaire pour appliquer le corollaire 1.4.1. De plus,PΩ(Zp) étant
un sous-groupe ouvert deP(Qp), tous ces indices sont finis. Ainsi l’anneau de He
H(PΩ(Zp)∗,D0,p) est isomorphe à l’algèbre du monoïdePΩ(Zp)∗\D0,p/PΩ(Zp)∗.

En utilisant (12) puisMΩ(Zp) ∩ σ(ΛM) = {1}, ce dernier est isomorphe à

D0,p/PΩ(Zp)∗ = σ
(
Λ+

M

)
MΩ(Zp)/MΩ(Zp)∗

=




Λ+
M si PΩ(Zp)∗ = PΩ(Zp),

Λ+
M ×C si PΩ(Zp)∗ = PΩ(Zp)′.

De plus, le sous-anneauH(PΩ(Zp)′,D1,p) ⊂H(PΩ(Zp)′,D0,p) s’identifie immédiatement
l’algèbre du monoïde commutatif libreΛ+

M.
La dernière assertion signifie que les applications

PΩ(Zp)′\PΩ(Zp)′ξPΩ(Zp)′

PΩ(Zp)\PΩ(Zp)ξPΩ(Zp)

(15)

sont injectives (ξ ∈ D0,p), i.e.

∀ξ ∈ D0,p, PΩ(Zp)′ξPΩ(Zp)′ ∩PΩ(Zp)ξ = PΩ(Zp)′ξ.

Ce qui est le cas puisque cette égalité est équivalente à celle projetée dansM et cette dernière
vient du fait queσ(Λ+

M)MΩ(Zp) normaliseMΩ(Zp)′. �
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3.2. Niveau fini

Nous nous intéressons maintenant au niveau fini,i.e. aux sous-groupes de niveau de la forme
nt

s

de

ar

e la

it

ultipli-
UPΩ(Zp) et UPΩ(Zp)′, oùU ∈ Tbp. Les premiers sont de typeΓ0 tandis que les seconds so
de typeΓ1.

Le groupe abélien profiniC s’identifie à la limite projective, indexée parTbp, des groupes fini

CU := MΩ(Zp)/
((

U ∩MΩ(Zp)
)
MΩ(Zp)′

)
(U ∈ Tbp).

PROPOSITION 3.2.1. – Soit U ∈ Tbp. Alors UD1,p ⊂ UD0,p sont des sous-monoïdes
G(Qp).

De plus, on a les isomorphismes d’anneaux suivants:

H
(
UPΩ(Zp)′,UD1,p

)
∩

∼←Z
[
Λ+

M

]
H

(
UPΩ(Zp)′,UD0,p

) ∼←Z
[
Λ+

M

]
[CU ]

H
(
UPΩ(Zp),UD0,p

) ∼←Z
[
Λ+

M

]
.

De plus,UPΩ(Zp)′ est un sous-groupe distingué de la paire

UPΩ(Zp)⊂ UD0,p.

Démonstration. –Remarquons d’abord queUPΩ(Zp)∗ ⊂ GΩ(Zp) est un sous-groupe c
U � GΩ(Zp) est distingué.

Établissons ensuite, pourξ ∈ σ(Λ+
M) et p ∈PΩ(Zp), les égalités :

UPΩ(Zp)∗ξpUPΩ(Zp)∗ = UPΩ(Zp)∗ξpPΩ(Zp)∗

=
(
U ∩P−

Ω(Zp)
)
ξpPΩ(Zp)∗(16)

=
(
U ∩U−

Ω(Zp)
)
ξp

(
U ∩MΩ(Zp)

)
PΩ(Zp)∗.(17)

La première égalité vient depU = Up, de la décomposition (13) et de (14). La seconde d
décomposition (13) et de (12). Et la troisième, toujours de la décomposition (13).

L’égalité (16) montre queUD1,p ⊂ UD0,p sont des sous-monoïdes deG(Qp) et que le
morphisme

PΩ(Zp)∗\PΩ(Zp)∗ξpPΩ(Zp)∗

ϕξp

UPΩ(Zp)∗\UPΩ(Zp)∗ξpUPΩ(Zp)∗

(18)

est surjectif. Il est aussi injectif car

PΩ(Zp)∗ξpPΩ(Zp)∗ ∩UPΩ(Zp)∗ξp = PΩ(Zp)∗ξp.

En effet, cette égalité est à nouveau équivalente à celle projetée dansM, laquelle résulte du fa
queσ(Λ+

M)MΩ(Zp) normaliseMΩ(Zp)∗.
Comme dans la preuve de la proposition 3.1.1, nous disposons donc de l’hypothèse de m

cativité nécessaire à l’application du corollaire 1.4.1 : l’anneau de HeckeH(UPΩ(Zp)∗,UD0,p)
est isomorphe à l’algèbre du monoïdeUPΩ(Zp)∗\UD0,p/UPΩ(Zp)∗.

En utilisant (17) puisMΩ(Zp) ∩ σ(ΛM) = {1}, ce dernier est isomorphe à
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D0,p/
((

U ∩MΩ(Zp)
)
PΩ(Zp)∗

)
= σ

(
Λ+

M

)
MΩ(Zp)/

((
U ∩MΩ(Zp)

)
MΩ(Zp)∗

)


it,

et

est
=



Λ+
M si PΩ(Zp)∗ = PΩ(Zp),

Λ+
M ×CU si PΩ(Zp)∗ = PΩ(Zp)′.

De plus, le sous-anneau

H
(
UPΩ(Zp)′,UD1,p

)
⊂H

(
UPΩ(Zp)′,UD0,p

)
s’identifie immédiatement à l’algèbre du monoïde commutatif libreΛ+

M.
La dernière assertion résulte des isomorphismesϕξp et des injections (15). �

3.3. Conséquence de la propriété de contraction

La propriété de contraction des élémentst ∈ RM(Qp)+, décrite au lemme 2.4.1 se tradu
sur les opérateurs de Hecke, par les relations suivantes :

LEMME 3.3.1. – SoientU,U ′ ∈ Tbp tels queU ′ ⊂ U .
Il existe t ∈ RM(Qp)+ tel que(U ′ ∩ U−

Ω(Zp))t ⊃ U ∩ U−
Ω(Zp). Pour un telt, on a les

relations:

U ′PΩ(Zp)tUPΩ(Zp)|UPΩ(Zp)1U ′PΩ(Zp) = U ′PΩ(Zp)tU ′PΩ(Zp),

UPΩ(Zp)1U ′PΩ(Zp)|U ′PΩ(Zp)tUPΩ(Zp) = UPΩ(Zp)tUPΩ(Zp).

Démonstration. –D’après le lemme 2.4.1, les sous-groupest(U ∩ U−
Ω(Zp)), lorsquet varie

dansRM(Qp)+, forment un système fondamental de voisinage de l’unité dansU−(Qp). D’où
la première assertion.

PuisqueU ′ ⊂ U , on a

#
((

UPΩ(Zp)
)
\UPΩ(Zp)1U ′PΩ(Zp)

)
= 1.

Ainsi, selon la proposition 1.4.1, il suffit, pourétablir les deux égalités d’avoir l’égalité
l’isomorphisme suivants :

U ′PΩ(Zp)tUPΩ(Zp) = U ′PΩ(Zp)tU ′PΩ(Zp),(19)

(
U ′PΩ(Zp)

)
\U ′PΩ(Zp)tUPΩ(Zp)

∼→
(
UPΩ(Zp)

)
\UPΩ(Zp)tUPΩ(Zp).(20)

En utilisant la décomposition (14) puis la condition surt, on a

U ′PΩ(Zp)tUPΩ(Zp) = U ′PΩ(Zp)t
(
U ∩U−

Ω(Zp)
)
PΩ(Zp)

= U ′PΩ(Zp)tPΩ(Zp),

d’où l’égalité (19).
Les isomorphismesϕξp de (18) établissent l’injectivité du morphisme (20). Sa surjectivité

évidente. �
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4. Cohomologie des variétés modulaires

à
e

rons

ent de

ue, en

u

ne
ct
la
du

s-

ble
Dans cette section, nous comparons la cohomologie de la variété modulaireM d’un groupe
réductif connexeG surQ, enniveau finiK , à la cohomologie du groupeK . Nous aboutissons
un analogue adélique de la comparaison de la cohomologie d’un groupeΓ avec celle d’un espac
K(Γ,1).

Nous parlons de niveau fini pour signifier queK est un sous-groupeouvert compact du
groupe des points adéliques finisG(Af). Le résultat de comparaison que nous démont
(cf. prop. 4.3.2) met en jeu la cohomologie du groupeK muni de la topologiediscrète.

Dans la suite, l’application principale de ce résultat sera la suite spectrale de changem
niveau du théorème 5.2.1.

4.1. Variétés modulaires

Nous envisageons ici les variétés modulaires uniquement d’un point de vue topologiq
tant qu’adélisation des espaces symétriques associés aux groupes réductifs.

4.1.1. Domaine symétrique
Soit RG le radical deG, c’est-à-dire le plus grand sous-tore central. Lorsquek = Q ou R,

on noteRkG le plus grand sous-torek-déployé deRG et RkG(R)+ la composante neutre d
groupe de sesR-points.

Nous notonsX le domaine symétrique associé au groupeG. C’est un espace homogè
sousG(R) dont les fixateurs sont de la formeKR.RQG(R) où KR est sous-groupe compa
maximal deG(R). Cette description détermineX à isomorphisme près. On le munit de
topologie quotient deG(R). L’action de G(R) sur X se factorise en une action propre
quotientG(R)/RQG(R)+.

L’espace symétriqueXad du groupe adjointGad de G s’identifie à l’ensemble des sou
groupes compacts maximauxKR ⊂G(R) car leur normalisateur estKR.RRG(R).

La décompositionG(R) = RRG(R)+ × (G(R)/RRG(R)+) permet d’identifierX avec le
produit(RRG(R)+/RQG(R)+)×Xad.

4.1.2. Variété modulaire de niveau fini
Si K ⊂G(Af) est un sous-groupe ouvert compact, la variété modulaire deG de niveauK est

MK := G(Q)\X ×G(Af)/K

où les actions sont définies parγ(x, g)k = (γx, γgk), quels que soientγ ∈ G(Q), x ∈ X ,
g ∈G(Af), k ∈ K .

PuisqueX est connexe, l’ensemble des composantes connexes deMK estG(Q)\G(Af)/K .
Plus précisément, si pour tout sous-groupeH ⊂ G(Af), on noteΓH := G(Q) ∩ H , alors la
composante connexe correspondant à la double classeG(Q)gK , (g ∈ G(Af)), s’identifie au
quotientΓgK\X . L’identification et la compatibilité entre deux éléments de la même dou
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classe sont données par le diagramme commutatif

ΓgK\X

].

s

es

idées)
on
nant

n

ig

	αg,γgk MK

ΓγgkK\X
iγgk

où pourg ∈G(Af), γ ∈G(Q), k ∈K etx ∈X , on a

ig(ΓgKx) = G(Q)(x, g)K et αg,γgk(ΓgKx) = ΓγgkKγx.

4.2. Compactification de Borel–Serre

Nous décrivons ici l’élargissementX , du domaine symétriqueX , défini par Borel et Serre [5

4.2.1. Sous-groupes paraboliques
SoientP l’ensemble desQ-sous-groupes paraboliques deG etP1 ⊂ P le sous-ensemble de

Q-sous-groupes paraboliques propres maximaux.
PourP ∈ P, on définit le sous-ensemble (fini)s(P) ⊂ P1 desQ-sous-groupes paraboliqu

propres maximaux contenantP. C’est aussi l’unique sous-ensembleS ⊂ P1 tel que

P =
⋂

P1∈S

P1.

On notePi ⊂ P le sous-ensemble desQ-sous-groupes paraboliquesP deQ-rang parabolique
i, c’est-à-dire tels ques(P) est de cardinali.

L’applications passe au quotient par l’action par conjugaison (à gauche pour fixer les
du groupeG(Q). Pour une classe deG(Q)-conjugaisonc deQ-sous-groupes paraboliques,
note aussis(c) ⊂ P1 l’ensemble desQ-sous-groupes paraboliques propres maximaux conte
un élément de la classec.

4.2.2. Élargissement du domaine symétrique
Pour chaqueP ∈ Pi de radical unipotentU, soientSP le radicalQ-déployé deP/U et

AP � (R∗
+)i la composante neutre du groupe(SP/SG)(R). SiP′ ∈ P contientP, alors l’injec-

tion naturelleSP′ ⊂ SP induit une injectionaP′,P :AP′ ↪→ AP. Ce qui permet l’identification
AP =

∏
P1∈s(P) AP1 .

Si P1 ∈ P1, on forme l’union disjointeAP1 := AP1 � {0}, munie de l’action deAP1 qui
laisse fixe0 et prolonge celle sur lui-même par translation. Plus généralement, pourP ∈ Pi, on
poseAP :=

∏
P1∈s(P) AP1 � (R+)i, muni de l’action diagonale. Alors on a la décompositio

AP =
∐

P′⊃P

( ∏
P1∈s(P)�s(P′)

AP1 ×
∏

P1∈s(P′)

{0}
)

.

Borel et Serre définissent uneaction géodésique[5, §3.2], notée ici à droite, deAP surX . Le
coin associé àP est le produit contractéX(P) := X ×AP AP. Si on notee(P) := X/AP, la
décomposition précédente deAP donneX(P) =

∐
P′⊃P e(P′).
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La variétéX est définie topologiquement comme la limite du système inductif(X(P))P∈P

dont les applications de transition sont les immersions ouvertesidX ∗ aP′,P :X(P′) ↪→ X(P),
où P ⊂ P′. Du point de vue ensembliste, on aX =

∐
e(P) et l’adhérencee(P) de e(P)

s

e

les

n

nt

ues
P∈P

dansX este(P) =
∐

P′⊂P e(P′).
Ainsi X = X(G) = e(G) s’identifie à un ouvert dense deX . L’inclusion X ⊂ X est en fait

une équivalence d’homotopie. D’après [5, 8.3], les fermése(P) (P ∈ P) sont des variétés à bord
contractiles. Le sous-espacee(P) ⊂ X est de codimension le rang parabolique deP. De plus le
recouvrement du bord∂X := X � X par les fermése(P1) (P1 ∈ P1) a pour nerf l’immeuble
de Tits [35, 5.3] deG.

4.2.3. Prolongement de l’action
Soient P ∈ P et γ ∈ G(Q). PuisqueAP est central dansP/U, l’isomorphisme de

conjugaisong �→ γg induit un isomorphismeAP � AγP (encore notéγ·) qui ne dépend qu
deP et γP (pas deγ). De plus, l’action géodésique est telle queγ(xa) = (γx)(γa), pour tous
x∈ X eta ∈AP.

Par conséquent, l’action deG(Q) surX se prolonge àX en permutant les coins, ainsi que
bords :

X

	
X

γ 	

X(P)

γP 	

e(P)

	

X

γ 	
X

X X(γP) e(γP) X

avecγP(x ∗ t) = (γx) ∗ (γt) pourx ∈X , t ∈ AP.

4.2.4. Compactification
SoitK ⊂G(Af) un sous-groupe ouvert compact. La variété

MK := G(Q)\X ×G(Af)/K

a pour composantes connexes les quotientsΓgK\X (g ∈ G(Af)), identifiés de la même faço
qu’en 4.1.2, en remplaçantX parX .

Borel et Serre ont montré [5, th. 9.3] que l’action deΓgK surX est propre et que le quotie
ΓgK\X est compact. Ainsi, la variété à bordMK est une compactification deMK , dont le bord
est

∂MK := MK �MK = G(Q)\∂X ×G(Af)/K.

4.2.5. Décomposition du bord
Soit c la classe deG(Q)-conjugaison deP ∈ P. Puisque deux sous-groupes paraboliq

conjugués distincts ne peuvent contenir un même sous-groupe parabolique etP est son propre
normalisateur dansG, on a

⋃
P′∈c

e(P′) =
∐
P′∈c

e(P′) = G(Q)×P(Q) e(P).
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Par conséquent, le fermé∂cMK ⊂ ∂MK défini par( ⋃
′

)

cette

e
t

s
nt

s

∂cMK := G(Q)\
P′∈c

e(P ) ×G(Af)/K

s’écrit aussi∂cMK = P(Q)\e(P) ×G(Af)/K et l’espace des composantes connexes de
variété est

P(Q)\G(Af)/K.

Si, pour tout sous-groupeH ⊂ G(Af), on noteΓH(P) := P(Q) ∩ H , alors la composant
connexe correspondant à la double classeP(Q)gK (g ∈ G(Af)), s’identifie au quotien
ΓgK(P)\e(P) avec les compatibilités données par le diagramme commutatif

ΓgK(P)\e(P)
iP,g

	αP,g,γgk ∂cMK

ΓγgkK(P)\e(P)

iP,γgk

où pourg ∈G(Af), γ ∈P(Q), k ∈ K etx ∈ e(P), on a

iP,g

(
ΓgK(P)x

)
= P(Q)(x, g)K et

αP,g,γgk

(
ΓgK(P)x

)
= ΓγgkK(P)γx.

Lorsquec1 parcourt l’ensembleG(Q)\P1 des classes de conjugaison deQ-sous-groupe
paraboliques propres maximaux deG, les fermés∂c1M, forment un recouvrement localeme
fini du bord∂MK .

LEMME 4.2.1. – Pour tout sous-ensembleS ⊂ P1 stable par conjugaison sousG(Q), on a

⋂
c1⊂S

∂c1MK =
∐

s(c)=S

∂cMK

où c1 et c désignent des classes deG(Q)-conjugaisons deQ-sous-groupes paraboliques deG.

Rappelons ques(c) ⊂ P1 est défini en 4.2.1 comme l’ensemble desQ-sous-groupe
paraboliques propres maximaux contenant un élément de la classec.

Démonstration. –Par distributivité, on a⋂
c1⊂S

⋃
P1∈c1

e(P1) =
⋃

(Pc1 )∈
∏

c1⊂S
c1

⋂
c1⊂S

e(Pc1)

où l’union à droite est indexée par les familles(Pc1)c1⊂S constituées d’un représentantPc1 de
chaque classec1 ⊂ S.
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Or, l’intersection de droite est non vide seulement lorsque l’intersection de la famille
(Pc1)c1⊂S correspondante est unQ-sous-groupe paraboliqueP =

⋂
c1⊂S Pc1 , auquel cas elle

vaute(P). Mais unQ-sous-groupe paraboliqueP est l’intersection d’une telle famille(P )
deux

nalement

ts

verts

t
s de

s

un

F),
c1 c1⊂S

si et seulement sis(c(P)) = S car un sous-groupe parabolique ne peut être contenu dans
sous-groupes paraboliques conjugués distincts. Pour cette dernière raison encore, on a fi
l’union disjointe dans la décomposition :

⋂
c1⊂S

⋃
P1∈c1

e(P1) =
∐

s(c)=S

⋃
P∈c

e(P).

Ce qui, après passage au quotient parG(Q) etK , donne la formule voulue.�
4.3. Cohomologie de niveau fini

4.3.1. Sous-groupes assez petits et espacesK(Γ,1)
Nous dirons qu’un sous-groupeH deG(Af) estassez petits’il vérifie la condition

(TF) les groupesΓgH = G(Q) ∩H (pourg ∈G(Af)) n’ont pas de torsion.

LEMME 4.3.1. – L’ensembleT des sous-groupes ouvertsK ⊂ G(Af) compacts assez peti
au sens de(TF) est un système fondamental de voisinages de l’unité dansG(Af).

Pour un tel sous-groupeK , chaque composante connexeΓgK\X de la variété modulaireMK

de niveauK est un espaceK(ΓgK ,1).

Démonstration. –PuisqueG(Af) est un groupe localement profini, ses sous-groupes ou
compacts forment un système fondamental de voisinage de l’unité (cf. [8, III, p. 36, cor. 1]).
L’existence de sous-groupes ouverts compactsK tels que lesΓgK n’ont pas de torsion es
démontré dans [4]. L’ensembleT forme donc bien un système fondamental de voisinage
l’unité.

SoientK ∈ T et g ∈ G(Af). PuisqueRQG est un tore déployé surQ, ses sous-groupe
arithmétiques sont finis. Le groupeRQG(R)+ étant sans torsion, on a donc

ΓgK ∩RQG(R)+ = {1}.

Ainsi, ΓgK s’identifie à un sous-groupe discret et sans torsion (par définition deT ) de
G(R)/RQG(R)+. Ce dernier agissant proprement surX , selon [8, III, p. 32, prop. 8],ΓgK

agit proprement, mais aussi librement, surX . PuisqueX est contractile (car homéomorphe à
espace euclidien), nous en concluons queΓgK\X est un espaceK(ΓgK ,1). �
4.3.2. Systèmes locaux

SoitK ∈ T . À tout Z[K]-moduleL, nous associons le fibré

MK(L) := G(Q)\X ×G(Af)×K L

surMK , où les actions sont définies parγ(x, g ∗ l) = (γx, (γg) ∗ l), quels que soientγ ∈G(Q),
x∈ X , g ∈G(Af) et l ∈L.

Si nous faisons agir les groupesΓgK surL par(γ, l) �→ γg.l, quels que soientγ ∈ ΓgK , l ∈ L
et g ∈G(Af), alors le fibré induit sur la composante connexeΓgK\X estΓgK\X ×L. L’image
réciproque de ce dernier surX est le fibré trivialX ×L car,K étant assez petit au sens de (T
ΓgK agit librement surX .
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Les compatibilités sont données par le diagramme commutatif suivant :

ΓgK\X ×L

.4]
ig

	αg,γgk MK(L)

ΓγgkK\X ×L

iγgk

où pourg ∈G(Af), γ ∈G(Q), k ∈K , x ∈ X et l ∈L,

ig
(
ΓgK(x, l)

)
= G(Q)(x, g ∗ l)K et

αg,γgk

(
ΓgK(x, l)

)
= ΓγgkK(γx, k−1.l).

Le système local associé auZ[K]-moduleL est le faisceau (que nous noterons aussiL), sur
l’espace topologiqueMK , des germes de sections localement constantes du fibréMK(L).

Par comparaison de la cohomologie d’un groupeΓ avec celle d’un espaceK(Γ,1), la
cohomologie d’un système local surMK se décompose sous la forme :

H·(MK ,L) =
∏

G(Q)\G(Af )/K

H·(ΓgK ,L).

PROPOSITION 4.3.1. – SoitL un faisceau sur∂MK .
Il existe une suite spectrale

Ei,j
1 =

∏
c⊂Pi+1

Hj(∂cMK ,L) ⇒ Hi+j(∂MK ,L)

le produit de gauche étant sur les classes deG(Q)-conjugaisonc⊂ Pi+1.

Démonstration. –On utilise le recouvrement fermé fini(∂c1MK)c1⊂P1 du bord∂MK décrit
en 4.2.5. Rappelons quec1 parcourt l’ensemble des classes deG(Q)-conjugaison deQ-sous-
groupes paraboliques propres maximaux deG. La suite spectrale de Leray [16, II, th. 5.2
associée à ce recouvrement fermé est telle que

Ei,j
1 =

∏
S⊂P1

#c(S)=i+1

Hj

( ⋂
c1⊂S

∂c1MK ,L

)
⇒ Hi+j(∂MK ,L)

où le produit porte sur les sous-ensemblesS ⊂ P1 union d’exactementi + 1 classes de
conjugaison. Le lemme 4.2.1 permet de décomposer

Hj

( ⋂
c1⊂S

∂c1MK ,L

)
=

∏
s(c)=S

Hj(∂cMK ,L).

D’où Ei,j
1 =

∏
c⊂Pi+1

Hj(∂cMK ,L). �
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4.3.3. Opérateurs de Hecke
Nous renvoyons à la section 1 pour les notations etdéfinitions des paires, opérateurs et anneaux

de Hecke abstraits. Nous convenons de faire agir les groupes et monoïdes à gauche, et les anneaux

pe

pace
de Hecke à droite. Si bien que, dans ce qui suit, partant d’une action (à gauche) deD−1 ⊃ K ,
nous obtenons une action (à droite) deH(K,D) (sur lesK-invariants par exemple).

SoientK ∈ T etD ⊂G(Af) un sous-monoïde contenantK . Si ξ ∈ D, posonsξK := K ∩ ξK
etKξ := K ∩Kξ.

Le commensurateur d’un sous-groupe ouvert compact deG(Af) est égal àG(Af). L’anneau
de HeckeH(K,D) agit naturellement sur la cohomologie de la variété modulaireMK .
Plus précisément, siL est un Z[D−1]-module, l’opérateurKξK est défini à partir de la
correspondance algébrique

M
ξK(L)

ξ∗ξ−1

G(Q)(x,g∗l) �→G(Q)(x,gξ∗ξ−1.l)
MKξ

(L)

MK(L) MK(L)

M
ξK

ξp

∼
G(Q)(x,g)ξK �→G(Q)(x,gξ)Kξ

·ξ

MKξ

pξ

MK MK

dans laquelle les carrés des deux côtés sont cartésiens. Ainsi le diagramme

H·(M
ξK ,L)

ξ−1

H·(MKξ
,L)

(pξ)∗

H·(MK ,L)

(ξp)∗

KξK
H·(MK ,L)

où (ξp)∗ et (pξ)∗ sont respectivement l’image inverse parξp et la trace depξ, est commutatif.

4.3.4. Comparaison avec la cohomologie des groupes
Afin de donner l’analogue adélique du résultat de comparaison de la cohomologie du grou

ΓK avec celle de l’espaceΓK\X , nous munissons, pour toutZ[D−1]-moduleL, le module
induit indG(Af )L de deux actions qui commutent (nous identifions ce module induit à l’es
des fonctions surG(Af) à valeurs dansL) :

– l’action de G(Q) obtenue par restriction de l’action canonique du groupeG(Af) sur
le module induit :(γs)(g) := s(γ−1g) quels que soientγ ∈ G(Q), s ∈ indG(Af )L et
g ∈G(Af) ;

– et celle deD−1 définie par(ξ−1s)(g) := ξ−1.s(gξ−1), pour toutξ ∈ D, s ∈ indG(Af )L et
toutg ∈G(Af).

En prenant les invariants sous chacune de ces actions nous obtenons :
– d’une part, l’espace

F(L) := F
(
G(Q)\G(Af),L

)
4e SÉRIE– TOME 37 – 2004 –N◦ 2



ALGÈBRES DE HECKE QUASI-ORDINAIRES UNIVERSELLES 195

des fonctions surG(Q)\G(Af) à valeurs dansL. C’est un sous-D−1-module deindG(Af)L,
si bien que les groupes de cohomologieH·(K,F(L)) sont desH(K,D)-modules ;

– et de l’autre, le module induit

au

, le
s

e
s
du

les
indG(Af )
K L = H0

(
K, indG(Af )L

)
.

C’est un sous-G(Q)-module deindG(Af )L, muni naturellement d’une action de l’anne
de HeckeH(K,D) :

s|KξK :=
∑

Kξα∈KξK

(ξα)−1.s

pour toutξ ∈ D et touts ∈ indG(Af)
K L. Cette action commute avec celle deG(Q), si bien

que les groupes de cohomologie

H·(G(Q), indG(Af )
K L

)
sont aussi munis d’une action deH(K,D).

PROPOSITION 4.3.2. – SoientK ∈ T , D ⊂ G(Af) un sous-monoïde contenantK et L un
Z[D−1]-module(à gauche).

Nous avons les isomorphismes canoniques deH(K,D)-modules(à droite) suivants:

H·(K,F(L)
) ∼←H·(MK ,L) ∼→H·(G(Q), indG(Af )

K L
)
.

Démonstration. –Tout d’abord, en degré0, selon les compatibilités détaillées en 4.3.2
groupe des sections globales du système local associé àL s’identifie au groupe des fonction
s ∈F(L) telles que pour toutg ∈G(Af) et toutk ∈ K ,

s
(
G(Q)g

)
∈ LΓgK et s

(
G(Q)gk

)
= k−1.s

(
G(Q)g

)
.

Mais la première relation est une conséquence de la seconde car, pour toutγ ∈ ΓgK :

γg.s
(
G(Q)g

)
= s

(
G(Q)g(γ−1)g

)
= s

(
G(Q)γ−1g

)
= s

(
G(Q)g

)
.

Ainsi H0(K,F(L)) = H0(MK ,L) = H0(G(Q), indG(Af)
K L).

En degré quelconque, les isomorphismes s’obtiennent par décalage car
– le foncteur qui, àL, associe le système local correspondant surMK est un foncteur exact d

la catégorie desD−1-modules dans celle des faisceaux surMK , qui transforme les module
injectifs en faisceaux acycliques pourH·(MK , ·). Cette dernière propriété se déduit
résultat de comparaison sur chaque composante connexe :

H·(ΓgK\X,L
)
� H·(ΓgK ,L).

– F est un foncteur exact de la catégorie desD−1-modules dans elle-même qui conserve
objets injectifs. L’exactitude est immédiate et la conservation des injectifs vient de

HomD

(
·,F(L)

)
= HomD

(
· ⊗Z Z

[
G(Q)\G(Af)

]
,L

)
.
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– indG(Af)
K est un foncteur exact de la catégorie desD−1-modules dans celle des

(G(Q),H(K,D))-bimodules, et transforme les modules injectifs enG(Q)-modules injec-
tifs. La conservation des injectifs résulte de

l du
i

xes

us la

Serre :

ue
HomG(Q)

(
·, indG(Af )

K L
)
= HomK

(
· ⊗Z[G(Q)] Z

[
G(Af)

]
,L

)
et du fait queZ[G(Af)] est unZ[G(Q)]-module libre. �

4.3.5. Descente àMad
K

Nous comparons ici la cohomologie des systèmes locaux sur

Mad
K := G(Q)\Xad ×G(Af)/K

d’une part et surMK d’autre part.
On noterRG = dimRRG− dimRQG la différence entre le rang réel et le rang rationne

radical deG. Selon le théorème de Dirichlet pour les tores [25, cor. 1 du th. 4.14],rRG est auss
le rang du groupe abélien libreΓK ∩RRG(R)+ lorsqueK ∈ T .

COROLLAIRE 4.3.1. – SoientK ∈ T et L un Z[K]-module dont la restriction àΓK ∩
RRG(R)+ est triviale.

On a canoniquementH0(Mad
K ,L) ∼→H0(MK ,L) et il existe une suite exacte longue

0→ H1
(
Mad

K ,L
)
→ H1(MK ,L)→H0

(
Mad

K ,L
)rRG → · · ·

· · ·→Hi
(
Mad

K ,L
)
→ Hi(MK ,L)→ Hi−1

(
Mad

K ,L
)rRG → · · · .

Démonstration. –L’analogue de l’isomorphismeH·(MK ,L) � H·(K,F(L)) pourMad
K est

H·(Mad
K ,L)� H·(Kad,F(L)) oùKad := K/(ΓK ∩RRG(R)+) car ses composantes conne

sont des espacesK(ΓgK/(ΓK ∩RRG(R)+),1). De plusF(L) est unΓK ∩RRG(R)+-module
trivial dont les seuls groupes de cohomologie non triviaux sont

H0
(
ΓK ∩RRG(R)+,F(L)

)
= F(L) et H1

(
ΓK ∩RRG(R)+,F(L)

)
= F(L)rRG

carΓK ∩RRG(R)+ = ZrRG . On obtient donc une suite spectrale de Hochschild–Serre so
forme

Ei,j
2 = Hi

(
Mad

K ,Hj
(
ΓK ∩RRG(R)+,L

))
⇒ Hi+j(MK ,L)

qui dégénère et donne la suite exacte du corollaire.�
4.3.6. Changement de niveau

Nous donnons l’analogue du lemme de Shapiro et de la suite spectrale de Hochschild–

COROLLAIRE 4.3.2. –SoientK ′ ∈ T et K ∈ T deux sous-groupes tels queK ′ ⊂ K et L un
Z[K ′]-module.

Les morphismes canoniques:

H·(MK , indK
K′L

) ∼→H·(MK′ ,L)

sont des isomorphismes.

Démonstration. –C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente puisq
indG(Af )

K indK
K′L = indG(Af )

K′ L. �
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COROLLAIRE 4.3.3. – SoientK ∈ T , D ⊂ G(Af) un sous-monoïde contenantK et L un
Z[D−1]-module(à gauche).

Pour tout sous-groupeK ′ ∈ T distingué, au sens du paragraphe1.2, dans la paire(K,D),

de

neau

e

isque
ur ces

quasi-

s
e

nous avons une suite spectrale:

Ei,j
2 = Hi

(
K/K ′,Hj(MK′ ,L)

)
⇒ Hi+j(MK ,L)

Hecke-équivariante(i.e.H(K,D)-équivariante).

Démonstration. –Ici encore, une conséquence immédiate de la proposition précédente, et
la suite spectrale de Hochschild–Serre Hecke-équivariante du corollaire 1.2.1.�
4.3.7. Torsion par un caractère

SoientK ∈ T , D ⊂ G(Af) un sous-monoïde contenantK et χ : D → A× un morphisme
de monoïdes, trivial surK , à valeurs dans le groupe des éléments inversibles d’un an
commutatifA.

Pour toutA[D−1]-module à gaucheM et toutA⊗ZH(K,D)-module à droiteN , nous notons
– M(χ) le A[D−1]-module à gaucheM tordu parχ : ξ−1.χm = χ(ξ)−1ξ−1.m pour tout

m ∈M et toutξ ∈D ;
– N(χ) le A⊗Z H(K,D)-module à droiteN tordu parχ : n|χKξK := χ(ξ)−1n|KξK pour

toutn ∈N et toutξ ∈ D .

LEMME 4.3.2. – SoientK ∈ T , D ⊂ G(Af) un sous-monoïde contenantK , A un anneau
commutatif etL unA[D−1]-module(à gauche).

Pour tout morphisme de monoïdesχ :D → A× trivial sur K , nous avons un isomorphism
canonique deA⊗Z H(K,D)-modules(à droite) :

H·(MK ,L(χ)
) ∼→H·(MK ,L)(χ).

Démonstration. –En tant queA-modules, les deux modules à comparer sont égaux pu
χ est trivial surK . Il reste à montrer que l’action des opérateurs de Hecke est la même s
modules. Cela résulte deF(L(χ)) = F(L)(χ) puis du calcul sur les cochaînes.�
4.3.8. Réseaux

Le lemme suivant, dont la preuve est standard, sera par exemple appliqué à la partie
ordinaireeqoH·(MK , ·) de la cohomologie

LEMME 4.3.3. – SoientO un anneau commutatif intègre de corps des fractionsK, K un
groupe etL unO[K]-module sansO-torsion.

Si H· est un foncteur cohomologique, de la catégorie desO[K]-modules dans celle de
O-modules, qui commute aux limites inductives, alors, pour touti ∈ N, nous avons la suit
exacte courte deO-modules:

0 → Hi(L)⊗O K/O→Hi(L⊗O K/O) →Hi+1(L)tor → 0.

Si, de plus,Hi+1(L) est de type fini surO alors
– Hi(L⊗O K/O) est fini si et seulement siHi(L⊗O K) = 0 ;
– Hi(L⊗O K/O) est divisible surO si et seulement siHi+1(L) n’a pas de torsion surO ;
– Hi(L ⊗O K/O) = 0 si et seulement siHi(L ⊗O K) = 0 et Hi+1(L) n’a pas de torsion

surO.
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5. Cohomologie quasi-ordinaire

Maintenant,G est un groupe réductif connexe surQ et nous fixons un nombre premierp.

s opéra-

e
la-
ent

gie

ous

st
ants en

de

u

e

Dans cette section, nous utilisons les algèbres de Hecke paraboliques enp de la section 3 et la
comparaison de la proposition 4.3.2entre la cohomologie de la variétéMK et celle du groupe
de niveauK pour contrôler la cohomologie de niveau fini.

Plus précisément, nous commençons par établir une suite spectrale liant, au moyen de
teurs diamants, la cohomologie de niveau de typeΓ0(p∞) à celle de typeΓ1(p∞) (voir th. 5.2.1).
Nous construisons au paragraphe 5.3.2 l’idempotentP-quasi-ordinaireeqo qui découpe la parti
de la cohomologie sur laquelleΛ+

M � NT1 ⊕ · · · ⊕ NTr agit par automorphismes. Les re
tions entre opérateurs de Hecke du lemme 3.3.1, résultant des propriétés de contraction montr
que la cohomologieP-quasi-ordinaire de niveau de typeΓ0(pn) est indépendante du niveaun
(lemme 5.3.2). Il en résulte une suite spectrale (cf. cor. 5.3.2) liant la cohomologieP-quasi-
ordinaire de niveau fini de typeΓ0(pn) à celle de niveau infini de typeΓ1(p∞).

En application de ce dernier résultat, nous donnonsdeux théorèmes comparant la cohomolo
P-quasi-ordinaire de niveau de typeΓ0(pn) à celle de typeΓ1(p∞) (th. 5.4.1 et 5.4.2). Le
premier donne des conditions suffisantes pour avoir un isomorphisme alors que le second, s
des hypothèses plus faibles, donne un morphisme à noyau et conoyau finis.

Hida a montré ces résultats dans le cas du groupe linéaireG = GL(n) dans [19], où il les
appelle théorèmes de contrôle fort et faible.

Notre méthode diffère de [19] par l’utilisation de la suite spectrale du corollaire 5.3.2. C’e
grâce au point de vue adélique que nous avons pu faire apparaître les opérateurs diamp
dans une telle suite spectrale.

Dans la prochaine section, des théorèmes de contrôle, nous déduirons certaines propriétés
l’algèbre de HeckeP-quasi-ordinaire universelle.

5.1. Sous-groupes de niveau

5.1.1. Donnée enp
Nous reprenons les notations suivantes des sections 2 et 3 appliquées au groupeG sur le corps

p-adiqueQp :
– lesQp-groupes paraboliques opposésP�M � U etP− �M � U− du paragraphe 2.3 ;
– la partie bornée et bien placéeΩ de l’immeuble de Bruhat–Tits deG surQp de 2.4 ;
– lesZp-schémas en groupesPΩ = MΩ � UΩ etP−

Ω = MΩ � U−
Ω de 2.4 ;

– les sous-monoïdesRM(Qp)+ ⊂RM(Qp), Λ+
M ⊂ ΛM de 2.4 ;

– l’ensembleTbp de 2.4 ;
– les sous-groupesPΩ(Zp)′ = MΩ(Zp)′ � UΩ(Zp) de 3 ;
– le morphismeσ : RM(Qp) →ΛM de 3.1 ;
– le groupe profini

C := MΩ(Zp)/MΩ(Zp)′ = lim←−
U∈Tbp

CU

et les sous-monoïdesD1,p ⊂ D0,p de 3.1.

5.1.2. Donnée auxiliaire
On noteA

(S)
f l’algèbre des adèles finis, hors d’un ensemble finiS de nombres premiers, d

corpsQ. On note simplementA(p)
f := A

({p})
f .

Nous fixons aussi
– un sous-groupe ouvert compactK(p) deG(A(p)

f ) tel queGΩ(Zp)K(p) est un sous-group
assez petit au sens de (TF),
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– un sous-monoïdeD(p) deG(A(p)
f ) tel que l’anneau de Hecke

H(p) := H(K(p),D(p))

ire de

s

au

au

ont

au
mé des
est commutatif.
D’après [10, I.4.4.9], ou [29], la dernière condition est remplie, par exemple, si la pa

HeckeK(p) ⊂ D(p) est de la forme

K(p) = K̃
∏

l/∈S̃∪{p}

Kl ⊂ D(p) = K̃G
(
A

(S̃∪{p})
f

)

où S̃ est un sous-ensemble fini de nombres premiers distincts dep, l parcours l’ensemble de
nombres premiers hors dẽS ∪ {p}, K̃ est un sous-groupe ouvert compact de

∏
l∈S̃ G(Ql) et

pour toutl /∈ S̃ ∪ {p}, Kl est unsous-groupe spécialde G(Ql), c’est-à-dire le fixateur d’un
point spécial de l’immeuble de Bruhat–Tits élargi (cf. [10, II.5.1.29]) deGQl

.

5.1.3. Anneaux de Hecke adéliques
Nous considérons les sous-groupes

K1 := K(p)PΩ(Zp)′ ⊂ K0 := K(p)PΩ(Zp)

et les sous-monoïdes

D1 := D(p)D1,p ⊂ D0 := D(p)D0,p.

On se reportera en 3.1 pour la définition des sous-monoïdesD1,p etD0,p.
Par la suite, nous noterons souventK∗ ⊂ D∗ l’une des paires de HeckeK1 ⊂ D1, K1 ⊂ D0

ouK0 ⊂ D0.
On identifie un sous-groupeU ∈ Tbp à son image par l’injection canoniqueG(Qp)⊂G(Af).
D’après le paragraphe 1.3, les isomorphismesϕξp de (18) donnent lieu à
– un système projectifH(UK∗,UD∗), indexé parU ∈ Tbp, d’anneaux de Hecke de nive

fini,
– et un morphismeH(K∗,D∗) → (H(UK∗,UD∗))U∈Tbp de l’anneau de Hecke de nive

infini dans ce système projectif.
Selon les propositions 3.1.1 et 3.2.1, les anneaux de Hecke et les morphismes en jeu s
– pour la paire(K1,D1) : les applications identiques

H(p)[Λ+
M]→

(
H(p)[Λ+

M]
)
U∈Tbp

– pour la paire(K1,D0) : les applications

H(p)[Λ+
M][C] →

(
H(p)[Λ+

M][CU ]
)
U∈Tbp

induites par les morphismes quotientsC � CU ,
– pour la paire(K0,D0) : à nouveau les applications identiques

H(p)[Λ+
M]→

(
H(p)[Λ+

M]
)
U∈Tbp

.

On munit les anneauxH(p)[Λ+
M] et H(p)[Λ+

M][CU ] de la topologie discrète, et l’anne
H(p)[Λ+

M][C] de la topologie dont un système fondamental de voisinages de zéro est for
noyaux des morphismesH(p)[Λ+

M][C] � H(p)[Λ+
M][CU ].
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Ainsi, un module surH(p)[ΛM][C] est discret si et seulement si il est discret en tant que
module sur le groupe profiniC.

es

le

ectif

n
s
es

droite de

mor-

i-

i
idérer

s de

e
agissent à
5.2. Cohomologie de niveau infini

5.2.1. Variété modulaire de niveau infini
On noteraMK∗ le système projectif, indexé parU ∈ Tbp, formé des variétés modulair

MUK∗ de niveauUK∗.
Soit U ∈ Tbp. L’ensemble des sous-groupes deU appartenant àTbp est un sous-ensemb

cofinal deTbp.
Si L est unZ[UK∗]-module, on définit formellement la cohomologie du système proj

MK∗ à valeurs dansL par

H·(MK∗ ,L) := lim−→
U′∈Tbp, U′⊂U

H·(MU ′K∗ ,L).

Rappelons que nous notons encoreL le système local défini (cf. 4.3.2) surMU ′K∗ .
Par exactitude du foncteur limite inductive et du fait que toutUK∗-module injectif est aussi u

U ′K∗-module injectif (pour tout sous-groupeU ′ ∈ Tbp deU ), lesH·(MK∗ , ·) sont les foncteur
dérivés à droite deH0(MK∗ , ·), de la catégorie desUK∗-modules dans celle des group
abéliens.

5.2.2. Comparaison avec la cohomologie des groupes
Nous définissons les groupes de cohomologie

H·(K∗, ·) := lim−→
U′∈Tbp, U′⊂U

H·(U ′K∗, ·)

de la catégorie desUK∗-modules dans celle des groupes abéliens.
Par les mêmes arguments qu’au paragraphe précédent, ce sont les foncteurs dérivés à

H0(K∗, ·).
PROPOSITION 5.2.1. – SoientU ∈ Tbp etL unZ[UK∗]-module.
On a un isomorphisme canonique:

H·(MK∗ ,L) ∼→H·(K∗,F(L)
)
.

Démonstration. –C’est l’isomorphisme obtenu par passage à la limite à partir des iso
phismesH·(MUK∗ ,L)� H·(UK∗,F(L)) de la proposition 4.3.2. �
5.2.3. Structure deH(K∗,D∗)-module discret

Soit L un Z[(UD∗)−1]-module. Les applicationsϕξp de (18) étant bijectives, la propos
tion 1.3.1 munit les groupesH·(K∗, ·) d’une structure deH(K∗,D∗)-module discret.

Selon la proposition précédente, il en est de même des groupesH·(MK∗ ,L). Par exemple, s
L est unZ[(UD0)−1]-module, la remarque de la fin du paragraphe 5.1.3 permet de cons
les groupesH·(MK1 ,L) comme desC-modules discrets et de considérer les groupe
cohomologie continue

H·(C,H·(MK1 ,L)
)
.

Les éléments deC sont la généralisation desopérateurs “diamants”classiques, ou plutôt d
leurs inverses puisque nous les avons traités comme des opérateurs de Hecke, lesquels
droite.
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5.2.4. Suite spectrale de changement de niveau
THÉORÈME 5.2.1. – SoientU ∈ Tbp etL un Z[(UD0)−1]-module.
On a une suite spectraleH(p)[Λ+

M]-équivariante:

pon-

que

lité

upe la

s de
Ei,j
2 = Hi

(
C,Hj(MK1 ,L)

)
⇒ Hi+j(MK0 ,L).

Démonstration. –D’après la proposition 5.2.1, il suffit de prouver la suite spectrale corres
dante en remplaçant les cohomologiesH·(MK∗ , ·) parH·(K∗, ·).

On se place d’abord en degré zéro.
Selon la proposition 3.2.1, pour tout sous-groupeU ′ ∈ Tbp deU , le sous-groupeU ′PΩ(Zp)′

est distingué dans la paireU ′PΩ(Zp)⊂ U ′D0. Comme dans le théorème 1.2.1, on en déduit
l’égalité

H0
(
CU ′ ,H0(U ′K1,L)

)
= H0(U ′K0,L)

est équivariante sousH(U ′K0,U
′D0) = H(p)[Λ+

M]. Par passage à la limite, on obtient l’éga
H(p)[Λ+

M]-équivariante

H0
(
C,H0(K1,L)

)
= H0(K0,L).

Pour obtenir la suite spectrale, il suffit maintenant de montrer que le foncteurH0(K1, ·)
transforme tout(UD0)−1-module injectifI en un module discret acyclique pourH·(C, ·).

SoitI un tel module. PuisqueZ[UD0] est un module (à gauche) libre surZ[U ′K0] (U ′ ∈ Tbp,
U ′ ⊂ U ), les isomorphismes

HomCU′

(
·,H0(U ′K1, I)

)
�HomCU′

(
·,HomU ′K0

(
Z[CU ′ ], I

))
�HomU ′K0(·, I)

�Hom(UD0)−1

(
· ⊗Z[U ′K0] Z[UD0], I

)
montrent queH0(U ′K1, I) est unCU ′ -module injectif. D’où

H·(C,H0(K1, I)
)
� lim−→

U′∈Tbp, U′⊂U

H·(CU ′ ,H0(U ′K1, I)
)
= 0. �

5.3. Quasi-ordinarité

Dans cette sous-sectionO est un anneau local, noethérien et hensélien. On noteH(p)
O :=

H(p) ⊗Z O.

5.3.1. Construction d’idempotents
Le lemme d’algèbre commutative suivant permet de construire l’idempotent qui déco

partie quasi-ordinaire dans la cohomologie de la variété modulaire.

LEMME 5.3.1. –SoientR un anneau local hensélien eth uneR-algèbre commutative.
On supposeh munie d’une topologie linéaire dont un système fondamental de voisinage0

est formé d’idéauxI ⊂ h tels queh/I est une algèbre finie surR.
Alors l’algèbre séparée complétéêh de h est un produit(éventuellement infini) d’anneaux

locaux.

Remarquons qu’aucune hypothèse n’est faitequant à la compatibilité entre la topologie deh
et celle de l’anneau localR.
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Démonstration. –NotonsT un système fondamental de voisinages de0 deh ayant la propriété
de l’énoncé etM l’ensemble des idéaux maximaux deh.

PuisqueR est local, toute algèbre finieR′ surR est semi-locale [9, V, §2, prop. 1 et prop. 3].
la

e

artie

de

t
l

tal

e

ts

si-

ives

s

s

De plus, d’après l’hypothèse hensélienne [26, I.1, prop. 3], l’algèbreR′ se décompose sous
forme du produit des localisées en ses idéaux maximaux.

En particulier, pour toutI ∈ T , l’algèbreh/I se décompose sous la forme

h/I �
∏

m∈M
hm/Ihm

où les composantes pour lesquellesI �⊂ m sont triviales.
En passant à la limite projective surI ∈ T , on obtient

ĥ ∼→
∏

m∈M
ĥm avec ĥm := lim←−

I∈T
hm/Ihm = lim←−

I∈T , I⊂m

hm/Ihm.

Si m est un idéal ouvert alors l’anneaûhm est local car, six /∈ mĥm, son image dans chaqu
hm/Ihm (I ⊂ m) est inversible, doncx est inversible.

Si m n’est pas ouvert, alorŝhm = 1. �
COROLLAIRE 5.3.1. – Sous les mêmes hypothèses que le lemme précédent, à toute pS

deh est associé un unique idempotente ∈ ĥ tel que, dans la décomposition̂h = eĥ⊕ (1 − e)ĥ,
tous les élément deeS := {es}s∈S sont inversibles danseĥ et il existe au moins un élément
(1− e)S qui est topologiquement nilpotent dans(1− e)ĥ.

Démonstration. –Grâce au lemme précédent, il suffit de définire comme étant l’idempoten
dont les composantes sont nulles exactement sur les facteursĥm tels quem est un idéal maxima
de ĥ rencontrant l’image deS. �
5.3.2. L’idempotent quasi-ordinaire

On munit laO-algèbreO[Λ+
M] du monoïdeΛ+

M de la topologie dont un système fondamen
de voisinages de0 est formé de tous les idéauxI ⊂O[Λ+

M] tels queO[Λ+
M]/I est uneO-algèbre

finie. Ce système forme bien une base de filtre carO est noethérien. SoitO[Λ+
M] l’algèbre séparé

complétée deO[Λ+
M] pour cette topologie, eteqo ∈O[Λ+

M] l’ idempotent quasi-ordinaireassocié,
grâce au corollaire 5.3.1, à la partieΛ+

M ⊂O[Λ+
M].

La partie quasi-ordinaired’un O[Λ+
M]-module M est le projetéeqoM . Selon le corol-

laire 5.3.1,M se décompose ainsi enM = eqoM ⊕ (1 − eqo)M de telle sorte que les élémen
deΛ+

M agissent par isomorphismes sureqoM alors qu’un élément, au moins, deΛ+
M agit par un

endomorphisme topologiquement nilpotent sur(1− eqo)M . Si h est un anneau et siM est muni

d’une structure de(O[Λ+
M],h)-bimodule alors la décomposition précédente est une décompo

tion deh-module.
PuisqueO est noethérien, lesO[Λ+

M]-modules discrets sont exactement les limites induct
deO[Λ+

M]-modules de type fini surO.
Par exemple, siU ∈ Tbp et siL est unO[(UD∗)−1]-module de type fini surO alors les groupe

de cohomologie

H·(MUK∗ ,L) et H·(MK∗ ,L)

sont desO[Λ+
M]-modules discrets. L’idempotent quasi-ordinaireeqo décompose donc ce

H(K∗,D∗)-modules discrets.
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5.3.3. Un lemme de Hida
Nous montrons maintenant le lemme d’indépendance du niveau de la cohomologieP-quasi-

ordinaire. Il résulte des relations entre opérateurs de Hecke données au lemme 3.3.1. La méthode

i-

ur
s
s sous-

re :

t de

si-

a, il faut
est due à Hida dans les casG = GL(2) (cf. [18, (8.8)]) etG = GL(n) (cf. [19, (4.7b)]).

LEMME 5.3.2. – SoitL unO[(UD0)−1]-module de type fini surO.
Les applications canoniquesH·(MUK0 ,L) → H·(MK0 ,L) induisent, sur les parties quas

ordinaires, des isomorphismes deH(p)
O -modules.

Démonstration. –D’après la proposition 5.2.1, il suffit de montrer les isomorphismes

eqoH·(UK0,L) ∼→ eqoH·(K0,L).

Selon le lemme 3.3.1, pour tout sous-groupeU ′ ∈ Tbp de U , il existe ξ ∈ σ(Λ+
M) tel que les

triangles du diagramme

H·(U ′K0,L)
U ′K0ξU ′K0

U ′K0ξUK0

H·(U ′K0,L)

H·(UK0,L)

UK01U ′K0

UK0ξUK0 H·(UK0,L)

UK01U ′K0

sont commutatifs. Puisque les opérateursUK0ξUK0 etU ′K0ξU
′K0 sont des isomorphismes s

les parties quasi-ordinaires, les morphismes de restrictionUK01U ′K0 induisent, sur les partie
quasi-ordinaires, des isomorphismes. On conclut par passage à la limite inductive sur le
groupesU ′ ∈ Tbp deU . �
5.3.4. Suite spectrale quasi-ordinaire

En corollaire du théorème 5.2.1 et du lemme précédent, on a la suite spectrale quasi-ordinai

COROLLAIRE 5.3.2. – SoientU ∈ Tbp etL unO[(UD0)−1]-module de type fini surO.

On a une suite spectraleH(p)
O -équivariante:

Ei,j
2 = Hi

(
C,eqoHj(MK1 ,L)

)
⇒ eqoHi+j(MUK0 ,L).

Démonstration. –Puisque la projection quasi-ordinaire est un foncteur exact, il suffi
montrer que la cohomologie du groupe profiniC commute à la projection quasi-ordinaire :

eqoH·(C,L)� H·(C,eqoL)

pour tout(O[Λ+
M],C)-bimoduleL (discret pourC). Ce qui est immédiat grâce à la décompo

tion

H·(C,L) = H·(C,eqoL)⊕H·(C, (1− eqo)L
)

puisque,eqo agissant par l’identité sureqoL et, par l’application nulle sur(1 − eqo)L, il en est
de même sur leurs groupes de cohomologie respectifs.�
5.4. Théorème de contrôle abstrait

Dans cette sous-section, nous démontrons le théorème de contrôle “abstrait”. Pour cel
d’abord établir quelques lemmes.
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5.4.1. Version duale du lemme de Nakayama
Le groupe abélien profiniC est produit d’un pro-p-groupeCp par un groupe finiC(p) d’ordre

premier àp.

,
l

au

s

si
On notepC l’idéal premier noyau du morphisme d’augmentation

Zp[[Cp]]→ Zp

etmC l’idéal maximalmC := pC + pZp[[Cp]].

LEMME 5.4.1. – La topologie deZp[[Cp]] coïncide avec la topologiemC -adique.

Démonstration. –Par définition,

Zp[[Cp]] = lim←−
n,U

(Z/pnZ)[Cp/U ]

oùn parcourtN∗ etU parcourt l’ensemble des sous-groupes ouverts deCp ; il faut montrer que
pour de telsn et U , le noyau de la projection naturelle(Z/pnZ)[Cp/U ] � Z/pZ est un idéa
nilpotent.

Le noyau du morphisme(Z/pnZ)[Cp/U ] � (Z/pZ)[Cp/U ] étant nilpotent, on est ramené
casn = 1.

Et, sipN est l’ordre dup-groupeCp/U alors, dans(Z/pZ)[Cp/U ], on a

∀γ ∈ Cp/U, (γ − 1)pN

= γpN − 1 = 0.

Ce qui montre bien que l’idéal d’augmentation de(Z/pZ)[Cp/U ] est nilpotent. �
Si M est un module sur un anneauA et I un idéal deA, on noteM [I] le sous-module de

éléments deM annulés parI.

LEMME 5.4.2. – SoientA un anneau commutatif etI un idéal deA.
MunissantA de la topologieI-adique, siM est unA-module topologique discret et

M [I] = 0, alorsM = 0.

Démonstration. –En appliquantHomA(·,M) à la suite exacte courte

0 → In ⊗A A/I → A/In+1 →A/In → 0

oùn ∈ N, nous obtenons la suite exacte

HomA

(
In,M [I]

)
←M [In+1]← M [In] ← 0.

Ce qui montreM [In+1] = M [In].
Or selon les hypothèses,

M = lim−→n
M [In] et M [I] = 0,

doncM = 0. �
5.4.2. Cohomologie desC-modules discretsp-primaires

LEMME 5.4.3. – Soientp un nombre premier etM unC-module discretp-primaire.
SiH0(C,M) = 0 alorsH0(C(p),M) = 0 etHi(C,M) = 0 pour touti.
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Démonstration. –On poseN = H0(C(p),M).
Si H0(C,M) = 0 alors, a fortiori,N [mC ] = 0 et le lemme 5.4.2 impliqueN = 0.
PuisqueM est p-primaire, la suite spectrale de Hochschild–Serre donne immédiatement

otype
le

tie

le

nnulés
H·(C,M) = H·(Cp,N) = 0. �
LEMME 5.4.4. – Soientp un nombre premier etM unCp-module discretp-primaire.
SiM est de cotype fini surZp[[Cp]] alors, pour tout sous-groupe ferméC′ deCp, les groupes

H·(C′,M) sont de cotype fini surZp[[Cp/C′]].

Démonstration. –PuisqueZp[[Cp]] est noethérien, les sous-quotients des modules de c
fini sont aussi de cotype fini. Ainsi, par dévissage du pro-p-groupeC′, et grâce à la suite spectra
de Hochschild–Serre, on se ramène aux casC′ = Zp ouC′ est unp-groupe.

LorsqueC′ est fini, le résultat est évident.
Dans le premier cas,C′ est de dimension cohomologique1 et les groupesH0(C′,M) et

H1(C′,M) sont respectivement (cf. [31, chap. XIII, §1]) le noyau et le conoyau de l’homothé
de rapportγ − 1 de M , où γ est un générateur topologique deC′. D’où les finitudes
annoncées. �

LEMME 5.4.5. – Soientp un nombre premier etM unC-module discretp-primaire.
SiH0(C,M) est fini, alors les groupes de cohomologieHi(C,M) sont finis, pour touti.

Démonstration. –On pose encoreN = H0(C(p),M).
Si H0(C,M) est fini alors, a fortiori,N [mC ] et son dualN∨/(mCN∨) sont finis. Le lemme

de Nakayama topologique montre queN est unZp[[Cp]]-module de cotype fini. Et selon
lemme 5.4.4, les groupes de cohomologieH·(Cp,N) = H·(C,M) sont de cotype fini surZp.
Pour avoir la finitude de ces groupes de cohomologie, il suffit donc de montrer qu’il sont a
par une puissance dep.

La finitude deH0(C,M)∨ = N∨/(pCN∨) donne aussi

(
N∨ ⊗Zp[[Cp]] Zp[[Cp]]pC

)
⊗Zp[[Cp]]pC

Qp = N∨/(pCN∨)⊗Zp Qp = 0

d’où, d’après le lemme de Nakayama, la nullité deN∨⊗Zp[[Cp]] Zp[[Cp]]mC . Ce qui signifie qu’il
existef ∈ Zp[[Cp]] n’appartenant pas àpC qui annuleN∨ (etN ). La réduction def modulopC

annule donc la cohomologieH·(Cp,N) = H·(C,M). �
5.4.3. Théorème de contrôle

Dorénavant,O est intègre et de caractéristique résiduellep. SoitK son corps des fractions.
Si L etM sont deuxO-modules, on note parfoisL(M) := L⊗O M .

THÉORÈME 5.4.1. – SoientU ∈ Tbp etL unO[(UD0)−1]-module, libre de type fini surO.
Soitq ∈ N tel que

∀i < q, eqoHi
(
MUK0 ,L(K)

)
= 0 et eqoHi+1(MUK0 ,L)tor = 0.

Alors,

∀i < q, H0
(
C(p), eqoHi

(
MK1 ,L(K/O)

))
= 0,

eqoHq
(
MUK0 ,L(K/O)

) ∼→H0
(
C,eqoHq

(
MK1 ,L(K/O)

))
est un isomorphisme deH(p)

O .
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Démonstration. –Selon le lemme 4.3.3, les hypothèses sont équivalentes à la nullité des
eqoHi(MUK0 ,L(K/O)), pouri < q.

La suite spectrale

e

nitude

du para-

8],
nitude
Hi
(
C,eqoHj

(
MK1 ,L(K/O)

))
⇒ eqoHi+j

(
MUK0 ,L(K/O)

)
du corollaire 5.3.2 et le lemme 5.4.3 appliqués àeqoHj(MK1 ,L(K/O)) donnent, par récurrenc
surj < q, les annulations

H0
(
C(p), eqoHj

(
MK1 ,L(K/O)

))
= 0,

H0
(
C,eqoHj

(
MK1 ,L(K/O)

))
= 0.

Et la suite spectrale donne finalement l’isomorphisme annoncé.�
THÉORÈME 5.4.2. – SoientU ∈ Tbp etL unO[(UD0)−1]-module, libre de type fini surO.
Soitq ∈ N tel que

∀i < q, eqoHi
(
MUK0 ,L(K)

)
= 0.

Alors,

∀i < q, H0
(
C(p), eqoHi

(
MK1 ,L(K/O)

))
est fini, et

eqoHq
(
MUK0 ,L(K/O)

)
→ H0

(
C,eqoHq

(
MK1 ,L(K/O)

))
est un morphisme deH(p)

O -modules, à noyau et conoyau finis.

Démonstration. –Selon le lemme 4.3.3 encore, les hypothèses sont équivalentes à la fi
deseqoHi(MUK0 ,L(K/O)), pouri < q.

La suite spectrale du corollaire 5.3.2 et le lemme 5.4.5 appliqués à

eqoHj
(
MK1 ,L(K/O)

)
montrent, par récurrence surj < q, la finitude de

H0
(
C,eqoHj

(
MK1 ,L(K/O)

))
.

La suite spectrale donne donc le morphisme à noyau et conoyau finis annoncé.�

6. Algèbre de Heckep-adique universelle

Nous conservons les données de la section précédente et supposerons à partir
graphe 6.3.1 que le groupe adjointGad possède des séries discrètes.

Cette dernière section est consacrée à l’algèbre de HeckeP-quasi-ordinaire universellehqo.
Cette algèbre dépend d’une représentation algébrique irréductible du groupeG. C’est l’algèbre
engendrée par les opérateurs diamants et les opérateurs de Hecke hors dep agissant sur la
cohomologie intérieureP-quasi-ordinaire, de degré médian et de niveau infini de typeΓ1(p∞),
à valeurs dans un modulep-adique construit à partir de la représentation fixée.

Un résultat d’annulation de la cohomologie en basdegré dû, indépendamment, à L. Saper [2
J.-S. Li et J. Schwermer [23], permet de déduire du théorème 5.4.2 de contrôle faible la fi
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dehqo sur l’algèbre de Hida–IwasawaΛ (prop. 6.4.1). Sous une condition d’absence dep-torsion
dans la cohomologie, nous déduisons aussi du théorème 5.4.1 de contrôle fort que laΛ-algèbre
hqo est sans torsion (cor. 6.4.1). L’indépendance du poids établie au cor. 6.2.1 est un ingrédient

èmes de

n

ant de
ous-
neau

dinaire

ntations

n

urs de
rps de

i

oids

fini par
commun à ces deux résultats.
En application, le dernier paragraphe est consacré à la construction de familles de syst

valeurs propresP-quasi-ordinaires.
Ces résultats ont été montrés par Hida pourG = GL(n) dans [20] et par Tilouine et Urba

pourG = GSp(4) dans [34].
Nous reprenons donc les notations et hypothèses de la section précédente, en suppos

plus que la partie bien placéeΩ est réduite à un point spécial de l’immeuble, si bien que le s
groupe spécialGΩ(Zp) donne lieu à une décomposition de Cartan. Nous fixons aussi l’an
d’entiersO d’une sous-extension finieK d’une clôture algébriqueQp deQp

– contenant les racinesn-ièmes de l’unité,n étant l’exposant (i.e. le plus petit commun
multiple des ordres des éléments) deC(p) ;

– et qui déploieGQp .
La première hypothèse servira pour établir la finitude de l’algèbre de Hecke quasi-or

universelle sur l’algèbre de Hida–Iwasawa.

6.1. Coefficients

6.1.1. Induction algébrique
Nous renvoyons au livre de Jantzen [21] pour les résultats concernant les représe

algébriques.
Soitρ :MΩ →GL(V (O)) une représentationO-algébrique deMΩ sur unO-module libre de

rang finiV (O). On l’identifie à la représentation dePΩ, triviale surUΩ, obtenue par compositio
avec la projection naturellePΩ � MΩ.

Soit L(ρ,K) := indGK
PK

ρ le module de la représentationK-algébrique deG induite [21, I.3.3]
à partir deρ. En notantK(G) la K-algèbre des fonctionsK-algébriques surGK, L(ρ,K) est le
K-espace vectoriel formé des fonctionsf ∈K(G)⊗O V (O) telles que

∀(g, t, n) ∈G(K) ×M(K)×U(K), f(gtn) = ρ(t)−1f(g)

muni de l’action algébrique donnée par(gf)(h) = f(g−1h) quels que soientf ∈ L(ρ,K) et
g, h∈G(K).

On suppose queρ, en tant que représentationK-algébrique deM, est irréductible et que le
module induitL(ρ,K) est non nul.

D’après [14, II.2.3.1], une représentation algébrique irréductible sur un corps est toujo
dimension finie. De plus, les représentations algébriques d’un groupe réductif sur un co
caractéristique nulle sont semi-simples (cf. [21, II.5.6]).

PuisqueGK est déployé, il existe un tore maximalT deZ défini et déployé surK. C’est auss
un tore maximal deG, contenu dansM. On choisit un sous-groupe de BorelB− deG défini
surK, contenu dansP− et contenantT.

Selon [21, II.2.1-7], la représentationρ étant irréductible, elle possède un plus grand p
χρ ∈ X∗(T) dominant pour l’ordre défini par le sous-groupe de BorelB− ∩M deM. L’induite
L(ρ,K) est non nulle si et seulement si ce caractère est même dominant pour l’ordre dé
B−. Dans ce cas,L(ρ,K) est aussi irréductible etχρ est aussi son plus grand poids.
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6.1.2. Construction d’un réseau
Soit U ∈ Tbp. Nous allons maintenant plongerL(ρ,K) dans un ensemble de fonctions

continues sur un espacep-adiqueYU et définir un réseau. Considérons le sous-espacep-adique

ans

t
e

ec

n

YU := UMΩ(Zp)U(Qp)/U(Qp)⊂G(Qp)/U(Qp).

L’espaceU étant un ouvertp-adique deG(Qp), il est Zariski-dense dansG(K). D’où l’injection
de la première ligne dans le carré cartésien

L(ρ,K) C(YU , V (K))

LU (ρ,O) C(YU , V (O))

définissant le réseauLU (ρ,O) ⊂ L(ρ,K). Le O-module conoyau de la seconde ligne est s
torsion (donc plat) car il s’injecte dans leK-espace vectoriel conoyau de la première ligne.

Pour toutO-moduleM , on noteV (M) := V (O)⊗O M et

LU (ρ,M) := LU (ρ,O)⊗O M ↪→C
(
YU , V (O)

)
⊗O M.

Ainsi on a

LU (ρ,K) = L(ρ,K),

LU (ρ,K/O) = L(ρ,K)/LU (ρ,O) = lim−→r
LU (ρ, p−rO/O).

6.1.3. Action par conjugaison
PourU ∈ Tbp, nous décrivons maintenant une première action du monoïdeRM(Qp)+ (défini

en 2.4) surYU . L’action (ξ, g) �→ ξg de M(Qp) par conjugaison surG(Qp) passe au quotien
G(Qp)/U(Qp). La décomposition (13) et la propriété (14) montrent que le sous-ensembl

YU =
(
U ∩U−

Ω(Zp)
)
MΩ(Zp)U(Qp)/U(Qp) ⊂G(Qp)/U(Qp)

est stable par le sous-monoïdeRM(Qp)+ deM(Qp).
Remarquons que, pourξ ∈ RM(Qp) ∩ MΩ(Zp), l’action ainsi définie ne coïncide pas av

l’action deUPΩ(Zp) par multiplication à gauche surYU . Afin d’étendre l’action deUPΩ(Zp)
surYU en une action du monoïdeUD0,p nous devons faire un choix et tordre cette action.

6.1.4. Modification de l’action
On définit le morphisme de monoïdes

δ :UD0,p � UPΩ(Zp)\UD0,p/UPΩ(Zp)
∼← σ

(
Λ+

M

)
uξp �→UPΩ(Zp)ξUPΩ(Zp) �→ δ(uξp) = ξ

par δ(uξp) = ξ où u ∈ U , ξ ∈ σ(Λ+
M) et p ∈ PΩ(Zp). C’est une rétraction de l’inclusio

σ(Λ+
M)⊂ UD0,p. On étend l’action par multiplication à gauche deUPΩ(Zp) surG(Qp) en une

action, notée∗, deUD0,p parξ ∗ g := ξgδ(ξ)−1. Cette action passe au quotientG(Qp)/U(Qp)
et, d’après le paragraphe précédent, elle stabiliseYU .
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6.1.5. Action sur les espaces de fonctions
Ainsi, pour toutO-moduleM , l’espace de fonctionsC(YU ,M) est un module sur(UD0,p)−1 :( ) ( ) ( )

l

-
ue de

s

e
e

(ξ−1 ∗ f) gU(Qp) := f ξ ∗ gU(Qp) = f ξgδ(ξ)−1U(Qp)(21)

quels que soientf ∈ C(YU ,M), ξ ∈ UD0,p et gU(Qp) ∈ YU .
De plusLU (ρ,M) ⊂ C(YU ,M) est un sous-Z[(UD0,p)−1]-module carσ(Λ+

M) est centra
dansM(Qp).

On remarque que sif ∈ L(ρ,K), on aξ−1 ∗ f = (ωρ ◦ δ)(ξ)(ξ−1f), oùωρ ∈ X∗(RM) est le
caractère central deρ.

6.1.6. Décomposition selon l’action deRM
PuisqueG est déployé surK, le radicalRM deM est un toreK-déployé, si bien que la re

présentation algébrique induite,L(ρ,K), se décompose, en tant que représentation algébriq
M, sous la forme d’une somme directe

L(ρ,K) =
⊕

χ∈X∗(RM)

L(ρ,K)[ωρχ]

oùRM agit sur la composanteL(ρ,K)[ωρχ] par le caractèreωρχ.
Soit X∗(RM)+ le sous-monoïde des caractères deRM qui sont combinaison linéaire de

caractères intervenant dans la représentation adjointe deRM sur l’algèbre de Lie deU.
Puisque le plus grand poidsχρ, pour l’ordre défini parB−, deL(ρ,K) coïncide surRM avec

le caractère centralωρ deρ, seules les composantes correspondant aux caractèresχ ∈X∗(RM)+

peuvent être non nulles.
Selon la formule (21), on at−1 ∗ f = χ(t)−1f pour toutt ∈ σ(Λ+

M) et toutf ∈ L(ρ,K)[ωρχ].
De plus, pour tout caractèreχ ∈X∗(RM)+, par définition deRM(Qp)+ (cf. égalité (11)), on a
ω(χ(t)) � 0, ω étant la valuation deK.

6.2. Indépendance du poids

On fait agir les monoïdesU ′D0 (U ′ ∈ Tbp) à travers la projection sur la composantep-adique
U ′D0 � U ′D0,p.

6.2.1. CaractèresO-arithmétiques
Un caractèreO-arithmétiquedeMΩ est un caractèrep-adique continu

MΩ(Zp)→O×

qui coïncide, sur un voisinage de l’unité, avec un caractèreO-algébrique deMΩ. Un tel caractère
s’écrit de manière unique comme le produitεχ :

– d’un caractèreO-algébriqueχ deMΩ,
– et d’un caractère fini continuε :MΩ(Zp)→O×.
On noteO(εχ) la O[[C]]-algèbre dont laO-algèbre sous-jacente estO, munie du morphism

structuralO[[C]] � O induit par le caractère(εχ)−1. Soit pεχ l’idéal premier noyau de c
morphisme.

Pour toutO[[C]]-module (resp.touteO[[C]]-algèbre)M , on noteraM(εχ) le O[[C]]-module
(resp.O[[C]]-algèbre) tordu parχ :

M(εχ) := M ⊗O O(εχ).
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On notera aussi, pour unO[[C]]-moduleM :

M [εχ] := H0
(
C,M(εχ)

)
=

{
m ∈M | ∀c ∈ C, cm = (εχ)(c)m

}
.

le
i

ir
u

on

du

e

On dit que le caractèreεχ est dominant par rapport àρ si et seulement si le modu
L(ρ ⊗ χ,K) est non nul, c’est-à-dire si le caractèreχχρ deT est dominant pour l’ordre défin
parB−.

6.2.2. Torsion des coefficients par un caractère fini
On noteTbp(ε) l’ensemble des sous-groupesU ′ ∈ Tbp tels que le caractère continu finiε se

factorise à traversCU ′ , i.e.U ′ ∩MΩ(Zp) ⊂ kerε.
Pour un telU ′, ε peut être étendu de manière unique en un caractère (encore notéε) de

U ′D0,p par la formuleε(utmn) = ε(m), quels que soientu ∈ U ′, t ∈ σ(Λ+
M), m ∈ MΩ(Zp)

etn ∈UΩ(Zp). Ce caractère est trivial surU ′D1,p.
Si U ∈ Tbp contientU ′, LU (ρ ⊗ εχ, ·) désigne leZ[(U ′D0,p)−1]-module obtenu à part

de LU (ρ ⊗ χ, ·) en tordant l’action de(U ′D0,p) par le caractèreε de la manière définie a
paragraphe 4.3.7.

6.2.3. Torsion des coefficients par un caractèreO-algébrique
Pour toutr � 0, soit Tbp(r) l’ensemble des sous-groupesU ′ ∈ Tbp tels queU ′ ∩ MΩ(Zp)

est contenu dans le sous-groupe de congruence principal noyau du morphisme de réducti
MΩ(Zp) � MΩ(Z/prZ).

Pour un tel sous-groupeU ′, toute action deMΩ(Z/prZ) peut s’étendre en une action
monoïde(U ′D0,p)−1 au moyen de l’application

U ′D0,p →MΩ(Z/prZ)

utmn �→mmodpr

quels que soientu ∈ U ′, t ∈ σ(Λ+
M), m ∈MΩ(Zp) etn ∈UΩ(Zp).

On étend ainsi l’actionρ de MΩ(Z/prZ) sur V (p−rO/O) en une action du monoïd
(U ′D0,p)−1.

De plus, on noteV (p−rO/O)(χ) le même module muni de l’action tordue de(U ′D0,p)−1

définie par(utmn)−1 �→ (ρ⊗ χ)(m)−1 modpr.

PROPOSITION 6.2.1. – Soitχ un caractèreO-algébriqueρ-dominant deMΩ.
Pour toutU ∈ Tbp, on a un isomorphisme naturel deH(p)[[C]]-modules

eqoH·
∗
(
MK1 ,LU (ρ⊗ χ,K/O)

)
� lim−→

r,U′
eqoH·

∗
(
MU ′K1 , V (p−rO/O)

)
(χ)

où la limite inductive porte surr � 0 et sur les sous-groupesU ′ ∈ Tbp(r) deU etH·
∗ désigne la

cohomologie totale, du bord, à support compact ou bien intérieure deM.

Démonstration. –L’application canonique de l’induite

L(ρ,K) � V (K)

induit le morphisme d’évaluation au point1U(Qp) ∈ YU :

LU (ρ⊗ χ,K/O)⊂ C
(
YU , V (K/O)

)
→ V (K/O).
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Pour tout sous-groupeU ′ ∈ Tbp deU , l’action deUD0,p surYU passe au quotientYU/U ′ défini
par

′ ′

e

e
n

n par

de
YU/U ′ := UPΩ(Zp)/U UΩ(Zp) = U \UMΩ(Zp)U(Qp)/U(Qp).

Ainsi le sous-espace des fonctions qui passent au quotient :

LU/U ′(ρ⊗ χ, ·) := LU (ρ⊗ χ, ·)∩ C(YU/U ′ , ·)

est stable sous(UD0)−1. Puisque

UPΩ(Zp) = lim←−
U′∈Tbp, U′⊂U

UPΩ(Zp)/U ′

est profini etK/O est discret, le morphisme d’évaluation précédent est la limite inductiv
(indexée parr � 0 et U ′ ∈ Tbp(r), U ′ ⊂ U ) des morphismes d’évaluation en1U ′UΩ(Zp) ∈
YU/U ′ suivants :

LU/U ′(ρ⊗χ, p−rO/O) � V (p−rO/O)(χ).

On remarque que ces morphismes sont(U ′D0)−1-équivariants.
PourU ′ ⊂ U fixés, selon le lemme 3.3.1 et la définition deYU/U ′ donnée plus haut, il exist

t ∈ σ(Λ+
M) tel quet ∗ YU/U ′ = U ′PΩ(Zp)/(U ′UΩ(Zp)). Le noyau du morphisme d’évaluatio

précédent est donc annulé par cet. D’où l’isomorphisme

eqoH·
∗
(
MU ′K1 ,LU/U ′(ρ⊗ χ, p−rO/O)

)
� eqoH·

∗
(
MU ′K1 , V (p−rO/O)(χ)

)
.

En passant à la limite inductive, et en utilisant le lemme 4.3.2, on obtient l’isomorphisme

eqoH·
∗
(
MK1 ,LU (ρ⊗ χ,K/O)

)
� lim−→

r,U′
eqoH·

∗
(
MU ′K1 , V (p−rO/O)

)
(χ)

où la limite inductive porte sur lesr � 0 et les sous-groupesU ′ ∈ Tbp(r) deU . En effet, dans le
membre de droite, on a pu intervertir le passage aux parties quasi-ordinaires et la torsioχ
car le caractère deU ′D0,p, étendu à partir deχ, par lequel on tord, est trivial surσ(Λ+

M). �
On noteh·

∗,U,qo(K1, ρ ⊗ εχ) la sous-O[[C]]-algèbre engendrée par l’image de l’anneau

Hecke abstraitH(p) dans l’algèbre des endomorphismes duO[[C]]-module

eqoH·
∗
(
MK1 ,LU (ρ⊗ εχ,K/O)

)
.

COROLLAIRE 6.2.1. – Soitεχ un caractèreO-arithmétiqueρ-dominant deMΩ.
Pour toutU ∈ Tbp(ε), on a un isomorphisme deH(p)[[C]]-modules

eqoH·
∗
(
MK1 ,LU (ρ⊗ εχ,K/O)

)
� eqoH·

∗
(
MK1 ,LU (ρ,K/O)

)
(εχ).

Ce qui induit un isomorphisme deO[[C]]-algèbres:

h·
∗,U,qo(K1, ρ⊗ εχ)� h·

∗,U,qo(K1, ρ)(εχ).

Démonstration. –Par définition du moduleLU (ρ⊗ εχ) et d’après le lemme 4.3.2, on a

eqoH·
∗
(
MK1 ,LU (ρ⊗ εχ,K/O)

)
� eqoH·

∗
(
MK1 ,LU(ρ⊗χ,K/O)

)
(ε).

Ce corollaire est donc une conséquence immédiate de la proposition précédente.�
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6.3. Résultats d’annulation de la cohomologie

On suppose dorénavant queK est le complété, en une place au-dessus dep, d’un corps de

es.

me

e

3],

ltat
et

es

poids

le
groupes

t

poids
nombreK0 qui déploieG.

6.3.1. Hypothèse de Harish-Chandra
Nous supposons aussi désormais que le groupe adjointGad deG possède des séries discrèt

Selon Harish-Chandra, cette hypothèse équivaut à l’égalité entre le rang (absolu) deGad et celui
de ses sous-groupes compacts maximauxKad

R ⊂Gad(R).
Puisque la dimension et le rang réductif (absolu) d’un groupe réductif ont même parité (com

on le voit sur la grosse cellule), l’existence de séries discrètes pourGad implique que son
domaine symétriqueXad est de dimension (réelle) paire. Nous noterons2d cette dimension.

De plus, l’existence de séries discrètes est vérifiée, par exemple, lorsqueG admet une donné
de Shimurah :RC/RGm→GR. En effet, tout tore maximal deGad

R contenant l’image deh est
inclus dans le centralisateur deh(i) dansGad(R), qui est, selon un des axiomes de Deligne [1
un sous-groupe compact maximal.

6.3.2. Finitude
Pour pouvoir appliquer le théorème de contrôle “faible” 5.4.2, on utilise ici un résu

d’annulation de la cohomologie, dû indépendammentà L. Saper [28, th. 5] d’une part, J.-S. Li
J. Schwermer [23] d’autre part.

THÉORÈME 6.3.1 [23,28]. –SoitG un groupe réductif connexe défini surQ, dont le sous-tore
R-déployé central maximal estQ-déployé(i.e. rRG = 0) et dont le groupe adjoint possède d
séries discrètes.

SoitV (C) une représentation complexe irréductible, de dimension finie et de plus haut
régulier.

Pour tout sous-groupe ouvert compactU ⊂G(Af), on a

∀i < d, Hi
(
MU , V (C)

)
= 0

oùd est la moitié de la dimension(réelle) du domaine symétrique deG.

Saper dérive ce résultat de sa théorie desL-modules [27]. Tandis que Li et Schwermer
déduisent de leur étude de la contribution des séries d’Eisenstein à la cohomologie des
arithmétiques.

On noteRQ
RG le plus grand sous-toreQ-anisotrope deRRG. Il est de dimensionrRG et

contientΓK ∩RRG(R)+ lorsqueK ∈ T .
Grâce au corollaire 4.3.1, on en déduit le

COROLLAIRE 6.3.1. –SoitG un groupe réductif connexe défini surQ dont le groupe adjoin
possède des séries discrètes.

Soit V (C) une représentation complexe irréductible, de dimension finie, de plus haut
régulier et de caractère central trivial surRQ

RG.
Pour tout sous-groupe ouvert compactU ⊂G(Af), on a

∀i < d, Hi(MU , V (C)) = 0

et Hd
(
MU , V (C)

)
= Hd

(
Mad

U , V (C)
)

oùd est la moitié de la dimension(réelle) du domaine symétrique deG.
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THÉORÈME 6.3.2. – Soientρ une représentationK-algébrique irréductible deM de plus
haut poids régulier, trivial surRQ

RG. SoitU ∈ Tbp.
Pour tout caractèreO-arithmétiqueρ-dominantεχ deMΩ pour lequelU ∈ Tbp(ε) et χ est

sous-

a

trivial sur RQ
RG, le morphisme

eqoHd
(
MUK0 ,LU(ρ⊗ εχ,K/O)

)
→ eqoHd

(
MK1 ,L(K/O)

)
[εχ]

est à noyau et conoyau finis.

Démonstration. –On fixe un plongement complexeK ↪→ C.
Puisque

H·(MUK0 ,L(ρ⊗ χ,C)
)
= H·(MUK0 ,L(ρ⊗ χ,K)

)
⊗K C

le théorème précédent montre que

∀i < d, Hi
(
MUK0 ,L(ρ⊗ χ,K)

)
= 0.

De plus, d’après le corollaire 4.3.3 et le lemme 4.3.2, on a

H·(MUK0 ,L(ρ⊗ εχ,K)
)
= H0

(
CU ,H·(MUK1 ,L(ρ⊗ χ,K)

)
(ε)

)
.

Cela donne les annulations nécessairespour appliquer le théorème 5.4.2.�
6.3.3. Niveau premier àp

SoitL(ρ,O) := indGΩ
PΩ

ρ le module de la représentationO-algébrique deGΩ induite à partir de
ρ. En notantO(GΩ) laO-algèbre des fonctionsO-algébriques surGΩ, L(ρ,O) est leO-module
formé des fonctionsf ∈O(GΩ)⊗O V (O) telles que

∀(g, t, n) ∈GΩ(O)×MΩ(O)×UΩ(O), f(gtn) = ρ(t)−1f(g)

muni de l’action algébrique donnée par(gf)(h) = f(g−1h) quels que soientf ∈ L(ρ,O) et
g, h∈GΩ(O).

Rappelons queGΩ(Zp) est supposé spécial.
Selon la décomposition de Cartan [10, I.4.4.3] et la propriété (ii) de [10, I.4.4.4], le

ensemble

Dp := GΩ(Zp)σ(Λ+
M)GΩ(Zp)⊂G(Qp)

est un sous-monoïde et l’application canonique

σ(Λ+
M) ∼→GΩ(Zp)\Dp/GΩ(Zp)

est bijective. L’application réciproque, qui prolongeδ, est encore notéeδ.
On étend l’action deGΩ(Zp) sur le module induitL(ρ,O) pour en faire une action∗ du

sous-monoïde(Dp)−1 : ξ−1 ∗ f := (ωρ ◦ δ)(ξ)(ξ−1f) pour toutξ ∈Dp et toutf ∈ L(ρ,O).
Il faut montrer que l’action ainsi définie stabilise le réseauL(ρ,O). PuisqueRMO est un

tore déployé, la représentation algébriqueL(ρ,O) se décompose (cf. [21, II.2.2.5]) aussi sous l
forme

L(ρ,O) =
⊕

χ∈X∗(RM)+

L(ρ,O)[ωρχ]
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oùRM(Zp) agit surL(ρ,O)[ωρχ] par le caractère, à valeurs dansO× par compacité, induit par
ωρχ. Si f ∈ L(ρ,O)[ωρχ], on a donc

t

et le

pte des
liquent

ant

une

s-
t−1 ∗ f = χ(t)−1f pour toutt ∈ σ(Λ+
M)

et l’inégalitéω(χ(t)) � 0 montre la stabilité voulue.
Pour toutO-moduleM , on noteL(ρ,M) := L(ρ,O)⊗O M .
Pour toutU ∈ Tbp, L(ρ,O) est un sous-réseau deLU (ρ,O). D’après 6.1.5, l’action qui vien

d’être définie coïncide, sur(UD0,p)−1, avec l’action induiteLU (ρ,O).
On considère le sous-groupe de niveau spécial enp suivant :

K := K(p)GΩ(Zp).

On note encoreeqo l’idempotent construit à partir des opérateurs de HeckeKξK , ξ ∈ σ(Λ+
M).

PROPOSITION 6.3.1. – Pour toutU ∈ Tbp, le morphisme canonique

eqoH·(MK ,L(ρ,K/O)
) ∼→ eqoH·(MUK0 ,LU (ρ,K/O)

)
est un isomorphisme.

Démonstration. –On reprend la technique de la démonstration de la proposition 6.2.1
morphisme naturelL(ρ,O) � V (O).

Pour adapter cette démonstration au fait que l’espaceGΩ(Zp), contrairement àUPΩ(Zp),
n’est pas dans la grosse cellule, d’après la décomposition de Bruhat, il suffit de tenir com
éléments du groupe de Weyl. Les arguments de [19, lemme 7.2] et [34, prop. 3.2] s’app
encore. �
6.3.4. Annulation de la cohomologie quasi-ordinaire en degré zéro

LEMME 6.3.1. – On suppose queP est un sous-groupe parabolique propre deG. Pour tout
U ∈ Tbp, eqoH0

∗(MUK0 ,LU (ρ,K/O)) = 0.

Démonstration. –PuisqueP est propre, son radical unipotentU n’est pas trivial et il existe
t ∈ σ(Λ+

M) tel que pour tout caractèreχ ∈ X∗(RM)+ non trivial,ω(χ(t)) < 0.
Cette inégalité montre quet−1 ∈ σ(Λ+

M)−1 agit, sur chaque terme de la décomposition

L(ρ,O) =
⊕

χ∈X∗(RM)+

L(ρ,O)[ωρχ]

par un entier deK de valuation strictement positive, excepté sur le terme correspondant àχ = 1.
De plus,σ(Λ+

M) agit trivialement surL(ρ,O)[ωρ]. Donc l’opérateur de Hecke correspond
à la classe double det ∈ σ(Λ+

M) agit sur les invariants par l’indice#(K\KtK). La propriété de
contraction montre que, pour une puissance det suffisamment grande, cet indice n’est pas
unitép-adique. Ce qui montre la nullité de la partie quasi-ordinaire.�
6.3.5. Problème de congruence et annulation en degré un

Le problème de congruencepour un groupe semi-simple simplement connexeG̃ sur Q
consiste en la question suivante :

un sous-groupe arithmétique (i.e.commensurable à̃G(Z)) contient-il nécessairement un sou
groupe de congruence (i.e. le noyau d’un morphisme de réductioñG(Z) → G̃(Z/mZ), m ∈ N ?)
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Bien qu’un plongement̃G⊂GL(n) soit nécessaire pour définir̃G(Z) := G̃(Q)∩GL(n,Z), la
notion de sous-groupe arithmétique ainsi que le fait de contenir un sous-groupe de congruence
ne dépendent pas du choix de ce plongement.

de

é des
lement

e

25,

pe
pes
i

M

uasi-

de

e

–

e

groupe
Inversement, il est évident qu’un sous-groupe de congruence est arithmétique.

On note ̂̃G(Q) le complété deG̃(Q) pour la topologie dont un système fondamental
voisinages de l’unité est formé des sous-groupes arithmétiques.

La topologie deG̃(Q) dont un système fondamental de voisinages de l’unité est form
sous-groupes de congruence, est la topologie induite par la topologie du groupe loca
profini G̃(Af).

Si G̃ vérifie le théorème d’approximation forte, le morphisme naturel

̂̃G(Q) → G̃(Af)

est donc surjectif. Son noyauC(G̃), appelénoyau de congruence, mesure le défaut du problèm
de congruence (cf. [2, IV]). Il n’est pas fini en général, par exemple pourG̃ = SL(2), c’est un
groupe profini libre de rang dénombrable.

SoientF un corps de nombre, dont on noteI1(F ) l’ensemble des places réelles, etH un
groupe simplement connexe, simple défini surF . Une conjecture de Serre (citée dans [
(9.45)]) est que

– si
∑

v∈I1(F ) rgFv
H � 2 alorsC(RF/QH) est fini,

– si
∑

v∈I1(F ) rgFv
H = 1 alorsC(RF/QH) est infini.

Dans sa thèse, K. Buecker [12, § 3] prouve la nullité de la partie quasi-ordinaireeqoH1(MUK0 ,
LU (ρ⊗ εχ)) de la cohomologie de degré un, dans le cas du groupe symplectiqueG = GSp(4).
Sa méthode, qui consiste d’abord à montrer quele noyau d’un cocycle contient un sous-grou
de congruence, et donc se ramener à la cohomologie de groupes finis, se généralise aux grou
dont le noyau de congruence (du revêtement simplement connexẽG du groupe dérivé) est fin
d’ordre premier àp.

Platonov et Rapinchuk indiquent de nombreux cas pour lesquelsC(G̃) est fini, en dualité
avec lenoyau métaplectiquedeG̃, ce dernier étant plus facilement déterminé (cf. [25, th. 9.15 et
9.23]).

Considérons le groupeGU des similitudes unitaires en trois variables d’une extension CE
d’un corps totalement réelF . On suppose qu’en toute place réelle sauf une,GU est anisotrope
et qu’en toute place au-dessus dep, GU est quasi-déployé. Nous nous intéressons à la q
ordinarité relative à un sous-groupe de Borel enp.

Le domaine symétriqueXad deGUad est une2-boule complexe (doncd = 2), et les variétés
de Shimura deGU sont des surface de Picard (cf. [17]). Quant au domaine symétrique
GU, il est produit de cette2-boule complexe parR[F :Q]−1 car le radical deGU estGmE ,
qui est de rang[F : Q] sur R et de rang un surQ. Le toreRQ

RG est ici le noyau de la norm
RF/QGm →Gm.

Si F = Q alorsGU est de rang semi-simple déployé un surQ et la compactification de Borel
Serre consiste à élargirXad en rajoutant des2-sphères complexes.

Sinon,RF/QGU est de rang semi-simple déployé nul surQ et les variétés de Shimura d
niveau finiMK sont compactes.

Dans tous les cas, la conjecture de Serre implique que le noyau de congruence du
spécial unitaire correspondant àGU est infini.

THÉORÈME 6.3.3. – SoientU ∈ Tbp etG = RF/QGU.
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On suppose queρ est de plus haut poids régulier,1 trivial sur RQ
RG et

p ne divise pas l’ordre deeqoH2
(
MK ,L(ρ,O)

)
tor

(TFρ)

degré
me

e

e
naire

qui
’une
enne

ble,
où K est le sous-groupe spécial enp : K = K(p)GΩ(Zp). Pour tout caractèreO-arithmétique
ρ-dominantεχ deMΩ pour lequelU ∈ Tbp(ε) etχ est trivial surRQ

RG, le morphisme

eqoH2
!

(
MUK0 ,LU(ρ⊗ εχ,K/O)

) ∼→eqoH2
!

(
MK1 ,L(K/O)

)
[εχ]

est un isomorphisme.

Démonstration. –L’annulation des groupes de cohomologie quasi-ordinaire (totale) en
0 (cf.6.3.4) et 1 (dû à l’hypothèse (TFρ) et à la proposition 6.3.1) permet d’appliquer le théorè
de contrôle “fort” 5.4.1 :

eqoH2
(
MUK0 ,LU (ρ⊗ εχ,K/O)

) ∼→ eqoH2
(
MK1 ,L(K/O)

)
[εχ].

Pour un groupe de rang semi-simple 1 surQ, la suite spectrale de Leray (cf.proposition 4.3.1)
du bord devient simplement une décomposition de la cohomologie du bord en une somme direct
des cohomologies des composantes du bord.�
6.4. Propriétés dehqo(ρ)

À partir de maintenant,ρ est toujours de plus haut poids régulier, trivial surRQ
RG.

On appellealgèbre de HeckeP-quasi-ordinaire universellel’algèbre

hU,qo(ρ) := hd
!,U,qo(K1, ρ).

Par définition (cf. ce qui précède le corollaire 6.2.1), c’est la sous-O[[C]]-algèbre engendré
par les opérateurs deH(p) agissant sur le module de cohomologie intérieure quasi-ordi
eqoHd

! (MK1 ,LU(ρ,K/O)), ou bien sur son dual de Pontryagin. Ce dernier, notéVU (ρ), est
donc unhU,qo(ρ)-module compact et fidèle.

6.4.1. Finitude
PuisqueK contient les racinesn-ièmes de l’unité, oùn est l’exposant deC(p), on a la

décomposition

O[C(p)] ∼→
∏

ν∈Hom(C(p),O×)

O(ν)

c �→
(
ν(c)

)
ν
.

PROPOSITION 6.4.1. – SoitU ∈ Tbp.
Le moduleVU (ρ) est de type fini surO[[C]].
L’algèbrehU,qo(ρ) est finie surO[[C]].

1 Le rapporteur de l’article nous a signalé le résultat suivant, de D. Blasius et J. Rogawski [3, lemme 4.2.1],
montre la nécessité de l’hypothèse de régularité dans le théorème précédent : le transfert endoscopique tordu d
représentation automorpheπ deRF/QGL(2) àRF/QGU ne donne jamais lieu à une seule représentation galoisi
l-adique irréductible de dimension2 dans la cohomologie étaleH2(MUK0 ,Zl) lorsqueF est de degré pair etπ n’est
ramifiée (ou même principale) en aucune place finie. Lorsqueρ est triviale, les théorèmes de contrôle, fort comme fai
sont donc mis en défaut.
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Démonstration. –La décomposition précédente donne :

eqoHd
(
MK1 ,LU (ρ,K/O)

)
=

⊕
eqoHd

(
MK1 ,LU (ρ,K/O)

)
[ν](22)

t

ière

de
ν

oùν parcourt l’ensemble fini des caractèresν :C(p) →O×.
Soitν un tel caractère. On peut construire un caractère fini continuε deMΩ(Zp) qui, passan

au quotientC, prolongeν.
Le lemme 4.3.2 donne

eqoHd
(
MK1 ,LU (ρ,K/O)

)
(ε) = eqoHd

(
MK1 ,LU(ρ,K/O)(ε)

)
.

Si on prend les invariants sousC, on obtient :

Hd
(
MK1 ,LU(ρ,K/O)

)
[ε] = H0

(
C,Hd

(
MK1 ,LU (ρ,K/O)(ε)

))
.

Selon le théorème 6.3.2, ce dernier groupe est de cotype fini surO. D’après le lemme de
Nakayama topologique, on en déduit que

Hd
(
MK1 ,LU (ρ,K/O)

)
[ν] = H0

(
C(p),Hd

(
MK1 ,LU(ρ,K/O)(ε)

))
est de cotype fini surO[[Cp]]. Ce qui, d’après la décomposition (22), démontre la prem
assertion.

La deuxième assertion est une conséquence de la première puisquehU,qo(ρ) agit fidèlement
surVU (ρ). �
6.4.2. Spécialisation

SoientU ∈ Tbp, εχ un caractèreO-arithmétiqueρ-dominant deMΩ tel queχ est trivial sur
RQ

RG etU ′ ∈ Tbp(ε) un sous-groupe deU .
On noteh·

!,U,qo(U
′K0, ρ⊗ εχ) la sous-O[[C]]-algèbre engendrée par l’image de l’anneau

Hecke abstraitH(p) dans l’algèbre des endomorphismes duO[[C]]-module

eqoH·
!

(
MU ′K0 ,LU (ρ⊗ εχ,K/O)

)
.

LEMME 6.4.1. – Soitεχ un caractèreO-arithmétiqueρ-dominant deMΩ tel queχ est trivial
surRQ

RG.
On a un morphisme naturel entreK-algèbres finies

hd
U,qo(U

′K0, ρ⊗ εχ)⊗O K � hU,qo(ρ)⊗O[[C]] K(εχ)

surjectif, à noyau contenu dans le radical.

Démonstration. –En prenant le dual de Pontryagin puis en tensorisant parK, le morphisme
du théorème 6.3.2 devient un isomorphisme :

eqoHd
(
MU ′K0 ,LU (ρ⊗ εχ,K/O)

)∨ ⊗O K ∼←VU (ρ)⊗O[[C]] K(εχ)

qui induit un morphisme surjectif sur les algèbres de Hecke :

hd
U,qo(U

′K0, ρ⊗ εχ)⊗O K � hU,qo(ρ)⊗O[[C]] K(εχ)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



218 D. MAUGER

car, par platitude deK sur O, la première algèbre agit fidèlement sur le premier module de
l’isomorphisme précédent.

Pour montrer que ce morphisme surjectif entreK-algèbres finies est à noyau contenu dans le

ma,

upport

le
radical, il suffit de montrer que l’image d’un idempotente non nul est non nul.
D’après le lemme d’Hensel cet idempotent se relève en un idempotente de l’algèbre

hU,qo(ρ)⊗O[[C]] O[[C]]pεχ .

Par platitude deO[[C]]pεχ surO, cette algèbre de Hecke agit fidèlement sur le moduleVU (ρ)pεχ .
Ainsi e est un projecteur de ce module et vérifie

e(VU (ρ)pεχ)⊂ pεχVU (ρ)pεχ .

Ce qui impliquee = 0. �
6.4.3. Algèbre de Hida–Iwasawa

SoitC0 l’adhérence dansRGΩ(Zp) du sous-groupeRG(Q)∩RGΩ(Zp) ⊂RG(Qp).
Les opérateurs de Hecke construits à partir des éléments de l’intersectionRG(Q)∩RGΩ(Zp)

agissent trivialement sur la cohomologie deLU (ρ), si bien que l’action deC sur VU (ρ) se
factorise par le groupeC/C0.

L’algèbreΛ := O[[H ]], où H ⊂ C/C0 est le sous-groupe pro-p maximal, est l’algèbre de
Hida–Iwasawa.

6.4.4. Liberté
On noteχ∨ l’image du caractèreχ par l’élément de plus grande longueurw0 du groupe de

Weyl deG par rapport àT qui transformeB enB−, et on note aussiρ∨ la représentation deM
de plus grand poidsχρ pour l’ordre défini parB∩M.

PROPOSITION 6.4.2. – PourG = RF/QGU etp satisfaisant aux conditions(TFρ) et (TFρ∨ ),
le moduleVU (ρ) est libre de type fini sur l’algèbre de Hida–IwasawaΛ.

Démonstration. –Le lemme 10.2 de [18] montre que l’intersection deskerpχ, lorsqueχ
parcourt l’ensemble des caractèresρ-dominants est nulle. En utilisant le lemme de Nakaya
il suffit donc (cf. [18, § 10]) de montrer queVU (ρ⊗ χ)/pχVU (ρ ⊗ χ) est libre surO pour tout
caractèreO-algébriqueρ-dominantχ.

D’après l’hypothèse (TFρ∨ ), eqoH2(MK0 ,LU(ρ∨ ⊗χ∨,O)) n’a pas dep-torsion.
Or, 2 étant la dimension médiane deM, ce dernier est en dualité (cf. [34, th. 6.4] ou [1]) avec

eqoH2
c

(
MK0 ,LU (ρ⊗ χ,K/O)

)
qui est doncp-divisible.

Il en est de même de la cohomologie intérieure, qui est image de la cohomologie à s
compact. L’isomorphisme du théorème de contrôle 6.3.3 donne donc

eqoH
2
!

(
MK1 ,LU(ρ,K/O)

)
[pχ] ∼→eqoH

2
!

(
MK0 ,LU (ρ⊗ χ,K/O)

)
.

En passant au dual, on obtient bien queVU (ρ⊗χ)/pχVU (ρ⊗ χ) est libre surO. �
6.4.5. Dimension

Nous notonsrgpP le rang parabolique(absolu) deP, c’est-à-dire le cardinal de l’ensemb
des sous-groupes propres maximaux contenantP.
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PROPOSITION 6.4.3. – La dimension de Krull relative de l’algèbre de Hida–Iwasawa surO
est

té

r. 1

radical

s
tent

à
s

rgZp
H = rgpP + dimRG− rgZ RG(Z) + δRG,p

= rgpP + dimRG + rgQ RG− rgR RG + δRG,p

où

δRG,p := rgZ RG(Z)− rgZp
RG(Z)

p

etRG(Z)
p

est l’adhérence deRG(Z) dansRG(Zp).

LorsqueRG est un toreRE/QGm obtenu par restriction des scalaires alorsδRG,p est le
défautδE,p de la conjecture de Leopoldt pour le corpsE enp. La conjecture de Leopoldt a é
démontrée par A. Brumer [11] dans le cas des extensions abéliennesE/Q.

Démonstration. –La première égalité résulte du fait que la dimension du toreRM est la
somme de la dimension du radicalRG et du rang parabolique deP :

rgZp
RM(Zp) = dimRG + rgpP.

La seconde vient de la définition deδRG,p et du théorème de Dirichlet pour les tores [25, co
du th. 4.14] :rgZ RG(Z) = rgR RG− rgQ RG. �

COROLLAIRE 6.4.1. – Dans la même situation que la proposition6.4.2, l’algèbre de Hecke
quasi-ordinaire universellehU,qo(ρ) est finie et sans torsion sur l’algèbre de Hida–IwasawaΛ.
Elle est de dimension relative

rgZp
H = 1 + 3[F : Q] + δE,p

surO.

Démonstration. –Ce sont les conséquences des deux propositions précédentes car le
deG = RF/QGU estRG = RE/QGm et l’on a :

rgpP = 2[F : Q], dimRG = 2[F : Q], rgQ RG = 1,

et

rgR RG = [F : Q], δRG,p = δE,p. �
6.4.6. Systèmes de valeurs propres

Si I est uneΛ-algèbre finie et sans torsion, on dit qu’un idéal premier deI estarithmétiques’il
est au-dessus d’un idéal de la formepεχ, où εχ est un caractèreO-arithmétique deMΩ. Et un
caractèreI � O estarithmétiques’il prolonge un caractère arithmétique deΛ.

Une famille de systèmes de valeurs propres quasi-ordinaires est un morphismehU,qo(ρ) → I
deΛ-algèbres oùI est uneΛ-algèbre finie sans torsion.

Une remarque importante est que, puisqueI est un anneau local, deuxcaractères arithmétique
sont congrus modulo l’uniformisante deO. Cette propriété et la proposition suivante permet
de “construire” des congruences.

La manière dont nous avons modifié l’action originale deG(K) sur L(ρ,K) nous amène
donner la définition suivante : un système de valeurs propresΘ intervenant en plus haut poid
cohomologiqueλ (pour l’ordre associé àB− comme au paragraphe 6.1.1) estP-quasi-ordinaire
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si et seulement si|Θ(Tp(ξ))|p = |λ(ξ)|p pour toutξ ∈ σ(Λ+
M), oùTp(ξ) est l’opérateur de Hecke

construit à partir deξ (pour l’action originale).

ecke,
e

de

tre

ès la

le
n

aux
ns

le
PROPOSITION 6.4.4. –SoitΘπ un système de valeurs propres pour les opérateurs de H
associé à une représentation automorphe cuspidale deG = RF/QGU, dont la composant
archimédienne est de poids cohomologique régulier.

Alors pour presque toutp, si Θπ est quasi-ordinaire, il existe une famille de systèmes
valeurs propres quasi-ordinaires passant parΘπ.

Démonstration. –En effet, par hypothèse, àπ est associée une représentation irréductibleVλ

deG de plus haut poids régulierλ (pour l’ordre défini parB−). Cette représentation peut ê
construite sous la formeL(ρ,C) en prenant pourρ l’induite deλ deB∩M àM.

On peut choisirK suffisamment gros pour qu’il contienne les valeurs propres et d’apr
proposition 6.3.1, on peut se placer en niveauUK0 (i.e. de typeΓ0) en p, pourΩ réduit à un
point spécial bien placé par rapport à(P,M) et un sous-groupeU ∈ Tbp.

Puisque le conoyau du morphisme

H2
!

(
MUK0 ,LU (ρ⊗ εχ,K)

)
→H2

!

(
MUK0 ,LU(ρ⊗ εχ,K/O)

)
est fini, le système de valeurs propres intervient aussi pour les coefficients divisiblesLU (ρ ⊗
εχ,K/O).

Si bien queΘπ est un morphisme

h2
!,U,qo(UK0, ρ⊗ εχ)Θπ→O

qui, composé avec l’applicationhU,qo(ρ) → h2
!,U,qo(UK0, ρ⊗ εχ) donne un morphisme dont

noyauP est au-dessus de l’idéal arithmétiquepεχ. Le “going-down” [9, V, § 2, th. 3] donne u
idéal premierp⊂ hU,qo(ρ) contenu dansP, au-dessus de{0} ⊂ Λ.

PosonsI := hU,qo(ρ)/p. C’est uneΛ-algèbre finie qui se décompose en un produit d’anne
locaux carΛ est complète. OrI est intègre par construction, doncI est un anneau local, sa
torsion surΛ.

Ainsi, on a le diagramme commutatif suivant :

hU,qo(ρ) h2
!,U,qo(UK0, ρ⊗ εχ) Θπ O

Λ I

où le morphisme dehU,qo(ρ) se factorise parhd
!,U,qo(UK0, ρ⊗ εχ) d’après le lemme 6.4.1 et

morphisme deI dansO est obtenu par réduction moduloP/p.
Ce morphisme indique que la famille construitepasseparΘπ . �
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