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ALGEBRES DE HECKE QUASI-ORDINAIRES
UNIVERSELLES

Par DaviD MAUGER

RESUME. — SoitG un groupe réductif connexe sQrdont le groupe adjoint possede des séries discretes.
Dans cet article, nous construisons une interpolagiesdique de I'ensemble des espaces de formes
automorphes topologiques pour lequels étudions les propriétés nécéssaa la construction de familles
p-adiques de systemes de valeurs propres pour les opérateurs de Hecke. Nous imposons une hypothese de
quasi-ordinarité ep et travaillons avec un systeme de coefficients de plus haut poids régulier. En supposant
la conjecture de Leopoldt vérifiée, dans le cas d'un groupe unitaire a trois variables associé a une extension
CM d'un corps totalement rééf, nous obtenons aindes famillesp-adiques a + 3[F : Q)] variables.
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ABSTRACT. — Let G be a connected reductive group og@mwhose adjoint group admits discrete series
representations. In this article, we construcp-adic interpolation of the set of spaces of topological
automorphic forms and we study the required properties to congtiatic families of Hecke eigensystems.

We impose a nearly-ordinarity assumptionzatand we work with a local system of regular weight.
Assuming Leopoldt conjecture, in the case of a unitary group in three variables associated with a CM
extension of a totally real field', we thus gep-adic families in1 + 3[F : Q] variables.
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0. Introduction

Soit G un groupe réductif connexe sQr. Nous développons la théorie de Hida d’interpolation
p-adique des espaces de cohoogi¢ intérieure de la variété modulaire associéé .aCette
théorie a déja été mise en ceuvre avec succes par Hida [18,19GoeuGL(n) et Tilouine—
Urban [34] pourG = GSp(4).

Nous construisons une grosse algébre de Heclkelique h(p) obtenue comme limite
projective d’'algébre de Hecke commutative agissant sur la cohnomologie des vafigtéent le
niveau erp croit. Plus particulierement, nous étudions les propriétés du facteur Hijggt) de
cette algébre découpé par I'idempotgerjuasi-ordinaire. Ce dernier est associé )Rsous-
groupe parabolique dont on fixame décomposition de Lel® = M x U. La théorie de Hida
consiste a établir les résultats suivants :

— lindépendance du poids dg,,(p) ;

— le contrble de la localisation de,,(p) aux idéaux premiers arithmétiques de I'algébre de

Hida—Iwasawa\ ;

— lafinitude et la projectivité dha,(p) surA.

L'algébre de Hida—lwasawa est construite comme algébre complétée du groupe formé par des
opérateurs diamants enL'indépendance du poids est établie sous la forme suivante : I'algébre
h,,(p) estinchangée si on togdpar un caractére arithmétique N&. Nous obtenons le controle
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(a une erreur finie prés) et la finitude lorsquest une représentation de plus haut poids régulier
et le groupe adjoinG*d de G posséde des séries discrétes. Si de plus, la cohomologie de bas
degré deM g est sang-torsion,hg,(p) est projective sun.

Par exemple, soiGU le groupe des similitudes unitaires en trois variables associé a une
extension CME d’un corps totalement réél, anisotrope en toute place réelle sauf une et quasi-
déployé erp. Pour un tel groupe\ est une algébre de séries formelld§ &= 1+ 3[F : Q]+ g,y
variables, ol ,, est le défaut de la conjecture de Leopoldt pour le cdipsn p. On déduit
de la théorie de Hida I'existence de famillesadiques aN variables de systémes de valeurs
propres pour les opérateurs de Hecke, quasi-ordinaires, passant par un tel systéme associé a une
représentation automorplpejuasi-ordinaire intervenant en poids régulier.

La premiére section est consacrée a I'équivariance sous les opérateurs de Hecke de la suite
spectrale de Hochschild—Serre et de la restriction des scalaires, que nous établissons dans une
trés grande généralité.

Dans la deuxiéme section, nous utilisonsti@&orie de Bruhat-Tits pour mun{& d’'une
structure entiére suf, adaptée a I'étude des opérateurs de Hecke erenée dans la section

suivante.

Les variétés modulaire® i et leur compactification de Borel-Serre sont introduites dans la
quatriéeme section, ou nous comparons leur conomologie a celle du groupe deiiiveau

La cinquiéme section porte sur le passage a la limite sur le niveau et sur le theoreme de
controle abstrait, établi a I'aide de la suite spectrale de Hochschild—Serre. Celui-ci constitue
I'outil principal de la derniére section, consacrée aux propriétés de I'algébre de Hecke quasi-

ordinaire universellé, (p).

Il sera évident au lecteur combien notre trhest redevable aux travaux de Hida. Cette étude
fut réalisée dans le cadre d’'une thése dirigpée Jacques Tilouine, que je remercie pour ses
encouragements constants, et améliorée penmieséjour postdoctoral a Jérusalem dans I'équipe

d’Ehud de Shalit.

Index des notations

(1.1) ZIX],D,K, K', K",
H(K,D,K"), |, H(K, D),
anneau de Hecke.

(1.2) K, ¢, sous-groupe distingué
d’'une paire.

(2.3) p, ¢.

(2) G, p, vp.

(21)S,Z,N,®,W,V*,Rq,G,V, ("),
H,, say A, v, ord, GA(A), GL(V),
Ps G, Wa, aq i L.

(2.2) 2, Gq, U,, U,, ¥4 Uy,
Uqg,e Ugu.

(23) M, UP,U P, M, Vi, AMm,
UM, RM, LM.
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(2.4) partie bien placé&zq, Mg,
Pqo, P, Ug, Uy, RM, Fp, duy,
Ant. Ay RM(Q,)",
sous-groupe bien plac,,.
(3) Ma(Zy)*, Ma(Zy)', Pa(Zy)*,
Pao(Z,).
(31) ag, C, Dl,p, Do,p.
(3.2) Cy.
4) G.
(4.1.1) RG, RgG, RrG, RpG(R) T,
RxG(R)T, X, X2d Gad,
(4.1.2) K, Mk, 'y,
igs Qg ygk-
(4.2.1) B, Bu, s(P), By,
rang paraboliques(c).
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(422) Sp, AP, ap/,p, A_p, X(P),
e(P), X, e(P), 0X.

(4.2.3)p.

(4.2.4) My, OM.

(4.2.5) 0. Mg, Tu(P), ip,g, ap,g gk

(4.3.1) assez petit, (TFY,.
(4.3.2) L, Mk (L), iy, atg ~gk-
(4.3.3) (K, K.
(4.3.4) indS™I L, F(L).
(435) Mad, TRG-
(4.3.7) M(x), N(x).

(5)

p-
(5.1.2) A, AP K@) p) ),

(5.1.3) K1, Ko, D1, Dy, K., D...
(5.2.1) Mg, H(Mk,, L).
(5.2.2)H (K,,L).

(5.3) O, HL.

(5.3.2) O[AZy], eqo.

idempotent quasi-ordinaire.

(5.4.1) C,, C®)  pc, me.
(5.4.3) O, K, L(M).
6) G.
(6.1.1) p, V(0O), L(p,K), K(G), T,
B~ x,-
(612) YU, LU(p,O), V(M),
LU(paM)'

(6.1.4) 6, *.

(6.1.5) w,.

(6.1.6) RM, X*(RM) ", w.

(6.2.1) caractérad-arithmétique,ex, pey,
M(ex), Mex].

(6.2.2) Top(e), Lu(p®@ex, ).

(6.2.3) T (r), V(p "0/O)(x), Hy,
Yuurs Lo (p® X, ),
h;ﬁ7U7qO(K1’ PR EX)'

(6.3) K, Ko.

(6.3.1) d.

(6.3.2) R2G.

(6.3.3) L(p,0), O(Gq), Dp, 3, *, €qo,
L(p,M), K.

(6.3.4) P.

(6.3.5) GU, F, (TF,).

(6.4) algebre de Hecke
P-quasi-ordinaire universelle,
hU.,qo(p)! VU(p)

(6.4.2) hy ; ,,(U' Ko, p@eX).

(6.4.3) Cy, A, H,
algebre de Hida—Ilwasawa.

(6.4.4) ¥V, wq, p".

(6.4.5) rgpP, ora p, RG(Z)

(6.4.6) idéal arithmétique,
caractere arithmétique,
famille de systémes de valeurs
propres quasi-ordinaires.

P

1. Opérateurs de Hecke abstraits

Cette section réunit trois résultats concernant les anneaux de Hecke abstraits dont nous aurons
besoin dans I'étude des opérateurs de Hecke ka théoreme 1.2.1, qui concerne I'équivariance
de la suite spectrale de Hochschild—Serre, est essentiel pour démontrer les théoremes de
contrdle abstraits du paragraphe 5.4.3. Lasppsitions 1.3.1 et 1.4.1, plus classiques, portent
respectivement sur I'équivariance des applications de restrictions (utilisée en 5.1.3 et 5.2.3) et les
relations entre opérateurs de Hecke du thifle| Kv K = K¢v K (utilisées a plusieurs reprises
dans la section 3).

Sauf précision contraire, les modules dont il est question dans cette section sont des modules
a droite

1.1. Action sur la cohomologie des groupes

Nous rappelons ici la définition des opérateurs de Heck§3@, chapitre 3]) et de leur action
sur la cohomologie des groupes.(22]).

Si X est un ensemble, nous notdAkX | le groupe abélien libre construit sur 'ensemile
LorsqueX est un monoideZ[X] est un anneau.
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Dans ce qui suit, nous fixons un monoiBledont K, K’ et K" sont des sous-groupes.
Par extension des scalaires, I€sinvariants d’'unD-moduleV sont donnés par

VE "> Hom(Z,V) — > Homp (Z[K\D], V)

1
. v) (K€ v.6)

carZ|K\D] = Z ®z;x) Z|D] (ici Z est unkK -module trivial et 'algebre de monoidg D] est un
D-module (a droite) grace a la représentation réguliere a droite, Et-modulea gauchegrace
a la restriction & de la représentation réguliére a gauche).

En particulier, le group&lomp (Z[K'\ D], Z[K\D]) s'identifie au groupe deK’-invariants
du D-moduleZ[K\ D], c'est-a-dire au groupe abélien libre, nG K, D, K'), construit sur
les classes doublds ¢ K’ C D telles queK\ K¢K' est fini. Les classes doubles vérifiant cette
condition de finitude sont lespérateurs de Heck@bstraitg. Nous avons donc l'isomorphisme :

H(K,D,K') == (Z[K\ D])K’ —~ > Homp (Z[K"\D],Z|K\D])

@ KEK' <K’77H > Kﬂn)-

KOCKE¢K!

Au vu de I'isomorphisme (1), la composition induit une loi bilinéaire

VK @, H(K,D,K") — V'

3) VO KEK' — 0|KEK = > vl

KOCKEK!

PourV = Z[K'"\ D], nous obtenons la loi de composition des opérateurs de Hecke :

H(K//aDaK) ®ZH(K7D7K/) - H(K//vaK/)

K'vE @ K¢K' — K'vE|KEK == > K.

K"nCK"vK
KOCKE¢K'

Elle est associative chaque fois que cela a un sens.

NotammentH (K, D) := H(K, D, K) est un anneau. C'estahneau de Heckede la paire
K C D. Cet anneau, isomorphe a I'anneau d’endomorphidinels, (Z[ K\ D)), agit (a droite)
sur lesK -invariants desD-modules. Transportée au membre de droite de I'isomorphisme (1),
cette action est la composition.

Supposons, jusqu’a la fin de ce paragraphe,Zu# est un module plad gauchesurZ[K].
C'est le cas, par exemple, lorsglieest un semi-groupe a droite c&fD] est la somme directe,
sur K¢ C D, desK-modulesZ|K¢] ~ Z[K]. Lhypothese de platitudenplique gqu’un module
injectif sur D est aussi injectif suk’, ce qui permet de dériver (1) et d’obtenir les isomorphismes :

H (K,V) ~ Ext}, (Z[K\D], V).
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D’ou une extension, qui conserve le degré, de la loi bilinéaire (3) :

H(K,V)@zH(K,D,K') — H(K',V)

fOKEK" — fIKEK'.

En particulier, 'anneau de Heckg( K, D) agit sur laK -cohomologie de®-modules.
1.2. Equivariance de la suite spectrale de Hochschild—Serre

Maintenant,K’ est un sous-groupe d€. Le résultat nouveau de cette section, énoncé dans
le théoreme 1.2.1, montre que la suite spectrale de Hochschild—Serre, pour un sous-groupe
distinguéde la paireK’ C D, est équivariante pour I'action des opérateurs de Hecke.

Pour définir la notion de sous-groupe distingué de la p&ire D, intéressons-nous au
morphisme dé<{(K’, D)-modules & droite

@ H(K',D) — H(K,D,K")
4
K'¢K' — K1K'|K'¢K'.

Pour tout¢ € D, les fibres de I'application surjective

pe : KNK'¢€K' — K\K¢(K!

K'n — Kn

ont toutes pour cardinaleg(pe) = #K'\(K'¢K’' N K¢). Si bien que, sK'¢K’ C D est un
opérateur de Heckdy 1K'|K'¢ K’ = deg(p¢) KEK'. Nous disons quél’ est unsous-groupe
distingué de la paird< C D lorsque

(i) K’ estdistingué dank” et

(if) pour chaque opérateur de Heck& K’ C D, I'applicationy, est injective.

Les conséquences de la condition (i) sont les suivantes : le sous-afif{dau K) C
H(K’, D) est isomorphe a I'algébre de groupf/ K']. Plus précisément, pour tout opérateur
de HeckeK’¢ K’ € D, ona

ViK' e K, K'kK'|K'¢K'|K'KK' =K'kéK'K'.
De plus, le noyau du morphisme (4) est l'idéal a dralig/x» C H(K', D) engendré par
{K'kK' — K'1K'}c ik cardeg(pre) ne dépend pas dee K. La condition (ii) équivaut &
la surjectivité du morphisme (4).
QuandK’ est un sous-groupe distingué de la pdire_ D, nous avons donc un isomorphisme

(5) Z @y k) H(K', D) ~H(K,D,K').

Par extension des scalaires, Iég K’ -invariants d'un(K’, D)-moduleV sont donnés par :

© VE/R" % Homy s py (H(K, D, K'), V)
v~ (KEK — v|K'EK).
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176 D. MAUGER
En particulier, pouV = H(K, D, K'), on obtient un isomorphisme
H(K, D) ~Endy k', p)(H(K,D,K")).

D'ou une action deH(K,D) sur VE/X' Le lemme suivant étend cette action a la
K/K’-cohomologie dé/.
Pour dériver I'isomorphisme (6), un résultat de platitude est nécessaire :

LEMME 1.2.1. - SoientK un sous-groupe d’'un monoide et K’ un sous-groupe distingué
de la paireK C D.

SiZ[D] est un module plad gauchesur Z[K], alors H(K’, D) est un module plad gauche
SurZ[K/K'] et pour toutH(K’, D)-moduleV, nous avons les isomorphismes

H (K/K',V) ™ Exty o py (H(K,D,K"), V).

Démonstration. -CommeZ[ K/ K’']-modulea gaucheH(K’, D) est la somme directe, sur les
opérateurs de HeckE¢ K’ C D, des module&[K'\K¢K'/K'].

La formule du degré dep: montre que la projection naturelle est une bijection
K'\K¢{ ~ K'\K§K'/K'. Or ZIK'\K¢] ~ Z[K/K'] ®zx) Z]K§] est plat surZ[K/K'] car
Z|K¢] est un facteur direct di[ K |-modulea gaucheZ[D].

D’ou la platitude det{(K’, D) surZ[K/K'], ce qui permet, comme a la fin du paragraphe 1.1,
de dériver I'isomorphisme (6). O

THEOREME 1.2.1. — SoientK un sous-groupe d’'un monoide tel queZ[D] est un module
plata gauchesurZ[ K] et K" ¢ K’ deux sous-groupes distingués de la pdife- D.
Pour toutH (K", D)-modulea droiteV, la suite spectrale de Hochschild—Serre

Ey =W'(K/K' 'W(K'/K",V)) = HY(K/K"V)

est Hecke-équivarianige. H(K, D)-équivariants.
Si K" est trivial, nous obtenons :

CoROLLAIRE 1.2.1. —SoientK un sous-groupe d’un monoidetel queZ|D] est un module
plat & gaucheurZ[ K] et K’ un sous-groupe distingué de la paifeC D.
Pour tout D-modulea droiteV/, la suite spectrale de Hochschild—Serre
By =H'(K/K'W/(K',V)) = H(K,V)

est Hecke-équivarianige. H (K, D)-équivariant.

Preuve du théoreme 1.2.1L%somorphisme (5) appliqué trois fois (&/K’, K'/K" puis
K/K') montre que la composition des opérateurs de Hecke définit un isomorphisme

H(KaDaKI) ®'H(K/,D) H(KlvaK”) = H(KaDaKH)'
D’ou, en tenant compte de (6), 'isomorphistié€ K, D)-équivariant entre

(VK//K//)K/K/ ~ Homy(x, ) (H(K,D,K"), Homy (kD) (H(K',D,K"),V))

et VK" ~Homyygn py (H(K, D, K"),V).
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Pour dériver cet isomorphisme et obtenir, grace aux isomorphismes du lemme 1.2.1, la suite
spectrale dé<(K, D)-modules annoncée, il suffit de vérifier la propriété d’acyclicité suivante :
si J est unH (K", D)-module injectif, alordl’ (K /K’, JX'/X") = 0 pouri > 1.
Or, par platitudeé gauchede H(K", D) surZ[K/K"], J estinjectif surk/ K" et il est facile
de vérifier que/”'/5" estinjectif surk /K’. O

1.3. Equivariance de I'application de restriction

Nous nous intéressons ici a I'équivariance des applications de restriction en cohomologie des
groupes. Ce qui nous assure que les opérateurs de Hecke agissant sur la cohomologie passent ¢
la limite quand le niveau augmentf.(5.1.3 et 5.2.3).

Maintenant,K’ est un sous-groupe d€ et D’ est un sous-monoide de contenantk”’. Et
nous faisons I'hypothése suivante : pour tout opérateur de HECKE' C D', K(EK' = KEK.

Cette hypothése signifie exactement que le morphisme (4), restreint au sousdnAéan’),
se factorise sous la forme

H(K',D'") -2 H(K,D)>H(K,D,K')
(7)
K'¢K' — deglpe) KEK

ou le morphisme
t:H(K,D)—H(K,D,K")

K¢K — KEKIKIK' = Y KvK'
KvK'CKE(K

identifie H(K, D) aux K /K'-invariants deH (K, D, K'), comme le prévoyait (2). Caractérisé
par I'égalité
p(K'¢K")|K1K'= K1K'|K'¢K'

I'application p est un morphisme d'anneaux : K¢ K’ et K'nK' C D' sont des opérateurs de
Hecke, on a

p(K'EK" ) p(K'K" )| K1K' = p(K'¢K")| K1K'|K'nK’
=K1K'|K'¢K'|K'nK'
=p(K'¢K'|K'nK")|K1K'.
Puisque l'opérateur de Heck&1K' induit I'application de restriction en cohomologie des
groupes, nous obtenons :

PROPOSITION 1.3.1. — SoientK un sous-groupe d’'un monoidetel queZ[D] est un module
plata gauchesur Z[ K], K’ est un sous-groupe d€ et D’ un sous-monoide d@ contenant”’
tel que, pour tout opérateur de HeckE8EK' € D', KEK' = KEK.

Alors pour toutD-module a droitd/, les morphismes de restriction

H(K,V)— H (K',V)

sont Hecke-équivariantse. compatibles avec le morphisme d’anneaux

Cette proposition est une légére généralisation du théoreme 2.7.6 de Miyake [24], qui
supposait que, pour tout opératdat K’ (€ € D’), 'applicationy, est injective.
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1.4. Anneaux de Hecke et algébres de monoide

Nous donnons ici un critere numérique pour qu’un anneau de Hecke soitisomorphe a I'algébre
d’'un monoide. Ce critére est la formalisation de I'argument utilisé par Hida [19, section 2] pour
déterminer la structure de certaines algebres de Hecke locales pour un sous-groupdge type
de G = SL,,. Nous utilisons ce critére dans la section 3 pour généraliser le résultat de Hida aux
groupes réductifs connexé€s.

PrRoOPOSITION 1.4.1. — SoientK, K’ et K" des sous-groupes d’'un monoifle Quels que
soient les opérateurs de Heck&'v K C D et K¢K' € D on al'inégalité

#(K"\K"vK)#(K\KE.K') > #(K"\K"vEK').

Et I'égalité est équivalente &"vK | K¢(K' = K"vEK.

Démonstration. t'inégalité vient de

K'v¢K'CK'vK¢K' = ) K.

K'"nCK'"vK
KOCKEK'

Et I'égalité est équivalente B vé K’ = K'v KEK' et le fait que I'union a droite est disjointe.
Ce qui signifie exactemef"vK|K¢K' = K"vE K’ d'aprées la définition de la composition des
opérateurs de Hecke.O

PourK = K’ = K", on obtient :

COROLLAIRE 1.4.1.—SoientK un sous-groupe d’'un monoide et D’ un sous-monoide de
D sur lequel la fonctiorg — #(K\K¢K) est a valeurs finies et multiplicative.

Alors K D'K est un sous-monoide dg, dont la loi passe au quotient doublé\ K D'K/K
et on a I'isomorphisme d’anneaux :

ZIK\KD'K/K] > H(K,KD'K)
K&K — KEK.

2. Théorie de Bruhat-Tits

Nous rappelons ici brievement ce dont nous aurons besoin dans la section suivante de la théorie
de Bruhat-Tits [10] pour construire la donnée domtis déduirons, au paragraphe 3, 'anneau de
Hecke parabolique.

Ici, G est un groupe réductif connexe €. Nous notons, la valuationp-adique surQ,,.

2.1. Un appartement

On fixe S un toreQ,-déployé maximal d€& dont on noteZ (resp.IN) le centralisateurrésp.
normalisateur) dan&. Soientd C X*(S) le systéme de racines (relative®3) de G par rapport
as, W:=N/Z=N(Q,)/Z(Q,) le groupe de Weyl correspondant Bt C R ®z X*(S)
le sous-espace-vectoriel réel engendré paSoit Rg,G le radicalQ,-déployé {.e. le plus
grand toreQ,,-déployé central) dé&. La dualité (de groupes abéliens libres) entre caractéres et
cocaracteres d# induit une dualité (d’espaces vectoriels réels) ehttest

V =R @y (X.(S)/X.(Rg, G)).
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Lorsqu’on parlera d’orthogonalité, ce sera pgette derniére dualité. Ces dualités sont notées
(-,-).

Pour toute raciner € ®, on note H, := ker(a,-) C V I'ensemble des points fixes de la
réflexions, € W deV associée a.

L appartementd associé & est un espace affine sol’'s muni d’une action d&N(Q,) par
automorphismes affines :

— Le sous-group&(Q,,) agit par translation sud. Plus précisément, I'action dec Z(Q,)
sur A est la translation par le vecteur imagg) de —ord(¢) dansV ol

Z(Q,) W R &z X, (S)

est le morphisme de groupes déterminé par

(8) (ajs,ord(t)) =vp(a(t))

pour toutt € Z(Q,,) et tout caracter@,,-rationnela deZ.

— L'action deN(Q,) sur A, encore notée, est une extension de celle du groupe de Weyl
W surV par celle deZ(Q,) par translation sud. Autrement dit, on a un morphisme de suites
exactes courtes de groupes :

1 — Z(@p) - N(@p) Wf 1
1 \% GA(4) —— GL(V) —— 1

dans lequelGA(A) (resp.GL(V)) est le groupe affinerésp.linéaire) deA (resp.V) etV est
identifié au groupe des translations de

En fait, I'existence et I'unicité (& translation prés) d’une telle représentation affid(@g)
sur A sont la conséquence de laliité des groupese& cohomologidl! (W, V), i =1, 2.

Soitp: G — G le revétement universel du groupe dérivé@ele sous-groupe

W, :=v(N(Q,) Np(G(Qy,))) C GA(A)

est ungroupe de Weyl affinau sens de Bruhat-Tits [10, 1.1.3]. En particullét,, muni de

la topologie discréete, opére proprement guet est engendré par des réflexions par rapport
a des hyperplans affines. Si on mukitd’'un produit scalaire invariant pa#’, ces réflexions
sont orthogonales pour la structure euclidienne associéé.dbe plusiV, est le produit semi-
direct du réseau(Z(Q,) N p(G(Q,))) deV parW. Par conséquent, d'aprés [7, VI, §2, &,
rem. 3], les applications liné@&s associées aux réflexionsidg sont les réflexions,, a € ®.

Un hyperplan, ensemble des points fixes d'une réflexioA dppartenant & ,, est appelénur

de A. Selon ce qui précede, sa direction est I'un des hyperptans V, a € ®. Uneracine
affinede A est un demi-espace affine fermé limité par un mur. Si un poutg A est donné, les
racines affines sont de la forme

9) aak—{x+v|v€V a,v) + k> } olae®, keR.

Une telle racine affine,, . est diteassocié& a (cette notion ne dépend évidemment pas du point
x € A). Unefacettede A est une classe d’équivalence dahpour la relation d’appartenance
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aux mémes racines affines. Uakedvede A est une composante connexe du complémentaire
dansA de la réunion des murs. Son adhérencaiastomaine fondamental pour I'action té,
dansA [7, V, 83, th. 2]. Un point ded est unpoint spécialsi, pour tout mur ded, il existe un
translaté, par un élément éfen W,,, de ce mur contenant ce point.

L' immeublede Bruhat-TitsZ de G surQ, est un quotient du produit contracté

G(Q) xN @ A= [ g4
G(Qp)/N(Qp)

par une relation d’équivalence compatible avec I'action @g&Q,) [10, 1.7.4.2]. De plus,
I'application canoniqued — 7 identifie A & une partie de 'immeuble dont le stabilisateur
est N(Q,). Les appartementgresp. murs facettes alcbves points spéciauxde Z sont les
transformés ded (resp.des murs, facettes, alcoves, points spéciauxjipar un élément de
G(Qp). Le choix d'un produit scalaire invariant p&/” sur V' permet [10, 1.2.5.4] de munir
'immeubleZ d’une distance invariante sos(Q,) laquelle, restreinte & I'apparteme#t est
induite par la structure euclidienne provenanide

2.2. Schémas en groupes s\,

La théorie de Bruhat-Tits associe [10, 11.5.1.30], a toute partie bornée nonfyidien
appartement de I'immeublg, un schéma en group€s;, affine, lisse suf,, a fibres connexes,
de fibre génériqué& (G, ne dépend pas du choix d'un appartement contefiante groupe
des points entier&q (Z,), appeldixateur connexee (2, est un sous-groupe ouvert compact de
G(Qp) qui fixe Q. Par définition [10, 11.5.2.6 et 8], uf,,-sous-groupe parahoriqu@esp.un
Q,-sous-groupe d’lwahojj est le fixateur connexe d’une facettesp.une alcéve) d€.

La construction déx(, se fait en plusieurs étapes. Selon un théoreme de Steinberg [32, 111.2],
G est quasi-déployé sur une extension galoisienne finie et non ranfifiée Q,, d’anneau
d’entiersOr et de groupe de GaloB. LimmeubleZ est identifié [10, 11.5] & 'ensemble des
points fixes del* dans I'immeuble d&& sur F'. On construit d’abord un résead, dans une
représentation algébrique fidéle @g- (cf.[10, 1.2 & 4]) et ensuite on obtiel, par descente
étale deOr a7, a partir de la composante neutre de I'adhérence schématigGe-dians le
groupe linéairdzL(Mg).

Supposons qué) est une partie bornée non vide de I'appartemdngassocié au tore
Q,-déployé maxima$. Selon [10, 11.1.2.6-7], dhérence schématiqaéin sous-groupe fermé
H de G dansGg, est un soug,-schéma en groupes fermé @k, et c’est 'unique sous,-
schéma fermé plat d&, de fibre génériquél.

On noteU, le sous-groupe radiciedle G associé a la racinee @ : c’est le plus grand sous-
groupe fermé connexe d& normalisé paiS et tel que les racines € ® intervenant dans la
représentation adjointe ddans I'algébre de Lie d¥/, sont des multiples entiers positifs de

La théorie de Bruhat-Tits munit, gréace a un épinglage, le grdiiped,) d’une filtration
décroissante et exhaustiv®, ), indexée par 'ensemble des racines affinesssociées a
a, ordonné par inclusion [10, 1.6.2.6]. De plus, les sous-grodgesforment un systeme
fondamental de voisinages ouverts compacts de 'unité Bari®, ). Et, selon [10, 1.6.2.10(jii)],
pour toute racine affine. etn € N(Q,), on a”(U,) = U, 4, OUn.« est 'image de la racine
affinea parn. Ici et dans la suite, on notél := xHx~' et H® := x~! Hx pour tout Sous-groupe
ou élémentH d'un groupeG (z € G).

En particulier,Z(Q,) normaliseU, et permute I'ensemble (indexé par les racines affines
associées a) des sous-groupds,,.
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Si ¥ est une partie close de (i.e. telle que pour tous,b € ¥, sia+ b€ ® alorsa + b € V)
contenue dans un demi-espace ouverRde; X*(S), alors €f. [6, prop. 3.11]), quel que soit
I'ordre mis sur¥*éd .= {a € ¥ | a/2 ¢ ¥} l'application schématique produit

(10) H U,— G

aePréd

est un isomorphisme de schémas sur le sous-groupe fegrengendré par le¥,, a € V.

Les faits suivants sont des conséquences de la construct@g, de

(i) radhérence schématique d& dans G, s'identifie au Z,-schéma canonique
SpecZ,[X*(S)] de fibre génériqu& (cf. [10, 11.3.8.3 (S1) et 4.4.18 (lI)] dans le cas
Qp-quasi-déployé, puis [10, I1.5.1.9] dans le cas général);

(i) pour toute racinez € @, I'adhérence schématiquég, , de U, dansGq est 'unique
Z,-schéma en groupes affine, lisse de fibre généidu¢el queUg, ,(Z,) = U, ol
est la plus petite racine affine associée éontenant? (cf. [10, 11.3.8.3(S°1)] dans le
casQ,-quasi-déployé puis [10, I1.5.2.2] dans le cas général);

(i) I'application schématique produit

H Uq,, — Go

aePréd

prolonge (10) en un isomorphisme de schémas sur I'adhérence schénatiguée Uy
dansGq, (cf.[10, 11.3.8.3(S°2)] dans le caf),-quasi-déployé puis [10, I1.5.2.3] dans le
cas général).

(iv) 'adhérence schématique d’'un tdRedeZ s'identifie, dans la terminologie de [10, 11.4.4],
aulissifié duZ,-schéma canonique de fibre générigheEn particulier, le groupe de ses
Z,-points est le sous-groupe compact maximali&), ).

2.3. Immeuble d’'un sous-groupe de Levi

Nous fixons une déenposition de LeviM x U ~ P d’'un Q,-sous-groupe parabolique de
G. Le sous-groupe de LeWI est le centralisateur de son radi€gj-déployéRq, M dansG.
Nous notondM x U~ ~ P~ la décomposition de Levi dwsis-groupe parabolique opposPa
contenaniMl.

Ayant choisi un toreQ,-déployé maximaB de M, nous reprenons les notatiofs V, A,

v de 2.1, que nous affectons de l'indidd pour désigner les mémes objets relatifs au groupe
réductif M.

LEMME 2.3.1.—SoitRM le radical deM. Le sous-espace réel
Ly =R®y (X* (RQPM)/X* (RQPG)) cVv
est I'orthogonal deby; et on a le diagramme commutatif suivant

RM(Q,) < Z(Q)

[

0 Lwm v %Y 0

dont la ligne inférieure est une suite exacte courte.
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Démonstration. e toreQ,-déployéRq, M est la composante neutre(dg ., , ker a. Ainsi
les cocaracteres dBq, M sont exactement les cocaracteresSierthogonaux aux racines
a € O\, et Ly S'identifie a I'orthogonal dé@y; dansV/.

Par définition,Vi1 := R ®z (X.(S)/X.(Rg,M)) car Ro,M est le radicalQ,-déployé de
M, d’ou I'exactitude de la ligne inférieure. La commutativité du triangle est évidente puisque les
deux morphismes et vy, se déduisent de ord.

Il reste & montrer que pour towitce RM(Q,) et touta € ®ng, (a,v(t)) = 0. On peut se
restreindre aux appartenant a un systeme de racines simplasge

D'aprés [15, XIV, th. 1.1], le group€Z contient un tore maximall' défini sur Q,.
Nécessairement, il contiet et c’est aussi un tore maximal d&, contenu dan®1. Ainsi S
et RM sont des sous-tores @& Selon la proposition [6, 6.8}, se prolonge en une raciaede
M par rapport &. La nullité de{a,v(t)) = —(a, ord(¢)) résulte du lemme suivant appliqué a
aeX*(T). O

LEMME 2.3.2.—SoitT un tore maximal du group®.

Pour toutt € RM(Q,) ettouta € X*(T) on a(as,ord(t)) = v,(a(t)), ou nous avons étendu
la valuationv, & une cléture algébrique d@,.

En particulier, sia appartient a I'ensembl@y;(T) des racines d&I par rapport aT, on a
a(t) =1 et(a|g,ord(t)) = 0.

Dans ce lemme, on ne suppose pas fuest défini sufQ,.

Démonstration. Puisque T est un tore maximal deZ, le morphisme de restriction
X*(Z) — X*(T) est injectif & conoyau fini. Il existe donc un multipda (N € N*) de a qui
s’étend en un caractewé de Z.

Soit F' une extension galoisienne finie @ sur laquelles’ est défini. On not& son groupe
de Galois etl son degré.

La formule (8) appliquée au caractéyg _r “a’, nous donne :

<§ "ais,ord(t)> =, <Z "a’(t)).

oel

Or S est un toreQ,-déployé etajg = Najs, donc le membre de gauche vaiN(a‘s, ord(t)).

Quant a celui de droite, il vautN v, (a(t)) cart € RM(Q,) et aTRM = Najrm-
La derniére assertion vient du fait que les racineMig@ar rapport dr" sont triviales sur le
radical deM. O

La derniere partie de la preuve du lemme 2.3.1 redémontre le fait que le radical d’'un groupe
réductif agit trivialement sur son immeuble de Bruhat-Tits.

Selon [10, I.7.6.3-4], 'appartemediy; de 'immeuble déM associé & s’identifie 84/ L,
muni de I'action quotient d&N(Q,) "M(Q,,). Etd’aprés[10, 11.4.2.15], 'immeuble d’un groupe
s'identifie a celui de son groupe adjoint, donc aussi a celui de son groupe dérivé.

2.4. Propriété de contraction

Nous dirons qu’une partie bornée non viflede 7 estbien placéepar rapport au couple
(P,M) si elle est incluse dans I'appartement associé a un@prdéployé maximaB de M.
Nous fixons une telle parti@ et un tel toreS. Soit G, (resp.Mg,) le schéma affine lisse si,,

a fibres connexes et de fibre générigii¢resp.M) associé¢f. 2.2) &2 C A (resp.au projeté de
Q1 surAnp). On notePg, (resp.Pg,, Ug, Ug) 'adhérence schématique Be(resp. U, U~) dans
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Ggq. On note encor®M I'adhérence schématique &M dansGgq. Selon 2.2(iv) RM(Z,)
est le sous-groupe compact maximalRIB1(Q,).

PROPOSITION 2.4.1. —

(i) L'immersion ferméd&I — G se prolonge en un isomorphismefgschémas en groupes
de M, sur le centralisateur dan&sq du Z,-schéma canonique de fibre générique
Rg, M.

Ainsi M, s'identifie a 'adhérence schématique NedansGg,.

(i) Mg normalise U, et la décomposition de LevM x U ~ P se prolonge en un

isomorphisme

Mg x Ug 5 Pq.
(i) Le morphisme produit
U, x Mg x Ug — Gq
est un isomorphisme sur un voisinage ouvert de la section unit&gde

Déemonstration. -D’aprés 2.2(i), I'adhérence schématique du tikg, M dansGq est le
tore Z,-déployéSpecZ,[X*(Rg,M)], son centralisateur, darG, est un sous-schéma en
groupes fermé, lisse s, et a fibres connexes [15, XIX, 2.2]. De plus, sa fibre générique
est le centralisateur dBg, M dansG, c'est-a-direM. Ces propriétés caractérisent.(2.2)
'adhérence schématique i dansGq,.

L'identification deM, avec I'adhérence schématiqueldies’obtient grace a la caractérisation
[10, 11.3.8.3] deM, dans le ca€),-quasi-déployé, puis par descente étale dans le cas général.
D'ou (i).

Les deux assertions (ii) et (iii) sont la conséquence directe du théoreme [10, 11.2.2.3] appliqué
au toreQ,-déployéRo, M. O

Le lemme suivant énonce les propriétés de i@mtion que nous utilerons pour décrire la
structure des algébres de Hecke paraboliques.

Les sous-groupes paraboliqi@&tP—, de I'appartement de I'immeuble de Tits Geassocié
aS, correspondent respectivement dagettes vectorielle8p et —Fp deV/, ol

Fp:={v€ Ly |Va€dy, (a,v) >0}
et y est 'ensemble des raciness ® intervenant dans la représentation adjointeSdgans
l'algebre de Lie deU.
Limage Anm := v(RM(Q,)) est un réseau déys. Soit Ay, le monoide commutatif libre

intersection de\ns avec I'adhérence dep et RM(Q,)" son image réciproque pafrni(g,)-
On adonc

RM(Q,)" = {t € RM(Q,) | Va € By, —v,(a(t)) = (a.0(1)) > 0}.

Selon le lemme 2.3.2, 9 (T) est 'ensemble des racines Uepar rapport & un tore maximal
T (non nécessairement défini sQy) deZ, on a aussi

(11) RM(Q,)* = {t e RM(Q,) | Va € Pu(T), v,(a(t)) <0}

car selon [6, 6.8], toute racinec (@)™ se prolonge en une racinéc oy (T).

LEMME 2.4.1.—Pour toutt e RM(Q,) ™, on ales relations
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MQ(Zp)t = MQ(ZP) Uq (Zp)t cUg (Zp) U5 (Zp)t o U5 (Zp)
(12) Pq(Zy)' CPa(Zy) Pg(Zy) DPq(Zy).

De plus, les sous-groupesq(Z,)" (resp.'Ug(Z,)), t € RM(Q,)", forment un systeme
fondamental de voisinages ouverts compacts de I'unité Bg(is,) (resp. U~ (Q,)).

Démonstration. +a relation faisant interveniM est immédiate caRM est la composante
neutre du centre dil.

Pour obtenir celle concernatt, il suffit, d'apres 2.2(ii) et (iii) appliqué & = &y, de montrer,
pour touta € (®y)*4, linclusion (U,)* € U, ol « est la plus petite racine associée:,a
contenanf. Or, selon 2.2, on §U,,)" = U,_, ), donc il suffit d'avoira + v(t) C «. Ce qui
équivaut, puisque est de la forme (9), &, v(¢)) > 0.

D’apres la décomposition de Levi de la propositih4.1, ces deux premiéres relations donnent
celle pourP.

En remplacantU parU~, on obtient de méme les relations concerdantet P~

Et la derniére assertion résulte de I'assertion analogue pour les sous-gtdupedJ, (Q,)
(cf.2.2). O

Soit K un sous-groupe distingué d&q(Z,). Il estbien placépar rapport ¥P, M) s'il se
décompose sous la forme

(13) K = (K N Uq (Z,)) (K N Ma(Z,)) (K N Ua(Z,))
et si pour tout € RM(Q,)™,
(14) (KNUG(Z,))" 5 K NUg(Z,).
Il résulte de [30, 1.2] que I'ensemble, nof&,, des sous-groupes ouverts, distingués dans

Gq(Z,) et bien placés par rapport(®,M) forment un systéme fondamental de voisinages
ouverts de l'unité dan&q(Z,).

3. Opérateurs enp

Dans la suite, nous notons souvédt, (Z,)* I'un des groupedMq(Z,) ou son groupe dérivé
Mq(Z,)', etPq(Z,)* désigne, selon le cas, le sous-grodpe(Z,) ou

PQ (Zp)/ = MQ (Zp)/ X UQ(ZP).
3.1. Niveau infini
Nous fixons une sectiom du morphisme

YIRM(Qp)

Par compacitéVlo(Z,) No(Am) = {1}.
On poseC :=Mq (Zp)/MQ (Zp)/.

ProposITION 3.1.1. — Dans cette situation,
Dy = U(AK/I)PQ(ZP)I CDoyp:= U(AK/I)PQ(ZP)
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sont des sous-monoidesBé&Q,,).
De plus nous avons les isomorphismes d’anneaux suivants

H(Pa(Zy)', D1,p) < Z[A]
H(Pa(Zyp)', Dop) < Z[A][C]
H(Pq(Zy), Do p) & Z[AL]-

Enfin, Pq(Z,)" est un sous-groupe distingué, au sens du paragrapi® de la paire
PQ(ZP) C Doyp.

Démonstration. -Les relations (12) montrent, d’'une part, que
D1 p C Doy C P(Qp)

sont des sous-monoides, et de l'autre, que pourgops Dy ,
#(Pa(Zy)" \Pa(Zy) EnPa(Z,)")
= (Pa(Z,)" :Pa(Z,)" N (Pa(Z,))")
= (Pa(Zy)": (Pa(z,)")™)
= (Pa(Zy)": (Pa(Z,)")") (Pa(Z,))": (Pa(Z,))"")
= (Pa(2,)": (Pa(Zy)")") (Pa(Z,)" : (Pa(Zy)")").

D’ou la multiplicativité nécessaire poupgliquer le corollaire 1.4.1. De plu®q(Z,) étant
un sous-groupe ouvert dP(Q,), tous ces indices sont finis. Ainsi I'anneau de Hecke
H(Pa(Zy)*, Dy,p) estisomorphe a l'algébre du monoiBe(Z,)*\ Do p/Pa(Zy)*.

En utilisant (12) puisMq(Z,) N o(Am) = {1}, ce dernier est isomorphe &

Dop/Pa(Zp)" = U(AIJ\F/[)MQ(ZP)/MQ(ZP)*
. A& siPq (Zp)* = PQ(ZP)7
A-’l\_/I x C  si PQ(ZP)* =Pq (Zp)/.

De plus, le sous-anne&(Pq(Z,)’, D1,,) C H(Pa(Zy)', Dy ) S'identifie immédiatement &
I'algébre du monoide commutatif librgy;.
La derniére assertion signifie que les applications

(15) Po(Zp)\Pa(Zp)' ¢Pa(Zy)'

|

Po(Zy)\Po(Zy)EPo(Zy)
sontinjectives§ € Dy ), i.e.
V€€ Doy, Pal(Zy)€Pa(Zy) NPa(Zy)E =Pa(Zy)'E.

Ce qui est le cas puisque cette égalité est équivalente a celle projetédIdeinsette derniere
vient du fait quer (Af;)Mq(Z,) normaliseMq(Z,)’. O
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3.2. Niveau fini

Nous nous intéressons maintenant au niveauifiaux sous-groupes de niveau de la forme
UPq(Z,) etUPq(Z,)', ouU € Ty,,. Les premiers sont de tyfi tandis que les seconds sont
de typel';.

Le groupe abélien profirdi’ s’identifie a la limite projective, indexée pag;,, des groupes finis

Cu = MQ(ZP)/((U N MQ(ZP))MQ(ZP)/) (U € Top).

PrROPOSITION 3.2.1. — Soit U € Ty,,. Alors UD, ,, C UDy, sont des sous-monoides de

G(Qy). _ . .
De plus, on a les isomorphismes d’anneaux suivants

H(UPG(Zy) ,UDs p) < Z[A{4]

n

H(UP(Zy)',UDoy) < Z[A][Cu]
H(UPG(Zy),UDop) < Z[A34]-

De plus,UPq(Z,)’ est un sous-groupe distingué de la paire
UPo(Z,) C UDy,,.

Démonstration. -Remarquons d'abord qUEP(Z,)* C Ga(Z,) est un sous-groupe car
U <1 Gq(Z,) estdistingué.
Etablissons ensuite, podre o(Af;) etp € Pqo(Z,), les égalités :
UPq(Zy)"EpUPq(Zy)" = UPq(Zy) EpPa(Zy)*
(16) = (UNPq(Zy))EpPal(Zy)"
(17) = (UmUs; (Zp))gp(UﬂMQ(Z;D))PQ(ZP)*'

La premiére égalité vient del/ = Up, de la décomposition (13) et de (14). La seconde de la
décomposition (13) et de (12). Et la troisiéme, toujours de la décomposition (13).
L'égalité (16) montre qué/D, , C UD,, sont des sous-monoides @Q,) et que le

morphisme
(18) Po(Zp) \Pa(Zp)*EpPa(Zy)*

Pep

Zyp)"EpUPQ(Zp)*

-— N

UPq(Z,)"\UPq

—~

est surjectif. Il est aussi injectif car
Pq(Zp)*¢pPa(Zy)” NUP(Zy)"Ep = Pa(Zy)"Ep.

En effet, cette égalité est a nouveau équivalente a celle projeté@idasjuelle résulte du fait
queo(Ay;)Mq(Z,) normaliseMq(Z,,)*.

Comme dans la preuve de la proposition 3.1.1, nous disposons donc de I'’hypothése de multipli-
cativité nécessaire a I'application du corollaire 1.4.1 : I'anneau de HE¢k& , (Z,,)*, U Dy ;)
estisomorphe a I'algébre du monol® o (Z,)*\UDy ,/UPa(Zy)*.

En utilisant (17) puidMq(Z,) No(Am) = {1}, ce dernier est isomorphe a
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DO,;D/((U N Mgq (Zp))PQ(Zp)*)
= U(AIJ\F/I)MQ(ZP)/((U N MQ(ZP))MQ(ZP)*)
Al-{_/l Si PQ(ZP)* =Pq (Zp)a
Al-i_/l x Cy Si PQ(ZP)* = PQ(ZP)/.

De plus, le sous-anneau
H(UPq(Z,) ,UD1 ) C H(UPG(Zy)' ,UDy )

s'identifie immédiatement & I'algébre du monoide commutatif libgg.
La derniere assertion résulte des isomorphismest des injections (15). O

3.3. Conséquence de la propriété de contraction

La propriété de contraction des éléments RM(Q,)*, décrite au lemme 2.4.1 se traduit,
sur les opérateurs de Hecke, par les relations suivantes :

LEMME 3.3.1.—SoientU,U’ € Ty, tels quelU’ C U.
Il existet € RM(Q,)* tel que (U’ NU,(Z,))" D U NUg,(Z,). Pour un telt, on a les
relations:

U'Pq(Z,)tUPG(Z,)|UPQ(Z,)1U' P (Zy,) = U'Pq(Z,)tU' P (Zy),
UPG(Z,)1U'Po(Z,)|U'Po(Z,)tUPG(Zy) = UPG(Zy)tUP(Zy).

Démonstration. -D’apres le lemme 2.4.1, les sous-groufiés N Ug, (Z,,)), lorsquet varie
dansRM(Q,)", forment un systéme fondamental de voisinage de I'unité 8&n&Q,,). D’ou
la premiéere assertion.

Puisquel’ C U,on a

#((UPq(Z,))\UPq(Z,)1U'Pq(Z,)) = 1.

Ainsi, selon la proposition 1.4.1, il suffit, poutablir les deux égalités d’avoir I'égalité et
l'isomorphisme suivants :

(19) U'P(Z,)tUPG(Zy) = U'Po(Z)WU'Po(Z,),

(20) (U'Pa(Zy))\U'P(Zp)tUPG(Zy) = (UPG(Zy) ) \UPQ(Zy)tUP(Zy).
En utilisant la décompositio(14) puis la ondition surt, on a
U'Pq(Zy)tUP(Zy) = U'Pq(Zy)t(UNUg (Zy))Pa(Zy)
=U'Pq(Zy)tPa(Zy),
d’'ou 'égalité (19).

Les isomorphismeg,, de (18) établissent I'injectivité du morphisme (20). Sa surjectivité est
évidente. O
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4. Cohomologie des variétés modulaires

Dans cette section, nous comparons la cohomologie de la variété modulaifan groupe
réductif connexé& surQ, enniveau finiK, a la cohomologie du group€. Nous aboutissons a
un analogue adélique de la comparaison de la cohomologie d'un grcayee celle d’'un espace
K(T,1).

Nous parlons de niveau fini pour signifier qéé est un sous-groupeuvert compact du
groupe des points adéliques finis(A¢). Le résultat de comparaison que nous démontrons
(cf. prop. 4.3.2) met en jeu la cohomologie du grodpenuni de la topologieliscrete

Dans la suite, I'application principale de ce résultat sera la suite spectrale de changement de
niveau du théoreme 5.2.1.

4.1. Variétés modulaires

Nous envisageons ici les variétés modulaires uniquement d’un point de vue topologique, en
tant qu’adélisation des espaces symétriques associés aux groupes réductifs.

4.1.1. Domaine symétrique

Soit RG le radical deG, c’est-a-dire le plus grand sous-tore central. LorskueQ ou R,
on noteR G le plus grand sous-tore-déployé deRG etR;G(R)* la composante neutre du
groupe de seR-points.

Nous notonsX le domaine symétrique associé au grope C'est un espace homogene
sousG(R) dont les fixateurs sont de la fornféz.RgG(R) ou Ky est sous-groupe compact
maximal deG(R). Cette description détermin¥ a isomorphisme prés. On le munit de la
topologie quotient de&&(R). L'action de G(R) sur X se factorise en une action propre du
quotientG(R)/RoG(R)*.

L'espace symétriqueX®! du groupe adjoinlG*! de G s’identifie & 'ensemble des sous-
groupes compacts maximailkg C G(R) car leur normalisateur esfz. RR G(R).

La décompositiorG(R) = RgG(R)T x (G(R)/RrG(R)") permet d'identifierX avec le
produit(RgG(R)* /RoG(R)*) x X2d.

4.1.2. Variété modulaire de niveau fini
Si K C G(A¢) est un sous-groupe ouvert compact, la variété modulaife de niveauk’ est

Mic = G(Q\X x G(As)/ K

ou les actions sont définies pafz,g)k = (vx,vgk), quels que soieny € G(Q), = € X,
gEG(Af),kEK.

PuisqueX est connexe, 'ensemble des composantes connexksdestG(Q)\G(A¢)/ K.
Plus précisément, si pour tout sous-groupe- G(A;), on notel'y := G(Q) N H, alors la
composante connexe correspondant a la double cl@$@ ¢ K, (¢ € G(Ay)), s'identifie au
quotientT'sx \ X. Lidentification et la compatibilité eme deux éléments de la méme double
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classe sont données par le diagramme commutatif

Lo\ X

QXg,vgk |1 Mg

F’yng\X
oupourg € G(Ar), v G(Q), ke Ketre X,ona

ig(Torz) =G(Q)(z,9)K et aggr(Toxx) =THorgya.
4.2. Compactification de Borel-Serre
Nous décrivons ici I'élargissement, du domaine symétriqu®, défini par Borel et Serre [5].

4.2.1. Sous-groupes paraboliques

Soient3 'ensemble deg)-sous-groupes paraboliques@eet3; C B le sous-ensemble des
Q-sous-groupes paraboliques propres maximaux.

PourP € ‘B, on définit le sous-ensemble (fin)P) C P desQ-sous-groupes paraboliques
propres maximaux contenaBt C’est aussi l'unique sous-ensemble 3, tel que

P= ﬂ P;.

P.eS

On note; C B le sous-ensemble d€ssous-groupes paraboliquBsieQ-rang parabolique
i, c'est-a-dire tels que(P) est de cardinal.

L'applications passe au quotient par I'action par conjugaison (a gauche pour fixer les idées)
du groupeG(Q). Pour une classe d&(Q)-conjugaisore de Q-sous-groupes paraboliques, on
note aussi(c) C P31 'ensemble de§)-sous-groupes paraboliques propres maximaux contenant
un élément de la classe

4.2.2. Elargissement du domaine symétrique

Pour chaqueP € B, de radical unipotentU, soientSp le radicalQ-déployé deP /U et
Ap ~ (R%)" la composante neutre du grouf$ /Sc ) (R). SiP’ € B contientP, alors I'injec-
tion naturelleSp, C Sp induit une injectiorup: p : Ap: — Ap. Ce qui permet 'identification
Ap = HPles(P) Ap, .

Si P; € B4, on forme I'union disjointedp, := Ap, 11 {0}, munie de I'action dedp, qui
laisse fixe0 et prolonge celle sur lui-méme par translation. Plus généralementRpeudg;, on
posedp := lees(P) Ap, ~ (R,)?, muni de I'action diagonale. Alors on a la décomposition

A_p:H( II  4e.x ] {0}).

P'OP ‘P cs(P)~s(P) Pies(P)

Borel et Serre définissent uaetion géodésiqus, §3.2], notée ici a droite, dép surX. Le
coin associ¢ & est le produit contract& (P) := X x4P Ap. Si on notee(P) := X/Ap, la
décomposition précédente de donneX (P) = [[p/—p e(P’).
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La variétéX est définie topologiquement comme la limite du systéme ind(&HfP))pey
dont les applications de transitiGont les immersions ouvertésy « ap: p: X (P') — X (P),

ou P C P’. Du point de vue ensembliste, on¥a= [ [y, ¢(P) et ladhérence(P) dee(P)

dansX este(P) = [[p/pe(P’).

Ainsi X = X(G) = ¢(G) s'identifie a un ouvert dense d€. L'inclusion X C X est en fait
une équivalence d’homotopie. D’aprés [5, 8.3], les fera{® (P < ) sont des variétés a bords
contractiles. Le sous-espae@) C X est de codimension le rang paraboliqueRleDe plus le
recouvrement du borX := X . X par les fermés(P,) (P, € B;) a pour nerf 'immeuble
de Tits [35, 5.3] deG.

4.2.3. Prolongement de I'action

Soient P € P et v € G(Q). Puisque Ap est central dan¥/U, lisomorphisme de
conjugaisory — g induit un isomorphismelp ~ A-p (encore noté-) qui ne dépend que
deP et”P (pas dey). De plus, I'action géodésique est telle quera) = (yz)("a), pour tous
re X eta€ Ap.

Par conséquent, I'action d&(Q) sur X se prolonge & en permutant les coins, ainsi que les
bords :

X

X ¢ X(P)(/ | > (P) X
i

AR 'YPJ/Z l i Y
/7

X~ X(P) oe(TP) X

avecyp (x xt) = (yz) * () pourxz € X, t € Ap.

4.2.4. Compactification
Soit K C G(A¢) un sous-groupe ouvert compact. La variété

Mg =G(Q\X x G(Ar)/K

a pour composantes connexes les quoti€ats\ X (g € G(Ay)), identifiés de la méme fagon
qu'en 4.1.2, en remplacaif par X.

Borel et Serre ont montré [5, th. 9.3] que I'actionldg, sur X est propre et que le quotient
I'src\ X est compact. Ainsi, la variété a baMd i est une compactification del x, dont le bord
est

aﬂ}( = m}( AN MK = G(@)\@Y X G(Af)/K

4.2.5. Décomposition du bord

Soit ¢ la classe dez(Q)-conjugaison déP € 3. Puisque deux sous-groupes paraboliques
conjugués distincts ne peuvent contenir un méme sous-groupe parabolueseson propre
normalisateur dan&, on a

U @@= [] @) - G(@) <" (@),

P'cc P’cc
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Par conséquent, le ferndé M i € OM g défini par

o = G\ U @7 ) x Glan)/&

P’ec

s'écrit aussb. My = P(Q)\e(P) x G(A¢)/K et 'espace des composantes connexes de cette
variété est

P(Q\G(A1)/K.

Si, pour tout sous-groupH C G(A¢), on notel'y (P) := P(Q) N H, alors la composante
connexe correspondant a la double cla¥@)gK (g € G(Ay)), s'identifie au quotient
ok (P)\e(P) avec les compatibilités données par le diagramme commutatif

Lore (P)\e(P)
AP,g,vgk |1 / ach
Lo (P)\e(P)

oupourg € G(Ar),yeP(Q), ke K etxce(P),0na

ipg (T (P)2) =P, g)K et
ap g gk (I‘gK (P):v) =Torg (P)yz.

Lorsquec; parcourt 'ensemble&(Q)\1 des classes de conjugaison @esous-groupes
paraboliques propres maximaux Gg les fermeés., M, forment un recouvrement localement
fini du bordoM .

LEMME 4.2.1. —Pour tout sous-ensembfeC 3, stable par conjugaison sous(Q), on a

ﬂ aclﬂK: H 6CHK
s(c)=8

c1CS

ol ¢, etc désignent des classes @8Q)-conjugaisons dé&)-sous-groupes paraboliques @&

Rappelons ques(c) C B, est défini en 4.2.1 comme I'ensemble d@ssous-groupes
paraboliques propres maximaux contenant un élément de la classe

Démonstration. -Par distributivité, on a

N U «®y= U N e®o)

c1CS Pi€cr (PC1)€H e c1CS
c1C

ou I'union a droite est indexée par les famill@,, )., s constituées d’un représentddt, de
chaque classe, C S.
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Or, lintersection de droite est non vide seulement lorsque l'intersection de la famille
(P¢,)e;cs correspondante est Wp-sous-groupe paraboliqie =, -5 P.,, auquel cas elle
vaute(P). Mais unQ-sous-groupe paraboliqgleest I'intersection d’une telle familleP.., )., c s
si et seulement si(¢(P)) = S car un sous-groupe parabolique ne peut étre contenu dans deux
sous-groupes paraboliques conjugués distincts. Pour cette derniére raison encore, on a finalement
I'union disjointe dans la décomposition :

N U ®-11 U o

c1CS Pi€c s(c)=S Pec

Ce qui, aprés passage au quotient@a€) et K, donne la formule voulue. O
4.3. Cohomologie de niveau fini

4.3.1. Sous-groupes assez petits et espak&§’, 1)
Nous dirons qu’un sous-grouge de G(A¢) estassez petit'il vérifie la condition
(TF) les groupe¥’sy = G(Q) N H (pourg € G(A¢)) n'ont pas de torsion.

LEMME 4.3.1.—L'ensemble7” des sous-groupes ouvess C G(Ar) compacts assez petits
au sens d€TF) est un systeme fondamental de voisinages de I'unité @4ns).

Pour un tel sous-group®, chaque composante connéxg \ X de la variété modulaireV!
de niveauK estun espacE(I'sx,1).

Démonstration. PuisqueG(A¢) est un groupe localement profini, ses sous-groupes ouverts
compacts forment un systéme fondamental de voisinage de I'wfit@( Ill, p. 36, cor. 1]).
L'existence de sous-groupes ouverts compdctsels que lesl'sx n'ont pas de torsion est
démontré dans [4]. LensembiE forme donc bien un systeme fondamental de voisinages de
l'unité.

SoientK € T et g € G(A¢). PuisqueRgpG est un tore déployé sup, ses sous-groupes
arithmétiques sont finis. Le groufieyG(R)* étant sans torsion, on a donc

T N RQG(R)+ = {1}

Ainsi, Ty s'identifie & un sous-groupe discret et sans torsion (par définitio¥ dele
G(R)/RgG(R)*. Ce dernier agissant proprement sXir selon [8, IIl, p. 32, prop. 8]k
agit proprement, mais aussi librement, slirPuisqueX est contractile (car homéomorphe a un
espace euclidien), nous en concluons Bug\ X est un espacK (T'sx,1). O

4.3.2. Systemes locaux
Soit K € 7. A tout Z[K]-moduleL, nous associons le fibré

Mg (L) :=G(Q)\X x G(A;) xK L

sur Mg, ol les actions sont définies pafr, g x 1) = (yz, (vg) * 1), quels que soient € G(Q),
zeX, g€ G(Ar) etl e L.

Si nous faisons agir les groupEsy sur L par(v,1) — ~9.1, quels que soient € Do, l € L
etg € G(A¢), alors le fibré induit sur la composante conn&xg\ X estlsx\ X x L. Limage
réciproque de ce dernier sixr est le fibré trivialX x L car, K étant assez petit au sens de (TF),
'y agit librement surX'.
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Les compatibilités sont données par le diagramme commutatif suivant :

Qg,vgk | MK(L)

%

Tooeg\X x L

].—‘QK\X x L

oupourge G(A;), 7€ G(Q), ke K,z e XetleL,

ig(Dox (2,1)) = G(Q)(z, g 1)K et
Qg,vgk (FQK(% l)) =Thoeg (v, k_l.l).

Le systéme local associé &iliK]-module est le faisceau (que nous noterons augsisur
I'espace topologiqué -, des germes de sections localement constantes duMitréL).

Par comparaison de la cohomologie d'un grodpevec celle d’'un espacK(T',1), la
cohomologie d'un systéme local st ; se décompose sous la forme :

H (Mg, L) = Il HTuwxL.
G(Q\G(41)/K

PROPOSITION 4.3.1. — Soit L un faisceau subM .
Il existe une suite spectrale

By = J[ W(@-Mg, L) = H(OMg,L)

cCPit1

le produit de gauche étant sur les classed3@)-conjugaisorn: C ;4 1.

Démonstration. -On utilise le recouvrement fermé fitd., M), cg, du borddM  décrit
en 4.2.5. Rappelons que parcourt 'ensemble des classes @éQ)-conjugaison dé-sous-
groupes paraboliques propres maximaux@lelLa suite spectrale de Leray [16, II, th. 5.2.4]
associée a ce recouvrement fermé est telle que

B = [ W ( N aqMK,L) = H"(0Mk,L)
SCP1 c1CS
#e(S)=i+1

ou le produit porte sur les sous-ensembles” 3; union d’exactement + 1 classes de
conjugaison. Le lemme 4.2.1 permet de décomposer

Hj( N aqMK,L> = [[ ®©@-Mkx,L).

c1CS s(c)=S
Dot ByY =T[l,cq,,, B (0:Mx,L). O
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4.3.3. Opérateurs de Hecke

Nous renvoyons a la section 1 pour les notatiomkéhitions des paires, opérateurs et anneaux
de Hecke abstraits. Nous convenons de fairelagigroupes et monoides a gauche, et les anneaux
de Hecke a droite. Si bien que, dans ce qui suit, partant d’'une action (& gauche) de K,
nous obtenons une action (a droite)ldéi, D) (sur lesK -invariants par exemple).

SoientK € 7 et D C G(A¢) un sous-monoide contendiit Si¢ € D, posongK := K N °K
et K¢ := K N K¢.

Le commensurateur d’un sous-groupe ouvert compa€k ;) est égal & (Ayr). Lanneau
de HeckeH (K, D) agit naturellement sur la cohomologie de la variété modul@ife .
Plus précisément, sl est unZ[D~']-module, 'opérateurkK (K est défini a partir de la
correspondance algébrique

gxg!
M (L Mg, (L
/ o )G(Q)(Iyg*l)HG(Q)(z-,gE*E*l-l) il \
Mg (L) Mg (L)
23
Mk - M,

G(Q)(z,9)eK—G(Q)(z,98) K¢

Mg Mg

dans laquelle les carrés des deux cotés sont cartésiens. Ainsi le diagramme

H (M, L) = H (M, L)

(ep)” m*

H (Mg, L) KeR H (Mg, L)

ou (¢p)* et(pe)« sont respectivement I'image inverse paret la trace de,, est commutatif.

4.3.4. Comparaison avec la cohomologie des groupes
Afin de donner I'analogue adélique du réstitfa comparaison de la cohnomologie du groupe
I'x avec celle de I'espacEx\ X, nous munissons, pour todt{ D~']-module L, le module
induit ind®“¢) L de deux actions qui commutent (nous identifions ce module induit a I'espace
des fonctions sué (A¢) a valeurs dang) :
— l'action de G(Q) obtenue par restriction de I'action canonique du groGpg\) sur
le module induit : (vs)(g) := s(y"1g) quels que soient € G(Q), s € indS®I) L et
g€ G(Ar);
— et celle deD—! définie par(¢=1s)(g) := ¢ L.s(g€~1), pour touts € D, s € indSA40) [ et
toutg € G(As).
En prenant les invariants sous chacune de ces actions nous obtenons :
— d’'une part, I'espace

F(L)=F(G(Q\G(Ar), L)
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des fonctions su6 (Q)\ G (A) & valeurs dans. C'est un sousd ! -module dend €0 L,
si bien que les groupes de cohomoloHi¢ K, 7(L)) sont desH (XK, D)-modules;
— etde l'autre, le module induit

indG*0 L = HO(K,indS*L).

C'est un sous(Q)-module deind®*®) L, muni naturellement d’une action de I'anneau
de HeckeH (K, D) :

s|KEK = Z (€a) s

KtaeKEK

pour tout§ € D et touts € indg(Af)L. Cette action commute avec celle G€Q), si bien
gue les groupes de cohomologie

H (G(Q),ind L)

sont aussi munis d’'une action @4 K, D).

PROPOSITION 4.3.2. — SoientK € 7, D C G(A¢) un sous-monoide contenahit et L un
Z[D~']-module(a gauchg.
Nous avons les isomorphismes canoniqueK (&, D)-moduleqa droite) suivants

H (K, F(L)) &H (Mg, L) S H (G(Q),ind 7“0V L).
Démonstration. Jout d’abord, en degré, selon les compatibilités détaillées en 4.3.2, le

groupe des sections globales du systéme local assatié’identifie au groupe des fonctions
s € F(L) telles que pour touf € G(Ay) et toutk € K,

s(G(Q)g) e L'x et s(G(Q)gk) =k ".5(G(Q)g).
Mais la premiére relation est une conséquence de la seconde car, peuetbuyt :
77.5(G(Q)g) = s(G(Q)g(y™1)?) = s(G(Q)'g) = s(G(Q)g).
Ainsi HO(K, F(L)) = H(M, L) = H)(G(Q), ind* L).
En degré quelconque, les isomorphismes s’obtiennent par décalage car
— le foncteur qui, &, associe le systéme local correspondantgi¢ est un foncteur exact de
la catégorie de® ~!'-modules dans celle des faisceaux sty , qui transforme les modules

injectifs en faisceaux acycliques poHr (Mg, -). Cette derniére propriété se déduit du
résultat de comparaison sur chaque composante connexe :

H (Tog\ X, L) = H (Togc, L).

— F est un foncteur exact de la catégorie d&s'-modules dans elle-méme qui conserve les
objets injectifs. L'exactitude est immédiate et la conservation des injectifs vient de

Homp (-, F(L)) = Homp (- ©2 Z[G(Q)\G(A)], L),
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- indg(Af) est un foncteur exact de la catégorie dBs'-modules dans celle des
(G(Q),H(K, D))-bimodules, et transforme les modules injectifS@(f)-modules injec-
tifs. La conservation des injectifs résulte de

Homgg) (-, indfy “*' L) = Homy (- @z/a(q) Z[G(A1)], L)
et du fait qUEZ[G (A)] est unZ[G(Q)]-module libre. O

4.3.5. Descente 34
Nous comparons ici la cohomologie des systémes locaux sur

M5d = G(Q)\X* x G(Ar)/K

d’une part et suM g d’autre part.

On noterre = dim RrG — dim RgpG la différence entre le rang réel et le rang rationnel du
radical deG. Selon le théoréme de Dirichlet pour les tores [25, cor. 1 du th. 4:k4],est aussi
le rang du groupe abélien libigy N RrG(R)™T lorsquek € 7.

COROLLAIRE 4.3.1.— SoientK € 7 et L un Z[K]-module dont la restriction & x N
RrG(R)" est triviale.
On a canoniquemeni®(M3d, L) 5 H (M, L) et il existe une suite exacte longue

0—H' (M3, L) - H (Mg, L) - H (M58, L) —
= H (M3, L) - H (Mg, L) — H (M3, L) —

Démonstration. +'analogue de I'isomorphismB (M, L) ~ H (K, F(L)) pour M3 est
H (M3 L) ~H (K*, F(L)) ou K* := K/(I'xk NRgG(R)*) car ses composantes connexes
sont des espacd§(Tu /(Tx NRrG(R)T),1). De plusF(L) estunl'x "Rz G (R)*-module
trivial dont les seuls groupes de cohomologie non triviaux sont

H°(T'x NRrG(R)",F(L)) =F(L) et H'(I'x NRrG(R)",F(L)) = F(L)™"e
carl' g NRrG(R)™ = Z"™r& . On obtient donc une suite spectrale de Hochschild—Serre sous la
forme
By =H' (M3, W (g NRrG(R)T, L)) = H™( Mg,L)
qui dégénere et donne la suite exacte du corollaire.

4.3.6. Changement de niveau
Nous donnons I'analogue du lemme de Shapiro et de la suite spectrale de Hochschild—Serre :

COROLLAIRE 4.3.2. —SoientK’ € 7 et K € T deux sous-groupes tels qii€ C K et L un
Z[K']-module.
Les morphismes canoniques

H (Mg, indj, L) SH (Mg, L)

sont des isomorphismes.

Démonstration. -€’est une conséquence immédiate ld proposition précédente puisque

indG " ind%, L =ind$40L. o
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COROLLAIRE 4.3.3.—SoientK € 7, D C G(A¢) un sous-monoide contenaht et L un
Z[D~']-module(a gauchg.

Pour tout sous-group&” € 7 distingué, au sens du paragraple?, dans la paire(K, D),
Nous avons une suite spectrale

By =H(K/K' W (Mg, L)) = H(Mg,L)

Hecke-équivarianté.e. H (K, D)-équivariantg.

Démonstration. 4ci encore, une conséquence immédide la proposition précédente, et de
la suite spectrale de Hochschild—Sermrecke-équivariante du corollaire 1.2.10

4.3.7. Torsion par un caractére
SoientK € 7, D C G(A¢) un sous-monoide contenafit et y : D — A* un morphisme
de monoides, trivial sufk, a valeurs dans le groupe des éléments inversibles d'un anneau
commutatifA.
Pour toutA[D~']-module a gauch@/ et toutA @z H (K, D)-module & droiteV, nous notons
— M(x) le A[D~']-module a gauch@/ tordu pary : £~'.,m = x(&)~'¢~1.m pour tout
m e M ettouté € D,
— N(x) le Aoz H(K, D)-module a droiteV tordu pary : n|, KEK := x (&) ~'n|KEK pour
toutn € N ettout¢ € D .

LEMME 4.3.2. - SoientK € 7, D C G(A¢) un sous-monoide contenakit, A un anneau
commutatif e, un A[D~']-module(a gauchg.

Pour tout morphisme de monoidgsD — A* trivial sur K, nous avons un isomorphisme
canonique ded ®z H (K, D)-moduleqa droite) :

H (Mg, L(x)) = H (Mg, L)(x)-

Démonstration. En tant queA-modules, les deux modules a comparer sont égaux puisque
x est trivial surK. Il reste a montrer que I'action des opérateurs de Hecke est la méme sur ces
modules. Cela résulte d&(L()) = F(L)(x) puis du calcul sur les cochaineso

4.3.8. Réseaux
Le lemme suivant, dont la preuve est standard, sera par exemple appliqué a la partie quasi-
ordinairee,,H (Mg, -) de la cohomologie

LEMME 4.3.3.- Soient® un anneau commutatif integre de corps des fractiingK’ un
groupe etL un O[K]-module san®-torsion.

Si H' est un foncteur cohomologique, de la catégorie d4%’]-modules dans celle des
O-modules, qui commute aux limites inductives, alors, pour taafN, nous avons la suite
exacte courte d&-modules

0—H(L)®o K/O —H (L ®oK/O) —HT (L) — 0.

Si, de plusH*"! (L) est de type fini su® alors

— HY(L ®0 K/0O) est fini si et seulement B (L ®0 K) =0;

- HY(L ®0 K/0O) est divisible sui© si et seulement di*™*(L) n’a pas de torsion su@ ;

- HY(L ®0 K/O) =0 si et seulement dil*(L @ K) = 0 et H'(L) n'a pas de torsion
surO.
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5. Cohomologie quasi-ordinaire

MaintenantG est un groupe réductif connexe €iret nous fixons un nombre premier

Dans cette section, nous utilisons les algébres de Hecke paraboliqués ¢éamsection 3 et la
comparaison de la proposition 4.28tre la conomologie de la variéte! i et celle du groupe
de niveauK pour contréler la cohomologie de niveau fini.

Plus précisément, nous commencons par établir une suite spectrale liant, au moyen des opéra-
teurs diamants, la cohomologie de niveau de fyp@°°) a celle de typ&; (p>°) (voirth. 5.2.1).
Nous construisons au paragraphe 5.3.2 I'idempdReqtiasi-ordinaire,, qui découpe la partie
de la cohomologie sur Iaquellﬁf(/I ~ NT, & --- & NT,. agit par automorphismes. Les rela-
tions entre opérateurs de Hecke du lemme 3.3slijt#@nt des propriétés de contraction montrent
que la cohomologi@®-quasi-ordinaire de niveau de typg(p™) est indépendante du niveau
(lemme 5.3.2). Il en résulte une suite spectrale ¢or. 5.3.2) liant la cohomologi®-quasi-
ordinaire de niveau fini de tyd&,(p™) a celle de niveau infini de tyfge, (p=°).

En application de ce dernier résultat, nous donmimus théoréemes comparant la conomologie
P-quasi-ordinaire de niveau de tyfg(p™) a celle de typd’; (p*>°) (th. 5.4.1 et 5.4.2). Le
premier donne des conditions suffisantes pourraweiisomorphisme alors que le second, sous
des hypothéses plus faibles, donne un morphisme a noyau et conoyau finis.

Hida a montré ces résultats dans le cas du groupe lin€aireGL(n) dans [19], ou il les
appelle théoremes de contrdle fort et faible.

Notre méthode differe de [19] par I'utilisation d& $uite spectrale du corollaire 5.3.2. C'est
grace au point de vue adélique que nous avons pu faire apparaitre les opérateurs diagants en
dans une telle suite spectrale.

Dans la prochaine section, des théorémesoieréle, nous déduirons certaines propriétés de
I'algébre de Heck&-quasi-ordinaire universelle.

5.1. Sous-groupes de niveau

5.1.1. Donnée em

Nous reprenons les notations suivantes des sections 2 et 3 appliquées auZ e corps
p-adiqueQ, :

— lesQ,-groupes paraboliques oppods M x U etP~ ~ M x U~ du paragraphe 2.3;

— la partie bornée et bien plac@ede I'immeuble de Bruhat-Tits d& surQ, de 2.4;

— lesZ,-schémas en group®s, = Mg x Ug etP,, = Mg x Ug, de 2.4;

— les sous-monoiddM(Q,) ™ € RM(Q,), Ay; C Am de 2.4;

— l'ensembledy,, de 2.4;

— les sous-groupdBq(Z,)" = Mq(Z,)' x Uq(Z,) de 3;

— le morphismer : RM(Q,,) — Am de 3.1;

— le groupe profini

C:=Mq(Zy)/Mq(Zy)' = lim Cy

UETy,

et les sous-monoidds; , C Dy, de 3.1.

5.1.2. Donnée auxiliaire
On noteAgs) l'algébre des adéles finis, hors d'un ensemble $irde nombres premiers, du
corpsQ. On note simplement ™ .= AP},
Nous fixons aussi
— un sous-groupe ouvert compdct?) de G(A") tel queG(Z,) K est un sous-groupe
assez petit au sens de (TF),

4€ SERIE— TOME 37 — 2004 N° 2



ALGEBRES DE HECKE QUASI-ORDINAIRES UNIVERSELLES 199

— un sous-monoid®® de G (A") tel que I'anneau de Hecke
HP) = H(K®P) DP)

est commutatif.
D’aprés [10, 1.4.4.9], ou [29], la derniére condition est remplie, par exemple, si la paire de
HeckeK (") ¢ D) est de la forme

K® =K H K,c D® :IN{G(AESU{”}))
1¢50{p}

ou S est un sous-ensemble fini de nombres premiers distincts Hparcours I'ensemble des
nombres premiers hors deU {p}, K est un sous-groupe ouvert compact[dg.- ; G(Q;) et
pour tout! ¢ S U {p}, K; est unsous-groupe spéciale G(Q;), c’est-a-dire le fixateur d'un
point spécial de 'immeuble de Bruhat-Tits élarcfi.(10, 11.5.1.29]) deGy, .

5.1.3. Anneaux de Hecke adéliques
Nous considérons les sous-groupes

K, = K(p)PQ(Zp)I C Kog:= K(p)PQ(Zp)

et les sous-monoides
Dy:=D®D,,C Dy:=DP Dy,

On se reportera en 3.1 pour la définition des sous-mondidgset Dy ,,.
Par la suite, nous noterons souveii C D, I'une des paires de Heck&; C Dy, K1 C Dy
ou Ky C Dy.
On identifie un sous-grougdé € 7y, a son image par I'injection canoniq®Q,) C G(A¢).
D’aprés le paragraphe 1.3, les isomorphispgsde (18) donnent lieu &
— un systéme projectif{(UK.,UD,), indexé patU € Ty, d'anneaux de Hecke de niveau
fini,
— et un morphismé{(K.,D.) — (H(UK.,UD.))ver,, de I'anneau de Hecke de niveau
infini dans ce systéme projectif.
Selon les propositions 3.1.1 et 3.2.1, les anneaux de Hecke et les morphismes en jeu sont
— pour la pairg K1, D) : les applications identiques

H(P) AL — (H(p) (A Vet

— pour la pairg K1, Do) : les applications

H(P) [A-’I\;I][C] — (H(p) [AR_/[] [OU])Uepr

induites par les morphismes quotietits» Cy,
— pour la pairg K, D) : & nouveau les applications identiques

H(P) [AIJ\F/I] _ (H(p) [AIJ\F/I]) Vet

On munit les anneaug(”)[Af;] et HP)[A},][Cu] de la topologie discréte, et I'anneau
HP)[A{,][C] de la topologie dont un systéme fondamental de voisinages de zéro est formé des
noyaux des morphismég?) [A7,][C] — HP) [AL][Cu].
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Ainsi, un module surH(P)[Ap][C] est discret si et seulement si il est discret en tant que
module sur le groupe profidi'.

5.2. Cohomologie de niveau infini

5.2.1. Variété modulaire de niveau infini

On noteraM g, le systéme projectif, indexé pdr € 7y, formé des variétés modulaires
Muyk, de niveal K.,.

Soit U € Ty,p,. L'ensemble des sous-groupes eappartenant &, est un sous-ensemble
cofinal de7y,p,.

Si L est unZ[U K.]-module, on définit formellement la cohomologie du systéeme projectif
M, avaleurs dang par

H (Mg, ,L):= lim HWMuy«k.,L).

U’epr, v'cu

Rappelons que nous notons encbrke systéeme local défincf. 4.3.2) surMy k., .

Par exactitude du foncteur limite inductive et du fait que {6, -module injectif est aussi un
U’ K ,.-module injectif (pour tout sous-groupé € Ty, deU), lesH (Mg, -) sont les foncteurs
dérivés a droite dél’(Mg,,-), de la catégorie de& K.-modules dans celle des groupes
abéliens.

5.2.2. Comparaison avec la cohomologie des groupes
Nous définissons les groupes de cohomologie

H(K.)= lm HUK.,)

U’ €Ty, U'CU

de la catégorie de§ K .-modules dans celle des groupes abéliens.
Par les mémes arguments qu'au paragraphe précédent, ce sont les foncteurs dérivés a droite de
H(K.,).

PROPOSITION 5.2.1. — SoientU € Ty,, et L unZ[U K..]-module.
On a un isomorphisme canonique

H (M., L) SH (K., F(L)).

Démonstration. -€’est I'isomorphisme obtenu par passage a la limite a partir des isomor-
phismeH (Myg,,L) ~H (UK,,F (L)) de la proposition 4.3.2. 0

5.2.3. Structure deH (K., D.)-module discret

Soit L un Z[(UD.)~']-module. Les applicationg, de (18) étant bijectives, la proposi-
tion 1.3.1 munit les groupdd (K., -) d’'une structure dé{ (K., D.)-module discret.

Selon la proposition précédente, il en est de méme des grélipds ., L). Par exemple, si
L est unZ[(U Dy)~']-module, la remarque de la fin du paragraphe 5.1.3 permet de considérer
les groupesH (Mg,, L) comme desC-modules discrets et de considérer les groupes de
cohomologie continue

H (C,H (Mg, ,L)).

Les éléments d€' sont la généralisation depérateurs “diamants’classiques, ou plutét de
leurs inverses puisque nous les avons traités comme des opérateurs de Hecke, lesquels agissent
droite.
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5.2.4. Suite spectrale de changement de niveau
THEOREME 5.2.1. — SoientU € 7y, et L unZ[(U Do) ~!]-module.
On a une suite spectrall?) [A{]-équivariante

E;,j :HZ(CaHJ(MKUL)) = Hi+j(MKO7L).

Démonstration. -D’aprés la proposition 5.2.1, il suffit de prouver la suite spectrale correspon-
dante en remplacant les cohomolodie§ M i, -) parH (K., ).
On se place d’abord en degré zéro.
Selon la proposition 3.2, pour tout sous-group€’ € 7y, deU, le sous-group&'Pq(Z,)’
est distingué dans la pait€ P (Z,) C U’'Dy. Comme dans le théoréme 1.2.1, on en déduit que
I'égalité
H°(Cy ,HY(U'K1,L)) =H°(U'Ky, L)

est équivariante soug (U’ Ko, U’ Do) = HP)[A{,]. Par passage & la limite, on obtient I'égalité
HP)[Af,]-équivariante
HO (Ca HO(Klv L)) = HO(K07 L)
Pour obtenir la suite spectrale, il suffit maintenant de montrer que le fonﬂ%(d(l,-)
transforme toufU D) ~*-module injectifl en un module discret acyclique pddr(C, -).
Soit I un tel module. Puisqué&[U Dy] est un module (& gauche) libre iU’ K] (U’ € Ty,
U’ c U), les isomorphismes
Homc,, (-,H*(U'K1,1)) ~Homc,, (-, Homy: g, (Z[Cu], 1))
~ HOInU/KO(~,I)
~ Hom(UDO)—l ( ®Z[U’Ko] Z[UDQ], I)
montrent queH® (U’ Ky, I) est unCy--module injectif. D’ou
H (C,H(K1,1))~ lim H(Cy ,H(U'K:,1)) =0. O

U'€Ty,,, U CU
5.3. Quasi-ordinarité

Dans cette sous-sectiafl est un anneau local, noethérien et hensélien. On Mgé =
HP) @z 0.

5.3.1. Construction d’'idempotents
Le lemme d’algebre commutative suivant permet de construire I'idempotent qui découpe la
partie quasi-ordinaire dans la cohomologie de la variété modulaire.

LEMME 5.3.1.-SoientR un anneau local hensélien Btune R-algébre commutative.

On supposé@ munie d'une topologie linéaire dont un systéme fondamental de voisina@es de
est formé d’'idéaux C h tels queh/I est une algébre finie suk.

Alors l'algebre séparée complét@ede h est un produit(éventuellement infipid’anneaux
locaux.

Remarquons qu’aucune hypothése n’est fgitant a la compatibilité entre la topologie ble
et celle de 'anneau locat.
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Démonstration. Notons7 un systéme fondamental de voisinage8 deh ayant la propriété
de I'énoncé eiM I'ensemble des idéaux maximaux hle

PuisqueR est local, toute algébre fini8’ sur R est semi-locale [9, V, §2, prop. 1 et prop. 3].
De plus, d'aprés I'hypothése hensélienne [26, 1.1, prop. 3], 'algé&ree décompose sous la
forme du produit des localisées en ses idéaux maximaux.

En particulier, pour touf € 7, I'algébreh/I se décompose sous la forme

h/I~ ] hw/Ihn

memM

ol les composantes pour lesquelies m sont triviales.
En passant a la limite projective siie 7, on obtient

b5 J] hw avec hy:=limhy//hy = lim hey/Thy.
IeT

I€T,ICm

Sim est un idéal ouvert alors I’anneafuj1 est local car, sic ¢ mﬁ;, son image dans chaque
hy/IThy (I C m) estinversible, dong est inversible.

Sim n’est pas ouvert, alorfa\11 =1. O

COROLLAIRE 5.3.1. —Sous les mémes hypothéeses que le lemme précédent, a touteéSpartie
deh est associé un unique idempoterd h tel que, dans la décomposition= eh @ (1 — e)h,
tous les élément deS := {es}scs sont inversibles dansh et il existe au moins un élément de
(1 — e)S qui est topologiqguement nilpotent dafis— e)ﬁ.

Démonstration. -Grace au lemme précédent, il suffit de défincomme étant I'idempotent
dont les composantes sont nulles exactement sur les fattgiets quem est un idéal maximal
deh rencontrant 'image d&. O

5.3.2. Lidempotent quasi-ordinaire

On munit la0-algébreO[Af;] du monoide\;,; de la topologie dont un systéme fondamental
de voisinages de est formé de tous les idéaix_ O[A;] tels queO[A{;]/I est uneD-algébre
finie. Ce systéme forme bien une base de filtreczast noethérien. Soi®[A{,] I'algébre séparée
complétée d©[A ;] pour cette topologie, et,, € O[A{;] I'idempotent quasi-ordinaim@ssocié,
grace au corollaire 5.3.1, & la parfi§; c O[A{;].

La partie quasi-ordinaired’'un O[A{,;]-module M est le projetéey,M. Selon le corol-
laire 5.3.1,M se décompose ainsi éd = e, M & (1 — eqo) M de telle sorte que les éléments
de Ay, agissent par isomorphismes sys M alors qu’'un élément, au moins, dg; agit par un
endomorphisme topologiquement nilpotent &L e, ) M. Sih est un anneau et 3if est muni
d’une structure d¢O[A{,], h)-bimodule alors la décompositiomgrédente est une décomposi-
tion deh-module.

PuisqueO est noethérien, le®[A;,;]-modules discrets sont exactement les limites inductives
de O[A},]-modules de type fini sup.

Par exemple, 9V € Ty, etsiL estunO[(U D.)~']-module de type fini sup alors les groupes
de cohomologie

H'(MUK*,L) et H'(MK*,L)

sont desO[Af;]-modules discrets. Lidempotent quasi-ordinairg, décompose donc ces
H (K, D.)-modules discrets.

4€ SERIE— TOME 37 — 2004 N° 2



ALGEBRES DE HECKE QUASI-ORDINAIRES UNIVERSELLES 203

5.3.3. Un lemme de Hida

Nous montrons maintenant le lemmerdieépendance du niveau de la cohomold@igquasi-
ordinaire. Il résulte des relations entre opérateurs de Hecke données au lemme 3.3.1. La méthode
est due a Hida dans les c&s= GL(2) (cf.[18, (8.8)]) etG = GL(n) (cf.[19, (4.7b)]).

LEMME 5.3.2.—SoitL un O[(U Do) ~*]-module de type fini sup.
Les applications canoniqué$ (Myk,, L) — H (Mk,, L) induisent, sur les parties quasi-
ordinaires, des isomorphismes ﬁfg)—modules.

Démonstration. -D’aprés la proposition 5.2.1, il suffit de montrer les isomorphismes
erH' (UK(), L) g eqoﬂ' (KQ, L)

Selon le lemme 3.3.1, pour tout sous-grodpec 7y, de U, il existe ¢ € o(Ay;) tel que les
triangles du diagramme

H (U'Ko, L) 275 g (' Ky, L)

) U’'KotUK, )
UK()].U K() UK()lU KO

H (UKo, L) — 2" g (UK, L)

sont commutatifs. Puisque les opératdiifs U K etU’ Ko&£U' K sont des isomorphismes sur

les parties quasi-ordinaires, les morphismes de restri€fieg1U’ K induisent, sur les parties
guasi-ordinaires, des isomorphismes. On conclut par passage a la limite inductive sur les sous-
grouped)’ € Ty,, deU. O

5.3.4. Suite spectrale quasi-ordinaire
En corollaire du théoréme 5.2.1 et du lemme prénécon a la suite spectrale quasi-ordinaire :

COROLLAIRE 5.3.2. —SoientU € 7y, et L un O[(UDy)~*]-module de type fini sup.
On a une suite spectralh(g)-équivariante

By =H'(Creqolt! (M, L)) = eqoH™ (Mui,, L).

Démonstration. Puisque la projection quasi-ordinaire est un foncteur exact, il suffit de
montrer que la cohomologie du groupe profihncommute a la projection quasi-ordinaire :

eqoH (C, L) ~H (C,eqoL)

pour tout(O[A5,], C)-bimoduleL (discret pourC). Ce qui est immédiat grace a la décomposi-
tion

H (C,L) = H (C,eqol) ®H (C, (1 - eq0) L)

puisqueeq, agissant par l'identité sur,, L et, par I'application nulle sufl — eq,)L, il en est
de méme sur leurs groupes de cohomologie respectifs.

5.4. Théoréme de contrble abstrait

Dans cette sous-section, nous démontrons le théoréme de contréle “abstrait”. Pour cela, il faut
d’abord établir quelques lemmes.
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5.4.1. Version duale du lemme de Nakayama

Le groupe abélien profir@' est produit d’un prgs-groupeC,, par un groupe finC'®) d’ordre
premier ap.

On notep 'idéal premier noyau du morphisme d’augmentation

ZP[[CPH — Ly

etme l'idéal maximalme := pe + pZ, [[Cy]].
LEMME 5.4.1. —La topologie d&Z,[[C}]] coincide avec la topologie-adique.

Démonstration. Par définition,

Zy([Gp]) =i (Z/p"Z) [ C, /U]

oun parcourtN* etU parcourt 'ensemble des sous-groupes ouvertSddl faut montrer que,
pour de telsn et U, le noyau de la projection naturel{&/p"Z)[C, /U] — Z/pZ est un idéal
nilpotent.

Le noyau du morphismé&/p"Z)[C, /U] — (Z/pZ)|C, /U] étant nilpotent, on est ramené au
casn = 1.

Et, sip” est 'ordre dup-groupeC,,/U alors, dan$Z/pZ)[C,/U], on a

Vyec,/U, (F-1)P" =5" —1=0.

Ce qui montre bien que I'idéal d’augmentation(@pZ)[C, /U] est nilpotent. O

Si M est un module sur un anneauet I un idéal deA, on noteM[I] le sous-module des
éléments dé/ annulés pai.

LEMME 5.4.2.—SoientA un anneau commutatif étun idéal deA.
MunissantA de la topologie/-adique, siM est un A-module topologique discret et si
M([I]=0, alors M = 0.

Démonstration. -En appliquanHom 4 (-, M) a la suite exacte courte
0—I"®@4 A/ — AJI" — AJT" —0
oun € N, nous obtenons la suite exacte
Homy (1", M[I]) « M[I"""] — M[I"] 0.

Ce qui montreM [I" 1] = M[I™].
Or selon les hypothéses,

M:@M[I”] et M[I]=0,
doncM =0. O

5.4.2. Cohomologie de§’-modules discretsp-primaires
LEMME 5.4.3. —Soientp un nombre premier et/ un C-module discrep-primaire.
SiH’(C, M) =0 alorsH°(C®) M) = 0 et H*(C, M) = 0 pour touti.
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Démonstration. -On poseN = H(C'®), M).

SiHY(C, M) = 0 alors, a fortiori,N[mc] = 0 et le lemme 5.4.2 impliquéV = 0.

PuisqueM est p-primaire, la suite spectrale de Hochschild—Serre donne immédiatement
H (C,M)=H(C,,N)=0. O

LEMME 5.4.4.—Soientp un nombre premier et/ un Cp-module discrep-primaire.
Si M est de cotype fini suZ,[[C,]] alors, pour tout sous-groupe fernd€ de C,, les groupes
H (C’, M) sont de cotype fini SU£,[[C,/C"]].

Démonstration. PuisqueZ, [[Cy]] est noethérien, les sous-quotients des modules de cotype
fini sont aussi de cotype fini. Ainsi, par dévissage dupgroupeC’, et grace a la suite spectrale
de Hochschild—Serre, on se raméne aux@as: Z, ou C’ est unp-groupe.

LorsqueC’ est fini, le résultat est évident.

Dans le premier cas;’ est de dimension cohomologiqueet les groupedi®(C’, M) et
H!(C’, M) sont respectivement{ [31, chap. XIII, §1]) le noyau et le conoyau de 'homothétie
de rapporty — 1 de M, ou v est un générateur topologique d&. D’ou les finitudes
annoncées. O

LEMME 5.4.5. —Soientp un nombre premier et/ un C-module discrep-primaire.
SiH%(C, M) est fini, alors les groupes de cohomolodiig C, M) sont finis, pour tout.

Démonstration. -On pose encord’ = HO(C®) ).

SiH°(C, M) est fini alors, a fortiori)N[m¢] et son dualV¥ /(mcNY) sont finis. Le lemme
de Nakayama topologique montre gdeest unZ,[[C,]]-module de cotype fini. Et selon le
lemme 5.4.4, les groupes de cohomoloHi¢C,,, N) = H' (C, M) sont de cotype fini SUZ,,.
Pour avoir la finitude de ces groupes de cohomologie, il suffit donc de montrer qu’il sont annulés
par une puissance ge

La finitude deH®(C, M )Y = NV /(pcN") donne aussi

(NY ®z,(1c,)1 Zo[[Colloe) @z, 105 Qv =N"/(pcNY) @2z, Qp =0
d'ou, d'aprés le lemme de Nakayama, la nullitéde @z (c,j) Zp[[Cp]]m. - Ce qui signifie qu'il
existef € Z,[|Cp]] n'appartenant pasg qui annuleN" (et V). La réduction def modulopc
annule donc la cohomologlé (C,,, N) =H (C,M). O
5.4.3. Théoréme de contrble

Dorénavant est intégre et de caractéristique résiduelleSoit C son corps des fractions.
Si L et M sont deuxD-modules, on note parfois(M) := L ®0 M.

THEOREME 5.4.1. — SoientU € Ty,, et L un O[(U Dy)~*]-module, libre de type fini sup.
Soitg € N tel que

Vi<q, eq@H (Muk,,L(K))=0 et e H ™ (Muk,,L)ior=0.

Alors,

Vi<q, H(CW,eql' (Mg, L(K/0))) =0,

eqoH? (Muyr,, L(K/O)) S H (C, eqoHY (Mg, , L(K/O)))

est un isomorphisme deg’).
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Dé.monstration.—Selon le lemme 4.3.3, les hypothéssont équivalentes a la nullité des
eqoH' (Muk,, L(K/O)), pouri < q.
La suite spectrale

H (C, eqoH? (M, L(K/O))) = eqoH™H (Myy, LIK/O))

du corollaire 5.3.2 et le lemme 5.4.3 appliqués 7’ (Mg, , L(K/O)) donnent, par récurrence
surj < q, les annulations

H(CP) g0l (M, L(K/0O))) =0,

H°(C, eqoH? (Mk,,L(K/0))) =0.
Et la suite spectrale donne finalement I'isomorphisme annonce.

THEOREME 5.4.2. — SoientU € Ty,, et L un O[(U Dy)~*]-module, libre de type fini sup.
Soitq € N tel que

Vi<q, eqH (Muk,,L(K))=0.
Alors,
Vi<gq, H(CW, e H (Mg, L(K/O))) estfini, et

eqoH? (Mur,, L(K/O)) — H°(C, eqoHY (M, L(K/O)))
est un morphisme ng’)-modules, a noyau et conoyau finis.

Démonstration. -Selon le lemme 4.3.3 encore, les hypothéses sont équivalentes a la finitude
deseqoH (Myk,, L(K/0)), pouri < q.
La suite spectrale du corollaire 5.3.2 et le lemme 5.4.5 appliqués a

eqoll? (Mk,,L(K/O))
montrent, par récurrence sjiK g, la finitude de
HY(C, eqoH? (Mk,, L(K/0))).

La suite spectrale donne donc le morphisme a noyau et conoyau finis annancé.

6. Algébre de Heckep-adique universelle

Nous conservons les données de la section précédente et supposerons a partir du para-
graphe 6.3.1 que le groupe adjo®@t! posséde des séries discrétes.

Cette derniére section est consacrée a 'algébre de Heaaasi-ordinaire universellr,,.
Cette algébre dépend d’une représentation algébrique irréductible du geouiest I'algébre
engendrée par les opérateurs diamants et les opérateurs de Hecke hpoagidsant sur la
cohomologie intérieur®-quasi-ordinaire, de degré médian et de niveau infini de Fgg>),
a valeurs dans un modugeadique construit a partir de la représentation fixée.

Un résultat d’annulation de la conomologie en degré di, indépendamment, a L. Saper [28],
J.-S. Li et J. Schwermer [23], permet de déduire du théoréme 5.4.2 de contréle faible la finitude
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deh,, surl'algébre de Hida—lwasawa(prop. 6.4.1). Sous une condition d’absence-dersion

dans la cohomologie, nous déduisons aussi du théoreme 5.4.1 de contr6le fori\caigédre

h,, est sans torsion (cor. 6.4.1). L'indépendance du poids établie au cor. 6.2.1 est un ingrédient
commun a ces deux résultats.

En application, le dernier paragraphe est consacré a la construction de familles de systemes de
valeurs propre®-quasi-ordinaires.

Ces résultats ont été montrés par Hida p@ue= GL(n) dans [20] et par Tilouine et Urban
pourG = GSp(4) dans [34].

Nous reprenons donc les nbitms et hypotheéses de la section précédente, en supposant de
plus que la partie bien placékeest réduite a un point spécial de 'immeuble, si bien que le sous-
groupe spécialzo(Z,) donne lieu & une décomposition de Cartan. Nous fixons aussi I'anneau
d’entiersO d'une sous-extension fini€ d’une cloture algébriqu@, deQ,

— contenant les racines-iemes de l'unité,n étant I'exposantife. le plus petit commun

multiple des ordres des éléments)@e’ ;

— etqui déploieGg, .

La premiére hypothése servira pour établir la finitude de I'algébre de Hecke quasi-ordinaire
universelle sur I'algébre de Hida—Iwasawa.

6.1. Coefficients

6.1.1. Induction algébrique

Nous renvoyons au livre de Jantzen [21] pour les résultats concernant les représentations
algébriques.

Soitp: Mg — GL(V(0)) une représentatiof-algébrique d&, sur unO-module libre de
rang finiv' (O). OnI'identifie a la représentation @&,, triviale surUg, obtenue par composition
avec la projection naturelBg — Mq,.

Soit L(p,K) := indlcj)’gp le module de la représentatidiralgébrique d&x induite [21, 1.3.3]
a partir dep. En notantC(G) la K-algebre des fonction§-algébriques suG, L(p, K) est le
KC-espace vectoriel formé des fonctiofis £(G) ®o V(O) telles que

¥(g,t,n) € G(K) x M(K) x U(K),  f(gtn) =p(t)"" f(g)

muni de I'action algébrique donnée parf)(h) = f(g~'h) quels que soienf € L(p,K) et
g,h e G(K).

On suppose qug, en tant que représentatio-algébrique deM, est irréductible et que le
module induitZ(p, K) est non nul

D’apres [14, 11.2.3.1], une représentation algébrique irréductible sur un corps est toujours de
dimension finie. De plus, les représentations algébriques d’'un groupe réductif sur un corps de
caractéristique nulle sont semi-simples [21, 11.5.6]).

PuisqueG  est déployé, il existe un tore maxiniBlde Z défini et déployé suk. C'est aussi
un tore maximal de&, contenu dan®1. On choisit un sous-groupe de Boil" de G défini
surC, contenu dan® — et contenant.

Selon [21, 11.2.1-7], la représentatignétant irréductible, elle posséde un plus grand poids
X, € X*(T) dominant pour I'ordre défini par le sous-groupe de B#eln M deM. Linduite
L(p,K) est non nulle si et seulement si ce caractére est méme dominant pour I'ordre défini par
B~. Dans ce cadl,(p, K) est aussi irréductible gt, est aussi son plus grand poids.
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6.1.2. Construction d’'un réseau
Soit U € Ty,. Nous allons maintenant plongédr(p,C) dans un ensemble de fonctions
continues sur un espapeadiqueYy et définir un réseau. Considérons le sous-espamtique

Yy :=UMa(Z,)U(Qy)/U(Qy) € G(Qp)/U(Qy)-

L'espacelU étant un ouverp-adique deG(Q),), il est Zariski-dense dans (k). D’oul I'injection
de la premiére ligne dans le carré cartésien

L(p,K) —— C(Yu,V(K))

J J

Ly(p,0) —— C(Yu,V(0))

définissant le résealiy (p, O) C L(p,K). Le O-module conoyau de la seconde ligne est sans
torsion (donc plat) car il s’injecte dansieespace vectoriel conoyau de la premiére ligne.
Pour toutO-module)M, on noteV (M) :=V(0) ®o M et

LU(pv M) = LU(pv O) ®o M ‘—>C(YU7V(O)) ®o M.

Ainsion a
LU(pvlC) = L(p,IC),

Lu(p,K/O) = L(p,K)/ Lv (p, ©) = lim Ly (p, p~" O/ O).

6.1.3. Action par conjugaison

PourU € Ty, nous décrivons maintenant une premiere action du moiRMEQ, )" (défini
en 2.4) suryy;. L'action (&, g) — Sg de M(Q,) par conjugaison suG(Q,) passe au quotient
G(Q,)/U(Qp). La décomposition (13) et la propriété (14) montrent que le sous-ensemble

Yy = (U NUgq (ZP))MQ (Zp)U(Qp)/U(Qp) C G(Qp)/U(Qy)

est stable par le sous-monoB&M(Q,)* deM(Q,).

Remarquons que, pogre RM(Q,) N Mq(Z,), I'action ainsi définie ne coincide pas avec
l'action deUPq(Z,) par multiplication & gauche sif;. Afin d’étendre I'action d&/Pq(Z,)
surYy en une action du monoidéD, , nous devons faire un choix et tordre cette action.

6.1.4. Modification de I'action
On définit le morphisme de monoides

0: UDO_’p - UPQ (Zp)\UDO_’p/UPQ (Zp) <: O'(AR_/I)
usp — UPQ(Zp)§UPq(Zp) — 6(usp) = §

par §(uép) = € ol u € U, € € o(A;) et p € Po(Z,). C'est une rétraction de I'inclusion
o(A¥;) C UDy . On étend I'action par multiplication & gaucheld®q(Z,) surG(Q,) en une
action, notée:, deU Dy, par¢ = g := £gd(€) L. Cette action passe au quoti€atQ,)/U(Q,)
et, d’apres le paragraphe précédent, elle stabilise

4€ SERIE— TOME 37 — 2004 N° 2



ALGEBRES DE HECKE QUASI-ORDINAIRES UNIVERSELLES 209

6.1.5. Action sur les espaces de fonctions
Ainsi, pour toutO-module)M, I'espace de fonctiond(Yy,, M) est un module suiU Do ,) ' :

(21) 1+ ) (gU(Qp)) = f(£+gU(Qy)) = f(£90(6) 1 U(Qy))

quels que soienf € C(Yy, M), £ € UD, , etgU(Q,) € Yy.

De plus Ly (p, M) C C(Yy, M) est un soust[(UDy ,)~']-module cars(Af;) est central
dansM(Q,).

Onremarque que gi€ L(p,K), onaé ™! x f = (w, 0 8§)(£)(¢1 f), ollw, € X*(RM) est le
caractére central de

6.1.6. Décomposition selon I'action dRM

PuisqueG est déployé suk, le radicalRM de M est un torelC-déployé, si bien que la re-
présentation algébrique induite(p, ), se décompose, en tant que représentation algébrique de
M, sous la forme d’'une somme directe

LpK)= @ LpK)w]

xEX*(RM)

ou RM agit sur la composante(p, KC)[w, x| par le caractére, .

Soit X*(RM)* le sous-monoide des caractéeresRI®I qui sont combinaison linéaire des
caractéres intervenant dansdgprésentation adjointe d&M sur I'algébre de Lie d&J.

Puisque le plus grand poigs,, pour I'ordre défini paB—, de L(p, K) coincide suRM avec
le caractere central, dep, seules les composantes correspondant aux caragter&s (RM)*
peuvent étre non nulles.

Selon la formule (21), on& ! « f = x(¢) ! f pour toutt € o(AL;) ettoutf € L(p,K)[w,x].
De plus, pour tout caractésec X*(RM) ™, par définition ddRM(Q,)" (cf. égalité (11)), on a
w(x(t)) <0, w étant la valuation dé.

6.2. Indépendance du poids

On fait agir les monoide8’ D, (U’ € Ty,;,) a travers la projection sur la composanieadique
U/DO e U/Do_’p.

6.2.1. CaracteregD-arithmétiques
Un caractereO-arithmétiquede Mg, est un caracterg-adique continu

Mo (Zp) — O™

qui coincide, sur un voisinage de l'unité, avec un caracteedgébrique d&I,. Un tel caractere
s’écrit de maniére unique comme le produit:

— d’'un caractéerg-algébriquey de My,

— et d’un caractére fini contine: M (Z,) — O*.

On noteO(ex) la O[[C]]-algebre dont laD-algébre sous-jacente &f munie du morphisme
structural O[[C]] — O induit par le caractérésx)~!. Soit p., I'idéal premier noyau de ce
morphisme.

Pour toutO[[C]]-module tesp.touteO[[C]]-algébre)M, on noterall (e ) le O[[C]]-module
(resp.O|[[C]]-algébre) tordu pay :

M(ex) =M @0 O(eX).
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On notera aussi, pour UA[[C]]-moduleM :
Mlex]:==H(C,M(ex)) = {m € M |Vce C, em = (ex)(c)m}.

On dit que le caractérey estdominant par rapport ap si et seulement si le module
L(p ® x,K) est non nul, c’est-a-dire si le caractéyg, de T est dominant pour I'ordre défini
parB—.

6.2.2. Torsion des coeffients par un caractére fini

On noteTy,,(e) 'ensemble des sous-groupE$ € 7y, tels que le caractére continu finise
factorise a traver€y, i.e.U' N Mq(Z,) C kere.

Pour un telU’, ¢ peut étre étendu de maniére unique en un caractére (encore)ndéé
U'Dy,;, par la formules(utmn) = e(m), quels que soient € U’, ¢ € o(Ay,), m € Mq(Z,)
etn € Ug(Z,). Ce caractére est trivial sif' D, ,.

Si U € Ty, contientU’, Ly (p @ €x,-) désigne 1Z[(U' Do)~ ']-module obtenu a partir
de Ly(p ® x,-) en tordant I'action ddU’ D, ;) par le caractére de la maniere définie au
paragraphe 4.3.7.

6.2.3. Torsion des coefficients par un caracter@-algébrique

Pour toutr > 0, soit Ty,,(r) 'ensemble des sous-groups € 7y, tels quelU’ N Mq(Z,)
est contenu dans le sous-groupe de congruenoeipal noyau du morphisme de réduction
Mo (Zp) - Ma(Z/p"Z).

Pour un tel sous-group€’, toute action déMq,(Z/p"Z) peut s’étendre en une action du
monoide(U’ D, ,,)~! au moyen de I'application

U/Do_’p — MQ(Z/[)TZ)
utmn — mmodp”

quels que soient € U', t € o(Af;), m € Mq(Z,) etn € Ug(Z,,).

On étend ainsi I'actiorp de Mq(Z/p"Z) sur V(p~"O/O) en une action du monoide
(UIDO,p)_l-

De plus, on notd/ (p~"0/0O)(x) le méme module muni de 'action tordue @€’ D, ,)~*
définie par(utmn) =1 — (p @ x)(m) " modp".

PROPOSITION 6.2.1. — Soity un caractereD-algébriquep-dominant déMly,.
Pour toutU € 7y, on @ un isomorphisme naturel @€ [[C]]-modules

equ;k (MKl ) LU(p ® XvK:/O)) = h—H}erH;k (MU’K17 V(p_TO/O)) (X)

7‘,U/

ou la limite inductive porte sur > 0 et sur les sous-groupés’ € 7,,,(r) deU etH, désigne la
cohomologie totale, du bord, a support compact ou bien intérieutdéte

Démonstration. t'application canonique de l'induite
L(p,K) - V(K)
induit le morphisme d’évaluation au poitti(Q,) € Yy :
Lu(p® x,K/O)cC(Yy,V(K/O)) = V(K/O).
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Pour tout sous-groupé’ € 7y, deU, I'action deU Dy, surYy passe au quotient; ;» défini
par
YU/U’ =UPgq (Zp)/U/UQ (Zp) = UI\UMQ (ZP)U(@P)/U(QP)'
Ainsi le sous-espace des fonctions qui passent au quotient :
Ly (p@x,):=Lu(p®x,") NCYyu,°)

est stable soud/ Dy) L. Puisque

UPq(Zy) = lim  UPq(Z) /U’

U’epr,U’CU

est profini etKC/O est discret, le morphisme d'évatien précédent est la limite inductive
(indexée par > 0 et U’ € Ty, (r), U’ C U) des morphismes d'évaluation ét’'Uq(Z,) €
Yy o suivants :

Lyju(p@x,p~"0/O) > V(p~"O/O)(X).
On remarque que ces morphismes S&ftD,) ~!-équivariants.
PourlU’ C U fixés, selon le lemme 3.3.1 et la définition Hg,;» donnée plus haut, il existe

t € o(A{y) tel quet « Yy = U'Pq(Z,)/(U'Uq(Zy)). Le noyau du morphisme d’évaluation
précédent est donc annulé paric®’ou I'isomorphisme

eqoH (MU/Kl ) LU/U/(P ® Xapiro/o)) ~ eqoH, (MU’K1 ) V(piro/o)(X))-
En passant a la limite inductive, et en utilisant le lemme 4.3.2, on obtient I'isomorphisme

erH;k (MKl ) LU(p ® XvK:/O)) = h_H}erH;k (MU’K17 V(p_TO/O)) (X)

ou la limite inductive porte sur les> 0 et les sous-groupd$’ € Ty,,(r) deU. En effet, dans le
membre de droite, on a pu intervertir le passage aux parties quasi-ordinaires et la torgion par
car le caractére d€’ D, ,, étendu a partir dg, par lequel on tord, est trivial sur(Af;). O

On noteh;, ;; ,,(K1,p ® ex) la sousO[[C]]-algebre engendrée par 'image de I'anneau de

Hecke abstrait{(”) dans I'algébre des endomorphismes@{{C]]-module
erH;k (MK1 ) LU(p ® EXa ’C/O)) .

COROLLAIRE 6.2.1. — Soitex un caractére0-arithmétiquep-dominant déMy,.
Pour toutU € 7y, (<), on a un isomorphisme d&® [[C]]-modules

eqol, (Mg, , Lu(p®ex,K/0)) ~ eqoH, (Mk, . Ly (p,K/O)) (ex)-
Ce qui induit un isomorphisme d2[[C]]-algébres
b 1.0 (B1, p @ eX) > by 17 o (K1, p) (€X)-
Démonstration. Par définition du modulé; (p ® x) et d'aprés le lemme 4.3.2, on a
eqol, (M, Lu(p ® ex,K/0)) ~ eqoH, (M, , Lu(p ® x, K/ 0)) (€).

Ce corollaire est donc une conséquemmiédiate de la proposition précédente
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6.3. Résultats d’annulation de la cohomologie

On suppose dorénavant gifeest le complété, en une place au-dessugp,dun corps de
nombrekC, qui déploieG.

6.3.1. Hypothése de Harish-Chandra

Nous supposons aussi désormais que le groupe adjéthtle G posséde des séries discrétes.
Selon Harish-Chandra, cette hypothése éautia I'égalité entre le rang (absolu) @& et celui
de ses sous-groupes compacts maximagk ¢ G4 (R).

Puisque la dimension et le rang réductif @b d’'un groupe réductif ont méme parité (comme
on le voit sur la grosse cellule), I'existence de séries discrétes @atirimplique que son
domaine symétriqu& ®! est de dimension (réelle) paire. Nous noterddsette dimension.

De plus, I'existence de séries discrétes est vérifiée, par exemple, ld&sgdmet une donnée
de Shimurah: Rc/rGm — Gg. En effet, tout tore maximal dead contenant image dé est
inclus dans le centralisateur 8¢) dansG*4(RR), qui est, selon un des axiomes de Deligne [13],
un sous-groupe compact maximal.

6.3.2. Finitude

Pour pouvoir appliquerel théoréme de contrble “faible” 5.4.2, on utilise ici un résultat
d’annulation de la cohomologie, di indépendamnédntSaper [28, th. 5] d’une part, J.-S. Li et
J. Schwermer [23] d’autre part.

THEOREME 6.3.1[23,28]. -SoitG un groupe réductif connexe défini Qr dont le sous-tore
R-déployé central maximal e§-déployé(i.e. rre = 0) et dont le groupe adjoint posséde des
séries discrétes.

SoitV (C) une représentation complexe irréductible, de dimension finie et de plus haut poids
régulier.

Pour tout sous-groupe ouvert compétic G(A¢), ona

Vi<d, H'(My,V(C))=0

oud est la moitié de la dimensiqinéelle) du domaine symétrique d&.

Saper dérive ce résultat de sa théorie demodules [27]. Tandis que Li et Schwermer le
déduisent de leur étude de la contribution des séries d’Eisenstein a la cohomologie des groupes
arithmétiques.

On noteRgG le plus grand sous-tor@-anisotrope deRgG. Il est de dimensiongrg et
contientl' x N RrG(R)™ lorsqueK € 7.

Gréce au corollaire 4.3.1, on en déduit le

COROLLAIRE 6.3.1. -SoitG un groupe réductif connexe défini sQrdont le groupe adjoint
possede des séries discretes.

Soit V(C) une représentation complexe irréductible, de dimension finie, de plus haut poids
régulier et de caractére central trivial SRYG.

Pour tout sous-groupe ouvert compéttc G(A¢), on a

Vi<d,  H(My,V(C))=0

et HY(My,V(C)) =H(MH,V(0))

oud est la moitié de la dimensignéelle) du domaine symétrique d&.
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THEOREME 6.3.2. — Soientp une représentatioC-algébrique irréductible déM de plus
haut poids régulier, trivial suR%G. SoitU € Typ.
Pour tout caractére-arithmétiquep-dominantsy de Mg, pour lequell € 7y, (<) et x est

trivial sur R2G, le morphisme
eqoH? (Muky, Lu(p®ex,K/0O)) — eqoH? (Mg, L(K/O))[eX]

est a noyau et conoyau finis.

Démonstration. -On fixe un plongement complexé— C.
Puisque
H (MUKoaL(p® X5 (C)) =H (MUK07 L(p & X IC)) ®IC C

le théoréme précédent montre que
Vi<d, H (Muyk,,L(p®x,K))=0.
De plus, d'apres le corollaire 4.3.3 et le lemme 4.3.2,0n a
H (Muk,, L(p®ex,K)) =H°(Cy,H (Myk,, L(p® x,K))(e)).
Cela donne les annulations nécessgias appliquer le théoreme 5.4.20

6.3.3. Niveau premier ap

SoitL(p,0) := indggp le module de la représentatiGhalgébrique dé€x, induite a partir de
p. En notanO(Gy,) la O-algebre des fonctiorn8-algébriques suGq, L(p, O) est leO-module
formé des fonctiong € O(Gq) ®o V(O) telles que

V(g,t,n) € Ga(0) x Mqa(0) x Ug(0),  f(gtn)=p(t)~' f(g)

muni de I'action algébrique donnée p@arf)(h) = f(g~'h) quels que soienf € L(p,O) et
g, he GQ(O).

Rappelons qué(Z,) est supposé spécial.

Selon la décomposition de Cartan [10, 1.4.4.3] et la propriété (ii) de [10, 1.4.4.4], le sous-
ensemble

Dy :=Ga(Zy)o (M) Ga(Zy) € G(Qy)

est un sous-monoide et I'application canonique
o(AYy) = Ga(Zp)\Dp/Gal(Zy)

est bijective. L'application réciproque, qui prolongieest encore notée

On étend l'action deGq(Z,) sur le module induitL(p, ©) pour en faire une actiom du
sous-monoidéD,) ! : 71k fi= (w, 0 8)(&) (71 f) pour touté € D, ettoutf € L(p, O).

Il faut montrer que I'action ainsi définie stabilise le résdaw, O). PuisqueRM est un
tore déployé, la représentation algébridue, ©) se décomposef. [21, 11.2.2.5]) aussi sous la
forme

L(p,0)= P L(p,0)wyx]

XEX* (RM)+
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OURM(Z,,) agit surL(p, O)[w,x] par le caractére, a valeurs dafi$ par compacité, induit par
wyX. Si f € L(p,O)[w,x], on a donc

ttx f=x(t)"'f pourtoutt € o(Af;)

et I'inégalitéw(x(t)) < 0 montre la stabilité voulue.

Pour tout®-module)M, on noteL(p, M) := L(p,O) o M.

Pour toutU € Ty, L(p, O) est un sous-réseau de;(p, O). D'apres 6.1.5, I'action qui vient
d’étre définie coincide, st/ Dy ,) !, avec I'action induite.y (p, O).

On considére le sous-groupe de niveau spécial rivant :

K :=KPGg(Z,).

On note encore,, 'idempotent construit & partir des opérateurs de HECK& , £ € o(Ay,).

PROPOSITION 6.3.1. — Pour toutU € Ty, le morphisme canonique
eqoH (M, L(p,K/O)) = eqoH (Muk,, Lu(p, K/O))

est un isomorphisme.

Démonstration. -On reprend la technique de la démonstration de la proposition 6.2.1 et le
morphisme natureL(p, O) - V(O).

Pour adapter cette démonstration au fait que I'esfgacéZ,), contrairement &P (Z,),
n’est pas dans la grosse cellule, d'apres la décomposition de Bruhat, il suffit de tenir compte des
éléments du groupe de Weyl. Les arguments de [19, lemme 7.2] et [34, prop. 3.2] s'appliquent
encore. O

6.3.4. Annulation de la cohomologie quasi-ordinaire en degré zéro
LEMME 6.3.1.—On suppose quP est un sous-groupe parabolique propre @e Pour tout
Ue %pi equg(MUKoaLU(pa ’C/O)) =0.

Démonstration. PuisqueP est propre, son radical unipotelit n’est pas trivial et il existe
t € o(Ay;) tel que pour tout caractésee X*(RM)™ non trivial,w(x(t)) < 0.
Cette inégalité montre que* € o(Af;) ! agit, sur chaque terme de la décomposition

L(p,0)= P  L(p,0)wyx]

XEX* (RM)+

par un entier déC de valuation strictement positive, excepté sur le terme correspongantia

De plus,o(Ay;) agit trivialement sud.(p, O)[w,]. Donc 'opérateur de Hecke correspondant
ala classe double des o(Af;) agit sur les invariants par l'indicg (K \ KtK). La propriété de
contraction montre que, pour une puissance deffisamment grande, cet indice n’est pas une
unitép-adique. Ce qui montre la nullité de la partie quasi-ordinaire.

6.3.5. Probleme de congruence et annulation en degré un
Le probléeme de congruenggour un groupe semi-simple simplement conn€xesur Q
consiste en la question suivante :

un sous-groupe arithmétiquies( commensurableé}(Z)) contient-il nécessairement un sous-
groupe de congruencied.le noyau d’un morphisme de réductiiZ) — G(Z/mZ), m e N7)
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Bien qu’un plongemen® C GL(n) soit nécessaire pour défir@(Z) := G(Q) N GL(n,Z), la
notion de sous-groupe arithmétique ainsi que ieda contenir un sous-groupe de congruence
ne dépendent pas du choix de ce plongement.

Inversement, il est évident qu’'un sous-groupe de congruence est arithmétique.

—

On note(}(Q) le complété deG(Q) pour la topologie dont un systéme fondamental de
voisinages de l'unité est formé des sous-groupes arithmétiques.

La topologie deG(Q) dont un systéme fondamental de voisinages de I'unité est formé des
sous-groupes de congruence, est la topologie induite par la topologie du groupe localement
profini G (Ay).

Si G vérifie le théoréme d’approximation forte, le morphisme naturel

—

G(Q) — G(Ay)

est donc surjectif. Son noya|(G ), appelénoyau de congruenceesure le défaut du probléme
de congruencect. [2, IV]). Il n’est pas fini en général, par exemple pdéir= SL(2), c’est un
groupe profini libre de rang dénombrable.

SoientF' un corps de nombre, dont on nofg(F') I'ensemble des places réelles,tun
groupe simplement connexe, simple défini gur Une conjecture de Serre (citée dans [25,
(9.45)]) est que

= Si>er (mT8r, H2 2 alorsC(RpyoH) est fini,

= Si>cr (mr8p, H=1alorsC(Rp/oH) estinfini.

Dans sa thése, K. Buecker [12, § 3] prouve la nullité de la partie quasi-ordiggité( My g,
Ly(p®ex)) de la cohomologie de degré un, dans le cas du groupe symple@igu&Sp(4).

Sa méthode, qui consiste d'abord a montrer lgugoyau d’un cocycle contient un sous-groupe
de congruence, et donc se ramener a la cohomsliggroupes finis, se généralise aux groupes
dont le noyau de congruence (dwéement simplement conne® du groupe dérivé) est fini
d’ordre premier &.

Platonov et Rapinchuk indiquent de nombreux cas pour Iesam(eﬁ) est fini, en dualité
avec lenoyau métaplectiquee G, ce dernier étant plus facilement détermic&[@5, th. 9.15 et
9.23)).

Considérons le group@U des similitudes unitaires en trois variables d'une extensionfCM
d’'un corps totalement rédl. On suppose qu’en toute place réelle sauf WnE&] est anisotrope
et qu’en toute place au-dessus;gdeGU est quasi-déployé. Nous nous intéressons a la quasi-
ordinarité relative a un sous-groupe de Borepen

Le domaine symétriqu& > de GU™ est une2-boule complexe (doné = 2), et les variétés
de Shimura deGU sont des surface de Picardf.([17]). Quant au domaine symétrique de
GU, il est produit de cett@-boule complexe paR[F*@ -1 car le radical deGU estGm g,
qui est de rangF : Q] surR et de rang un su®. Le toreR%G est ici le noyau de la norme

Si F = Q alorsGU est de rang semi-simple déployé un et la compactification de Borel—
Serre consiste a élargk®? en rajoutant deg-sphéres complexes.

Sinon,Rr/pGU est de rang semi-simple déployé nul €iret les variétés de Shimura de
niveau finiM g sont compactes.

Dans tous les cas, la conjecture de Serre implique que le noyau de congruence du groupe
spécial unitaire correspondanGaU est infini.

THEOREME 6.3.3. —SoientU € 7y, etG = Rp/oGU.
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On suppose quge est de plus haut poids réguliérgrivial sur R%G et

(TF,) p ne divise pas I'ordre de, H* (Mx, L(p, 0)), .
ou K est le sous-groupe spécial en K = K()Gq(Z,). Pour tout caractéreD-arithmétique
p-dominanty deMg, pour lequell € Ty, (¢) ety est trivial surR%G, le morphisme

e(101{!2 (MUKO ) LU(p X EX;s IC/O)) = erH!2 (MKI ) L(’C/O)) [EX]

est un isomorphisme.

Démonstration. +'annulation des groupes de cohomologie quasi-ordinaire (totale) en degré
0 (cf.6.3.4) et 1 (d0 & 'hypothése (TFet ala proposition 6.3.1) permet d’appliquer le théoréme
de contrle “fort” 5.4.1 :

equ2 (MUKO ’ LU(p & EX; ’C/O)) = erHQ (MKI ) L(’C/O)) [EX]'

Pour un groupe de rang semi-simple 1 &ila suite spectrale de Leragf(proposition 4.3.1)
du bord devient simplement une décompositiehedcohomologie du borcheine somme directe
des cohomologies des composantes du boral.

6.4. Propriétés dehg,(p)

A partir de maintenanty est toujours de plus haut poids régulier, trivial st%G.
On appellealgébre de Heck®-quasi-ordinaire universelléalgébre

hy go(p) == hfi,U,qo(Kl . P)-

Par définition ¢f. ce qui précéde le corollaire 6.2.1), c’est la sd@2($€’]]-algebre engendrée
par les opérateurs di(?) agissant sur le module de cohomologie intérieure quasi-ordinaire
eqoH{ (Mg, , Lu(p,K/O)), ou bien sur son dual de Pontryagin. Ce dernier, igiép), est
donc unhy 4, (p)-module compact et fidele.

6.4.1. Finitude
Puisquek contient les racines-iémes de l'unité, oln est 'exposant de&C®), on a la
décomposition

oler] = 11 o)
veHom(C(®),0%)

c— (v(0),

PROPOSITION 6.4.1. — SoitU € Ty,,.
Le moduleVy; (p) est de type fini su®[[C]].
L'algébrehy 4 (p) est finie surQ[[C]].

1Le rapporteur de larticle nous a signalé le résultat suivde D. Blasius et J. Rogawski [3, lemme 4.2.1], qui
montre la nécessité de I'nypothése de régularité danséleréime précédent : le transfert endoscopique tordu d’'une
représentation automorphede R r /o GL(2) @R/ GU ne donne jamais lieu a une seule représentation galoisienne
l-adique irréductible de dimensiéhdans la cohomologie étalﬂ2(/v(UK0 ,Zy) lorsqueF est de degré pair et n'est
ramifiée (ou méme principglen aucune place finie. Lorsqpeest triviale, les théorémes de controle, fort comme faible,
sont donc mis en défaut.
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Démonstration. +a décomposition précédente donne :

(22) cqol! (M, Lu (p, K/ 0)) = €D e (M, Lu (p, K/ O)) [V]

v

ol v parcourt 'ensemble fini des caractéres”(?) — 0%,

Soitv un tel caractére. On peut construire un caractére fini coattfeiM,(Z,) qui, passant
au quotient”, prolongev.

Le lemme 4.3.2 donne

eqoH (M, Ly (p, £/ 0)) (€) = eqoH? (M, Lu (p, K/ O)(€)).
Sion prend les invariants sod§ on obtient :
Hd (MK1 ) LU(p7 IC/O)) [E] = HO (07 Hd (MK1 ) LU(pa IC/O)(E))) '

Selon le théoréme 6.3.2, ce dernier groupe est de cotype fil@srapres le lemme de
Nakayama topologique, on en déduit que

HY (Mg, , Lu(p,K/0))[v] = H*(CP  HY (M, ., Li(p,K/O)(e)))

est de cotype fini suO[[C,]]. Ce qui, d’aprés la décomposition (22), démontre la premiére
assertion.

La deuxiéme assertion est une conséquence de la premiére phisque) agit fidélement
surVy(p). O

6.4.2. Spécialisation

SoientU € Ty, ex un caractérg-arithmeétiquep-dominant deéM, tel quey est trivial sur
R2G etU’ € T, (¢) un sous-groupe d&.

On noteh; 1, ., (U'Ko, p ® ex) la sousO[[C]]-algebre engendrée par l'image de I'anneau de
Hecke abstrait{(”) dans I'algébre des endomorphismes@{{C]]-module

erHi (MU’Koa LU(P ® EX, IC/O)) .
LEMME 6.4.1.—Soitey un caracterg)-arithmétiquep-dominant déM, tel quey est trivial
surRYG
rG.
On a un morphisme naturel entfé-algébres finies

h{; 4o (U Ko, p® ex) ®0 K « hyq0(p) ®ojcy K(ex)

surjectif, a noyau contenu dans le radical.

Démonstration. -En prenant le dual de Pontryagin puis en tensorisankjpde morphisme
du théoréme 6.3.2 devient un isomorphisme :

eqoHY (Muk,, Lu(p © £, K/0))” @0 K< Vi (p) @ogey K(ex)
qui induit un morphisme surjectif sur les algébres de Hecke :
h; 4o (U Ko, p® ex) ®0 K « hyq0(p) ®ojcy K(ex)
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car, par platitude déC sur O, la premiére algebre agit fidelement sur le premier module de
l'isomorphisme précédent.

Pour montrer que ce morphisme surjectif eriralgébres finies est a noyau contenu dans le
radical, il suffit de montrer que I'image d’un idempotenton nul est non nul.

D’apres le lemme d’'Hensel cet idempotent se reléve en un idempodtienitalgebre

hy 40 (p) @ojicy OlCl]p. -

Par platitude d€[[C]],., surO, cette algébre de Hecke agit fidelement sur le modligléo)
Ainsi e est un projecteur de ce module et vérifie

Pex®

e(VU (p)psx) C pEXVU (p)psx °
Ce quiimpliquee=0. O

6.4.3. Algebre de Hida—lwasawa

SoitCy I'adhérence danRGq(Z,) du sous-group®G(Q) NRGa(Z,) C RG(Qp).

Les opérateurs de Hecke construits a partir des éléments de l'intersR€G0Q) "NRG o (Z,)
agissent trivialement sur la cohomologie fig (p), si bien que I'action de”' sur Vi (p) se
factorise par le group€'/Cy.

L'algébre A := O[[H]], ou H C C/C, est le sous-groupe ppe-maximal, est lalgébre de
Hida—lwasawa

6.4.4. Liberté

On notey" Iimage du caractérg par I'élément de plus grande longueu du groupe de
Weyl deG par rapport & qui transformeéB enB~, et on note aussi¥ la représentation dil
de plus grand poidg, pour I'ordre défini paiB N M.

PROPOSITION 6.4.2. —PourG = Rp,gGU etp satisfaisant aux conditior@F,) et(TF,v),
le moduleVy (p) est libre de type fini sur I'algébre de Hida—lwasawa

Démonstration. e lemme 10.2 de [18] montre que l'intersection desp,, lorsquey
parcourt 'ensemble des caractépedominants est nulle. En utilisant le lemme de Nakayama,
il suffit donc (cf. [18, § 10]) de montrer qu¥ (p ® x)/pPxVu(p ® x) est libre sur® pour tout
caractere)-algébriquep-dominanty.

D’apreés I'hypothése (Tf), eqoH?(Mk,, Lu(p¥ @ x¥,0)) n'a pas dep-torsion.

Or, 2 étant la dimension médiane dé, ce dernier est en dualitéf([34, th. 6.4] ou [1]) avec

erHg (MKov LU(p ® X ’C/O))
qui est dong-divisible.

Il en est de méme de la cohomologie intérieure, qui est image de la cohomologie a support
compact. Lisomorphisme du théoreme de contrdle 6.3.3 donne donc

erH? (MKI ) LU(pa IC/O)) [px] :’equlz (MKw LU(p @ X, IC/O))
En passant au dual, on obtient bien §ue(p @ x)/pVu (p ® x) estlibre su©®. O

6.4.5. Dimension
Nous notonsgp P le rang paraboliqugabsolu) deP, c’est-a-dire le cardinal de I'ensemble
des sous-groupes propres maximaux conteRant
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PROPOSITION 6.4.3. — La dimension de Krull relative de I'algébre de Hida—lwasawa €ur
est

rgy, H =rgpP + dimRG —rg; RG(Z) + 0ra,p
=1gpP + dim RG +1rgg RG — rgg RG + ORG,p

orG.p =18, RG(Z) — 18y, RG(Z)"
etRG(Z)p est 'adhérence dBRG(Z) dansRG(Z,,).

LorsqueRG est un toreR g ,oGn, Obtenu par restriction des scalaires alégs: , est le
défautd g, de la conjecture de Leopoldt pour le cofiseenp. La conjecture de Leopoldt a été
démontrée par A. Brumer [11] dans le cas des extensions abéliehfies

Démonstration. +a premiére égalité résulte du fait que la dimension du R est la
somme de la dimension du radid&{G et du rang parabolique de :

rgz;, RM(Z,,) = dimRG +1gpP.

La seconde vient de la définition dgg ,, et du théoréme de Dirichlet pour les tores [25, cor. 1
duth. 4.14] rg; RG(Z) =rgg RG —1go RG. O

COROLLAIRE 6.4.1.—Dans la méme situation que la propositiér.2 I'algébre de Hecke
quasi-ordinaire universell&y 4, (p) est finie et sans torsion sur I'algébre de Hida—Iwasawa
Elle est de dimension relative

gy, H=1+3[F:Q]+0p,

sur Q.

Démonstration. -€e sont les conséquences des deux propositions précédentes car le radical
deG =Rp/9GU estRG =Rg/oGm etl'ona:

rgpP =2[F:Q], dimRG=2[F:Q], rgoRG=1,

et
rgp RG = [F : Q], 5RG-,P = 5E,p- O

6.4.6. Systemes de valeurs propres

SiT est uneA-algebre finie et sans torsion, on dit qu’un idéal premiel estarithmétiques’il
est au-dessus d’un idéal de la formg , ol ey est un caracter@-arithmétique déMlg. Et un
caracterd — O estarithmétiques'il prolonge un caractére arithmétique de

Unefamille de systemes de valeurs propres quasi-ordinaires est un morphisggé) — I
de A-algebres ol est uneA-algébre finie sans torsion.

Une remarque importante est que, puiskjast un anneau local, degaractéres arithmétiques
sont congrus modulo l'uniformisante d& Cette propriété et la proposition suivante permettent
de “construire” des congruences.

La maniére dont nous avons modifié I'action originaleGlgC) sur L(p, ) nous améne a
donner la définition suivante : un systeme de valeurs propregervenant en plus haut poids
cohomologique\ (pour I'ordre associé B~ comme au paragraphe 6.1.1) Bstjuasi-ordinaire
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si et seulement $D(7,,(€))[, = |\(€)], pour touté € o(Ay;), ouT,(€) est 'opérateur de Hecke
construit a partir d&€ (pour I'action originale).

PROPOSITION 6.4.4. -Soit®,. un systéme de valeurs propres pour les opérateurs de Hecke,
associé a une représentation automorphe cuspidal€&sde Ry/,oGU, dont la composante
archimédienne est de poids cohomologique régulier.

Alors pour presque toup, si ©, est quasi-ordinaire, il existe une famille de systémes de
valeurs propres quasi-ordinaires passant [i&y.

Démonstration. En effet, par hypothése,aest associée une représentation irréductifle
de G de plus haut poids réguliex (pour I'ordre défini paBB~). Cette représentation peut étre
construite sous la form&(p, C) en prenant poyp I'induite deA deBN M aM.

On peut choisirC suffisamment gros pour qu'il contienne les valeurs propres et d'aprés la
proposition 6.3.1, on peut se placer en nivéali, (i.e. de typel'y) enp, pour) réduit & un
point spécial bien placé par rapport, M) et un sous-group& € 7y,,.

Puisque le conoyau du morphisme

H‘2 (MUKovLU(p® EXJC)) - H'2 (MUKovLU(p ® €Xa’C/O))

est fini, le systéme de valeurs propres intervient aussi pour les coefficients divisiblps
ex, K/0).
Si bien qued.; est un morphisme

0y 0(UKo, p@ex) 30
qui, composé avec I'applicatidiy; 4 (p) — hﬁU,qo(UKo, p ®ex) donne un morphisme dont le
noyau’d est au-dessus de I'idéal arithmétiqug . Le “going-down” [9, V, § 2, th. 3] donne un
idéal premiep C hy 4 (p) contenu dang3, au-dessus dg0} C A.

Posond := hy 4. (p)/p. C'est uneA-algebre finie qui se décompose en un produit d’anneaux
locaux carA est compléte. OF est intégre par construction, dofi@st un anneau local, sans
torsion surA.

Ainsi, on a le diagramme commutatif suivant :

Or
hU,qo(p) - h!2,U,qo([][(0?p(8 ‘SX) ﬁ @

| _ -
[ P

y 7

I[/

A(

ou le morphisme diy 4. (p) se factorise pa]nﬁUm(UKo, p®ey) d'apréslelemme 6.4.1etle
morphisme dé dansO est obtenu par réduction modujty'p.

Ce morphisme indique que la famille constrygessepar®,.. O
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