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SUR LE MORPHISME DE BARTH

PAR JOSEPHLE POTIER ET ALEXANDER TIKHOMIROV

RÉSUMÉ. – Soit F un faisceau semi-stable de rang 2 et de classes de Chernc1 = 0 et c2 = n sur le
plan projectif. La courbeβF des droites de saut deF, dans le plan projectif dual, est de degrén. Soient
Mn l’espace de modules des classes d’équivalence de faisceaux semi-stables de rang 2 et classes de Chern
(0, n) sur le plan projectif, etCn l’espace projectif des courbes de degrén dans le plan projectif dual. Le
morphisme de Barth

β :Mn −→Cn

associe à la classe du faisceauF la courbeβF . Nous démontrons que, sin � 4, ce morphisme est
génériquement injectif. L’image deβ est une sous-variété fermée de dimension4n − 3 de Cn; comme
conséquence de notre résultat, le degré de l’image est donné par le nombre de Donaldson d’indice4n − 3
du plan projectif.

 2001 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

ABSTRACT. – Let F be a rank-2 semi-stable sheaf on the projective plane, with Chern classesc1 = 0,
c2 = n. The curveβF of jumping lines ofF, in the dual projective plane, has degreen. Let Mn be the
moduli space of equivalence classes of semi-stable sheaves of rank 2 and Chern classes(0, n) on the
projective plane andCn be the projective space of curves of degreen in the dual projective plane. The
Barth morphism

β :Mn −→Cn

associates the pointβF to the class of the sheafF. We prove that this morphism is generically injective for
n � 4. The image ofβ is a closed subvariety of dimension4n − 3 of Cn; as a consequence of our result,
the degree of this image is given by the Donaldson number of index4n− 3 of the projective plane.

 2001 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Soit n un entier� 2. Étant donné un faisceau semi-stableF de rang 2 et de classes de
Chernc1 = 0, c2 = n sur le plan projectif complexe, la cohomologieHq(F (i)) est nulle pour
q = 0 et i � 0, ou pour q = 2 et i � −2. Il résulte du théorème de Riemann–Roch que
dimH1(F (−1)) = dimH1(F (−2)) = n, et dimH1(F ) = n− 2. On dit qu’une droite	⊂ P2

est de saut pourF si la restrictionF |� n’est pas isomorphe au fibré trivial de rang 2 sur	.
Cohomologiquement ceci signifie aussiH1(F (−1)|�) �= 0 de sorte que l’ensemble des droites
de saut deF est le support du conoyau du morphisme canonique de faisceaux localement libres
de rangn sur le plan projectif dual

H1
(
F (−2)

)
⊗OP∗

2
(−1)−→H1

(
F (−1)

)
⊗OP∗

2
.
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D’après le théorème de Grauert et Mülich [2], ce support est de dimension 1 : autrement dit, le
déterminant du morphisme ci-dessus définit une courbeβF de degrén dans le plan projectif dual
qu’on appelle la courbe des droites de saut deF.

On désigne parMn l’espace de modules des classes de S-équivalence (cf. §2) de faisceaux
semi-stables de rang 2 et de classes de Chern(0, n) sur P2. C’est une variété projective
irréductible et normale de dimension4n − 3, localement factorielle [5]. Les points qui
représentent des faisceaux singuliers constituent une hypersurface∂Mn. On considère d’autre
part le système linéaire completCn des courbes de degrén dans le plan projectif dual : c’est un
espace projectif de dimension12n(n+3). On dispose d’un morphismeβ :Mn −→Cn qui associe
à la classe d’équivalence d’un faisceau semi-stableF la courbeβF de ses droites de saut : c’est
le morphisme de Barth. On sait que ce morphisme est un isomorphisme pourn= 2, et que pour
n= 3, c’est un morphisme de degré 3. Pourn� 2, on sait par ailleurs [13] que la restriction deβ
à l’ouvert des faisceaux localement libres (obligatoirementµ-stables) est quasi-finie. La courbe
des droites de saut d’un faisceau singulier est obligatoirement réductible ; ainsi, le morphisme de
Barth est un morphisme fini au-dessus de l’ouvert des courbes irréductibles. On sait d’autre part
d’après Barth [3] que l’image deβ rencontre l’ouvert des courbes lisses.

Le but principal de cet article est la démonstration du théorème suivant :

THÉORÈME 1.1. – Pourn� 4, le morphisme de Barth est génériquement injectif.

Ceci signifie qu’il existe un ouvert de Zariski non videU deMn tel que la restriction deβ àU
soit injective. On sait par ailleurs que l’image réciproque du fibréO(1) est le fibré déterminant
D de Donaldson. Les nombres de Donaldson du plan projectif sont définis par

q4n−3 =
∫
Mn

c1(D)4n−3

et sont maintenant bien connus [6,7,18]. On a par exemple

q13 = 54, q17 = 2540, q21 = 233208.

COROLLAIRE 1.2. –L’image du morphisme du Barth est une sous-variété fermée deCn de
dimension4n− 3 et de degréq4n−3.

La variétéL = β(M4) est donc une hypersurface irréductible deC4 = P14, de degré54,
constituée de quartiques dites de Lüroth : les courbes génériques deL sont les quartiques lisses
qui sont circonscrites à un pentagone complet (cf. § 5.4). De même, les courbes génériques de
β(M5) sont les quintiques lisses circonscrites à un hexagone complet : ce sont les quintiques
dites de Darboux ; la variétéβ(M5) est une sous-variété fermée de codimension 3 deC5 = P20

de degré2540.
Le théorème1 se démontre par récurrence surn, à partir du casn = 4, qui n’est nullement

évident. Pourn = 4, il s’obtient en mettant en évidence un diviseurD2 ⊂Mn satisfaisant aux
conditions suivantes, sur un ouvert non videD∗2 deD2 :

– les fibres deβ qui rencontrentD∗2 sont réduites à un point.
– le morphismeβ est non ramifié en tout point deD∗2 .
En particulier, la restriction deβ à cet ouvertD∗2 est injective. La construction d’un tel diviseur

résulte de l’étude de l’image réciproqueβ−1(S4) de l’hypersurfaceS4 ⊂ C4 des quartiques

1 Le théorème 1.1 est vrai en fait si le corps de basek est algébriquement clos et de caractéristique 0, ce qu’on supposera
désormais.
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singulières ; cette hypersurface a trois composantes irréductibles dont l’une est le bord∂Mn

et deux autres composantes irréductibles notéesD1 etD2. La composanteD2 apparaît en fait
avec multiplicité 2, et le bord∂M4 avec multiplicité 3 (cf. théorème 6.10). Les points du diviseur
D2 sont les classes des faisceaux semi-stablesF de rang 2, de classes de Chern(0,4) qui ont
au moins une droite de saut	 d’ordre� 2, c’est-à-dire telle quedimH1(F (−1)|�) � 2. Une
description commode des composantesD1 et D2 s’obtient à partir de la description deM4

comme contraction d’un espace de modulesS4 de systèmes cohérents semi-stables(Γ,Θ) où
Θ est faisceau cohérent pur de dimension 1 de caractéristique d’Euler–Poincaréχ = 6, dont
l’idéal de Fitting définit une coniquec (appelée support schématique deΘ) etΓ un sous-espace
vectoriel de dimension 2 deH0(Θ) (cf. théorème 4.9). Un point général deD2 provient d’un
système linéaire(Γ,Θ) où Θ est un faisceau inversible de degré total 5, semi-stable sur une
conique singulièrec deP2. Nous avons en fait généralisé cet énoncé au sous-schémaPn ⊂Mn

des faisceaux de Poncelet, dont on peut décrire une modification en introduisant l’espace de
modulesSn des systèmes cohérents semi-stables(Γ,Θ) oùΘ est un faisceau cohérent pur de
dimension un dont le support schématique est une conique, de caractéristique d’Euler–Poincaré
χ = n + 2, et Γ un sous-espace vectoriel de dimension 2 deH0(Θ). Les schémasSn et Pn

sont des variétés irréductibles et normales de dimension2n+ 5 et on dispose d’un morphisme
birationnelSn −→ Pn. Dans le casn= 4, on aP4 =M4 et ce morphisme est l’éclatement de la
sous-variété des faisceaux spéciaux. D’autres propriétés géométriques deSn etPn sont décrites
dans les propositions 4.5 et 4.8.

Pourn� 5, on étudie le comportement des fibres deβ au voisinage d’un point suffisamment
général deB = β(∂Mn). Les points de∂Mn représentent des faisceaux singuliers ; ceux qui
n’ont qu’un seul point singulier s’insèrent dans une suite exacte

0−→ F −→E −→ k(x)−→ 0

où x est le point singulier deF , k(x) le faisceau structural du pointx, et E le bidual deF ;
ce faisceau localement libreE est stable de classes de Chernc1 = 0, c2 = n− 1. La courbe des
droites de saut deF est alorsβF = βE+ x̌, où x̌ est la droite du plan projectif dualP∗2 définie par
le pinceau de droites deP2 passant parx. Ainsi, un point général deB représente une courbe de
degrén qui se décompose en une droite et la courbe, de degrén−1, des droites de saut deE. Un
résultat de Strømme permet d’affirmer qu’au-dessus d’un point généralq deB, on ne trouve que
des classes de faisceauxF singuliers, et ceci en un seul point ; l’hypothèse de récurrence permet
de dire que le faisceau localement libreE et le point singulier sont parfaitement déterminés à
isomorphisme près par la courbeq ; la fibre β−1(q) est alors isomorphe à la droite projective
P1 = P(Ex) ainsi associée àq. On considère alors la factorisation de Stein

Mn
β̃

β

C̃n
ν

Cn

Le morphismẽβ est birationnel ; au-dessus d’un point généralq ∈B, la fibre deν est réduite à un
point. On est ramené à prouver qu’au-dessus d’un ouvert non vide deB, le morphismeν est non
ramifié : c’est la principale difficulté de la démonstration. Nous traduirons en fait directement sur
β comment interpréter cette condition de non ramification (cf. proposition 13.1).

Les faisceaux de Poncelet, ainsi que les faisceaux de Hulsbergen, jouent un grand rôle dans
l’étude présentée ici. Un faisceau semi-stableF de rang 2 et classes de Chern(0, n) sur le
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576 J. LE POTIER ET A. TIKHOMIROV

plan projectif est dit de Poncelet siF (1) a au moins deux sections linéairement indépendantes.
Comme nous l’avons déjà dit, les faisceaux de Poncelet constituent un sous-schéma fermé
irréductiblePn deMn de dimension2n + 5 si n � 4 (cf. proposition 4.8) ; pourn = 4, tous
les faisceaux semi-stables sont de Poncelet. M. Toma a démontré dans [24] que pourn � 5 la
restriction du morphisme de Barth à ce ferméPn est encore génériquement injective2 . L’image
dePn est la variété des courbes dites de Poncelet de degrén ; les courbes lisses qui passent par
les sommets d’un polygône àn+ 1 côtés circonscrit à une conique lisse forment un ensemble
dense dans le ferméβ(Pn) des courbes de Poncelet. Le calcul du degré de cette sous-variété
fermée irréductibleβ(Pn) de dimension2n+ 5 deCn se ramène encore à un calcul de nombres
d’intersection sur la variétéMn. Par exemple, pourn= 5, il existe un faisceau universelF sur
M5 × P2, et le degré deβ(P5) est donné par

∫
M5

c2
(
pr1!

(
F(1)

))
c1(D)15.

Les faisceaux dits de Hulsbergen sont les faisceaux semi-stablesF de rang 2 et de classe de
Chern(0, n) tels queF (1) aient au moins une section non nulle. Sin� 5, c’est le cas de tous les
faisceaux semi-stables ; pourn� 6 ils constituent (cf. [17], théorème 4.7) un fermé irréductible
Hn deMn de dimension3n+2. L’image deHn par le morphisme de Barthβ est encore un fermé
irréductible de dimension3n+2 qui contient comme ensemble dense les points représentant les
courbes lisses de degrén passant par les sommets d’un polygône quelconque àn + 1 côtés ;
ces courbes sont appelées courbes de Darboux de degrén. Une question intéressante qui à notre
connaissance n’est pas résolue est de déterminer si la restriction deβ au ferméHn est encore
génériquement injective. Pourn = 5, on aH5 =M5 et ceci est donc vrai. Si c’était encore le
cas pourn � 6, le degré du fermé des courbes de Darboux pourrait encore se calculer comme
nombre d’intersection sur l’espace de modulesMn.

Voici le plan de cet article : les sections 2 et 3 sont consacrées à des rappels sur la notion de
stabilité et semi-stabilité des faisceaux algébriques cohérents et des systèmes cohérents. Dans
la section 4, nous étudions les faisceaux de Poncelet et les singularités des courbes de Poncelet
de degrén associées à ces faisceaux de Poncelet dans la section 5 : l’énoncé obtenu étend aux
systèmes cohérents considérés dont le support schématique peut être une conique singulière un
résultat bien connu (cf. Maruyama [20], Trautmann [25], Vallès [27]) pour les systèmes linéaires
sur les coniques lisses. Ceci permet l’étude dans la section 6 du diviseur deM4 des faisceaux
semi-stables dont la courbe des droites de saut associée est singulière. Les sections 7 et 8 sont
la clé de la démonstration dans le casn = 4 : on associe à une quartique singulière généraleq

l’unique coniquep qui passe par les 6 points de contact des tangentes issues du point singulier ;
écrire que cette conique est singulière revient à écrire que la quartiqueq est la courbe des droites
de saut d’un fibré de Poncelet associé à un pinceau de diviseurs de degré 5 sur une conique
singulière ; de plus, cette conique singulière et le pinceau sont déterminés de façon unique à
partir de la quartique. Cette présentation simplifie beaucoup l’esquisse que nous avions présentée
dans [16]. De plus le point fondamental de la démonstration, à savoir le calcul du rang deβ au
point générique du diviseurD2 n’y était pas abordé. C’est l’étude des équations du ferméβ(D2)
qui permet de calculer ce rang dans la section 9 : on montre qu’au-dessus d’une telle quartique
de Lüroth, le morphisme de Barth est non ramifié ; ceci s’obtient par un calcul de dérivée, en
déformant la conique et le pinceau. Dans les sections 10 à 14 on démontre, par récurrence surn,
le théorème principal.

2 Curieusement, la démonstration de M. Toma ne marche pas pourn = 4.
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2. L’espace de modulesMX(c)

On rappelle ici les notions de stabilité et semi-stabilité [22]. Soit(X,OX(1)) une variété
projective lisse polarisée de dimensionn. On désigne parK(X) le groupe de Grothendieck
des classes deOX -modules cohérents ; il est équipé de la forme quadratique entièreq définie
parq(u) = χ(u2), dont la forme polaire associée est notée〈 , 〉. Si F est un faisceau algébrique
cohérent surX , on désigne parPF le polynôme de Hilbert deF . SiY est une section hyperplane,
on désigne parh la classe deOY , de sorte que〈F,hi〉 est la caractéristique d’Euler–Poincaré de
la restriction deF à une intersection complète générale dei sections hyperplanes. Le polynôme
de Hilbert deF est donné par la formule

PF (m) =
〈
F, (1− h)−m

〉
=

∑
n�i�0

Ci
m+i−1

〈
F,hi

〉
.

Ces définitions s’étendent aux classes de Grothendieckc ∈ K(X). Le noyau de la forme
quadratiqueq est constitué des classesc ∈ K(X) dont le rang et les classes de Chern, vues
dans l’anneau d’équivalence numérique sont nuls. En particulier, le polynôme de Hilbert d’une
telle classe est identiquement nul. On désigne parKnum(X) l’algèbre quotient

Knum(X) =K(X)/kerq.

SurKnum(X) la forme quadratique a encore un sens ; de même, le polynôme de HilbertPc d’une
classec ∈Knum(X) a un sens. Si la variétéX est une surface, et sic ∈Knum(X) a pour rang
r, classe de Chernc1 et caractéristique d’Euler–Poincaréχ, la forme quadratique et le polynôme
de Hilbert sont donnés par les formules suivantes :

q(c) = 2rχ+ c21 − r2χ(OX),

Pc(m) =
1
2
〈
c, h2

〉
m(m+ 1)+ 〈c, h〉m+ χ.

QuandX est le plan projectif, la classeh est la classe du faisceau structural d’une droite ; on a
K(X) = Z3 et la forme quadratique ci-dessus est unimodulaire. AlorsKnum(X) =K(X).

DÉFINITION 2.1. – SoitF un faisceau algébrique cohérent de dimensiond 3 sur X. On
appelle multiplicité deF le nombre entierr défini parr = r(F ) = 〈F,hd〉.

Si le faisceauF est sans torsion, on ar = rang(F ).degré(X). Si F est de dimensionn− 1,
la multiplicité r est aussi le degré de la variété de Fitting deF . Une classe de Grothendieckc de
K(X) est dite de dimension� d si elle appartient à l’idéalFdK(X) engendré par les classes des
faisceaux cohérents de dimension� d. Si c est de dimensiond, la multiplicité dec est le nombre
〈c, hd〉. Une classe de Grothendieckc ∈K(X) est dite� 0 si le polynôme de Hilbert

m �→
〈
c, (1− h)−m

〉
est� 0; s’il n’est pas nul, ceci signifie qu’il existe un entierj � 0 tel que〈c, hi〉= 0 pouri > j
et〈c, hj〉> 0. Les classesc de polynôme de Hilbert nul constituent un sous-groupeN deK(X).
La relation ci-dessus définit une relation d’ordre sur le groupe abélien quotientK(X)/N. On
écrit c≡ 0 si c est de polynôme de Hilbert nul.

3 La dimension d’un faisceau algébrique cohérent est la dimension de son support.
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DÉFINITION 2.2. – (Pureté) UnOX -module cohérentF de dimension d est ditpur s’il n’a
pas de sous-module cohérent non nul de dimension< d.

DÉFINITION 2.3. – (Semi-stabilité) SoitF un OX -module cohérent de dimension d, de
multiplicité r et classe de Grothendieckc. On dit queF estsemi-stablesi

(i) il est pur de dimensiond
(ii) pour tout sous-module cohérent non nulF ′ ⊂ F , de classe de Grothendieckc′ et de

multiplicité r′, on a

c′

r′
� c

r
.

On définit de même la notion destabilité en demandant l’inégalité stricte lorsqueF ′ est
distinct deF .

Soit c ∈ Knum(X) une classe de Grothendieck de dimensiond et de multiplicitér. On
considère la catégorie des faisceaux semi-stablesF de dimensiond, de multiplicité r tels
querc(F ) ≡ r(F )c. C’est une catégorie abélienne, artinienne et noethérienne. Elle a donc des
filtrations de Jordan–Hölder. Deux faisceaux cohérentsF et G sont dits S-équivalents s’ils ont
même classe de Grothendieck et si leurs gradués de Jordan–Hölder sont isomorphes.

THÉORÈME 2.4. – Soitc ∈Knum(X).
(i) Il existe un espace de modules grossierMX(c) pour les faisceaux semi-stables F de

dimension d, de classe de Grothendieckc.
(ii) L’espace de modulesMX(c) est un schéma projectif dont les points sont les classes de

S-équivalence de faisceaux semi-stables.

Ce résultat, énoncé sous une forme voisine, est démontré avec cette généralité par C. Simp-
son [22] ; il étend l’énoncé bien connu de Gieseker et Maruyama [19].

3. Systèmes cohérents

Soit (X,OX(1)) une variété algébrique projective et lisse, de dimensionn, polarisée.

DÉFINITION 3.1. – On appelle système cohérent de dimensiond surX un coupleΛ= (Γ, F )
formé d’un faisceau algébrique cohérentF de dimensiond surX et d’un sous-espace vectoriel
Γ⊂H0(F ).

Un morphisme de systèmes cohérentsΛ = (Γ, F ) −→ Λ′ = (Γ′, F ′) est la donnée d’un
morphisme de faisceaux algébriques cohérentsf :F −→ F ′ tel quef(Γ) ⊂ Γ′. Les systèmes
cohérents constituent une catégorie additive. On peut la plonger dans une catégorie abélienne
en introduisant la notion de système algébrique [9] : un système algébrique est un triplet
Λ = (Γ, i, F ) où F est un faisceau algébrique,Γ un espace vectoriel eti : Γ −→ H0(F ) une
application linéaire. Un morphisme de systèmes algébriques

Λ= (Γ, i, F )−→Λ′ = (Γ′, i′, F ′)

est un couple(f, g) oùf : Γ−→ Γ′ est une application linéaire etg :F −→ F ′ un morphisme de
faisceaux algébriques tels que le diagramme

Γ
f

i

Γ′

i′

H0(F )
g

H0(F ′)
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soit commutatif. Les systèmes algébriques constituent une catégorie abélienne qui a suffisam-
ment d’objets injectifs. En particulier, on peut définir, étant donnés deux systèmes cohérents
Λ = (Γ, F ) etΛ′ = (Γ′, F ′) les espaces vectorielsExtq(Λ,Λ′). Ce sont des espaces vectoriels
de dimension finie, et on a une suite exacte longue

0−→Hom(Λ,Λ′)−→Hom(F,F ′)−→Hom(Γ,H0(F ′)/Γ′)−→
Ext1(Λ,Λ′)−→ Ext1(F,F ′)−→Hom

(
Γ,H1(F ′)

)
−→ · · · .

On associe à un système cohérentΛ= (Γ, F ) la classe de Grothendieck dansK(X)

c(Λ) = dimΓ+ c(F ).

DÉFINITION 3.2. – Un système cohérentΛ = (Γ, F ) de dimensiond est dit semi-stable siF
est pur de dimensiond et si pour tout sous-moduleF ′ ⊂ F non nul de multiplicitér′, on a, en
posantΓ′ =Γ∩H0(F ) etΛ′ = (Γ′, F ′)

c(Λ′)
r′
� c(Λ)

r
.

Ceci signifie donc quedimΓ′/r′ � dimΓ/r et en cas d’égalitéc(F ′)/r′ � c(F )/r.
Quand on fixe le polynôme de Hilbert deF on obtient une famille de systèmes cohérents

semi-stables(Γ, F ) qui est limitée. On peut évidemment définir la notion de filtration de Jordan–
Hölder pour de tels sytèmes cohérents : ceci tient encore au fait qu’une classec ∈ K(X)
de dimensiond et de multiplicitér étant donnée la catégorieS(c) des systèmes cohérents
Λ= (Γ, F ) de multiplicitér, tels querc(Λ)≡ r(F )c, est une catégorie abélienne, noethérienne
et artinienne. Deux systèmes cohérents de dimensiond et multiplicitér sont S-équivalents s’ils
ont même classe de Grothendieck et si leurs gradués de Jordan–Hölder sont isomorphes. Soient
k un entier, etc ∈ Knum(X) ; il existe alors pour les systèmes cohérentsΛ = (Γ, F ) tels que
dim Γ= k, c(F ) = c un espace de modules grossierSystX(c, k) ; c’est un schéma projectif dont
les points sont les classes de S-équivalence de systèmes cohérents semi-stables [15,9].

4. Faisceaux de Poncelet

Soit n un entier� 4. On considère l’espace de modulesMn des classes deS-équivalence
de faisceaux semi-stables de rang 2, de classes de Chern(0, n) sur le plan projectif. C’est une
variété irréductible de dimension4n− 3 ; elle est lisse sin est impair ; quandn est pair, elle est
normale et localement factorielle ; son lieu singulier est de dimension2n et constitué des classes
d’équivalence de faisceaux strictement semi-stables. Dans cet espace de modules, les classes qui
se représentent par un faisceau singulier constituent une hypersurface notée∂Mn.

Soit F un faisceau semi-stable de rang 2 et de classes de Chern(0, n). On aH2(F (j)) = 0
pourj �−3. La suite des nombres de Hodgej �→ dimH1(F (j)) d’un tel faisceau semi-stable
est strictement décroissante pourj � 0 jusqu’à ce qu’elle s’annule (cf. [10], lemme 1.1) ; pour
1 � j � n− 2 on a doncdimH1(F (j)) � n− 2 − j, et pourj � n − 2 on aH1(F (j)) = 0.
D’après la formule de Riemann–Roch, on a en outre

dimH0
(
F (j)

)
− dimH1

(
F (j)

)
= χ(j) := (j +1)(j + 2)− n.

En particulier,dimH0(F (1))� 3.
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DÉFINITION 4.1. – Un faisceau semi-stableF de rang 2, de classes de Chern (0,n) est appelé
faisceau de Poncelet s’il satisfait à l’une des conditions équivalentes
dimH0(F (1))� 2,
dimH1(F (1))� n− 4.
Les classes d’équivalence de faisceaux de Poncelet constituent un fermé deMn sous-jacent à

un sous-schéma ferméPn défini de la manière suivante : quandn est impair, il existe un faisceau
universelF surMn×P2 paramétré parMn et le sous-schémaPn est défini par l’idéal de Fitting
d’indice n− 5 (cf. Lang [11] p. 483) du faisceauR1pr1∗(F(1)). Quandn est pair, il n’existe
plus de faisceau universel. SiF est semi-stable de classe de Grothendieck2− nh2, le faisceau
F (	) est engendré par ses sections etHq(F (	)) = 0 pourq � 1 et 	� n− 1. Considérons pour
	 � n − 1 un espace vectorielH de dimensionχ(	), le fibré vectorielE = H ⊗ O(−	) et le
schéma de HilbertR = Hilb(E,2 − nh2) des faisceaux cohérents quotients deE de classe de
Grothendieck2−nh2. L’espace de modulesMn est le quotient de l’ouvertRss des points semi-
stables par l’action du groupe réductifSL(H). Il existe alors un faisceau universelF paramétré
parRss et le schémaPn est le quotient de Mumford du sous-schéma fermé défini par l’idéal de
Fitting d’indicen− 5 du faisceauR1pr1∗(F(1)).

4.1. Construction des faisceaux de Poncelet

Considérons un système cohérent semi-stableΛ = (Γ,Θ) de classe de Grothendieck
c = 2h + nh2 et tel quedimΓ = 2. Le faisceau cohérentΘ est un faisceau pur de dimension
1, de classe de Grothendieckc= 2h+ nh2 : sa multiplicité est 2 et sa caractéristique d’Euler–
Poincaré estχ= n+ 2 ; le support schématique d’un tel faisceau est une coniquec. Le faisceau
Θ peut alors être vu comme unOc-module ; les points au voisinage desquels ce faisceau n’est pas
unOc-module libre sont dits points singuliers deΘ. Un tel système cohérent définit un élément
deExt1(Θ̌,O)⊗Γ∗ =Ext1(Θ̌,Γ∗ ⊗O) où le faisceaǔΘ est le dual, défini par

Θ̌ = Ext1(Θ,O) =Θ∗ ⊗Oc
Oc(2).

On en déduit une extension

0−→ Γ∗ ⊗O −→ F (1)−→ Θ̌−→ 0.(4.1)

DÉFINITION 4.2. – Un faisceau semi-stable de rang 2 et de classes de Chern(0, n) est dit
spécial sidimH0(F (1)) = 3.

THÉORÈME 4.3. – On poseSn = Syst(2h+ nh2,2).
(i) Le faisceauF construit ci-dessus est un faisceau de Poncelet de classes de Chern(0, n).
(ii) Le morphisme canonique

π :Sn −→ Pn

qui associe à la classe du système cohérent semi-stable(Γ,Θ) la classe du faisceauF est
surjectif; c’est un isomorphisme au-dessus de l’ouvert dePn des classes de faisceaux de
Poncelet non spéciaux.

On obtient ainsi un diagramme de variétés projectives

Sn
σ

π

C2 = P5

Pn
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dans lequel le morphismeπ est le morphisme décrit ci-dessus ; le morphismeσ associe à un
point deSyst(2h+ nh2,2) représenté par un système cohérent(Γ,Θ) la coniquec définie par
le support schématique deΘ. On vérifiera aux paragraphes 4.3 et 4.4 queSn et Pn sont des
schémas intègres (et même normaux) de dimension2n+ 5. Il résulte de l’énoncé ci-dessus que
le morphismeπ est birationnel.

Démonstration. –D’après le corollaire 4.22 de [15], le système cohérent(Γ, F (1)) est semi-
stable. Pour en déduire queF est semi-stable, la démonstration est identique à celle qui est
donnée dans le lemme 6.6 de [15]. La suite exacte (4.1) montre que le faisceauF est bien un
faisceau de Poncelet. Réciproquement, soientF un faisceau de Poncelet, etΓ un sous-espace
vectoriel de dimension 2 deH0(F (1)). Alors la démonstration du lemme 6.6 de [15] montre que
le système cohérent(Γ, F (1)) est semi-stable. SoiťΘ le conoyau du morphisme d’évaluation
Γ ⊗ O ev−→F (1), et Θ = Ext1(Θ̌,O). Alors Θ est un faisceau pur de dimension 1, de classe
de Grothendieck2h + nh2 et l’inclusion canoniqueΓ∗ ↪→ Ext1(Θ̌,O) = H0(Θ) obtenue en
appliquant le foncteurHom(−,O) à la suite exacte

0−→ Γ⊗O ev−→F (1)−→ Θ̌−→ 0

définit un système cohérent semi-stable(Γ∗,Θ) de dimension 1 d’après le corollaire 4.22 de [15],
et le faisceau de Poncelet associé est isomorphe àF. Pour obtenir un isomorphisme au-dessus de
l’ouvert des faisceaux non spéciaux, il suffit de travailler en familles et d’utiliser les propriétés
de modules grossiers.✷
4.2. Description des faisceaux spéciaux

On désigne parQ le fibré quotient canonique de rang 2 surP2.

PROPOSITION 4.4. –SoitF un faisceau semi-stable de rang2 et de classes de Chern(0, n)
sur le plan projectif. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) le faisceauF est spécial;
(ii) dimH1(F (1)) = n− 3 ;
(iii) pour tout1� i� n− 2, on adimH1(F (i)) = n− 2− i ;
(iv) le faisceauF a une droite de saut d’ordren− 1 ;
(v) il existe une droite	⊂ P2 et une suite exacte

0−→Q∗ −→ F −→O�(1− n)−→ 0.

Dans ces conditions la droite de saut d’ordren− 1 est unique.

Démonstration. –Les assertions (i) et (ii) sont évidemment équivalentes d’après le théorème
de Riemann–Roch, et (iii) implique trivialement (ii).

Montrons que(i)⇒ (iii). Soit unF un faisceau spécial ; considérons un système cohérent
semi-stable(Γ,Θ) oùΘ est de classe de Grothendieck2h+ nh2 de support une coniquec etΓ
de dimension 2, et tel que le faisceau semi-stable associé soit isomorphe àF. Le faisceaǔΘ, qui
a pour caractéristique d’Euler–Poincaréχ(Θ̌) = 4 − n est alors instable car sinon, le faisceau
structuralOc étant stable de caractéristique d’Euler–Poincaré1, par semi-stabilitéH0(Θ̌) = 0,
et on aurait alorsdimH0(F (1)) = 2, ce qui contredit le fait queF est spécial. Il en résulte que
Θ est un faisceau instable de dimension 1. Le support deΘ est donc obligatoirement une conique
c singulière ; plus précisément, la filtration de Harder–Narasimhan deΘ montre qu’il existe une
suite exacte

0−→Θ′ −→Θ−→Θ′′ −→ 0
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oùΘ′ etΘ′′ sont des faisceaux inversibles sur des droites	′ et 	′′, de degrés respectifsa′ et a′′

tels quea′ > a′′. On a bien sûra′+a′′ = n. Le fait que(Γ,Θ) soit semi-stable implique en outre
quea′ � n− 1 ou ce qui revient au mêmea′′ � 1. Par dualité on a alors une suite exacte

0−→ Θ̌′′ −→ Θ̌−→ Θ̌′ −→ 0.

PuisqueΘ̌′′ = O�′′(−a′′ + 1), et queΘ̌′ est un faisceau inversible de degré−a′ + 1 < 0, le
fait queF soit spécial est équivalent àa′′ = 1 ou encore àa′ = n− 1. Si c’est le cas on a une
surjectionF (1) −→O�′′(−n+ 2) ce qui signifie que	′′ est une droite de saut d’ordren− 1 ;
ceci démontre (iii).

Montrons que(iii) ⇒ (iv). Dire que	 est une droite de saut d’ordren − 1 signifie que
l’on a un morphisme non nulF −→ O�(1 − n) : ceci impliqueH1(F (n − 3)) �= 0 . D’après
le comportement de la suitei �→ dimH1(F (i)) décrite en préambule ceci implique que
dimH1(F (i)) = n− 2− i pour1� i� n− 2, ce qui démontre (iv).

Montrons que (i) équivaut à (v). On a vu que si (i) est vrai, il existe une droite	 et un
morphisme surjectifF −→ O�(1 − n). Le noyauK d’un tel morphisme est un faisceau sans
torsion de rang 2 de classes de Chern(−1,1). Montrons qu’il est semi-stable : soitL un sous-
faisceau maximal de rang 1 deK. PuisqueL est aussi un sous-faisceau deF , on ac1(L) � 0.
Il s’agit de montrer en fait quec1(L) � −1. Mais au cas oùc1(L) = 0, on aurait à cause de la
semi-stabilité deK

c2(L)�
n

2
et d’autre part le quotientK/L serait sans torsion de rang 1 et aurait pour classe de Chern

1− h+ h2

1 + c2(L)h2
= 1− h+

(
1− c2(L)h2

)
.

Ainsi n/2 � c2(L) � 1 et n � 2 ce qui est contraire à l’hypothèse. Ceci démontre donc
qu’un tel sous-faisceau n’existe pas. PuisqueQ∗ est le seul faisceau semi-stable de classes de
Chern(−1,1) le faisceauK est isomorphe àQ∗. Ceci démontre (v). Évidemment (v) entraîne
l’existence d’une droite de saut d’ordren− 1. Qu’une telle droite de saut soit unique résulte du
fait queHom(Q∗,O�(1− n)) = 0 pourn > 2. ✷

Un faisceau spécialF est obligatoirement stable ; il s’écrit de manière unique comme
extension

0−→Q∗ −→ F −→O�(1− n)−→ 0

ils constituent une sous-variétéΣn lisse et irréductible de dimension2n+2 qui ne rencontre pas
le lieu singulier deMn.

4.3. Le schémaSn = Syst(2h+ nh2,2)

PROPOSITION 4.5. – Soitn un entier� 4.
(i) Le schémaSn est irréductible et normal de dimensions2n+ 5.
(ii) L’ouvert des points stables deSn est localement intersection complète. En particulier, sin

est impair,Sn est localement intersection complète.

Démonstration. –La démonstration nécessite l’introduction du schéma de Hilbert qui permet
la construction deSn, à cause de la présence de points semi-stables quandn est pair. Elle peut
être simplifiée pourn impair car dans ce cas tous les points semi-stables sont stables ; en outre
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les faisceaux stablesΘ sont obligatoirement localement libres sur leur support [14]. Si(Γ,Θ) est
un système cohérent semi-stable représentant un point deSn, Θ est engendré par ses sections et
H1(Θ) = 0. On considère un espace vectorielH de dimensionN = n+2. Soientc= 2h+nh2,
et Hilb(H ⊗ O, c) le schéma de Hilbert des faisceaux quotient de classe de Grothendieckc.
Désignons parRss

n le sous-schéma ouvert de

Rn := Grass(2,H)×Hilb(H ⊗O, c)

des couples(Γ,Θ) satisfaisant aux conditions suivantes
(a)H1(Θ) = 0;
(b) l’application linéaireH −→H0(Θ) est inversible ;
(c) le couple(Γ,Θ) définit un système cohérent semi-stable.
L’espace de modulesSn est un bon quotient deRss

n par l’action naturelle du groupePGL(H),
et l’action dePGL(H) est libre sur l’ouvertRs

n des points stables. Désignons pour(Γ,Θ)∈Rss
n

parK le noyau du morphismeH ⊗O −→Θ. Au voisinage d’un tel point, l’espace de modules
Rn est isomorphe (cf. [9]) au schéma des zéros d’un morphisme d’un germe de schéma lisse
d’espace tangent de ZariskiHom(Γ,H0(Θ)/Γ)) × Hom(K,Θ) à valeurs dansExt1(K,Θ).
Il résulte du lemme de Krull que toutes les composantes irréductibles sont de dimension
� 2n+ dimHom(K,Θ)− dimExt1(K,Θ) = 2n+ χ(K,Θ) = 2n+ 4 +N2. Considérons la
projection canonique

ρ :Rss
n −→ Sn

σ−→C2 = P5.

Au-dessus de l’ouvert des coniques lisses, ce morphisme est lisse de dimension relative
2n + N2 − 1, et la fibre au-dessus d’un point est isomorphe àGrass(2,H) × PGL(H) ; par
conséquent l’image réciproqueU de cet ouvert est irréductible de dimension2n+ 4 +N2. On
va démontrer queRss

n est un schéma irréductible localement intersection complète de dimension
2n+4+N2, donc de Cohen-Macaulay. Il suffit de vérifier que le complémentaire de cet ouvert
U est de dimension< 2n+ 4+N2. Ceci résulte du lemme suivant :

LEMME 4.6. – Les fibres du morphismeρ :Rss
n −→ P5 sont de dimension� 2n+N2 − 1.

En fait, cet énoncé entraînant queRss
n est localement intersection complète et donc de Cohen–

Macaulay, il résulte que ces fibres sont de Cohen–Macaulay de dimension2n + N2 − 1 : en
particulier, les fibres du morphismeρ sont pures de dimension2n+N2 − 1.

Démonstration. –Supposons d’abord que la coniquec soit réduite : au-dessus dec, il n’y
a alors, à isomorphisme près, qu’un nombre finiΘ1, . . . ,Θ� de faisceauΘ, satisfaisant à la
propriété suivante : pour tout quotientΘ−→Θ′′ de multiplicité 1,χ(Θ′′)� 1. Chacun de cesΘi

est engendré par ses sections et on aH1(Θi) = 0 ; de plus, le groupe des automorphismes deΘi

est réduit àk∗, sauf siΘi n’est pas localement libre surc. On a donc un morphisme canonique

fi :Wi =Grass(2,H)× Isom
(
H,H0(Θi)

)
−→Rn;

désignons parW ss
i l’image réciproque de l’ouvertRss

n des points semi-stables. Les fibres defi
sont les trajectoires sous l’action libre du groupeAut(Θi) ; par suite l’adhérence de l’image de
W ss

i est au plus de dimension2n+ N2 − 1. Ces fermés recouvrent la fibre, ce qui démontre
l’énoncé dans le cas oùc est réduite.

Supposons maintenant que la coniquec soit une droite double	2. Le faisceauΘ est ou
localement libre, auquel cas son groupe d’automorphismes est de dimension 1, ou isomorphe
à une extension

0−→O�(a)−→Θ−→O�(b)−→ 0
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où a et b sont des entiers tels quea + b = n,a � b � 1. Une telle extension peut être
scindée, auquel cas le groupe des automorphismes deΘ est de dimensiona − b + 3 ou 4
suivant quea > b ou a = b, ou non scindée, auquel cas le groupe des automorphismes est
de dimensiona − b + 2. Les extensions non scindées sont paramétrées par l’espace projectif
Pa,b = P(Ext1(O�(b),O�(a))), de dimensiona−b+1 et on dispose d’une extension universelle
Θa,b surPa,b × P2. Considérons le schémaWa,b = Grass(2,H)× Isom(H,pr1∗(Θa,b)) et le
morphisme canoniquefa,b :Wa,b −→Rn. Désignons parW ss

a,b l’image réciproque deRss
n . On a

donc deux morphismes

W ss
a,b

fa,b

ν

Rss
n

Pa,b

Considérons un pointλ ∈ Pa,b auquel est associée une extensionΘλ et la fibreν−1(λ). La
fibre de la restriction defa,b à ν−1(λ) est la trajectoire par l’action du groupeAut(Θλ) ; cette
action étant libre, on voit que le ferméfa,b(ν−1(λ)) est de dimension� 2n− a+ b− 2 +N2.

Par suitedimfa,b(Wa,b) � 2n+N2 − 1. Les extensions scindées se traitent comme ci-dessus,
et leur contribution fournit des fermés de dimension< 2n+N2 − 1. Comme tous ces fermés
recouvrent la fibre deρ au-dessus du point défini par la coniquec, ceci achève la démonstration
du lemme 4.6.

Pour voir queRss
n est une variété normale, il reste d’après le critère de Serre à s’assurer que

son ensemble singulier est de codimension� 2.
LEMME 4.7. – (i)Sin= 4 le schémaRss

n est une variété lisse.
(ii) Sin > 4, le fermé des points singuliers deRss

n est de codimension� 3.
Démonstration. –Il suffit d’après la description locale de vérifier que le fermé deRss

n des
pointsΛ = (Γ,Θ) tels queExt2(Θ,Θ) �= 0 est vide sin = 4 ou de codimension� 3 si n > 5.
On a évidemmentExt2(Θ,Θ) = 0 siΘ est localement libre, ou si le support deΘ est dégénéré
en deux droites distinctes. SiΘ est porté par une droite double	2, et non localement libre, il
s’écrit comme extension

0−→O�(a)−→Θ−→O�(b)−→ 0

aveca� b− 1, et alorsExt2(Θ,Θ)� Ext2(O�(a),O�(b)) et par suite

dimExt2(Θ,Θ)=
{
0 si a− b� 2,
a− b− 2 si a� b+3.

Puisquea� n− 1 eta+ b= n, ce fermé est vide dans le casn= 4; dans le casn� 5, l’énoncé
résulte du lemme 4.6.✷

Il en résulte queRss
n et par suiteSn est une variété normale ; puisque sur l’ouvert des points

stables l’action dePGL(H) est libre, on voit queSn est un schéma irréductible et normal de
dimension2n+5. Ceci démontre l’assertion (i). Pour démontrer (ii), il suffit de remarquer qu’au
voisinage d’un point stableΛ = (Γ,Θ) deSn le schémaSn est localement isomorphe (cf. Min
He, [9]) au schéma des zéros d’un morphisme défini sur un germe de schéma lisse d’espace
tangent de ZariskiExt1(Λ,Λ) et à valeurs dansExt2(Λ,Λ). Or

∑
i(−1)i dimExt

i(Λ,Λ) =
−4− 2n et puisqueΛ est stable,dimHom(Λ,Λ) = 1. Donc

dimExt1(Λ,Λ)− dimExt2(Λ,Λ) = 2n+ 5.
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Par suite,Sn est localement intersection complète au voisinage deΛ. Ceci achève la
démonstration de la proposition 4.5.

4.4. Le schémaPn des faisceaux de Poncelet

PROPOSITION 4.8. –
(i) Le schémaPn est irréductible et normal de dimension2n+ 5.
(ii) L’ouvert des points stables dePn est de Cohen–Macaulay.

Démonstration. –Il résulte de l’énoncé ci-dessus quePn est irréductible de dimension2n+5.
Soit 	 un entier� n− 1, etK un espace vectoriel de dimensionχ(	). Le schémaPn est obtenu
par passage au quotient sous le groupe réductifSL(K) d’un sous-schéma déterminantielP ′n d’un
ouvert lisseHss deH=Hilb(E,2−nh2), oùE =K ⊗O(−	). SoitF le faisceau universel sur
Hss. Il existe des fibrés vectorielsA etB surHss de rangs respectifsa et b= a+ n− 6 et un
morphisme de fibrés vectoriels dont le noyau estpr1∗(F(1)) et le conoyauR1pr1∗(F(1)). Le
schémaP ′n est défini par l’idéal des mineursa− 1× a− 1 de ce morphisme ; il est de dimension
2n+4+χ(	)2. Considérons en effet le morphisme canoniqueRss

n −→Mn qui associe au couple
(Γ,Θ) la classe du faisceauF défini par l’extension

0−→ Γ∗ ⊗O −→ F (1)−→ Θ̌−→ 0.

Cette construction définit en fait une familleF′ de faisceauxF paramétrée parRss
n de sorte que

si on introduit le fibré des repères deR′ = Isom(K ⊗ORss
n
,pr1∗(F

′)) on obtient un diagramme
commutatif

R′
q

p

Rss
n

Hss r
Mn

Il résulte du théorème précédent queR′ est un schéma de Cohen–Macaulay irréductible et normal
de dimension2n + 4 + N2 + χ(	)2. Les morphismes verticaux sontGL(H)-équivariants ; le
morphismep a pour imageP ′n. Au-dessus de l’ouvertU ′ ⊂ Hss des faisceaux quotients non
spéciaux le morphismep est un fibré principal de groupe structuralGL(H) et de base le sous-
schémaP ′n ∩ U ′. Donc dimP ′n = 2n + 4 + χ(	)2 est irréductible de codimension2(n − 4).
Localement c’est l’image réciproque par un morphisme de schémas lisses d’un sous-schéma
de Cohen–Macaulay ; puisqu’il est de la bonne dimension, il est donc de Cohen–Macaulay.
L’ensemble singulier deR′ est de codimension� 3 et invariant parGL(H), et la trace dansU ′ de
son image est l’ensemble singulier deP ′n ∩U ′. Donc cet ensemble singulier est de codimension
� 3. Il en résulte queP ′n est une variété normale d’après le critère de Serre. Sur l’ouvert des
points stables deP ′n, qui est non vide, l’action dePGL(K) est libre ; le quotientPn est donc une
variété irréductible et normale de dimension2n+ 5. Ceci démontre (i).

Soitx ∈ Pn un point stable, etOx l’anneau local deMn enx. Au-dessus deSpec(Ôx)× P2,
il existe une famille universelle, ce qui dispense de se placer sur le schéma de Hilbert. Le même
argument que ci-dessus montre alors que le complété de l’anneau local dePn enx est de Cohen–
Macaulay. Puisque profondeur et dimension sont conservées par passage au complété, on voit
quePn est lui-même de Cohen–Macaulay enx. D’où (ii). ✷

Considérons le morphismeπ :Sn −→ Pn. L’image réciproque du sous-schémaΣn des
faisceaux spéciaux est un diviseur de Weil ; il correspond aux systèmes cohérents(Γ,Θ) stables
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tels que le faisceauΘ sous-jacent soit extension

0−→O�′(n− 1)−→Θ−→O�′′(1)−→ 0

où 	′ et 	′′ sont deux droites deP2. Un tel système cohérent est stable ; on obtient ainsi
un fermé deSn défini par les systèmes cohérents satisfaisant à la condition déterminantielle
H1(Θ(−3)) �= 0. C’est un diviseur de Weil ; nous ignorons si ce diviseur est un diviseur de
Cartier sin� 5. C’est vrai pourn= 4. Dans ce cas, on aP4 =M4, le sous-schémaΣ4 est une
sous-variété lisse de codimension 3 qui évite les points singuliers deM4 ; le résultat suivant est
démontré dans [15] :

THÉORÈME 4.9. – Le morphismeπ :S4 −→M4 est l’éclaté deM4 le long deΣ4.

Les seuls points singuliers deS4 sont les points strictement semi-stables. Ceci ne reste pas
vrai pourSn, pourn� 5.

5. Courbe des droites de saut

Soient(Γ,Θ) un système cohérent semi-stable de classe de Grothendieckc = 2h + nh2 et
tel quedimΓ = 2, et F le faisceau de Poncelet de classes de Chern(0, n) associé dans la
correspondance décrite au §4.1 ci-dessus. La courbeβF des droites de saut deF , dite courbe
de Poncelet, peut en fait se décrire directement en termes de systèmes cohérents ; on introduit
pour ceci le diagramme standard associé à la variété d’incidence des couples (droites, points) :

D
pr2

pr1

P2

P∗2

La courbe des droites de sautq = βF deF est définie par l’idéal de Fitting du faisceau pur de
dimension un sur le plan projectif dualR1pr1∗(pr∗2(F (−1))).

5.1. Le faisceauG = pr1∗(pr∗2(Θ))

LEMME 5.1. – (i) Sur le plan projectif dual, l’image directeR1pr1∗(pr∗2(Θ)) est nulle, et
le faisceauG = pr1∗(pr∗2(Θ)) est un faisceau algébrique cohérent sans torsion de rang2, de
classes de Chern(n, 1

2n(n+1)).
(ii) Ce faisceau est non singulier en tout point	̌ définissant une droite	 non contenue dans le

support deΘ.
(iii) Soit 	̌ un point deP∗2, définissant une droite	 deP2. Le morphisme canonique

G�̌ ⊗O�̌
k −→H0(Θ|�)

est un isomorphisme; de plus, on a un isomorphisme canonique

Tor1(G�̌, k)�H0
(
Tor1(Θ,O�)

)
.

Démonstration. –De la condition de semi-stabilité de(Γ,Θ), on déduitH1(Θ(i)) = 0 pour
i�−2, ce qui exprime le fait que le faisceauΘ n’est pas trop instable. Le faisceauΘ étant pur, il
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en est de même de son image réciproque surP∗2×P2 ; ceci implique la condition de transversalité

Tor
OP2∗×P2
i (OD,Θ)= 0 pouri > 0. De la résolution deOD surP∗2 × P2

0−→O(−1,−1)−→O−→OD −→ 0(5.1)

et du fait queH1(Θ(−1)) =H1(Θ) = 0 on déduit queR1pr1∗(pr
∗
2(Θ)) = 0 ; de plus, on a la

présentation de l’image directeG = pr1∗(pr∗2(Θ))

0−→K ⊗OP∗
2
(−1) α−→ H ⊗OP∗

2
−→G −→ 0(5.2)

où K = H0(Θ(−1)) et H = H0(Θ) ; d’après la formule de Riemann–Roch, ces espaces
vectoriels sont de dimensions respectivesn et n + 2. Il en résulte que le faisceauG est un
faisceau de rang 2 et de profondeur� 1 en tout point	, et de classes de Chern(n, 1

2n(n+ 1)).
Les assertions (ii) et (iii) sont évidentes si le support deΘ est lisse, car alorspr∗2(Θ) est fini
et plat surP∗2 et elles résultent du théorème de changement de base. Ce n’est plus le cas si le
faisceauΘ a son support singulier ; pour obtenir le fait queG est sans torsion, il suffit d’après
le critère de Serre de remarquer que l’ensemble singulier deG est fini. Par dévissage, il suffit
en fait de vérifier le lemme suivant, qui est beaucoup plus précis, et conduit en même temps à
l’assertion (iii) :

LEMME 5.2. – Soit 	 une droite deP2, et i un entier� 0. Désignons pař	 le point deP∗2
défini par	, et parQ=QP

∗
2

le fibré quotient universel de rang2 sur le plan projectif dual; soit

t une section deQ dont le schéma des zéros est le point	̌.
(i) L’isomorphisme canoniqueH0(OP2(1))�H0(QP∗

2
) induit un isomorphisme de faisceaux

pr1∗
(
pr∗2

(
O�(i)

))
�m

i
�̌
(i).

(ii) Le diagramme associé à cet isomorphisme

H0(O(i))

�

H0(O�(i))

�

H0(SiQ) ti

H0(mi
�̌
(i))

dans lequel la seconde flèche horizontale est définie par le morphismeQ −→ O(1) = ∧2Q
associé àt est commutatif.

(iii) On aR1pr1∗(pr∗2(O�(i))) = 0.

Démonstration. –On aSiQ= pr1∗(pr
∗
2(O(i)). Supposons choisies des coordonnées(x, y, t)

dansV ∗ =H0(OP2(1)) de sorte que l’équation de	 soit t = 0. La résolution standard deO�

conduit immédiatement à l’assertion (iii), et fournit en outre, par application du foncteurpr1∗pr∗2,
une résolution

0−→ Si−1Q
τ−→SiQ−→ pr1∗

(
pr∗2

(
O�(i)

))
−→ 0,

où le morphismeτ est la multiplication part, considérée comme section deV ∗ =H0(Q). On a
un morphismeSiQ−→mi

�̌
(i), qui s’annule sur l’image deτ ; il induit donc un morphisme

pr1∗
(
pr∗2

(
O�(i)

))
−→mi

�̌
(i)
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qui est évidemment un isomorphisme en dehors du point	̌. Le premier membre est un faisceau
sans torsion ; par suite, ce morphisme est donc injectif. Les deux membres ayant les mêmes
classes de Chern, c’est un isomorphisme. Ceci démontre l’assertion (i). Quant à l’assertion (ii),
il suffit de constater que le diagramme de faisceaux surP

∗
2

pr1∗pr
∗
2(O(i))

�

pr1∗pr
∗
2(O�(i))

�

SiQ
ti

mi
�̌
(i)

est commutatif. Ceci résulte trivialement de la construction de l’isomorphisme de droite.✷
Fin de la démonstration du lemme 5.1. –Le lemme 5.2 ci-dessus entraîne bien sûr l’asser-

tion (ii) du lemme 5.1. Pour vérifier l’assertion (iii), on utilise l’isomorphisme donné dans la
catégorie dérivée des espaces vectoriels par la formule de changement de base

Rpr1∗
(
pr∗2(Θ)

)
⊗L
O�̌

k �Rpr1∗
(
pr∗2(Θ)⊗L O�

)
.

Compte tenu du fait que la projectionpr2 est un morphisme plat, le second membre est aussi
Rpr1∗(pr

∗
2(Θ ⊗L O�)). La cohomologie du premier membre est l’aboutissement d’une suite

spectrale

′Ep,q
2 =TorO�̌

−p
(
Rqpr1∗

(
pr∗2(Θ)

)
, k

)
.

L’assertion (iii) est évidente si le support deΘ est lisse. Si ce support est une conique singulière,
le fait que le système cohérent(Γ,Θ) soit semi-stable implique qu’il existe une suite exacte
0−→Θ′ −→Θ−→Θ′′ −→ 0 oùΘ′ etΘ′′ sont des faisceaux inversibles de degrés positifs sur
des droites	′ et 	′′ de P2. Il résulte du lemme 5.2 ci-dessus que′Ep,q

2 est nul sauf siq = 0 et
p= 0 ou−1. Considérons la deuxième suite spectrale, de même aboutissement,

′′Ep,q
2 =Rppr1∗

(
pr∗2

(
Tor−q(Θ,O�)

))
.

Du fait queTor1(O�,O�) =O�(−1) on déduit encore du lemme 5.2 que′′Ep,q
2 = 0 sauf sip= 0

et q = 0 ou q =−1. Ceci conduit au résultat attendu.✷
5.2. Description de la courbeq= βF

Considérons le morphisme canonique sur le plan projectif dual

ϕ : Γ⊗OP∗
2
−→ pr1∗

(
pr∗2(Θ)

)
= G.

PROPOSITION 5.3. –Le morphismeϕ est génériquement injectif, et son conoyau a même
idéal de Fitting que le faisceauR1pr1∗(pr

∗
2(F (−1))).

Démonstration. –Le noyau de l’homomorphisme canonique

Γ⊗OP2 −→Θ

est isomorphe àF ∗(−1), et son conoyau àExt1(F,O(−1)). En considérant une droite
générique, on est ramené pour vérifier la première assertion, à constater queH0(F ∗(−1)|�) = 0,
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ou ce qui revient au même par dualité queH1(F (−1)|�) = 0. Il suffit de prendre pour	 une
droite qui n’est pas de saut pourF. Considérons maintenant les projectionspri figurant dans
le diagramme standard. Les faisceauxR1pr1∗(pr∗2(F (−1)) etExt1pr1

(pr∗2(F ),OD(0,−1)) sont
deux faisceaux cohérents de dimension 1 surP∗2 de même idéal de Fitting (cf. [10], lemme 3.4) :
ceci peut se voir par exemple en utilisant une présentation deF comme faisceau de cohomologie
d’une monade, d’où on déduit en fait un isomorphisme

Ext1pr1

(
pr∗2(F ),OD(0,−1)

)
� Ext1

(
R1pr1∗

(
pr∗2(F (−1))

)
,OP∗

2
(−1)

)
.(5.3)

Soit Θ̌ = Ext1(Θ,O). En appliquant le foncteurHompr1
(pr∗2(−),OD) à la suite exacte

0−→ Γ∗ ⊗O−→ F (1)−→ Θ̌−→ 0(5.4)

on obtient la suite exacte surP
∗
2

0−→ Γ⊗OP
∗
2

v−→Ext1pr1

(
pr∗2(Θ̌),OD

)
−→Ext1pr1

(
pr∗2(F (1)),OD

)
−→ 0.

En considérant la résolution (5.1) de la variété d’incidenceD, on obtient exactement pour
le faisceauExt1pr1

(pr∗2(Θ̌),OD), la présentation (5.2), ce qui montre qu’il est isomorphe à
G, le morphismev s’identifiant au morphisme induit par le morphisme d’évaluation, c’est-à-
dire àϕ. ✷

COROLLAIRE 5.4. – La courbe des droites de saut deF est donnée par l’idéal de Fitting du
conoyau du morphismeϕ : Γ⊗OP

∗
2
−→G.

Il résulte de l’isomorphisme (5.3) que le conoyau deϕ est pur de dimension 1, et que son
support schématique est une courbe qui coïncide avec la courbeq = βF des droites de saut de
F. Il résulte du lemme 5.1 qu’une droite	 définit un point deβF si et seulement si l’application
linéaireϕ� : s �→ s|�

Γ−→H0(Θ|�)

n’est pas inversible.

COROLLAIRE 5.5. –Si le support deΘ est une conique singulièrec, la courbeq = βF
contient les points deP∗2 correspondant aux droites	 contenues dans la conique et telles que
χ(Θ|�)� 3.

COROLLAIRE 5.6. – Si le support deΘ est une conique singulièrec, une droite	 contenue
dans la conique et telle queχ(Θ|�)� 4 définit un point singulieř	 de la courbeq= βF .

5.3. Étude des points singuliers

Il est fondamental pour la suite de pouvoir décider qu’une droite de saut	 deF définit ou non
un point singulier de la courbe de Poncelet associée. C’est facile lorsqueF provient d’un système
linéaireΛ = (Γ,Θ) deSyst(2h+ nh2,2) sans point de base sur une coniquec éventuellement
singulière. Commençons par étendre cette notion aux systèmes cohérents(Γ,Θ) tels queΘ ne
soit plus obligatoirement localement libre sur son support.

DÉFINITION 5.7. – On dit que le système cohérent(Γ,Θ) est sans point de base si le
morphisme d’évaluationev :Γ⊗OP2 −→Θ est surjectif.
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Si le système cohérent(Γ,Θ) est sans point de base, le faisceauF associé est localement
libre. Si le système cohérent(Γ,Θ) est stable et a un point de basea, on peut trouver un sous-
faisceauΘ′ ⊂ Θ de multiplicité 2, de caractéristique d’Euler–Poincaréχ(Θ′) = n − 1 tel que
Γ ⊂ H0(Θ′). Le système cohérent(Γ,Θ′) est encore semi-stable, et définit une courbeq′ de
degrén− 1. Il résulte du corollaire 5.4 que la courbeq= βF est décomposée en la courbeq′ et
une droite

q= q′ + ǎ

où ǎ est la droite du plan projectif dual définie par le pointa. En particulier, la courbeq est
singulière. C’est aussi le cas si on part d’un système cohérent(Γ,Θ) strictement semi-stable :
ceci impose quen est pair, et la courbeq est alors l’union de deux courbes de degrém= n/2,
chacune d’elles étant l’union dem droites concourantes. L’énoncé suivant généralise l’énoncé
bien connu pour les courbes de Poncelet associées à des systèmes linéaires sur des courbes lisses
(Maruyama [20], Trautmann [24], Vallès [26]). Il est important pour la suite d’examiner les
points singuliers des courbes de Poncelet associées à des systèmes cohérents semi-stables dont
le support schématique est une conique singulière.

PROPOSITION 5.8. – Soientz ∈ H0(O(1)) non nul et	 la droite d’équationz = 0. On
suppose que

(i) la droite 	 n’est pas associée àΘ ;
(ii) le système cohérent(Γ,Θ) est semi-stable et sans point de base.
La droite	 définit un point singulieř	 de la courbeq des droites de sautq= βF si et seulement

si

z2H0
(
Θ(−2)

)
∩ Γ �= 0.

Démonstration. –Puisque la droite	 n’est pas associée àΘ, le morphisme de multiplication
parz

Θ(−1) z−→Θ

est injectif, et il en est de même du morphisme induit sur les espaces de sections globales.
On a alorsdimH0(Θ|�) = 2 et 	 est un point non singulier pourG. Considérons la
filtration décroissanteΓi = Γ ∩ ziH0(Θ(−i)). Puisque(Γ,Θ) est sans point de base, on
a dim zH0(Θ(−1)) ∩ Γ � 1. Si cette intersection est nulle, le morphisme de restriction
ϕ� : Γ −→ H0(Θ|�) est injectif et donc c’est un isomorphisme. Donc	 n’appartient pas à la
courbeq des droites de saut.

SupposonszH0(Θ(−1))∩Γ �= 0. Alors 	 définit un point deq. Il existe une section non nulle
s ∈ Γ de la formes= zt, oùt est une section deΘ(−1). L’espace tangent de Zariski àq en 	̌ est
le noyau de l’application linéaire tangente de Petrid�̌ϕ deϕ au point	̌

T�̌(P
∗
2) =H0

(
O�(1)

)
−→Hom(kerϕ�, coker ϕ�).

Le noyau deϕ� est le sous-espace vectoriel engendré pars= tz ; l’application linéaire tangente
de Petrid�̌ϕ est définie pourτ ∈H0(O�(1)) par

d�̌ϕ(τ)(s) = p(τt|�)

oùp est la projection canoniqueH0(Θ|�)−→ coker ϕ�.
Supposonsz2H0(Θ(−2)) ∩ Γ �= 0. Il s’agit de vérifier quě	 est un point singulier deq. La

sections est alors divisible parz2, et t est divisible parz. Cette différentielle est alors nulle ; et
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par conséquent le poinť	 est un point singulier deq= βF . Réciproquement, si cette différentielle
est nulle,τt|� appartient à l’image deϕ� pour toutτ. Nous allons en déduire quet|� est nulle.

Soit c le support deΘ. Remarquons tout d’abord que le morphisme de restriction

H0
(
O�(1)

)
−→H0

(
Oc∩�(1)

)
est un isomorphisme. Si	 ne rencontre aucun des points singuliers deΘ, l’espace vectoriel des
sectionsH0(Θ|�) est un module libre de rang 1 sur l’algèbreH0(Oc∩�). L’image deϕ� est un
sous-espace vectoriel de dimension 1, qui, d’après l’hypothèse (ii) n’est contenu dans aucun des
sous-modulesKx deH0(Θ|�) des éléments s’annulant en un pointx de c ∩ 	. Le stabilisateur
de l’image deϕ� dans le groupe des éléments inversiblesH0(Oc∩�)∗ est réduit au sous-groupe
k∗ des homothéties. Donc, son orbite n’est pas réduite à un point. Il en résulte quet|� = 0 et
par suite la sections appartient àΓ ∩ z2H0(Θ(−2)). Si 	 rencontre un point singuliera deΘ,
le moduleΘ|� est de longueur 2, de support le pointa et non isomorphe àOc∩�. DoncΘ|�
est isomorphe àk(a)⊕ k(a). Le morphisme de restrictionH0(Θ|�)−→ Θ⊗ k(a) est alors un
isomorphisme. Puisque(Γ,Θ) est sans point de base, l’application linéaireϕ� : Γ−→H0(Θ|�)
est un isomorphisme et donc	 n’est pas de saut.✷
5.4. Exemple

On voit en particulier que si le support deΘ est une conique lissec, le faisceauΘ est un
faisceau inversible de degrén+ 1 sur c ; si Γ contient une section qui an+ 1 zéros distincts,
la courbe de sautq = βF passe par lesn(n+ 1)/2 sommets du polygone deP∗2 à n+ 1 côtés
déterminé par cesn + 1 points. Ce polygone est circonscrit à la conique duale dec. De plus,
l’interprétation ci-dessus permet d’étudier les singularités de la courbeβF : ceci entraîne que si
(Γ,Θ) est un système linéaire de degrén+ 1 sans point de base sur une conique lisse, et siΓ
ne contient pas de sections ayant 2 zéros doubles, la courbeq= βF est lisse (cf. Maruyama [20],
Trautmann [25], Vallès [27]).

Réciproquement, étant donné un polygone àn+1 côtés dans le plan projectif dual, circonscrit
à une conique lissec∗, ce polygone définitn + 1 points distincts sur une conique lissec de
P2 ; ces points sont les zéros d’une sections d’un fibré inversibleΘ de degrén+ 1 sur c. Les
systèmes linéairesΓ⊂H0(Θ) qui contiennent la sections constituent dans la grassmannienne
Grass(2,H0(Θ)) des sous-espaces de dimension 2 deH0(Θ) un espace projectif de dimension
n ; d’après le corollaire 5.4, en restriction à cet espace projectif, le morphismeβ est une
homographie ; cette homographie identifie cet espace projectif avec l’espace projectif des courbes
de degrén passant par les sommets du pentagone donné (cf.Barth [3], Lemma 2). Par suite, toute
courbeq deP∗2 passant par lesn(n+1)/2 sommets d’un tel polygone définit un point de l’image
deβ. Une telle courbeq quand elle est lisse, est appelée classiquement une courbe de Poncelet
associée à la coniquec∗.

6. Faisceaux dont la courbe des droites de saut est singulière

On se limite dans les sections 6–9 au casn= 4 : la généralisation aux faisceaux de Poncelet de
classe de Chern quelconque n’est pas évidente ; nous ignorons par exemple siSn est localement
factorielle. Dans le casn = 4, on a vu que l’espace de modulesS4 = Syst(2h + 4h2,2)
s’identifie à l’éclaté deM4 le long d’une sous-variété lisseΣ4 de codimension 3 qui évite
les points singuliers. Tout commeM4 c’est une variété irréductible, normale, localement
factorielle. L’imageL du morphisme de Barthβ :M4 −→C4 est une hypersurface dont les points
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représentent les courbes de Poncelet de degré 4. Ces quartiques sont appelées quartiques de
Lüroth ; l’hypersurfaceL sera appelée hypersurface de Lüroth.

On pose dans la suitec= 2h+ 4h2. On noteγ = β ◦ π :S4 −→ C4 le morphisme qui associe
à un système cohérent la courbe des droites de saut.

6.1. Le groupe de Picard deS4 = Syst(c,2)

On sait décrire le groupe de Picard deM4 ; c’est un groupe abélien libre à 2 générateurs
([5,22]). Il résulte du théorème 2.4 que le groupe de Picard deS4 est un groupe abélien libre
à 3 générateurs. Le diviseur exceptionnele est exactement le diviseur des systèmes cohérents
Λ = (Γ,Θ) tels queΘ soit instable. On se propose dans ce paragraphe de décrire une base
explicite dePic(S4).

On considère le groupe abélien librẽK(P2) = K(P2) ⊕ Z, muni de la forme quadratique
unimodulaire(u,m) �→ χ(u2)+m2 . Considérons une familleΛ= (Γ,Θ) de systèmes cohérents
deS4 paramétrée par une variété algébrique lisseS : ceci signifie queΘ est une familleS-plate de
faisceaux cohérents de classe de Grothendieckc et queΓ est un sous-faisceau localement libre de
pr1∗(Θ) induisant au-dessus de chaque point un système cohérent. On considère le morphisme
de groupes abéliens

λΛ : K̃(P2)−→Pic(S)

défini par(u,m) �→ detpr1!(Θ.u)⊗ (detΓ)⊗m, oùΘ.u désigne par abus le produit des classes
Θ.pr∗2(u) dansK(S × P2). Ce produit a un sens carΘ a une résolution localement libre
de longueur 1. Pour tout faisceau inversibleA sur S, considérons la familleΛ ⊗ pr∗1(A) =
(Γ⊗ pr∗1(A),pr∗1(A)⊗Θ). Il est alors clair que

λΛ⊗pr∗1(A)(u,m) = λΛ(u,m)⊗A〈c,u〉+2m.

Comme on l’a déjà vu, l’espace de modulesS4 se construit en quotientant un ouvert
convenableG d’une grassmannienne relative au-dessus d’un schéma Quot par l’action d’un
groupe réductif. Cet ouvert paramètre une famille universelle de systèmes cohérents et par
application du critère de descente de Kempf on peut alors construire un homomorphisme de
groupes [16]

λS4 : (c,2)
⊥ −→Pic(S4)

caractérisé par la propriété universelle suivante : pour toute familleΛ = (Γ,Θ) paramétrée par
S, on a

λΛ(u,m) = f∗Λ
(
λS4(u,m)

)
oùfΛ :S −→ S4 est le morphisme modulaire associé à la famille.

PROPOSITION 6.1. – Le morphisme canonique

λS4 : (c,2)
⊥ −→Pic(S4)

est un isomorphisme.

Démonstration. –D’après le théorème 4.9, le groupe de Picard de l’espace de modulesS4

est évidemment somme directe du groupe de Picard deM4 et du groupe engendré par le fibré
inversiblee engendré par le diviseur exceptionnel. L’énoncé sera donc une conséquence de la
description du groupe de Picard deM4 et l’interprétation du diviseur exceptionnel. Considérons
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une familleΛ = (Γ,Θ) de systèmes cohérents semi-stables paramétrée parS et la familleF
de faisceaux semi-stables de classe de Grothendieck2 − 4h2 associée, définie par l’extension
canonique surS × P2

0−→ Γ∗ ⊗OP2 −→ F (1)−→ Θ̌−→ 0

où Θ̌ = Ext1(Θ,O).
LEMME 6.2. – Soite le fibré inversible associé au diviseur exceptionnel. DansPic(S4), on a

e=−λS4

(
(1− h)3,0

)
.

Démonstration. –Le support du diviseur exceptionnel est le fermé des systèmes cohérents
semi-stables(Γ,Θ) tels queΘ soit instable. Un tel faisceau a pour support une conique singulière
et la filtration de Harder–Narasimhan deΘ s’écrit

0−→O�′(3)−→Θ−→O�′′(1)−→ 0

où 	′ et 	′′ sont deux droites deP2. Donnons une description schématique de ce diviseur
exceptionnel. On peut trouver une familleΛ paramétrée par une variété lisse et connexeS, telle
que le morphisme modulairefΛ soit surjectif et telle que le morphisme

f∗Λ :Pic(S4)−→Pic(S)

soit injectif. L’image réciproque dansS du diviseur exceptionnel est alors défini par l’idéal de
Fitting du faisceauR1pr1∗(Θ(−3)). Ce faisceau cohérent est de dimension homologique 1 et
l’image directepr1∗(Θ(−3)) est nulle. En effet, soitC −→ S le support schématique deΘ : c’est
une conique relative, etΘ(−3) est unOC -module qu’on écrit comme conoyau d’un morphisme
0 −→ A −→ B −→ Θ(−3) −→ 0 où B = OC(−m)N est un faisceau localement libre surC
suffisamment négatif. Alors par image directe on obtient une suite exacte

0−→ pr1∗
(
Θ(−3)

)
−→R1pr1∗(A)−→R1pr1∗(B)−→R1pr1∗

(
Θ(−3)

)
−→ 0.

Les faisceauxR1pr1∗(A) etR1pr1∗(B) sont localement libres. Ceci prouve que l’image directe
pr1∗(Θ(−3)) est sans torsion ; comme ce faisceau est génériquement nul, il est identiquement
nul. Ceci entraîne que le sous-schéma défini par l’idéal de Fitting deR1pr1∗(Θ(−3)) est le
schéma des zéros d’une section non identiquement nulle du fibré inversible−detpr1!(Θ(−3)) =
−λΛ((1− h)3,0). L’énoncé en résulte. ✷

Posons pour toutu ∈ K(P2), ǔ = u∗ ⊗ ωP2 , où u �→ u∗ désigne l’homomorphisme de
conjugaison, qui envoie la classe d’un faisceau localement libre sur son dual4 . Considérons
l’homomorphismeλΘ :K(P2)−→ Pic(S) associé à la familleΘ (cf. [16], paragraphe 2.1), défini
parλΘ(v) = detpr1!(Θ.u). On a par dualité de Serre pour toutv ∈K(P2)

pr1!
(
Θ̌(v)

)
=−pr1!

(
Θ(v̌)

)∗
par suiteλΘ̌(v) = λΘ(v̌). Considérons d’autre part l’homomorphismeλF :K(P2) −→ Pic(S)
associé à la familleF , défini parλF (u) = detpr1!(F (u)) (cf. [16], paragraphe 2.1). On a

λF (u) = (detΓ)⊗−χ(u(−1)) ⊗ λΘ

(
u∗(−2)

)
= λΛ

(
u∗(−2),−χ

(
u(−1)

))
.

4 Cette conjugaison est un automorphisme d’algèbre qui envoieh surh∗ = −h− h2 .
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On est amené à introduire l’homomorphisme de groupes abéliensK(P2) −→ K̃(P2) défini par
ξ :u �→ (u∗(−2),−χ(u(−1)).

LEMME 6.3. – (i)On a〈ξ(u), (c,2)〉=−〈u,2− 4h2〉.
(ii) L’image deξ est le sous-groupe dẽK(P2) des couples(v,m) tels queχ(v) +m= 0.

Démonstration. –C’est un calcul facile, reposant sur la dualité de Serre, le fait que dansK(P2)
on ait [OP2(−1)] = 1− h, et la définition deξ. ✷

Il en résulte que l’image parξ de (2 − 4h2)⊥ est contenue dans(c,2)⊥. D’après le
théorème 4.9, on a un scindage

Pic(S4) = Pic(M4)⊕Ze

oùe est la classe du diviseur exceptionnel. On a alors le diagramme commutatif de suites exactes :

0 (2− 4h2)⊥

λM4

(c,2)⊥
ρ

λS4

Z 0

0 Pic(M4) Pic(S4) Z 0

où λM4 l’homomorphisme défini dans [16] etρ est induit par l’homomorphisme(v,m) �→
χ(v) +m. Cet homomorphisme est surjectif, par exemple parce que(h2,0) appartient à(c,2)⊥.
Il est en fait plus habile de remarquer que((1− h)3,0) appartient aussi à(c,2)⊥ et que l’on a
χ((1−h)3) = 1 : ainsi,((1−h)3,0) réalise un scindage de la première suite exacte. La première
flèche verticale est un isomorphisme d’après le théorème de Drézet. D’après le lemme 6.2,
l’image de((1− h)3,0) parλS4 est−e. Par suite l’homomorphismeλS4 : (c,2)⊥ −→ Pic(S4)
est un isomorphisme. Ceci achève la démonstration de la proposition 6.1.✷

L’orthogonal(1− 2h2)⊥ dansK(P2) est engendré par[O�(−1)] = h− h2 et [O(1)]− h2 =
(1− h)−1 − h2 = 1+ h. Remarquons que

ξ
(
h− h2

)
= (−h,1); ξ(1 + h) =

(
[O(−3)]− h2,0

)
.

DÉFINITION 6.4. – On pose

d= λM4

(
−h+ h2

)
= λS4(h,−1),

k= λS4

(
h2,0

)
.

Le fibré inversibled ainsi défini à isomorphisme près est l’image réciproque du fibré
déterminant de DonaldsonD surM4.

COROLLAIRE 6.5. – (i)Le groupe de PicardPic(S4) est un groupe abélien libre de rang3,
de based, k, e.

(ii) L’image du groupe de Picard deM4 est égale au sous-groupe dePic(S4) engendré par
les fibrés déterminantd eta=−λM4(1 + h) = k+ e.

La classek a une interprétation géométrique remarquable :

PROPOSITION 6.6. –Considérons le morphisme canoniqueσ :S4 −→ C2 = P5. La classek
est l’image réciproque de la classe deOP5(1) par σ.
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Démonstration. –On utilise la famille universelleΛ= (Γ,Θ) de systèmes cohérents introduite
dans la démonstration du lemme 6.2. Alors une résolution localement libre

0−→A−→B −→Θ−→ 0

fournit une section du fibré inversible surS × P2 défini par

detB ⊗ (detA)−1 = λΛ

(
h2,0

)
�OP2(2).

Cette section peut être vue comme un morphisme surjectif de fibrés surS

H0
(
OP2(2)

)∗ ⊗OS −→ λΛ

(
h2,0

)
.

On en déduit par la propriété universelle de l’espace projectif un morphismeτ :S −→ P5 tel que
τ∗(O(1)) = λΛ(h2,0). Ce morphisme se factorise à traversσ suivant le diagramme

S
fΛ

τ

S4

σ

P5

Puisque d’après le choix de la famille universelle le morphisme induit parfΛ sur les groupes de
Picard est injectif, il en résulte queσ∗(O(1)) = k.

6.2. Quatre diviseurs deS4

Outre le diviseur exceptionnele deS4 on va décrire trois autres diviseurs deS4.
Le bord∂S4. Le bord∂S4 deS4 est constitué des systèmes cohérents à point de base. On

obtient ainsi un diviseur irréductible deS4 qui n’est autre que l’image réciproque du bord∂M4.
Le diviseurD1. On considère le sous-ensemble localement fermé des classes de systèmes

cohérents stables(Γ,Θ) tels que le supportc deΘ soit lisse, et tels qu’il existe une sections
deΓ ayant deux zéros doubles. Autrement dit, il existe une droite	 d’équationz = 0 telle que
Γ∩z2H0(Θ(−2)) �= 0. On désigne parD1 son adhérence : c’est donc un diviseur deS4. D’après
la proposition 5.8, la quartique de Lüroth associée à un point de ce diviseur est singulière au point
deP∗2 correspondant à la droite	. Une telle quartique est appelée quartique de Lüroth singulière
de type I.

Le diviseur D2. Considérons dansS4 l’image réciproque du diviseur∆ des coniques
singulières par le morphismeσ :S4 −→ P5.

LEMME 6.7. –Le diviseurσ−1(∆) est réduit.

Démonstration. –En effet, il résulte de la suite exacte longue décrite dans la section 3 que le
morphismeσ est une submersion sur l’ouvertU des systèmes cohérentsΛ = (Γ,Θ) stables et
tels que le faisceauΘ soit non singulier : dans cet ouvert, l’image réciproque de∆ est lisse car
la conique associée en un point de ce diviseur est obligatoirement réduite, et donc∆ est lisse
au point défini par cette conique. Il résulte du calcul effectué dans la démonstration du lemme
4.6 que le complémentaire deU dansS4 est de codimension� 2 ; ceci entraîne queσ−1(∆) est
réduit. ✷

Ce diviseur a deux composantes irréductibles : le diviseur exceptionnele, qui ne rencontre
pas le fermé des points strictement semi-stables. L’autre composanteD2 est constituée de
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l’adhérence de l’ensemble des classes d’isomorphisme de systèmes cohérents stablesΛ= (Γ,Θ)
tels que le support schématique deΘ soit une conique singulière, et queΘ soit semi-stable : la
description de ce ferméD2 sera détaillée dans la section 8 ; nous verrons notamment qu’il est
bien irréductible.

PROPOSITION 6.8. – Dans le groupe de PicardPic(S4) on a, en notation additive,

∂S4 = 5d− 2k− 2e,
D1 = 12dmod e,

D2 = 3k− e.

La première assertion résulte de la formule qui donne le bord dans le groupe de Picard de
M4 (cf. par exemple Le Potier [17]) et du fait que ce bord ne contient pas la sous-variétéΣ4

des diviseurs spéciaux. La dernière égalité résulte de la définition du diviseurD2. La seconde
assertion est plus difficile et résulte essentiellement de la formule de Porteous. Comme elle n’est
pas indispensable pour la démonstration du théorème principal, nous n’aborderons pas ce calcul
ici. Elle ne sera utilisée que dans le corollaire 9.4.

6.3. Le diviseurβ−1(S4)

On désigne parD1 et D2 les images des diviseursD1 et D2 de S4 par le morphisme
π :S4 −→ M4. Puisque ces diviseursD1 et D2 ne sont pas contenus dans le diviseur
exceptionnel,D1 et D2 sont des diviseurs deM4. Le diviseurD2 a l’interprétation suivante,
en termes de droites de saut :

LEMME 6.9. – Le diviseurD2 deM4 est le diviseur représentant les faisceaux semi-stables
qui ont au moins une droite de saut d’ordre� 2.

Ce lemme résulte de la description d’un point général deD2 et sa démonstration est reportée
à la fin de la section 8.

THÉORÈME 6.10. – Soit β :M4 −→ C4 le morphisme de Barth. L’image réciproque du
diviseurS4 des quartiques singulières deC4 est le diviseur

β−1(S4) =D1 + 2D2 + 3∂M4.(6.1)

Démonstration. –Soit γ = β ◦ π :S4 −→ C4 le morphisme de Barth. Il revient au même de
vérifier que

γ−1(S4) =D1 + 2D2 + 3∂S4 mod e.(6.2)

D’après la proposition 5.8, on aγ(D1)⊂ S4 et le corollaire 5.6 permet de voir queγ(D2)⊂ S4

(voir aussi section 8). L’image du bord∂S4 est contenu dans le fermé des quartiques réductibles,
et l’image du diviseur exceptionnel est constitué de quartiques ayant au moins un point triple
puisque c’est l’image parβ de la variétéΣ des faisceaux spéciaux. L’image d’un système
cohérent qui n’appartient pas à l’un de ces diviseurs est une quartique lisse d’après la proposition
5.8. On a donc ensemblistement

γ−1(S4) =D1 ∪D2 ∪ ∂S4 ∪ e.

D’après la proposition 6.8, dans le groupe de PicardPic(S4) on a D1 = 12d mod e,
D2 = 3k mod e et ∂S4 = 5d − 2k mod e. Compte tenu du fait que l’hypersurfaceS4 est de
degré 27, on aγ−1(S4) = 27d, d’où il résulte la formule attendue.✷
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La formule (6.1) répond en partie à une question qui nous a été posée il y a une dizaine
d’années par C. Peskine. Elle montre queβ est transverse àS4 sur un ouvert deD1 : pour obtenir
le théorème 1.1 il suffirait donc de prouver queβ|D1 est génériquement injective. Nous ne savons
malheureusement pas traiter cette question. Par contre, l’étude deβ|D2 est plus facile ; la formule
ci-dessus dit queβ n’est pas transverse àS4 sur un ouvertD2, ce qui complique la démonstration
du théorème 1.1 dans le casn= 4.

7. Géométrie des quartiques singulières

On poseV = H0(OP2(1))∗ de sorte que le plan projectif considéré est l’espace des droites
vectorielles deV. On désigne parCn = P(H0(OP2(n))) le système linéaire des courbes planes
de degrén, et parSn ⊂ Cn l’hypersurface des courbes singulières. Siq est une courbe de degré
n, représentée par un polynôme homogènef ∈ SnV ∗ la courbe polaireq′(a) d’un pointa ∈ P2

est la courbe de degrén − 1 définie parx �→ ∂xf.a
′, où ∂xf désigne la différentielle def au

pointx eta′ est un vecteur non nul deV représentant le pointa. Cette courbe polaire recoupe la
courbeq aux points de contactx des tangentes àq issues dea. On s’intéresse ici aux quartiques
singulières.

7.1. Conique associée à une quartique singulière

On se propose de montrer que dans le cas d’une quartique singulière suffisamment générale,
les points de contact des tangentes issues du point singulier appartiennent à une coniquep bien
déterminée.

PROPOSITION 7.1. –Soitq une quartique plane singulière en un seul point doubleO, etq′ la
cubique polaire deO. On considère le nombre d’intersection(q,q′)O.

(i) On a(q,q′)O � 6, l’égalité n’ayant lieu que siq′ intègre.
(ii) Si (q,q′)O = 6 l’intersection q ∩ q′ est la réunion d’un sous-schéma de longueur6

concentré enO, contenu dans le cône tangent enO à q et d’un sous-schéma de longueur6
contenu dans une coniquep ne passant pas parO.

Démonstration. –L’hypothèse assure que la quartiqueq est intègre, et donc le nombre
d’intersection(q,q′)O a un sens. On peut supposer que le point singulierO est l’origine dans le
plan affineA défini par le complémentaire de la droite∆ d’équationt= 0, où t ∈H0(OP2(1)),
qu’on prend pour droite de l’infini. On désigne parmO l’idéal du pointO. La quartiqueq est le
schéma des zéros d’une sectionf ∈H0(OP2(4)) s’écrivant

f = t2f2 + tf3 + f4(7.1)

oùfi ∈H0(mi
O(i))�H0(O∆(i)) est un polynôme homogène de degréi, de sorte que la cubique

q′ polaire deO est le schéma des zéros de la forme cubique

g = 2tf2+ f3.(7.2)

Il résulte des formules (7.1) et (7.2) ci-dessus queq′ etq ont même côneC à l’origine, défini par
la forme quadratiquef2. Le nombre d’intersection à l’origine(q,q′)O est donné par

(q,q′)O = (tf3 + 2f4,2tf2+ f3)O.
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Il en résulte que(q,q′)O � 6 avec égalité si et seulement si les formes binairesf2 etf3 n’ont pas
de zéro commun sur∆. Il revient au même de demander que le côneC et la cubiqueq′ n’ont pas
de composante commune, ou encore que la cubiqueq′ est intègre, ce qui démontre (i).

Supposons que(q,q′)O = 6. Sur la droite de l’infini∆ les formes binairesf2 et f3 n’ont pas
de zéro en commun. Le complexe de Koszul associé à(f3, f2) montre qu’il existe une forme
linéaireφ et une forme quadratiqueψ uniques telles quef4 = φf3 + ψf2. On a alors

f =
(
t2 + ψ

)
f2 + (t+ φ)f3 = (t+ φ)g −

(
t2 +2tφ− ψ

)
f2.(7.3)

La coniquep d’équationt2 + 2tφ−ψ = 0 ne passe pas par l’origine. Le cycle intersection de la
quartiqueq et de la cubiqueq′ est donné par

(q,q′) = (g, f2)OO+
∑
m

(q′,p)mm

ce qui démontre l’assertion (ii).

7.2. Le morphismeq �→ (q′,p)

On désigne parS4 l’hypersurface deC4 des quartiques singulières, et parS∗4 l’ouvert deS4

des courbes singulièresq ayant au plus un point singulier ordinaireO, satisfaisant à la condition
(q,q′)O = 6, autrement dit telles que la polaireq′ soit intègre.

On désigne de même parS3 l’hypersurface deC3 des cubiques singulières, et parS∗3 l’ouvert
deS3 des cubiques qui ont exactement un point double ordinaire.

On dispose d’un morphismeS∗4 −→ P2 qui associe à la quartiqueq son unique point
singulierO. Considérons en effet l’hypersurfaceS4 des quartiques singulières. C’est l’image
de la sous-variété̃S4 lisse de codimension3 deC4 × P2 des couples(q,m) ∈ C4 × P2 tels que
jmf = 0, oùf désigne l’équation deq, et jmf le jet d’ordre un def au pointm, par la projection
(q,m) �→ q. Cette projection a alors une section au-dessus de l’ouvertS∗4 . La composée de cette
section avec la projectioñS4 −→ P2 fournit le morphisme annoncé. La même remarque vaut pour
l’ouvert des cubiques intègres à point double ordinaire : on dispose d’un morphismeS∗3 −→ P2.

PROPOSITION 7.2. – Le morphisme

S∗4 −→S∗3 ×C2

qui associe àq le couple(q′,p) est un isomorphisme sur un ouvertU de la variété des couples
formés d’une cubique irréductible singulière en un point double ordinaireO et d’une conique ne
passant pas parO.

Démonstration. –Les deux membres sont des ouverts de fibrés localement triviaux en espaces
projectifs de dimension 11 au-dessus deP2, et le morphisme ci-dessus est compatible avec cette
projection, de sorte qu’on peut fixer le point singulierO, et choisir la droite de l’infini d’équation
t= 0 ne passant pas parO. Toute cubiqueq′ n’ayant qu’un point double ordinaire est le schéma
des zéros d’une section de la formeg = 2tf2 + f3 où fi ∈H0(mi

O(i)) =H0(O∆(i)), et oùf2

est une forme quadratique non dégénérée. Toute coniquep du plan ne passant pas par l’origine
O a pour équation

t2 + 2φt− ψ = 0

où φ ∈ H0(mO(1)) et ψ ∈ H0(m2
O(2)), de sorte que le morphisme inverse est donné par

(q′,p) �→ q où la quartiqueq a pour équationf = 0, oùf = t2f2 + tf3 + f4, et oùf4 se calcule
par la formule
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f4 = ψf2 + φf3.

En général, siφ etψ sont quelconques, la quartiqueq ainsi construite peut être singulière en l’un
des points d’intersection deq′ et p, par exemple sif4 = 0. Pour être sûr queO est le seul point
singulier, il faut écrire queq est lisse en ces points, ce qui est une condition ouverte.✷
7.3. Calcul de la dérivée du morphismeq �→ p

Soientt une forme linéaire surV, fixée une fois pour toutes, considérée comme équation de
la droite de l’infini∆, et ξ un vecteur tel que〈t, ξ〉= 1. Le plan projectif contient le plan affine
A ⊂ V défini par l’équation〈t, x〉 = 1. On étudie les quartiques singulières au voisinage d’un
pointO ∈A fixé.

Tout vecteur deV s’écritx= ξt+u avecu ∈W = ker t, de sorte que l’équationf deq s’écrit

f(ξt+ u) =
∑
i

t4−ifi(ξ)(u)

où i!fi(ξ) = ∂iξf est la différentiellei-ième def en ξ; c’est un polynôme homogène de degré
i surW et ξ �→ fi(ξ) est homogène de degré4− i en ξ. Dire queq est singulière enξ signifie
quef0(ξ) = f1(ξ) = 0. La coniquep associée a un sens sif2(ξ) et f3(ξ) n’ont pas de zéro en
commun et a pour équation

t2 + 2tφ− ψ = 0

où la forme linéaireφ surW et la forme quadratiqueψ surW sont définis par la condition de
Koszul dansH0(O∆(4))

f3(ξ)φ+ f2(ξ)ψ = f4(ξ).(7.4)

SoitO un point fixé dans le plan affineA. Pour toutg ∈H0(O(4)), on écrit comme pourf

g(ξt+ u) =
∑
i

t4−igi(ξ)(u) mod f.

L’espace vectoriel tangent à̃S4 au point (q,O) est donné par les couples(g, ξ) ∈
H0(Oq(4))×W tels que

g(O)= 0,

g1(O)+ ∂Of1.ξ = 0.

Remarquons que du fait quef1(z) = ∂zf , ∂Of1 est aussi le HessienHOf = 2f2(O) vu comme
application linéaireW −→W ∗. Par dérivation de 7.4 au point(q,O), on obtient

f3(O)φ̇+ f2(O)ψ̇ + [g3(O)+ ∂Of3.ξ]φ+ [g2(O)+ ∂Of2.ξ]ψ = g4(O)

ce qui déterminėφ et ψ̇ en fonction deg et ξ. Si on identifieH0(O∆(i)) = SiW ∗ avec son
image dansHom(W,Si−1W ∗) on peut écrire∂Ofi.ξ = 1

i!∂
i+1
O f(ξ) = (i + 1)fi+1(O)(ξ). La

quartiqueq a enO un point double ordinaire ; désignons parHOf = 2f2(O) le Hessien def en
O, vu comme application linéaire inversibleW −→W ∗. Les équations

HOf(ξ) =−g1(O),

f3(O)φ̇+ f2(O)ψ̇ = g4(O)− [g3(O)+ 4f4(O).ξ]φ− [g2(O)+ 3f3(O).ξ]ψ

permettent de calculer(ξ, φ̇, ψ̇) et donc l’image du vecteur tangentg dansH0(Op(2)).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



600 J. LE POTIER ET A. TIKHOMIROV

7.4. Le diviseurL∗2 deS∗4

On s’intéresse au diviseur notéL∗2 de l’ouvertS∗4 des quartiques singulières telles que la
conique associéep soit singulière. Le cône tangentC au point singulierO d’une quartiqueq ∈ S∗4
coupe la quartique suivant deux points triples et l’on a d’après la formule (7.3)

(C,q)− (C,q′)OO= (t+ φ, f2);

l’intersection résiduelle est donc portée par la droite d’équationt + φ = 0, polaire deO par
rapport à la coniquep associée àO.

PROPOSITION 7.3. –Soitq une quartique deS∗4 . Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) La droite définie par l’intersection résiduelle(C,q) − (C,q)0O est tangente à la

quartiqueq.
(ii) La coniquep associée àq est singulière.
Si ces conditions sont satisfaites, la coniquep a un seul point singulier qui est exactement le

point de tangence de la droite portée par l’intersection résiduelle ci-dessus.

Démonstration. –On utilise la formule (7.3). On a vu ci-dessus

(f, t+ φ) =
(
t+ φ,φ2 +ψ

)
+ (t+ φ, f2).

L’intersection résiduelle(t+ φ,φ2 + ψ) est l’intersection du cône quadratique issu deO défini
parφ2 + ψ ∈ H0(m2

O(2)) et de la droite d’équationt + φ = 0, qui ne passe pas parO. Cette
intersection est un point double si et seulement si le discriminant∆(φ2 + ψ) est nul. Ce
discriminant est aussi celui de la forme quadratique définie surV part2+2tφ−ψ ce qui conduit
à l’équivalence de (i) et (ii). Puisque la quartique est irréductible, le nombre d’intersection
(f, t + φ) est fini, et par suite la forme quadratiqueφ2 + ψ n’est pas nulle. Alors le rang de
la coniquep est2, et le noyau de la forme quadratique correspond au point de tangence de la
droite d’équationt+ φ= 0. ✷

8. Restriction du morphisme de Barth àD2

Donnons d’abord une description détaillée du diviseurD2. Considérons un système cohérent
(Γ,Θ) représentant un point stable deD2. Le faisceauΘ sous-jacent n’est jamais stable : il
contient au moins un sous-faisceau cohérentΘ′ de classe de Grothendieckc/2 et par stabilité, le
sous-espaceΓ ne rencontre pasH0(Θ′). Il s’écrit donc comme extension

0−→ (0,Θ′)−→ (Γ,Θ)−→ (Γ′′,Θ′′)−→ 0(8.1)

oùΘ′ et Θ′′ sont des faisceaux purs de classec/2 ; ce sont donc des faisceaux inversibles de
degré2 sur des droites	′ et 	′′ respectivement. Le système cohérent(Γ′′,Θ′′) définit un point de
l’espace de modulesSyst(c/2,2). Cet espace de modules est très facile à décrire :

LEMME 8.1. – On a un isomorphisme canonique

Syst(c/2,2)�Hilb2(P2).

Démonstration. –Etant donné un système cohérent semi-stableΛ = (Γ,Θ) de classe de
Grothendieckc/2, le faisceauΘ sous-jacent est isomorphe à un faisceau inversibleO�(2) sur
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une droite	 deP2 ; à un tel système linéaire(Γ,O�(2)) on associe le sous-schéma de	 des zéros
des quadriques singulières qui appartiennent àΓ. On obtient ainsi l’isomorphisme attendu.✷

Réciproquement, considérons l’ensemble des classes d’isomorphisme d’extensions (8.1) ;
quandΛ′ = (0,Θ′) et Λ′′ = (Γ′′,Θ′′) sont fixées, ces extensions sont classées à isomorphisme
près par l’espace projectifP(Ext1(Λ′′,Λ′)) des droites deExt1(Λ′′,Λ′). De la suite exacte

0−→Hom(Θ′′,Θ′)−→Hom
(
Γ′′,H0(Θ′)

)
−→Ext1(Λ′′,Λ′)−→ Ext1(Θ′′,Θ′)→ 0(8.2)

il découle que l’espace vectorielExt1(Λ′′,Λ′) est de dimension7. Considérons maintenant les
systèmes cohérents universelsΛ′ etΛ′′ paramétrés parS = P∗2 ×Hilb2(P2), et le fibré vectoriel
de rang7 surS défini parV =Ext1pr1

(Λ′′,Λ′). Le fibré en espaces projectifsP(V) de rang 6 au-

dessus deP∗2 ×Hilb2(P2) associé à ce fibré vectoriel paramètre alors toutes les extensions (8.1).

LEMME 8.2. – SoitI le fermé deP(V) des points définissant un système cohérent instable.
(i) L’image deI est contenue dans le fermé des couples(Λ′,Λ′′) tels que le système linéaire

Λ′′ = (Γ′′,Θ′′) ait un point de base.
(ii) Le ferméI est de dimension4 et la projectionI −→ P∗2 ×Hilb2(P2) est injective.
En particulier une fibre générale deP(V)−→ P∗2 ×Hilb2(P2) ne rencontre pas le fermé des

points instables.

Démonstration. –Si le système cohérent(Γ,Θ) est instable, il existe un sous-faisceauF de
Θ de multiplicité 1 tel queΓ ⊂ H0(F ). Alors F n’est pas contenu dansΘ′ et la projection
F −→ Θ′′ est non nulle ; par suite c’est un plongement. Si c’est un isomorphisme, l’extension
sous-jacente

0−→Θ′ −→Θ−→Θ′′ −→ 0(8.3)

serait scindable : le faisceauF serait le graphe d’un morphismea :Θ′′ −→Θ′ et le sous-espaceΓ
serait l’image deΓ′′ par l’application linéairea :H0(Θ′′)−→H0(Θ′). Mais en vertu de la suite
exacte (8.2), ceci impliquerait que la classe dansExt1(Λ′′,Λ′) de l’extension (8.1) serait nulle,
ce qui est contraire à l’hypothèse. Il en résulte qu’obligatoirement le morphismeF −→Θ′′ n’est
pas surjectif et a pour image le sous-faisceauF ′′ deΘ′′ des sections qui s’annulent en un point
α ∈ 	′′. Ceci prouve que le système linéaireΛ′′ a un point de base ce qui démontre (i).

Reste à trouver dans ce cas quels sont les points instables dans la fibre au-dessus de(Λ′,Λ′′).
Supposons d’abordΘ′ �= Θ′′. Montrons que dans ce cas l’extension sous-jacente n’est pas
scindable. Si cette extension était scindable, un tel scindage fournirait une projectionΘ −→
Θ′ de noyauΘ′′ et la restrictionF −→ Θ′ serait nulle ; dans la somme directeH0(Θ) =
H0(Θ′)⊕H0(Θ′′) le sous-espaceΓ proviendrait du sous-espace vectorielΓ′′ deΘ′′. Mais alors
ceci signifierait que la suite exacte de systèmes cohérents (8.1) serait elle aussi scindable, ce
qui est exclu par hypothèse. Le support deΘ′ est une droite	′ d’équationx = 0. Le faisceau
Θ est un faisceau inversible sur la coniquec support deΘ ; on aΘ|�′ = O�′(3), et la suite
exacte0 −→ Θ′′(−1) x−→Θ −→ Θ|�′ −→ 0. Le morphisme induitF −→ Θ|�′ est nul. Donc
Γ = Γ′′ =H0(Θ′′(−1)) et ce sous-espace vectoriel s’identifie au système linéaire des sections
deΘ′′ qui sont divisibles parx, c’est-à-dire des sections qui s’annulent au point singulierO dec.
Dans ce cas, dans la fibre, il n’y a donc qu’un point instable : le sous-espaceΓ est le noyau du
morphisme de restrictionH0(Θ)−→H0(Θ|�′).

Supposons maintenantΘ′ = Θ′′; le support de ces faisceaux est une droite	. Montrons
qu’alors l’extension (8.3) est scindable. On sait queF est isomorphe àO�(1). L’extension induite

0−→O�(2)−→Θ1 −→ F −→ 0

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



602 J. LE POTIER ET A. TIKHOMIROV

est alors scindable ; ces extensions sont classées parExt1(F,Θ′)�H0(O�(2)), et le morphisme
Ext1(Θ′′,Θ′) −→ Ext1(F,Θ′) induit par l’inclusion F ↪→ Θ′′ s’identifie à l’application
linéaire H0(O�(1)) −→ H0(O�(2)). L’inclusion F ↪→ Θ′′ est donnée par une section non
nulle de H0(O�(1)) et l’image de la classe de l’extension correspondant àΘ est nulle.
Donc l’extension (8.3) est elle aussi scindable. Si on se donne un tel scindage, la classe de
l’extension (8.1) a un représentant dans l’espace vectorielHom(Γ′′,H0(F ′)) qui se calcule en
écrivant que dans la somme directeH0(Θ) =H0(Θ′)⊕H0(Θ′′) le sous-espaceΓ est le graphe
d’une application linéaireα : Γ′′ −→ H0(Θ′). Le faisceauF est l’image d’un morphisme de
faisceauxa :F ′′ −→ Θ′, et le sous-espaceΓ est l’image deΓ′′ = H0(F ′′) par l’application
linéaire H0(a) :Γ′′ = H0(F ′′) −→ H0(Θ′) ; l’application linéaireα = H0(a) est donc le
représentant cherché. PuisqueHom(F ′′,Θ′) � H0(O�(1)) l’application linéaire composée
H0(O�(1))−→ Hom(Γ′′,H0(Θ′)) −→ Ext1(Λ′′,Λ′) est de rang 1 et son image est une droite
vectorielle : cette classe définit un seul pointP(Ext1(Λ′′,Λ′)) ; par suite dans la fibre il n’y qu’un
seul point instable.

Il résulte de cette description que se donner un point deI revient à se donner un couple(c,O)
formé d’une conique singulière et d’un point singulierO de cette conique. DansP(V) le ferméI
des systèmes cohérents instables est donc de dimension 4 et ne rencontre pas les fibres au-dessus
des points(Λ′,Λ′′) telles queΛ′′ soit sans point de base. Ceci achève la démonstration.✷

L’ouvert P(V) \ I paramètre une famille de système cohérents semi-stables. Rappelons que
les points strictement semi-stables deS4 constituent un fermé de codimension 5. La propriété
de module grossier deS4 fournit un morphisme dominantP(V) \ I −→ D2. Il en résulte en
particulier que le diviseurD2 est bien irréductible. L’énoncé qui suit entraîne en fait que ce
morphisme est birationnel. Par composition avec le morphisme de Barth on obtient un morphisme

P(V) \ I −→C4

noté encoreγ. On considère l’ouvertS∗4 et dans cet ouvert le diviseurL∗2 introduit dans la section
précédente.

THÉORÈME 8.3. – (i)Si s ∈ P(V) \ I, la quartiqueqs associée às appartient àS4.
(ii) L’image de γ :P(V) \ I −→ S4 rencontre l’ouvertS∗4 . Au-dessus de cet ouvert, le

morphismeγ est un plongement qui a pour image le diviseurL∗2.

Il en résulte en particulier que le morphismeγ :D2 −→C4 est génériquement injectif. En plus,
cet énoncé permet de décider qu’une quartique singulière suffisamment générale est ou non dans
l’image deγ.

Donnons d’abord les grandes lignes de la démonstration. Comme on l’a déjà vu, l’assertion (i)
résulte du corollaire 5.6 : il permet de vérifier que sis ∈ P(V) est un point général définissant
une extension (8.1) (avec	′ et 	′′ distinctes), la droite	′ fournit un point singulieř	′ deqs. Si
s est suffisamment général, le système linéaire(Γ,Θ) est sans point de base, de degré 3 sur	′

et de degré 2 sur	′′. Le calcul montre que le cône tangent au point singulier	̌′ correspond aux
deux autres zéros sur	′ de la sectionsO ∈ Γ qui s’annule au point d’intersectionO de 	′ et
	′′. La proposition 5.8 implique qu’il n’y a pas d’autre point singulier, sauf peut-être en	̌′′ : on
vérifiera directement que c’est en fait un point lisse. La coniquep est alors la conique singulière
définie par les deux points fixes de l’involution sur	′′ associée au système linéaire(Γ′′,Θ′′). On
vérifie ainsi que sis est suffisamment général, la quartiqueqs n’a qu’un point double ordinaire,
et qu’elle définit un point du diviseurL∗2.

Réciproquement, étant donnée une quartique singulièreq correspondant à un point de ce
diviseur, on reconstruit les droites	′ et 	′′ à partir des points singuliers de la quartiqueq et
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de la coniquep respectivement, et les points fixes de l’involution sur	′′ à partir de la coniquep
elle-même : ces points fixes permettent d’après le lemme 8.1 de reconstruire le système cohérent
(Γ′′,Θ′′). Une fois ces éléments géométriques reconnus et fixés, le morphismeγ devient une
homographie. Il est alors possible de reconstruire l’extension (8.1) elle-même à partir de la
quartiqueq par un argument de dimension.

Voyons maintenant le détail de la construction.

Démonstration. –Considérons l’ouvertP(V)∗ des points deP(V) représentant une exten-
sion (8.1) satisfaisant aux conditions suivantes :

(a) Les supports	′ deΘ′ et 	′′ deΘ′′ sont deux droites distinctes, dont on désigne parO
l’intersection.

(b) L’extension 0 −→ Θ′ −→ Θ −→ Θ′′ −→ 0 associée à (8.1) n’est pas scindée. En
particulier,Θ est localement libre sur la coniquec réunion de	′ et 	′′, et on aΘ|�′ = O�′(3)
etΘ|�′′ =O�′′(2).

(c) Le système linéaireΛ = (Γ,Θ) est sans point de base. En particulier, le système linéaire
Λ′′ n’a pas de point de base et définit une involutionI sur la droite	′′ dont les points fixesa et b
sont les points associés dansHilb2(P2).

(d) Le pointO n’est pas fixe sous l’involutionI.
(e) L’unique sectionsO deΓ qui s’annule enO n’a pas de zéro double sur la droite	′ (sauf

peut-êtreO qui alors n’est pas un zéro triple).
(f) Les sectionssa et sb deΓ qui s’annulent aux deux points fixesa et b de l’involutionI sur

	′′ n’ont pas de zéro double sur la droite	′.
Les points deP(V)∗ définissent des systèmes cohérents semi-stables d’après le lemme 8.2.

On a alors un morphisme dominantP(V)∗ −→D2. L’assertion (i) résulte du corollaire 5.6 et du
fait que sis est un point deP(V)∗ alors la quartiqueqs associée est singulière eň	′ : il suffit
de constater queΘ|�′ = O�′(3). Pour démontrer (ii), nous devons expliquer comment trouver
l’équation deqs. Considérons le morphisme de suites exactes associé à l’extension (8.1) :

0 Γ⊗O Γ′′ ⊗O 0

0 Θ′ Θ Θ′′ 0

Si Λ′′ est sans point de base, le noyau du morphisme de droite est un faisceau localement libre
F ′′ stable de rang 2 de classes de Chern(−1,2) et on a une application linéaire

Ext1(Λ′′,Λ′)−→Hom(F ′′,Θ′)

induite par l’homomorphisme de liaison figurant dans le diagramme du serpent associé à ce
diagramme5 . Par application du foncteurpr1∗pr∗2(−) on voit d’après le lemme 5.2 que l’on
obtient un diagramme commutatif de suites exactes

0 Γ⊗O

ϕ

Γ′′ ⊗O

ϕ′′

0

0 m2
�̌′
(2) G m2

�̌′′
(2) 0

5 Il est facile de voir que cette application linéaire est inversible, mais nous n’en aurons pas besoin.
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Le noyau de la dernière flèche verticale est le faisceaupr1∗(pr
∗
2(F

′′)) isomorphe àO(−2). Le
morphisme de liaison associé fournit un morphismeO(−2)−→m2

�̌′
(2) par suite une sectionqs

deO(4) bien définie à homothétie près.

LEMME 8.4. – Si Λ′′ = (Γ′′,Θ′′) est sans point de base, la sectionqs est non nulle. La
quartiqueqs d’équationqs = 0 est la quartique de Lüroth associée au point deD2 défini pars.

Démonstration. –On déroule la suite exacte du serpent associée au diagramme ci-dessus : on
obtient la suite exacte

0−→O(−2) qs−→m2
�̌′
(2)−→Q−→Q′′ −→ 0

oùQ= coker (ϕ) etQ′′ = coker (ϕ′′). Ce dernier faisceau est un faisceau de support le point
	̌′′. Ceci entraîne évidemmentqs �= 0 ; le faisceauQ, dont on sait qu’il est pur de dimension 1, a
alors pour support schématique la quartiqueqs d’équationqs = 0. D’où le lemme. ✷

On retrouve que la quartiqueqs est singulière eň	′. De plus, le morphisme de Barth
γ :P(Ext1(Λ′′,Λ′))−→ C4 est une homographie (donc injective) sous la seule hypothèse que le
système linéaireΛ′′ soit sans point de base. Vérifier que sis ∈ P(V)∗ la quartiqueqs appartient
àS∗4 demande une étude plus poussée de l’équation deqs.

LEMME 8.5. – Soits ∈ P(V) satisfaisant aux conditions(a)–(f). Alors la quartique de Lüroth
qs appartient àS∗4 .

Démonstration. –Pour obtenir des renseignements sur la quartiqueqs on utilise le fait que
l’application ci-dessus en restriction à une fibre deP(Ext1(Λ′′,Λ′)) est une homographie dès
queΛ′′ n’a pas de point de base. Considérons une extension non triviale(8.1) satisfaisant aux
conditions (a)-(f). Elle définit un fibré inversibleΘ sur la coniquec. On désigne parx = 0
l’équation de	′ et y = 0 l’équation de	′′. Le fibréΘ est de degré 3 sur	′ et de degré2 sur	′′.

On peut choisir d’après la condition (d) une forme linéairet de sorte que(x, y, t) soit une
base deV ∗ et s’annulant au point conjugué deO par rapport àa et b : alors le système linéaire
(Γ′′,Θ′′) est défini par les quadriquesxt et x2 + t2. Considérons une sectionτ deΘ(−2) non
nulle sur	′′; on peut encore supposer quet est choisie de sorte queτ s’annule sur	′ au point
x= t= 0. On désigne par[u, v,w] les coordonnées homogènes dans le dual deP2 : un tel point
représente la droite deP2 d’équationux+ vy+wt= 0.

Considérons le points0 ∈ P(Ext1(Λ′′,Λ′)) défini par le système linéaire(Γ0,Θ) engendré
par les sectionsσ1 = xtτ et σ2 = (x2 + t2)τ. Évidemment, ce système linéaire a pour point de
base le pointx = t= 0, et chacune de ces sections s’annule à l’ordre� 3 en ce point. Alors la
quartique associéeq0 contient la droite triple définie par le point [0,1,0], d’équationv3 = 0 et une
autre droite. La sectionσ1 s’annule identiquement sur	′, et elle s’annule aussi au point[1,0,0].
Donc la quartiqueq0 contient aussi la droite d’équationu = 0 ; elle a pour équationv3u = 0.
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Remarquons que cette quartique est lisse au point	̌′′, et que la tangente eň	′′ correspond au
second point de	′′ où s’annule la sectionσ1 ∈ Γ0.

Considérons maintenant une extensions∞ ∈ P(Ext1(Λ′′,Λ′)) quelconque définissant un
système cohérent(Γ∞,Θ∞) tel que l’extension (8.3) soit scindée : autrement dits∞ appartient
à l’hyperplan de l’infini défini par les zéros de la forme linéaire

Ext1(Λ′′,Λ′)−→ Ext1(Θ′′,Θ′) = k.

CommeHom(Θ′′,Θ′) = 0 une telle extension est définie par une application linéaire non
nulle f∞ ∈ Hom(Γ′′,H0(Θ′)), unique à homothétie près, qu’on peut voir aussi comme une
application linéairef : Γ′′ −→H0(m2

�̌′
(2)). Le morphismeF ′′ −→Θ′ associé às∞ est alors le

composéF ′′ −→ Γ′′ ⊗O −→Θ′, où la première flèche est l’inclusion canonique, et la seconde
se construit en composantf∞ avec le morphisme d’évaluation. L’équationq∞ de la quartique
q∞ associée s’obtient en appliquant le foncteurpr1∗(pr∗2(−)) : elle est donnée par le morphisme
composé

OP
∗
2
(−2)−→ Γ′′ ⊗OP

∗
2
−→m

2
�̌′
(2).

On prend pour base deΓ′′ les formes quadratiquesxt et x2 + t2 correspondant aux sectionsσ1

etσ2 deΘ′′ définies par les formules ci-dessus, en restriction à	′′ ; à ces sections correspondent
les formes quadratiques(−uw,u2+w2) ; la quartiqueq∞ a donc une équation de la forme

(
u2 +w2

)
A1(v,w) + uwA2(v,w) = 0

oùA1(v,w) et A2(v,w) sont des formes binaires de degré 2. Cette quartique est singulière en
	̌′ et 	̌′′. Par linéarité, on voit que l’équation de la quartique de Lürothqs associée à un point
quelconques deP(Ext1(Λ′′,Λ′)) est de la forme

v3u+
(
u2 +w2

)
A1(v,w) + uwA2(v,w) = 0

oùA1 etA2 sont des formes binaires de degré 2, pourvu que la condition (b) soit satisfaite. On
voit que le poinť	′ = [1,0,0] est un point de multiplicité 2 pourvu que la forme binaireA1(v,w)
ne soit pas nulle, et que le point	̌′′ = [0,1,0] est un point lisse : la tangente correspond au
deuxième zéro de la sectionσ1 sur	′′.

Le cône tangent deqs en 	̌′.
Supposons que les conditions (a)–(d) soient satisfaites au points. Pour comprendre le cône

tangent deqs au point singulier	̌′ nous devons étudier la forme quadratiqueA1(v,w). Le
fibré inversibleΘ sous-jacent au système linéaire(Γ,Θ) est défini par la même extension (8.3)
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que pour le points0. Désignons parσ l’unique section deΘ(−2) qui s’annule au point
d’intersectionO, et est liée àτ par la relationtσ + yτ = 0. Sur 	′′ cette section s’annule, et
σ peut donc être vue comme une section deΘ′(−2).

Puisques n’a pas de point de base,s �= s0 et la droites0s rencontre l’hyperplan de l’infini
en un points∞, ce qui définit une application linéairef∞ qui est donnée dans la base deΓ′′ ci-
dessus par deux sections deΘ′ qui s’écrivent sous la formef1 = g1(y, t)σ et f2 = g2(y, t)σ où
g1 et g2 sont des formes binaires, de sorte que l’espace vectorielΓ est engendré par les sections
xtτ + g1(y, t)σ, (x2 + t2)τ + g2(y, t)σ. Dans l’isomorphismeH0(Θ′′) � H0(m2

�̌′′
(2)), aux

formes binairesxt etx2 + t2 correspondent les formes binaires−uw etu2+w2 respectivement
dans le plan projectif dual. De même dans l’isomorphismeH0(Θ′) �H0(m2

�̌′
(2)) aux formes

binairesgi(y, t) correspondent les formes binairesgi(w,−v) dans le plan projectif dual, et
l’équation de la quartique associée est donc de la forme

λv3u+
(
u2 +w2

)
g1(w,−v) + uwg2(w,−v) = 0

où λ est un scalaire non nul que nous allons préciser. Pour ceci, on examine l’intersection de
cette quartique avec la droite deP∗2 d’équationw + u = 0 : cette intersection est donnée par le
schéma des zéros de la forme de degré4

w
[
−λv3 +w

(
2g1(w,−v)− g2(w,−v)

)]
.

Il s’agit donc d’interpréter l’intersection du pinceau de droites deP2 passant par le point fixe
a= [1,0,1] avec la quartiqueqs. La section deΓ qui s’annule en ce point est(x− t)2τ + (g2 −
2g1)(y, t)σ ; elle ne s’annule pas enO. Par suite, l’intersection est donnée par le cône de sommet
a et défini par le schéma des zéros de la forme de degré 3 sur	′ définie part3+ y(2g1− g2)(y, t)
zéros auxquels on doit ajouter la droite	′′. Dans le dual, on obtient ainsi la forme quartique

wv3 −w2
(
2g1(w,−v)− g2(w,−v)

)
ce qui prouve queλ= 1.

Remarquons que les zéros de la section qui s’annule en0 sont donnés sur	′ par l’équation
g1(y, t)σ = 0 donc d’après la condition (c) la forme binaireg1 n’est pas identiquement nulle :
ceci implique quě	′ est un point double surqs.

La polaire deqs au point singulieř	′ , et la coniquep associée.
L’équation de la quartiqueqs s’écrit en choisissantu = 0 comme droite de l’infini évitant le

point singulier	̌′ = [1,0,0]

u2
(
g1(w,−v)

)
+ u

(
v3 +wg2(w,−v)

)
+w2g1(w,−v) = 0.

Considérons les 2 sections qui engendrentΓ. Sur 	′ elles s’annulent aux points définis par les
équations

yg1(y, t) = 0,

t3 − yg2(y, t) = 0.

D’après l’hypothèse (c) le système linéaire est sans point de base. Par conséquent, ces deux
équations n’ont pas de zéro commun sur	′. Il est équivalent de dire que dans le dual les formes
binaireswg1(w,−v) etv3+wg2(w,−v) n’ont pas de zéro en commun. Ainsi, la cubique polaire
q′ de 	̌′ est intègre. La condition (e) signifie exactement que la forme quadratiqueg1 est de
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discriminant non nul, ce qui implique quě	′ est un point double ordinaire sur la quartique. La
condition (f) implique que d’après la proposition 5.8 la quartique ne contient pas d’autre point
singulier que	̌′ ou 	̌′′. Mais ces points singuliers sont forcément à l’intersection deqs et de la
polaireq′s et on a déjà vu quě	′′ n’est pas un point singulier. Donc il n’y a pas d’autre point
singulier. Ainsi, la quartiqueqs appartient àS∗4 .

Avec les notations de la section 7, on voit queφ = 0, ψ = w2 la conique associéep est alors
définie par l’équationu2 −w2 = 0 : c’est donc la conique singulière de point singulier le point
	̌′′. Cette conique est celle qui est associée à la forme binairex2− t2 sur	′′ : il s’agit bien sûr des
points fixes de l’involution sur	′′ associée au système linéaireΛ′′. Ceci achève la démonstration
du lemme 8.5. ✷

Fin de la démonstration du théorème 8.3. –Considérons l’image réciproqueP(V)∗∗ de
l’ouvertS∗4 parγ :P(V)\I −→S4. PuisqueP(V)∗ est dense dansP(V)∗∗ cette image réciproque
est aussi l’image réciproque deL∗2. Désignons parHilb2

∗(P2) le complémentaire de la diagonale
dansHilb2(P2). On a une application régulièreL∗2 −→ P∗2×Hilb2

∗(P2) qui associe àq le couple
formé du point singulierω deq, et du point deHilb2

∗(P2) défini par la conique singulièrep de
rang 2 associée àq. Cette paire définit un couple de systèmes cohérents(Λ′,Λ′′) de support
distincts et tels queΛ′′ soit sans point de base. On a donc un diagramme commutatif

P(V)∗∗ γ L∗2

P∗2 ×Hilb2
∗(P2)

Au-dessus de l’ouvertHilb2
∗(P2) le morphismeγ est un plongement propre puisque cela signifie

exactement queΛ′′ n’a pas de point de base. Le diviseurL∗2 est irréductible de dimension 12 et
P(V)∗∗ est aussi de dimension 12 : c’est donc un isomorphisme.✷

PROPOSITION 8.6. –L’ouvertP(V)∗∗ coïncide avec l’ouvertP(V)∗.
Démonstration. –En effet, soits ∈ P(Ext1(Λ′′,Λ′)) un point définissant un système cohérent

semi-stable(Γ,Θ) tel que la quartique associéeqs appartienne àS∗4 . Cette quartique étant
intègre, ce système cohérent est en fait stable, et n’a pas de point de base. Par continuité, le
supportc deΘ est une conique singulière. Supposons que cette conique soit une droite double
	2. AlorsΘ est l’extension

0−→O�(2)−→Θ−→O�(2)−→ 0.(8.4)

Si cette extension n’est pas scindableΘ est singulier en un seul pointO, et dans le pinceau de
droites passant parO, seule la droite	 serait de saut d’après la proposition 5.8. Ceci signifie
que la droite deP∗2 définie parO rencontreqs au seul poinť	. Ceci contredit le fait queqs
n’a qu’un point double ordinaire. Si l’extensionΘ est scindée,Θ est unO�-module localement
libre de rang 2 et de degré4 et le système cohérent(Γ,Θ) aurait des points de base. Donc la
coniquec est réduite et la condition (a) est satisfaite. La suite exacte (8.3) ne peut être scindable
car alors chacune des deux droites contenues dansc définirait un point singulier deqs. Donc la
condition (b) est satisfaite. La condition (c) est vraie parce queqs est intègre. Par continuité, la
coniquep associée àqs est une conique singulière dont le point singulier est le point	̌′′. Puisque
cette conique ne rencontre pas le point	̌′, le pointO n’est pas un des points fixes de l’involution
I sur 	′′, ce qui donne la condition (d). Comme nous l’avons vu dans la preuve du lemme 8.4
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la condition (e) est vraie parce que cela traduit exactement que le point	̌′ est un point double
ordinaire deqs et la condition (f) résulte du fait que c’est le seul point singulier deqs. ✷

La variété des quartiques de Lüroth singulières de type II est, par définition, l’imageL2 =
γ(D2) du diviseurD2. PuisqueD2 est irréductible, il en est de même deL2.

COROLLAIRE 8.7. – La variétéL2 des quartiques de Lüroth singulières de typeII est
l’adhérence dansC4 de l’hypersurface deS∗4 définie par l’équation

∆
(
φ2 + ψ

)
= 0

où∆ est le discriminant. En particulier, le morphismeL2 −→ C2 défini parq �→ p n’est pas
dominant.

Démonstration du lemme 6.9. –Considérons un point deP(V)∗ définissant une exten-
sion (8.1). Le système cohérent(Γ′′,Θ′′) définit d’après [16] un faisceau stableF ′′ de rang 2
et classes de Chern(1,2) : c’est le dual du noyau du morphisme d’évaluationΓ′′ ⊗O −→Θ′′.
Le faisceau semi-stableF deM4 associé à(Γ,Θ) dans la correspondance de la section 4 s’insère
dans une suite exacte

0−→ F ′′ −→ F (1)−→O�′(−1)−→ 0

ce qui implique que	′ est une droite de saut d’ordre 2 pourF , i.e. dimH1(F (−1)|�′) = 2. Il
en résulte que l’image par la contractionπ :S4 −→M4 du diviseurD2 est contenue dans le
diviseur des classes de faisceaux semi-stablesF qui ont au moins une droite de saut d’ordre� 2.
Réciproquement, siF possède une droite de saut	′ d’ordre� 2 et n’est pas spécial, le conoyau du
morphisme d’évaluationev :H0(F (1))⊗O −→ F (1) possède un quotient isomorphe àO�′(−1)
et par suite son support schématique est une conique dégénérée. Donc le système cohérent(Γ,Θ)
associé àF appartient au diviseurD2. ✷

9. Fin de la démonstration, dans le casn= 4

Considérons le ferméγ(∂S4 ∪ e) ; ce fermé est constitué de quartiques réductibles ou de
quartiques ayant un point triple, et est donc de dimension� 11 ; soitC∗4 le complémentaire de ce
fermé dansC4. On sait queγ est d’après [13] un morphisme fini au-dessus de l’ouvertC∗4 . Les
diviseursD1 etD2 rencontrent l’image réciproque de cet ouvertC∗4 . Donc les imagesL1 etL2

deD1 etD2 sont deux diviseurs de l’hypersurfaceL= β(M4) des quartiques de Lüroth appelés
respectivement diviseurs des quartiques de Lüroth singulières de type I et type II ; on va voir que
ces deux diviseurs sont distincts ; ce sont les seules composantes irréductibles deL∩S4.

On doit vérifier que le diviseurL1 n’est pas contenu dansL2. Pour ceci on considère la
quartique associée à un point deD1. En général, cette quartique appartient àS∗4 , ce qui définit
d’après la section 8 une coniquep. Il suffit d’après le corollaire 8.7 de prouver le résultat suivant :

PROPOSITION 9.1. – L’application rationnelleD1� C2 qui associe à un système linéaire la
coniquep est dominante.

On doit d’autre part vérifier l’énoncé suivant :

PROPOSITION 9.2. – Le rang dedγ en un point général deD2 est13.

Dès lors, la fibre générale du morphismeγ :S4 −→ C4 est réduite à un point au-dessus d’un
point général deL2, et γ non ramifié en ce point. Il en résulte (cf. Hartshorne, Chapitre II,
lemme 7.4) que le morphismeγ et le morphisme de Barthβ sont génériquement injectifs. Ceci
prouve le théorème 1.1 dans le casn= 4.
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9.1. Démonstration de la proposition 9.2

Il suffit de trouver un points ∈D2 et un vecteur tangentτ ∈ TsS4 tels que
— (1) le morphismeγ :D2 −→C4 soit un plongement au voisinage des;
— (2) le vecteurdsγ(τ) n’appartienne pas à l’espace tangent àTγ(s)L2.
Considérons la famille paramétrée parP1 définie par le conoyau du morphisme de faisceaux

localement libres surP1 × P2

ψ :O(−1,1)⊕O(0,1)−→O2(0,2)

dont la matrice est donnée par (
αx t
βt y

)
.

Le conoyau deψ définit une famille de faisceaux semi-stables de classe de Grothendieck
c= 2h+4h2, dont le support schématique est le sous-schémaC deP1×P2 défini par l’équation
à valeurs dansO(1,2)

αxy− βt2 = 0.

Le morphismeP1 −→ C2 ainsi obtenu est transverse au point∞= [1,0] au diviseur des coniques
singulières. Désignons parσ et τ les deux sections canoniques deΘ(−2) obtenues ; au-dessus
du point∞ elles s’annulent respectivement sur la droite	′′ d’équationy = 0 pourσ, et au point
x = t = 0 pour τ. On se place dans ce qui suit au voisinage de∞, et on poseε = β/α. La
famille paramétrée de faisceauxG obtenue surP∗2 est facile à calculer : en effet, le module
gradué

⊕
iH

0(Θ(i)) sur l’anneau des polynômes est engendré parH0(Θ(−2)), et les sections
σ etτ satisfont aux relationsxσ+ εtτ = 0; tσ+ yτ = 0. Alors on peut prendre pour repère pour
le fibrépr∗2(Θ(−1)) les sectionsyσ, tσ, xτ, tτ. De même, pour le fibrépr2∗(Θ) on peut prendre
pour repère(y2σ, ytσ, t2σ,x2τ, xtτ, t2τ). Une droite deP2 a pour équationux+ vy+wt= 0; le
point associé dans le plan projectif dual a pour coordonnées homogènes[u, v,w]. Le morphisme
canonique

pr1∗
(
Θ(−1)

)
�OP∗

2
(−1)−→ pr1∗(Θ)�OP∗

2

a pour matrice 


v 0 0 0
w v 0 0
εu w 0 −v
0 0 u 0
0 0 w u
0 −εu εv w


 .

La famille de faisceauxGε associée est le conoyau de ce morphisme. Choisissons maintenant
un sous-fibré de rang 2Γ ⊂ pr1∗(Θ) tel que au-dessus deε = 0, (Γ,Θ)0 n’appartienne pas à
D1. Pour ceci, on considère le sous-espace vectorielΓε ⊂ H0(Θε) engendré par les sections
s+ = (y2 + t2)σ + (x+ t)2τ et s− =−(y2 + t2)σ + (x− t)2τ. Le schéma des zéros des+ est
obtenu en écrivant que la matrice (

y2 + t2 x t
(x+ t)2 0 y

)

est de rang�1, ce qui donne sur la droite	′′, (x+ t)2 = 0 ; de même sur la droite	′ d’équation
x = 0, t3 − t2y − y3 = 0. De même, la sections− s’annule sur la droite	′′, au point double
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défini par(x − t)2 = 0 et sur	′ en la cubiquet3 + t2y + y3 = 0. Il en résulte que le système
linéaire est sans point de base. On vérifie que le système linéaire obtenu pourε= 0 satisfait en
fait à toutes les conditions (a)-(f) de la section 9, et donc appartient à l’ouvertP(V)∗ ; par suite,
d’après le théorème 8.3, la condition (1) est satisfaite au point deD2 ainsi défini. Calculons
maintenant la famille de quartiques de Lürothqε associées : on prend pour base dansΓ les
sections1

2 (s+ ± s−). La famille qε de quartiques de saut associées est obtenue en calculant le
déterminant du morphisme canonique surk× P∗2

Γ�OP
∗
2
⊕ pr1∗

(
Θ(−1)

)
�OP

∗
2
(−1)−→ pr1∗(Θ)

ce qui donne

det




1 0 v 0 0 0
0 0 w v 0 0
1 0 εu w 0 −v
0 1 0 0 u 0
2 0 0 0 w u
0 1 0 −εu εv w


= 0.

On obtient

[(
u2 +w2

)(
v2 +w2

)
+ 2uv3

]
− ε

(
vu3 + 3uvw2 + uv3 + 2v4

)
+ ε2u2v2 = 0.

La quartique de Lürothq0 d’équation(u2 + w2)(v2 + w2) + 2uv3 = 0 est singulière au seul
point 	′ = [1,0,0] et appartient àL∗2. On prend comme droite de l’infini la droite∆ définie par
l’équationu = 0. La question qui nous préoccupe est de montrer que le vecteur tangent défini
par g = vu3 + 3uvw2 + uv3 + 2v4 n’appartient pas àTq0L∗2. Il suffit de se convaincre que la
conique d’équation2uφ̇− ψ̇ = 0 ne passe pas par le point singulier de la coniquep0 associée à
q0. L’équation deq0 s’écrit

f = u2f2 + uf3 + f4 = 0

où les formes binairesfi de degréi sont définies par

f2 = v2 +w2,

f3 = 2v3,

f4 =w2
(
v2 +w2

)
,

L’application linéaire

H0
(
O∆(2)

)
⊕H0

(
O∆(1)

) (f2 f3)−→ H0
(
O∆(4)

)
est inversible, puisquef2 et f3 n’ont pas de zéro en commun. La coniquep0 associée s’obtient
en résolvant l’équation

2v3φ+
(
v2 +w2

)
ψ =w2

(
v2 +w2

)
qui a pour seule solutionφ= 0, ψ =w2. Donc la coniquep0 a pour équationu2−w2 = 0 : c’est
bien comme nous l’avons vu dans la section 8 une conique singulière réunion de deux droites
passant par	′′ = [0,1,0] correspondant aux deux points doubles du système linéaire sur la droite
	′′. On a icig = u3v + u(3vw2 + v3) + 2v4. Écrivonsξ = (v̇, ẇ); l’équation à résoudre est
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2vv̇=−v,
2ẇ= 0,

2v3φ̇+
(
v2 +w2

)
ψ̇= 2v4 − 6w2v2v̇,

ce qui donne comme solutioṅv = −1/2, ẇ = 0, φ̇ = −v/2 et ψ̇ = 3v2. La forme quadratique
obtenue est donc−uv − 3v2 et ne passe pas par le point	′′. Donc ceci définit un vecteur de
H0(Op0(2)) qui n’est pas tangent à l’hypersurface des coniques singulières.✷
9.2. Démonstration de la proposition 9.1

Considérons la quartique de Lürothq0 singulière de type I associée au système linéaire sur la
coniquec d’équationxy − t2 = 0 (correspondant àε= 1 dans la famille ci-dessus) définie par
les sectionst2(σ + τ) et−y2σ + x2τ . Ce système linéaire appartient évidemment au diviseur
D1 et est sans point de base : la droitet= 0 correspond, dans le dual, au seul point singulier de
la quartique de Lüroth. Cette quartique de Lüroth singulière de type I a pour équation

det




0 −1 v 0 0 0
0 0 w v 0 0
1 0 u w 0 −v
0 1 0 0 u 0
0 0 0 0 w u
1 0 0 −u v w


= 0

c’est-à-direw2f2+wf3 + f4 = 0 oùf2, f3, f4 sont des formes binaires de degré 2, 3, 4 définies
par

f2 = u2 + v2,

f3 = u3 + v3,

f4 =−uv
[
u2+ v2

]
.

Soit∆ la droite de l’infini, définie par l’équationw = 0. Les formes binairesf2 etf3 n’ont pas de
racine commune. Ainsi, cette quartique appartient àS∗4 . La coniquep associée a pour équation
w2 + uv = 0. C’est donc une conique non singulière. On passe facilement de la conique duale
č de la coniquec à la coniquep. En effet, la conique dualěc a pour équationw2 − 4uv = 0,
et p est l’image děc par l’homographieh :P∗2 −→ P∗2 caractérisée par les propriétés suivantes :
h laisse fixe le pointO = [0,0,1] et les points de la droite d’équationw = 0, et le birapport
[∞,0,m,h(m)] est i2 . Pour obtenir l’énoncé, il suffit donc de faire varier la coniquec. ✷

Même si la conique associéep est une conique lisse, il n’est pas toujours aussi simple de
construire une homographie qui transforme la coniqueč en la coniquep. Quand la coniquec est
fixée, la coniquep dépend du choix du système linéaire surc. Ceci rend difficile la reconstruction
directe de la coniquec à partir de la quartiqueq. Il peut aussi arriver que la coniquep soit
singulière : ceci fournit alors des exemples explicites (cf. § 9.3) de fibrés stables non isomorphes
qui ont même quartique de Lüroth.

COROLLAIRE 9.3. –L’hypersurfaceL deC4 des quartiques de Lüroth est de degré54.

Démonstration. –Ce corollaire est un cas particulier du corollaire 1.2 qui se démontre
exactement par la même méthode. SoitD = β∗(O(1)) le fibré déterminant de Donaldson ; le
nombre de Donaldsonq13 =

∫
M4

c1(D)13 est 54. On a alorsβ∗(1) = 54h, et par suite, puisque
β est génériquement injectif, la classe fondamentale de l’imageL est54h. ✷
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COROLLAIRE 9.4. – La sous-variétéL2 des quartiques de Lüroth de type II est de degré
15.27= 5.34.

Démonstration. –Soit h la classe d’une section hyperplane dansC4. On aD1 = 12d mod e

d’après la formule 6.8. Il résulte de la formule de projection et du fait queβ∗(1) = 54h que
β∗([D1]) = 12.54h2. D’autre part,L ∩ S est de degré27.54. Par ailleurs, dansA2(C4) on a
d’après la formule (6.2)

[L∩ S] = β∗([D1]) + 2β∗([D2]).

Il en résulte que la variétéL2 est de degré15.27= 5.34. ✷
Le degré deL1 divise évidemment12.54 = 23.34. Faute de pouvoir préciser le degré de

β :D1 −→ L1, nous ignorons quel est ce degré ; autrement dit nous ignorons quelle est la
multiplicité deL∩S le long deL1.

9.3. Deux fibrés stables de même quartique de Lüroth

De tels exemples sont déjà mentionnés par Barth [3] : les quartiques dites desmiques de
Humbert sont les courbes de saut de 6 fibrés stables distincts. L’exemple présenté ici est explicite.
Il s’agit de constater qu’il existe des points deD1 \D2 dont l’image parγ appartient àL1 ∩L2.

On considère comme au paragraphe §9.2 le système linéaire sur la conique d’équation
xy− t2 = 0 défini par les sectionst2(σ+τ) et(−y2+ct2)σ+(x2−ct2)τ oùc est un paramètre.
L’équation de la quartiqueqc associée est donnée par

det




0 −1 v 0 0 0
0 0 w v 0 0
1 c u w 0 −v
0 1 0 0 u 0
0 0 0 0 w u
1 −c 0 −u v w


= 0.

L’équation de la quartique de Lürothqc associée estw2f2 +wf3 + f4 = 0, où on a posé

f2 = u2 + v2,

f3 = u3 + v3,

f4 =−u3v− 2cu2v2 − uv3,

ce qui donne pour l’équationf3φ+f2ψ = f4 la solutionφ= c(u+v) etψ =−[cu2+(1+c)uv+
cv2]. Le discriminant de la forme quadratiquew2 +2tφ−ψ est alors∆=− 1

4 (4c+ 1)(c− 1)2.
Pourc �= 1, le système linéaire est sans point de base, et pourc= − 1

4 on obtient une quartique
de Lüroth singulière évidemment de type I ; montrons qu’elle est de type II. On peut vérifier
que pourc = − 1

4 le système linéaire ne contient qu’une section ayant deux zéros doubles.
La quartiqueq− 1

4
est donc lisse en dehors du pointO = [0,0,1] et ce point singulier est

évidemment un point double ordinaire. La cubique polaire du point singulierO étant évidemment
intègre, la quartiqueq− 1

4
appartient au diviseurL∗2 : d’après la section §8, elle provient deD2.

Plus précisément, la solution est alors dans ce casφ = − 1
4 (u + v), ψ = 1

4 (u
2 − 3uv + v2), et

φ2+ψ =− 5
16 (u− v)2. La coniquep associée est alors la réunion de deux droites qui se coupent

au point défini par les équations4w = u+ v, u= v c’est-à-dire au point[2,2,1] du plan projectif
dual. Ce point représente la droite deP2 d’équation2x+ 2y+ t= 0. On peut alors reconstruire
d’après la section §8 un système linéaire sans point de base, appartenant àD2 et dont le support
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est la conique singulière définie par l’équationt(t + 2x + 2y) = 0 et qui a pour quartique de
Lürothq− 1

4
.

Par suite, on obtient deux fibrés vectoriels stables et non isomorphes qui ont même image
dansC4.

La récurrence

Nous supposons désormaisn� 5, et que le théorème 1.1 est démontré en degréc2 = n− 1.

10. La restriction du morphisme de Barth au bord∂Mn

Rappelons les notations : on désigne parUn l’ouvert de l’espace de modulesMn des classes
de fibrés vectoriels stables de rang 2, de classes de Chern(0, n) sur le plan projectif, parCn le
système linéaire complet des courbes de degrén dans le plan projectif dual, et par

β :Mn −→Cn

le morphisme de Barth. La frontière∂Mn est un diviseur irréductible deMn ; la restriction de
β au bord∂Mn a ses fibres de dimension� 1, et génériquement de dimension 1 [23]. L’image
B := β(∂Mn) est donc un fermé irréductible de dimension4n − 5 de Cn. On se propose de
démontrer que l’hypothèse de récurrence entraîne qu’au-dessus d’un ouvert non vide deB, les
fibres deβ sont réduites àP1.

LEMME 10.1. –Un faisceauF semi-stable de rang2 et classes de Chern(0, n) singulier en
au plus un point estµ-stable.

Démonstration. –Si lg(Ext1(F,O))� 1, le faisceauF n’a pas de sous-faisceauF ′ de rang 1,
de classe de Chernc1 = 0, singulier en plus d’un point. Un tel faisceau est donc obligatoirement
µ-stable.

Soit l’ensembleD des points deMn représentant des faisceaux semi-stablesF tels que
lg(Ext1(F,O)) = 1, c’est-à-dire des faisceaux singuliers en exactement un point. Cet ensemble
D est l’intersection du bord∂Mn avec un ouvert contenu dans l’ouvert des classes de faisceaux
µ-stables. Si le faisceauF est singulier en exactement un point le bidualE = F ∗∗ est encore
µ-stable et localement libre ; le support du faisceauExt1(F,O) définit un pointx. On obtient un
morphisme

π :D−→ Un−1 × P2

défini parF �→ (F ∗∗, x). C’est un morphisme surjectif et lisse dont les fibres sont des droites
projectives. La courbeβF des droites de saut deF est alors la réunion (que nous écrirons somme,
dans la terminologie usuelle des diviseurs) de la courbe des droites de saut deE = F ∗∗ et de la
droitex̌ deP∗2 définie par le pointx. On a donc un diagramme commutatif

D

π

Mn

β

Un−1 × P2
ψ Cn

(10.1)

où le morphismeψ associe au couple(E,x) la courbeβE + x̌.
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PROPOSITION 10.2. – Il existe un ouvert non videC∗n de Cn satisfaisant aux conditions
suivantes

(a) l’ouvert β−1(C∗n) rencontreD et ne contient pas de point singulier;
(b) tout point deMn représentant un faisceauF dont la courbe des droites de sautβF est une

courbe réductible deC∗n appartient àD.

COROLLAIRE 10.3. – Au-dessus d’un ouvert convenable deCn rencontrant l’image deψ, le
diagramme(10.1)ci-dessus est cartésien(ensemblistement).

Démonstration. –On peut trouver un ouvertC∗n ⊂ Cn satisfaisant aux conditions (a) et (b)
ci-dessus et satisfaisant en outre aux conditions suivantes :

(c) les points deC∗n représentent des courbesq qui n’ont pas de composante de degréi avec
1< i < n− 1;

(d) le morphismeψ :Un−1 × P2 −→ Cn défini par(E,x) �→ βE + x̌ est un plongement fermé
au-dessus de l’ouvertC∗n.

Trouver un ouvert satisfaisant aux conditions (a)–(c) est facile parce que l’ouvert déjà construit
dans la proposition 10.2 rencontre l’ouvert des courbes satisfaisant à la condition (c) : il suffit
en effet de remarquer qu’il existe un point deUn−1 représentant un fibréE dont la courbe des
droites de saut est irréductible. Ceci résulte déjà du résultat de Barth qui dit que l’image de
β rencontre l’ouvert des courbes lisses, résultat qu’on retrouve facilement, comme on l’a déjà
vu, à partir de la proposition 5.8. Pour réaliser la condition (c), il suffit alors d’enlever à cet
ouvert le fermé des points représentant des courbes dont une des composantes est de degréi,
où 1 < i < n− 1. Pour réaliser la condition (d) il suffit d’appliquer l’hypothèse de récurrence,
compte tenu du fait que l’applicationCn−1 × P2 −→ Cn est un plongement propre au-dessus de
l’ouvert deCn des courbes satisfaisant à la condition (c). Le corollaire résulte alors trivialement
de la proposition 10.2. ✷

On verra même qu’au-dessus d’un ouvert convenable deC∗n ce diagramme est cartésien, au
sens des schémas. Cet énoncé entraîne, compte tenu de l’hypothèse de récurrence, que les fibres
au-dessus d’un ouvert convenable deB sont réduites à des droites projectives. La démonstration
de la proposition 10.2 utilise le résultat suivant dû à Strømme [23].

LEMME 10.4. – L’ensemble des points deUn correspondant aux fibrés dont la courbe des
droites de saut contient une droite est un fermé deUn de codimension� n− 1.

Démonstration de la proposition 10.2. –Soit R le fermé deCn des points représentant des
courbes dont une des composantes est une droite. Le lemme de Strømme montre que l’image
réciproqueβ−1(R) rencontreUn en codimension� n − 1. Par suite l’image parβ de A′ =
β−1(R)∩Un est contenue dans un fermé de dimension� 3n− 2. De plus, l’image du ferméA′′

deMn correspondant aux faisceauxF tels quelg(Ext1(F,O)) � 2 est contenue dans le fermé
des courbes qui s’écriventβG + C oùG est un faisceau de rang 2,µ-semi-stable, de classe de
Chern(0, n− 2) et C une conique singulière. L’ensemble de ces courbes est contenu dans un
fermé de dimension� 4n− 7. L’ouvert

C∗n = Cn − β(A′ ∪A′′)

satisfait aux conditions demandées.✷
LEMME 10.5. – Le long des fibres deπ le faisceau inversibleO(∂Mn) est isomorphe à

OP1(−2).
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Démonstration. –On sait que le groupe de Picard deMn estZ2 ; on le décrit en considérant
l’orthogonalc⊥ dec= 2−nh2 dans le groupe de GrothendieckK(P2) pour la forme quadratique
u �→ χ(u2) et le morphisme naturel

λMn : c
⊥ −→ Pic(Mn)

défini par le déterminant de la cohomologie [16]. On sait que cet homomorphisme est un
isomorphisme. Considérons le sous-groupe de baseD et B où D est le fibré déterminant de
Donaldson, etB le fibré déterminant, défini parB = −λMn(u) où u ∈K(P2) est la classe de
Grothendieck définie paru = 2 + 2h+ (n− 4)h2. Ce sous-groupe est d’indice 2 ou 1 suivant
quen est pair ou impair. DansPic(Mn), on a, en notations additives,∂Mn = 5D−B (cf. [17]).
Fixons un point deUn−1 correspondant à un faisceau localement libre stableE et un point
x ∈ P2. Pour calculerB le long de la droiteP1 = P(Ex), on introduit la familleF paramétrée
parP(Ex) définie par la suite exacte canonique surP(Ex)× P2

0−→ F −→O�E −→O(1)� k(x)−→ 0(10.2)

où k(x) est le faisceau structural du pointx. La familleF ainsi obtenue fournit par la propriété
de module grossier un morphismefF :P(Ex)−→Mn qui identifie la fibre à la droite projective
P(Ex). De la suite exacte ci-dessus, et de la caractérisation deB, il en découle, en introduisant
les projections naturellespr1 etpr2 surP(Ex) et P2 respectivement

f∗F (B) =−λMn(u) = detpr1!
(
O(1)� k(x).pr∗2(u)

)
et par suiteB =O(2). PuisqueD est trivial sur les fibres deβ, ceci conduit au résultat.✷

11. Construction d’une surfaceΣ rencontrant ∂Mn tranversalement
le long d’une fibre deπ

11.1. Faisceaux de Hulsbergen

DÉFINITION 11.1. – Un faisceau semi-stableF de rang 2 et classes de Chern(0, n) est appelé
faisceau de Hulsbergen sidimH0(F (1))� 1.

On considère le schéma universelΞ⊂Hilbn+1(P2)× P2 et le diagramme

Ξ
pr2

pr1

P2

Hilbn+1(P2)

L’image directeR = R1pr1∗(IΞ(−1)) = pr1∗(OΞ(−1)) est un faisceau localement libre de
rang n + 1 sur le schéma de Hilbert. L’espace total du fibré en espaces projectifs (au sens
de Grothendieck)S = P(R) paramètre les systèmes cohérents semi-stables(Γ, F (1)), où F
est un faisceau de rang 2, de classes de Chern(0, n) et Γ ⊂ H0(F ) un sous-espace vectoriel
de dimension 1, pour une notion adéquate de semi-stabilité [17]. Considérons le fibré quotient
canoniqueOP(R)(1) surP(R). Il existe surS × P2 une extension universelle

0−→O(1,−1)−→F−→IΞS (0,1)−→ 0(11.1)
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oùΞS est le sous-schéma de codimension 2 obtenu à partir deΞ par changement de base. Cette
famille F définit une application rationnelleS�Mn. L’adhérence de l’image est constituée des
points deMn qui peuvent se représenter par un faisceau de Hulsbergen ; ce fermé est irréductible
de dimension3n+2 (cf. [17]).

11.2. Famille à un paramètre de faisceaux de Hulsbergen deD associée à un couple
(E,x0) ∈ Pn−1 × P2 général

Considérons un fibré de PonceletE fixé, de classes de Chern(0, n− 1) associé à un système
linéaire(Γ,Θ) sans point de base sur une conique lisseC deP2. Le faisceauΘ est un faisceau
inversible de degrén sur la coniqueC. On a donc une suite exacte

0−→ Γ∗ ⊗O −→E(1)−→ Θ̌−→ 0(11.2)

de sorte que six0 est un point choisi en dehors deC la fibre Ex0 de E s’identifie àΓ∗.
Considérons la droite projectiveP= P(Γ∗) = P(Ex0). SurP× P2, la suite exacte (10.2) définit
une famille plate de faisceaux paramétrant la fibre deπ :D −→ Un−1 × P2 au-dessus du point
(E,x0). Ces faisceaux sont évidemment des faisceaux de Hulsbergen.

LEMME 11.2. –Le faisceauF définit une famille de faisceaux de Hulsbergen deMn qui
provient d’un morphismeϕ :P−→ P(R).

Démonstration. –Considérons le sous-schéma∆ deP1×C, plat et fini au-dessus deP1, défini
par le schéma des zéros de la section canonique deO(1)�Θ associée au système linéaire. Le
choix d’un générateur de∧2Γ∗ fournit un isomorphismeΓ � Γ∗ ; on dispose alors de la suite
exacte d’Euler surP

0−→OP(−1)−→OP ⊗ Γ∗ −→OP(1)−→ 0

et par suite d’un morphisme injectifOP(−1)�O ↪→O �E(1) dont le conoyau est isomorphe
à I∆(1,2). Considérons l’idéalIZ du sous-schéma deZ = ∆ ∪ (P× {x0}) ; ce sous-schéma
de dimension relative0 et de degrén+ 1 au-dessus de la droite projectiveP. On en déduit le
diagramme commutatif de suites exactes au-dessus deP× P2 :

0 0

0 O(−1,−1) F IZ(1,1) 0

0 O(−1,−1) O�E I∆(1,1) 0

OP(1)� k(x0) � OP(1)� k(x0)

0 0

(11.3)
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La propriété universelle du schéma de Hilbert fournit un plongementψ :P−→ Hilbn+1(P2)
tel que(ψ× id)−1(Ξ) = Z. Considérons la suite exacte

0−→O(−1,−1)−→ F −→IZ(1,1)−→ 0(11.4)

figurant dans le diagramme ci-dessus. Si on restreint cette suite exacte à la fibre{η} × P2 au-
dessus du pointη ∈ P on obtient encore par platitude une suite exacte, et cette suite exacte n’est
pas scindable puisque le faisceau associéFη n’a qu’un point singulier. Ainsi, l’extension (11.4)
définit un morphismeϕ :P −→ P(R) au-dessus deψ caractérisé par le fait que l’extension
obtenue à partir de (11.1) par le changement de baseϕ est l’extension (11.4). ✷

On se propose d’étendre le morphismeϕ en un plongementφ :Σ −→ P(R) d’une surface
d’Hirzebruch au-dessus deP. Commençons par l’étude deψ∗(R) :

LEMME 11.3. –Soit ∆ le schéma des zéros de la section canonique deOP(1) � Θ, et
t ∈H0(OP2(1)) une forme linéaire ne s’annulant pas enx0.

(i) Le choix det induit un isomorphisme

ψ∗(R) = pr1∗
(
O∆(−1)

)
⊕OP1 .

(ii) SoitΓ⊥ ⊂ H0(Θ)∗ l’orthogonal deΓ. Le faisceaupr1∗(O∆(−1)) possède un faisceau
inversible quotientL isomorphe àOP(−2) et un seul ; le noyau de la surjection

pr1∗
(
O∆(−1)

) j−→L

est canoniquement isomorphe àΓ⊥ ⊗OP(−1)�OP(−1)n−1.
(iii) Dans l’isomorphisme

Ext1
(
IZ(0,2),L

)
�Hom(ψ∗(R),L)

l’élément deExt1(IZ(0,2),L) sur P × P2 correspondant à la projectionψ∗(R) −→ L est à
homothétie près l’extension associée à la suite exacte

0−→O(−1,−1)−→ F −→IZ(1,1)−→ 0

figurant dans le diagramme(11.3). En particulier,ϕ∗(OP(R)(1))�OP(−2).

Démonstration. –On a évidemmentR� pr1∗(OΞ(−1)) et par changement de basef∗(R)�
pr1∗(OZ(−1)). Il en découle (i). De la résolution

0−→O(−1)�Θ∗ −→OP×C −→O∆ −→ 0

on tire la suite exacte

0−→ pr1∗
(
O∆(−1)

)
−→R1pr1∗

(
OP(−1)�Θ∗(−1)

)
−→R1pr1∗

(
OP×C(0,−1)

)
−→ 0

ce qui montre après dualité de Serre queN = pr1∗(O∆(−1)) est le noyau du morphisme naturel
OP(−1) ⊗ H0(Θ)∗ −→ OP induit par la projection canoniqueH0(Θ)∗ ⊗ OP −→ OP(1). La
filtration de Harder–Narasimhan deN fournit la suite exacte attendue : le quotient est le noyau
du morphismeΓ∗ ⊗ OP(−1) −→ O, lequel s’identifie, après avoir choisi un générateur de
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∧2Γ∗, àOP(−2) ce qui démontre (ii). L’isomorphismeExt1(IZ(0,2),L) � Hom(f∗(R),L)
résulte du théorème de dualité de Serre relatif pour la projectionpr1 :P × P2 −→ P. Cet
isomorphisme prouve qu’il n’y a qu’une extension non scindée à isomorphisme près. Il en
découle l’assertion (iii). ✷
11.3. La surface de HirzebruchΣ

Considérons le fibré vectoriel de rang 2 surP défini parW = OP(−2)⊕OP. C’est un fibré
vectoriel quotient de rang 2 deψ∗(R) et par conséquent la surface de HirzebruchΣ= P(W ) se
plonge dansP(R), de sorte que l’on a un diagramme commutatif

Σ
φ

π

P(R)

π

P
ψ

ϕ

Hilbn+1(P2)

où φ est le plongement ci-dessus. La surfaceΣ paramètre une extension obtenue à partir de
l’extension (11.1) par changement de base, et donc une familleF de faisceauxµ-semi-stables de
rang 2 et classe de Chern(0, n). Plus précisément :

PROPOSITION 11.4. –Le faisceauF définit une famille plate de faisceaux stables paramétrée
par la surface de HirzebruchΣ.

Démonstration. –La surfaceΣ a deux sections canoniquesΣ0 et Σ∞ correspondant aux
quotientsO(−2) et O. Le long de la sectionΣ0, le morphisme composéP � Σ0 −→ P(R)
coïncide avec le morphismeϕ considéré ci-dessus. Désignons parΣ∗ l’ouvert complémentaire
de ces deux sections, et parZΣ le sous-schéma deΣ× P2 obtenu à partir deZ ⊂ P× P2 par
le changement de baseΣ −→ P. La projectionφ∗π∗(R) −→ OP(1) induit une sectionσ du
faisceau inversible le long deZΣ défini parExt1(IZΣ(0,2),pr∗1(OΣ(1))). Ce faisceau inversible
est isomorphe àExt2(OZΣ(2),pr∗1(OΣ(1))) et s’obtient donc, après tensorisation parOΣ(1), par
le changement de baseΣ−→ P à partir du faisceau inversible surZ

Ext2
(
O∆,O(0,−2)

)
⊕Ext2

(
OP×{x0},O(0,−2)

)
=

(
O(1)�Θ

)
|∆ ⊕OP×{x0}.

Compte tenu du fait que le faisceauO(−1) � Θ est trivial sur∆, ce faisceau s’identifie aussi
àO(2,0)|∆ ⊕OP×{x0}. Il en résulte que cette section ne s’annule pas sur l’ouvertΣ∗ × P2, et
donc le faisceauF|Σ∗×P∗

2
est localement libre. Pourη ∈Σ∗, le faisceauFη est donc un faisceau

localement libre de rang 2, de classes de Chern(0, n) qui n’a pas de sections ; il en résulte que
c’est un fibré stable. Reste l’étude deF le long de la sectionΣ∞.

LEMME 11.5. –Pour η ∈ Σ∞, le faisceauFη est un faisceau stable singulier aux points du
diviseur∆η deC.

Démonstration. –De la suite exacte0−→ IZη −→I∆η ⊕I{x0} −→O−→ 0 surP2 découle
l’isomorphisme

Ext1
(
IZη (1),O(−1)

)
� Ext1

(
I∆η(1),O(−1)

)
⊕Ext1

(
I{x0}(1),O(−1)

)
.
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Dire queη appartient à la sectionΣ∞ signifie que l’extension provient deExt1(I{x0}(1),O(−1))
dans cet isomorphisme. Le faisceauG associé à une telle extension est alors le faisceau tri-
vial de rang 2. Une sectiont deO(1) ne s’annulant pas sur∆η fournit un morphisme surjectif
G−→O∆η dontFη est le noyau, et on obtient le diagramme commutatif de suites exactes :

0 0

0 O(−1)

�

Fη IZη (1) 0

0 O(−1) G I{x0}(1) 0

O∆η

∼
t
O∆η(1)

0 0

Le choix d’un isomorphismeG � O2 détermine des formes linéaires(x, y) indépendantes
s’annulant au pointx0.

Considérons un sous-faisceauF ′ deFη tel que le quotientF ′′ = Fη/F
′ soit sans torsion.

Alors c1(F ′)� 1 et en cas d’égalité, la relationc2(F ′) + c2(F ′′) = n+ 1 montre quec2(F ′)�
n+ 1. Si c1(F ′) = 1, le morphisme induitF ′ −→ IZη (1) serait non nul, et doncc2 � n + 1.
Alors ce morphisme serait un isomorphisme, et la première ligne serait scindée, ce qui est absurde
parce queFη est évidemment localement libre au voisinage de{x0}. Doncc1(F ′)� 0.

Supposons quec1(F ′) = 0. Le faisceauF ′ est l’intersection deFη avec un sous-faisceau
O ↪→ O2, donné par un vecteur non nul(λ,µ) ∈ k2. Ainsi, le faisceauF ′ est le noyau du

morphismeO λx+µy−→ O∆η (1). Par suite,

c2(F ′) = lg
(
kerO∆η

λx+µy−→ O∆η(1)
)
� n− 2

Ainsi, l’hypothèsen� 5 entraînec2(F ′)> n/2. Donc le faisceauFη est stable. ✷
La propriété de module grossier deMn permet d’associer à la familleF un morphisme

f :Σ −→ Mn qui ne rencontre la frontière∂Mn que le long des sectionsΣ0 et Σ∞. Plus
précisément, l’image réciproque deD est, au moins ensemblistement, la sectionΣ0. L’énoncé
suivant montre que c’est l’image réciproque au sens des schémas :

PROPOSITION 11.6. – Le morphismef :Σ−→Mn est transverse àD le long deΣ0.

Démonstration. –Pour toute famille plate(Es)s∈S de faisceaux stables deMn, paramétrée par
une variété algébrique lisseS, l’image réciproque du diviseur∂Mn est le sous-schéma défini par
l’idéal de Fitting du faisceaupr1∗(Ext1(E ,O(0,−1)) (Strømme [23], § 4). Si on applique ceci
à notre faisceauF on obtient surΣ× P2 la présentation

O(−1,0) ω−→Ext2
(
OZΣ ,O(0,−2)

)
−→ Ext1

(
F ,O(0,−1)

)
−→ 0.
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Le faisceauExt2(OZΣ ,O(0,−2))) est localement libre de rang 1 surZ, et le morphismeω
s’identifie à la section canonique deExt2(OZΣ ,O(0,−2)) ⊗ OΣ(1,0) surΣ déjà utilisée ; si
∆Σ désigne l’image réciproque de∆ dansΣ× P2, on sait que

Ext2
(
OZΣ ,O(0,−2)

)
=O∆Σ(2,0)⊕OΣ×{x0}

et sur le complémentaire deΣ∞ la première composanteω1 deω ne s’annule pas. La deuxième
composanteω2 de ω est obtenue en restreignant l’image réciproque du morphisme composé
OΣ ↪→ π∗(W ) −→OΣ(1) à Σ0 × {x0}. Le complémentaire deΣ∞ est isomorphe à l’espace
total du fibréOP(−2), la sectionΣ0 s’identifiant à la section nulle, et le fibréOΣ(1) est
isomorphe à l’image réciproque deOP(−2) sur cet ouvert ; le morphismeω2 ci-dessus est donné
par l’identificationOP(−2) −→ OP×{x0}(−2,0) des espaces totaux de ces fibrés inversibles.
En dehors deΣ∞, la sectionω2 ne s’annule que surΣ0 et ceci transversalement à la section
nulle. Par suite, le faisceaupr1∗(Ext

1(F ,OΣ×P2(0,−1))) est de longueur relative 1 le long de
la sectionΣ0. Il en découle qu’au sens des schémas, on af−1(∂Mn) = Σ0. On retrouve le fait
que∂Mn est lisse en tout point de l’image def ; de plus, puisqueΣ0 est lisse, le morphismef
est transverse à∂Mn. ✷

12. Image deΣ par le morphisme de Barth

La famille de faisceauxF paramétrée par la surfaceΣ est une famille de faisceaux stables de
classes de Chern(0, n). On peut pour cette famille considérer la courbe des droites de saut. On
noteγ :Σ−→Cn le morphisme composéβ ◦ f ainsi obtenu.

LEMME 12.1. –Le long des fibres deΣ−→ P le morphismeγ est une homographie et donc
est injectif.

Démonstration. –Soientη ∈ P, etZη la fibre deZ au-dessus deη. Considérons, pourt ∈Ση,
la suite exacte

0−→O(−1)−→Ft −→IZη (1)−→ 0.

Considérons le diagramme standard

D
pr2

pr1

P2

P∗2

La courbe des droites de sautγ(t) = βF du faisceauF =Ft est définie par l’idéal de Fitting du
faisceauR1pr1∗(pr

∗
2(F (−1)). On a la suite exacte

0−→ pr1∗
(
pr∗2(IZη )

)
−→O(−1)−→R1pr1∗

(
pr∗2

(
F (−1)

))
−→R1pr1∗

(
pr∗2(IZη )

)
−→ 0.

Le support deR1pr1∗(pr
∗
2(IZ)) est formé des points correspondant aux droites deP2 qui

rencontrentZ suivant un sous-schéma de longueur� 2; ce sous-schéma est fini. Il en
découle quepr1∗(pr

∗
2(IZ)) est un faisceau sans torsion de rang 1 et de classe de Chern

c1 =−n− 1. L’idéal de Fitting deR1pr1∗(pr
∗
2(F (−1))) coïncide avecpr1∗(pr

∗
2(IZη ))(1) en

dehors d’un fermé de codimension2. Par suite, l’équation deβF dépend linéairement de la classe
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ω ∈W ∗η ⊂ Ext1(IZη ,O(−2)) qui définit l’extension. Cette équation est non nulle siω est non
nulle. Par suite, l’application obtenue

Ση −→ Cn
est une homographie.✷

Pour décrire l’image deΣ parγ il suffit de décrire les images des sectionsΣ0 etΣ∞. Le long
deΣ0, le morphismeγ est constant et a pour image le points défini par la courbeβE + x̌0. Le
long de la sections∞ :P−→ Σ∞ deΣ, la familleF est isomorphe au noyau d’un morphisme
surjectif surP× P2

O2 −→O∆

associé au diviseur∆. La restriction deγ àP�Σ∞ associe à un point deP(Γ), correspondant à
un diviseurη =

∑
a∈C naa ∈ P, la courbe du plan projectif dual décomposée enn droites définie

parγ(s∞(η)) =
∑

a∈C naǎ.

LEMME 12.2. –Dans l’espace projectifCn, l’image de la sectionΣ∞ ⊂ Σ par le morphisme
γ est une conique lisseQ qui ne rencontre chacune des droitesγ(Ση), où η ∈ P, qu’en un seul
point.

Démonstration. –Considérons sur la coniqueC un fibré inversibleA de degré1, de sorte
queΘ � A⊗n. Sur P(H0(Θ)∗) × C on dispose d’une section canonique deO(1) � L dont le
schéma des zéros est une hypersurface plate et finie de degrén au-dessus de l’espace projectif
P(H0(Θ)∗). On en déduit un morphismeP(H0(Θ)∗) −→ Divn(C) qui est évidemment un
isomorphisme. On a d’autre part un isomorphismeSnC � Divn(C) qui identifie le fibréO(1)
avec le fibré déterminantDA = A� · · ·�A/Sn. Dans le plongementSnC = Divn(C) ↪→ Cn
l’image réciproque du fibréO(1) est isomorphe àO(2). L’image de P dansDivn(C) est
une droite projective. Considérons le plongementj = γ ◦ s∞ :P ↪→ Cn. L’application linéaire
associéeH0(Cn,O(1)) −→ H0(P,O(2)) est obligatoirement surjective, sinon le morphisme
j :P −→ Cn se factoriserait à travers un morphisme de degré 2, et ne serait pas injectif. Le
morphismej se factorise suivant le diagramme

P
i

P(H0(P,O(2))∗)

Cn

oùi est le plongement de Veronese de la droiteP dans le plan projectif. Donc l’image de la droite
projectiveP est une conique lisseQ. ✷

Montrons que, pourη ∈ P, la coniqueQ ne rencontre la droiteγ(Ση) qu’en un seul point :
sinon, le point défini par la courbeβE + x̌0 appartiendrait au planSpan(Q) de la coniqueQ et
il existerait des droitesγ(Ση) tangentes àQ. Or le morphisme induit par la différentielledγ sur
les fibrés normaux

NΣ∞/Σ =O(2)−→NQ/Cn
=O(2)⊕O(1)N−2

oùN = dimCn est non nul est donc injectif. Ceci contredit le fait qu’il existe parmi les droites
γ(Ση) des droites tangentes àQ.

COROLLAIRE 12.3. – (i)Le points n’appartient pas au plan projectifSpan(Q) engendré
par la coniqueQ.
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(ii) L’image deΣ par le morphismeγ dans l’espace projectif des courbesCn est le cône
quadratiqueR de sommet le points= βE + x̌0 et de base la coniqueQ= γ(Σ∞).

Considérons l’espace projectifSpan(R) de dimension 3 engendré par le côneR. L’énoncé
suivant est la clé de la démontration :

LEMME 12.4. – Il existe un ouvert de Zariski non videU deGrass(2,H0(Θ))× (P2 \C) tel
que pour(Γ, x0) ∈ U les propriétés suivantes soient satisfaites:

(i) La courbe de sautβE du fibré de Poncelet est lisse.
(ii) Le sous-espace projectifT s tangent ens à l’image du morphisme

Cn−1 × P2 −→ Cn

défini par l’addition des diviseurs deP∗2 rencontre l’espace projectifSpan(R) au seul points
défini par le sommet du côneR.

Démonstration. –D’après la proposition 5.8, siΓ ⊂ H0(Θ) est sans point de base et tel
que z2H0(Θ(−2)) ∩ Γ = {0} pour toute droite d’équationz = 0 la courbe de Poncelet
associée à(Γ,Θ) est lisse. Donc la condition (i) est satisfaite. Elle implique que le morphisme
Cn−1 × P2 −→ Cn est non ramifié en(βE , x̌0) : l’espace tangent projectifT s en s à l’image
est alors l’espace projectif des courbes deCn qui contiennent l’intersectionβE ∩ x̌0. Vérifier
la condition (ii) revient à vérifier que le plan projectifSpan(Q) engendré par la coniqueQ ne
rencontre pasT s.

On désigne pourz ∈ P
∗
2 parHz ⊂ Cn l’hyperplan projectif des courbes de degrén deP

∗
2 qui

passent parz. Tout pointz ∈ βE définit une droite deP2, dont on désigne aussi parz l’équation,
telle queΓ ∩ zH0(Θ(−1)) �= {0}. L’intersectionHz ∩Q est réduite au seul point défini par la
courbe associée au diviseur(s) d’une section non nulles ∈ Γ∩ zH0(Θ(−1)). En effet, un point
deHz ∩Q définit un diviseur deC associé à une sectiont ∈ Γ s’écrivant(t) =

∑
i ai, tel que

a1 ∈ z. Les sectionss et t s’annulent alors ena1, et puisque le système linéaireΓ est sans point
de base, les sectionss et t sont proportionnelles. Il en résulte que l’hyperplanHz rencontre le
planSpanQ suivant la droite tangente à la coniqueQ déterminée par le diviseur(s).

Soit Q̌ la conique duale deQ. Considérons le morphisme

τ :βE −→ Q̌

qui associe au pointz la tangenteHz ∩Span(Q). Dans l’identificationQ̌� P(Γ), ce morphisme
associe àz l’unique sections ∈ P(Γ) qui s’annule surz ∩C. C’est un morphisme fini de degré
1
2n(n− 1).

LEMME 12.5. – Six0 est générique, la restriction deτ à βE ∩ x̌0 est injective.

Ce lemme sera démontré ci-dessous. Supposonsx0 suffisamment général pour que la propriété
du lemme 12.5 ci-dessus soit vraie et que la droitex̌0 ne soit pas tangente àβE . SiT s rencontre
Span(Q) en un pointw, le pointw définit une courbe de degrén qui contientβE ∩ x̌0. Alors
w appartient aux tangentesHz ∩ Span(Q), pour toutz ∈ βE ∩ x̌0. D’après le choix dex0 ces
tangentes sont distinctes : le pointw appartient donc àn− 1 tangentes à la coniqueQ, ce qui est
absurde puisquen� 5. ✷

Démonstration du lemme 12.5. –Considérons l’ensembleK des couples(s, 	) ∈ P(Γ)× P∗2
tels quelg(	∩ τ−1(s))� 2. Par projection surP(Γ) on voit que c’est un fermé de dimension1 et
par conséquent l’image deK dansP∗2 est de dimension 1. Si on prendx̌0 en dehors de ce fermé,
la restriction deτ àβE ∩ x̌0 est injective. ✷
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13. Contractions

On se propose dans cette section de donner un énoncé permettant de vérifier que sous certaines
conditions, un morphisme est une contraction sur son image, et donc génériquement injectif. Un
morphisme projectif et plat de fibreP1 est appeléP1-fibration.

PROPOSITION 13.1. – Soientβ :M −→ C un morphisme propre de variétés algébriques
irréductibles et lisses, etY ⊂ C une sous-variété fermée intègre deC. On suppose que les
conditions suivantes sont satisfaites:

(i) Au-dessus de l’ouvertC \ Y, le morphismeβ est fini.
(ii) Le sous-schémaD = β−1(Y ) est un diviseur deM.
(iii) Le morphisme induitβ|D :D −→ Y est uneP1-fibration, et la restriction deO(D) à la

fibre est de degré−k < 0.
(iv) Le morphisme induit par la différentielle sur les faisceaux conormaux

NY/C −→ β∗(ND/M )

est surjectif.
Alors le morphismeβ est génériquement injectif.

Pour démontrer ce résultat, on considère la factorisation de Stein deβ et le diagramme
commutatif suivant qui en découle :

D

β|D

M

β̃

Y C̃
ν

C

Par construction,ν est un morphisme fini, et on ãβ∗(OM ) =OC̃ . On obtient en considérant le

faisceau conormalNY/C deY dansC̃ la factorisation detdβ :

NY/C
tdν

tdβ

N
Y/C̃

tdβ̃

β∗(N∗D/M )

L’assertion (ii) du lemme 13.2 ci-dessous montre que, sur un ouvert non vide deY, le morphisme
tdβ̃ est génériquement un isomorphisme. D’après la condition (iv), la flèche horizontale est donc
génériquement surjective. Il en résulte que la différentielledν est génériquement injective le
long deY et par suite le morphismeν est génériquement injectif : il suffit en effet d’appliquer le
lemme 7.4 du chapitre II de Hartshorne [8] au morphisme d’anneaux locaux deOC,ξ −→OC̃,ξ
induit parν, où ξ désigne le point générique deY . Le morphismẽβ étant birationnel, on obtient
que le morphismeβ est aussi génériquement injectif, ce qui achève la démonstration de la
proposition 13.1.
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Il reste à étudier le faisceau conormalN
Y/C̃ .

LEMME 13.2. – On suppose satisfaites les conditions(i),(ii) , et (iii) de la proposition13.1.
SoitY [�] le voisinage infinitésimal d’ordre	 deY dansC̃ etD[�] le voisinage infinitésimal d’ordre
	 deD dansM.

(i) Le morphisme

OY [�] −→ β̃∗(OD[�])

est génériquement un isomorphisme.
(ii) Le morphisme

tdβ̃ :N
Y/C̃ −→ β̃∗(N∗D/M )

est génériquement un isomorphisme.

Démonstration. –Ce lemme est une conséquence du théorème des fonctions formelles (cf.
Hartshorne [8]). Désignons parIY l’idéal deY dansC̃, et parID l’idéal deD dansM. L’image
réciproque du sous-schémaY deC̃ par le morphismẽβ est contenue dans l’image réciproque de
Y par le morphismeβ. Elle coïncide donc avec le sous-schémaD. Soit η le point générique de
Y, et ÔC̃n,η

le complété de l’anneau localOC̃n,η
pour la topologieIη-adique. Le théorème des

fonctions formelles montre que le morphisme canonique

ÔC̃n,η
−→ lim

←−
�

β̃∗
(
O/I�D

)
η

est un isomorphisme. On sait que le fibré conormalN∗D/M est, le long des fibres de la
projectionD −→ Y , isomorphe àO(k). D’après le théorème de changement de base, on a
R1β∗(S�N∗D/M ) = 0. Il en résulte que, pour tout	� 0, le morphisme canonique

lim
←−
�

β̃∗
(
O/I�D

)
η
−→ β̃∗

(
O/I�D

)
η

est lui aussi surjectif, et le diagramme commutatif

ÔC̃,η
lim
←−
�

β̃∗(O/I�D)η

(O/I�Y )η β̃∗(O/I�D)η

montre que pour tout entier	 > 0 le morphisme canoniqueO/I�Y −→ β̃∗(O/I�D) est surjectif au
point générique deY. Pour	= 1, ce morphisme est induit par la projectionD−→ Y et par suite,
c’est un isomorphisme. Le diagramme commutatif de suites exactes

0 IY /I
2
Y O/I2

Y O/IY

�

0

0 β̃∗(ID/I2
D) β̃∗(O/I2

D) β̃∗(O/ID) 0

montre que la première flèche verticale est surjective au point générique deY.
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Montrons que le morphismeO/I�Y −→ β̃∗(O/I�D) est injectif au point génériqueη de Y.

Considérons une section localeu ∈ O
C̃,η

. On suppose quẽβ∗(u) ∈ β̃∗(I�D)η . Ainsi, β̃∗(u)

s’annule à l’ordre	 le long deD. Considérons la classe dẽβ∗(u) dans β̃∗(I�D/I
�+1
D ). Le

morphismeS�β̃∗(ID/I2
D) −→ β̃∗(I�D/I

�+1
D ) est, d’après le théorème de changement de base,

surjectif. Il en résulte qu’il existeu� ∈ I�Y,η tel queβ̃∗(u − u�) appartienne à̃β∗(I�+1
D )η. Par

récurrence, on obtient en recommençant la construction précédente pouri � 	 des éléments
ui ∈ I�+i

Y,η tels que

β̃∗

(
u−

∑
��i��+k

ui

)
∈ β̃∗

(
I�+k+1
D

)
η
.

Autrement dit, danslim
←−�

β̃∗(O/I�D)η on a

β̃∗
(
u−

∑
i��

ui

)
= 0.

Compte tenu du théorème des fonctions formelles, cette égalité impliqueu =
∑

i�� ui dans le

complétéÔC̃,η. Mais alorsu appartient au complété̂I�Y,η. Mais d’après Atiyah–Macdonald ([1],
proposition 10.15), on a

Î�Y,η ∩OC̃,η
= I�Y,η.

Ceci prouve que le morphismeO/I�Y −→ β̃∗(O/I�D) est injectif au pointη. Ceci démontre
l’assertion (i). L’assertion (ii) découle du diagramme commutatif de suite exactes déjà écrit, dans
lequel les flèches verticales sont maintenant des isomorphismes.✷

14. Fin de la démonstration

On suppose que le théorème 1.1 est vrai à l’ordren−1. Pour appliquer le résultat de la section
ci-dessus, on considère un ouvertC∗n de Cn satisfaisant aux conditions (a)–(d) décrites dans la
démonstration du corollaire 10.3.

Considérons la variétéY = ψ−1(C∗n) de plongée comme une sous-variété fermée deC∗n.
Nous allons montrer que les conditions de la proposition 13.1 sont satisfaites aveck = 2, et
quitte à diminuer au besoin l’ouvertC∗n, pour le morphismeβ−1(C∗n) −→ C∗n induit parβ. En
effet, les points du complémentaireΩ deY dansC∗n, s’ils proviennent deMn, représentent des
courbes irréductibles, et le morphismeβ est alors quasi-fini d’après [13] et propre au-dessus de
cet ouvertΩ, donc fini, ce qui démontre (i). Le sous-schéma image réciproque deY parβ est
ensemblistement la trace deD ; nous allons montrer qu’il l’est au sens des schémas. La difficulté
est que l’ouvertC∗n ne contient pas le point correspondant à la courbe correspondant au sommet
s du côneγ(Σ) construit dans la section § 12. Nous allons donc dans un premier temps travailler
au-dessus d’un ouvertC′n plus grand que l’ouvertC∗n ci-dessus.

Considérons l’ouvertC′n de Cn des courbes qui satisfont à la condition (c), de sorte qu’au-
dessus de cet ouvert, le morphismej :W = Cn−1×P2 −→Cn défini par l’addition des diviseurs
de P

∗
2 est un plongement sur une sous-variété fermée deC′n. Désignons parY ′ ⊂ Un−1 × P2,

M ′n ⊂ Mn et D′ ⊂ D les images réciproques de l’ouvertC′n de sorte qu’on déduit du
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diagramme (10.1) le diagramme commutatif

D′

π

M ′n

β

Y ′
ψ

W ′ ⊂ C′n

(14.1)

La différentielledβ induit pour les faisceaux conormaux un morphisme de faisceaux algébriques
cohérents au-dessus deY ′

ψ∗(N∗W ′/C′n)−→ π∗(N∗D′/M ′
n
).(14.2)

LEMME 14.1. –
(i) On aR1π∗(N∗D′/M ′

n
) = 0 ;

(ii) le faisceauπ∗(N∗D′/M ′
n
) est localement libre de rang3, et sa fibre au-dessus d’un point

z ∈ Y ′ s’identifie à l’espace vectorielH0(N∗D′/M ′
n
(z)) des sections de la restrictionN∗D′/M ′

n
(z)

du fibré conormalN∗D′/M ′
n

à la fibreπ−1(z).
(iii) le morphisme de faisceaux localement libres

ψ∗(N∗W ′/C′n
)−→ π∗(N∗D′/M ′

n
)

induit par l’application cotangente àβ est génériquement surjectif.

Démonstration. –Les assertions (i) et (ii) résultent du fait que le morphisme

π :D−→ Un−1 × P2

est un morphisme projectif lisse dont la fibre s’identifie à la droiteP1; en particulier, il est plat,
et de plus, la restriction du fibré conormalN∗D/Mn

à une fibre est isomorphe àO(2). Le même
résultat est évidemment vrai pour la fibrationD′ −→ Y ′ induite parπ. Pour (iii) on considère
la fibre deπ au-dessus du pointz = (E,x0), oùE est un fibré de Poncelet deUn−1, associé à
un système linéaire(Γ,Θ) sur la conique lisseC, etx0 un point deP2 suffisamment généraux
pour que les conclusions du lemme 12.4 soient vraies. Puisque la courbe de PonceletβE est
lisse, ce point appartient à l’ouvertY ′. Considérons la surface de HirzebruchΣ associée et son
imagef(Σ), qui rencontreD transversalement suivant la fibre deπ au-dessus dez ; considérons
la restriction du morphisme à la fibreπ−1(z)

N∗W ′/C′n
(z) π∗(N∗D′/M ′

n
)(z)

H0(N∗D′/M ′
n
(z))

L’application linéaire composée est surjective : en effet, si 3 pointsai sont choisis sur la droite
projectiveP1 = π−1(z) formant un repère, du fait queN∗D′/M ′

n
(z) = OP1(2), le morphisme

de restrictionH0(N∗D′/M ′
n
(z)) �

∏
iND′/M ′

n
(ai) est un isomorphisme. L’application linéaire

composée

N∗W ′/C′n(z)−→
∏
i

N∗D/Mn
(ai)
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est la transposée de l’application linéaire⊕
i=1,2,3

ND′/M ′
n
(ai)−→NW ′/Cn

(z)

induite par l’application linéaire tangentedaiβ aux pointsai. Cette application linéaire se
factorise suivant le diagramme⊕

i=1,2,3

ND′/M ′
n
(ai) TsR

NW ′/Cn
(z)

oùR est le cône quadratique de sommets construit dans le corollaire 12.3. Compte tenu de la
proposition 11.6, la flèche horizontale s’identifie à l’application linéaire⊕

i

NΣ0/Σ(ai)−→ TsR

induite par la différentielle deγ : c’est un isomorphisme. D’après le lemme 12.4, la flèche
composée est injective. Donc la flèche verticale est injective. Le lemme en découle, compte
tenu du fait queY ′ est irréductible, et du fait que les points au-dessus desquels un morphisme de
fibrés vectoriels est surjectif forment un ouvert.✷

Fin de la vérification.
Considérons le diagramme induit au-dessus de l’ouvertC∗n

D∗

π

M∗n

β

Y
ψ C∗n

(14.3)

dont on sait déjà qu’il est cartésien au sens ensembliste. La condition (iv) de la proposition 13.1
est satisfaite sur un ouvert non vide deY ; quitte à diminuer au besoin l’ouvertC∗n, on peut
supposer que cette condition (iv) est vraie surY tout entier. Il en résulte que poura ∈ D∗ la
différentielledaβ induit sur les espaces normaux une application linéaire

ND/Mn
(a)−→NY/Cn

(π(a))

injective. Par suite, l’espace tangent de Zariski ena au sous-schémaβ−1(Y ) est réduit à
l’espace tangentTaD. Ainsi, le sous-schémaβ−1(Y ) est réduit àD∗ et la condition (ii) de la
proposition 13.1 est satisfaite. La condition (iii) étant vraie d’après le lemme 10.5, nous sommes
exactement dans les conditions d’application de la proposition 13.1. Donc le morphismeβ est
génériquement injectif.
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