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SUR LE MORPHISME DE BARTH

PAR JOSEPHLE POTIERET ALEXANDER TIKHOMIROV

RESUME. — Soit F' un faisceau semi-stable de rang 2 et de classes de Chetrd etcy; = n sur le
plan projectif. La courbedr des droites de saut d& dans le plan projectif dual, est de degréSoient
M, 'espace de modules des classes d’équivalence de faisceaux semi-stables de rang 2 et classes de Chern
(0,n) sur le plan projectif, ef,, I'espace projectif des courbes de degréans le plan projectif dual. Le
morphisme de Barth

/8 : Mn I Cn

associe a la classe du faisceAula courbe3r. Nous démontrons que, s > 4, ce morphisme est
génériqguement injectif. L'image d@ est une sous-variété fermée de dimensian— 3 de C,; comme
conséquence de notre résultat, le degré de I'image est donné par le nombre de Donaldsorddindice
du plan projectif.
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ABSTRACT. — LetF be a rank-2 semi-stable sheaf on the projective plane, with Chern classes,
c2 = n. The curvesr of jumping lines ofF, in the dual projective plane, has degreelet M,, be the
moduli space of equivalence classes of semi-stable sheaves of rank 2 and Chern(6lasses the
projective plane and,, be the projective space of curves of degre& the dual projective plane. The
Barth morphism

6:M, —Cp

associates the poiir to the class of the she&f. We prove that this morphism is generically injective for
n > 4. The image off is a closed subvariety of dimensidn — 3 of C,,; as a consequence of our result,
the degree of this image is given by the Donaldson number of iddex 3 of the projective plane.
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1. Introduction

Soit » un entier> 2. Etant donné un faisceau semi-stalilede rang 2 et de classes de
Cherney; = 0,c2 = n sur le plan projectif complexe, la cohomolodi# (F(i)) est nulle pour
g=0eti<0, oupourqg=2eti>—2. Il résulte du théoreme de Riemann—Roch que
dim HY(F(—1)) = dim H*(F(-2)) = n, etdim H'(F) = n — 2. On dit qu’une droite/ C P
est de saut pouF' si la restrictionF’|, n'est pas isomorphe au fibré trivial de rang 2 gur
Cohomologiquement ceci signifie augét (F(—1)|,) # 0 de sorte que I'ensemble des droites
de saut dd&' est le support du conoyau du morphisme canonique de faisceaux localement libres
de rangn sur le plan projectif dual

H'(F(=2)) ® Op;(—1) — H'(F(-1)) ® Op;.
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574 J. LE POTIER ET A. TIKHOMIROV

D'apreés le théoreme de Grauert et Miilich [2], ce support est de dimension 1 : autrement dit, le
déterminant du morphisme ci-dessus définit une codgbee degré: dans le plan projectif dual
gu’'on appelle la courbe des droites de saufde

On désigne paih/,, I'espace de modules des classes de S-équival@ncg?) de faisceaux
semi-stables de rang 2 et de classes de Cliern) sur P,. C'est une variété projective
irréductible et normale de dimensiofm — 3, localement factorielle [5]. Les points qui
représentent des faisceaux singuliers constituent une hypersarfdceOn considére d’autre
part le systéme linéaire compléf des courbes de degrédans le plan projectif dual : c’est un
espace projectif de dimensiérm(n +3). Ondispose d’'un morphisnie: M,, — C,, qui associe
a la classe d'équivalence d'un faisceau semi-stabla courbesr de ses droites de saut : c’est
le morphisme de Barth. On sait que ce morphisme est un isomorphisme poRret que pour
n = 3, c’est un morphisme de degré 3. Paup 2, on sait par ailleurs [13] que la restriction de
a I'ouvert des faisceaux localement libres (obligatoiremeastables) est quasi-finie. La courbe
des droites de saut d’'un faisceau singulier est obligatoirement réductible ; ainsi, le morphisme de
Barth est un morphisme fini au-dessus de I'ouvert des courbes irréductibles. On sait d’autre part
d’'apres Barth [3] que I'image dé rencontre I'ouvert des courbes lisses.

Le but principal de cet article est la démonstration du théoreme suivant :

THEOREME 1.1.— Pourn > 4, le morphisme de Barth est génériguement injectif.

Ceci signifie qu’il existe un ouvert de Zariski non vitiede M, tel que la restriction dg aU
soit injective. On sait par ailleurs que I'image réciproque du fib(é) est le fibré déterminant
D de Donaldson. Les nombres de Donaldson du plan projectif sont définis par

Qan—3 = /01(9)4"73

My,

et sont maintenant bien connus [6,7,18]. On a par exemple
q13 = 54, qi7 = 2540, q21 — 233208.

COROLLAIRE 1.2.-L'image du morphisme du Barth est une sous-variété fermég, die
dimensionin — 3 et de degréyy, 3.

La variété L = 3(M,) est donc une hypersurface irréductible @e= P4, de degrés4,
constituée de quartiques dites de Luroth : les courbes génériquesat les quartiques lisses
qui sont circonscrites a un pentagone comptétg§ 5.4). De méme, les courbes génériques de
B(Ms) sont les quintiques lisses circonscrites a un hexagone complet : ce sont les quintiques
dites de Darboux; la variété(Ms5) est une sous-variété fermée de codimension Bsde Py
de degré&540.

Le théorémé se démontre par récurrence sura partir du cas: = 4, qui n'est nullement
évident. Poum = 4, il s'obtient en mettant en évidence un divis€u C M,, satisfaisant aux
conditions suivantes, sur un ouvert non vidg deD; :

— les fibres dgg qui rencontrenD; sont réduites a un point.

— le morphismes est non ramifié en tout point dg;.

En particulier, la restriction d@ a cet ouverD} est injective. La construction d’un tel diviseur
résulte de I'étude de I'image réciproque!(S,) de I'hypersurfaceS, C C, des quartiques

1Lethéoréme 1.1 est vrai en fait si le corps de basst algébriquement clos et de caractéristique 0, ce qu’on supposera
désormais.
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SUR LE MORPHISME DE BARTH 575

singuliéres; cette hypersurface a trois composantes irréductibles dont I'une est l@\dgrd
et deux autres composantes irréductibles noféest D,. La composant®, apparait en fait
avec multiplicité 2, et le bor@M, avec multiplicité 3 ¢f.théoréme 6.10). Les points du diviseur
D, sont les classes des faisceaux semi-stablele rang 2, de classes de Ch¢on4) qui ont
au moins une droite de sadtd’ordre > 2, c’est-a-dire telle quelim H'(F(—1)|;) > 2. Une
description commode des composarnigset D, s’obtient a partir de la description de/,
comme contraction d'un espace de modulesde systémes cohérents semi-stalfle9) ou
© est faisceau cohérent pur de dimension 1 de caractéristique d’Euler—Poineaéé dont
I'idéal de Fitting définit une conique(appelée support schématique@getI' un sous-espace
vectoriel de dimension 2 d&°(0) (cf. théoreme 4.9). Un point général @& provient d'un
systéme linéairdl’, ©) ou O est un faisceau inversible de degré total 5, semi-stable sur une
conique singuliere deP;. Nous avons en fait généralisé cet énoncé au sous-schgraal/,,
des faisceaux de Poncelet, dont on peut décrire une modification en introduisant I'espace de
modulesS,, des systémes cohérents semi-stable®) ou © est un faisceau cohérent pur de
dimension un dont le support schématique est une conique, de caractéristique d’Euler—Poincaré
x =n + 2, et un sous-espace vectoriel de dimension 2IHf§©). Les schémas,, et P,
sont des variétés irréductibles et normales de dimersioq 5 et on dispose d’un morphisme
birationnelS,, — P,,. Dans le cas1 = 4, on aP, = M, et ce morphisme est I'éclatement de la
sous-variété des faisceaux spéciaux. D'autres propriétés géométrigbiget®, sont décrites
dans les propositions 4.5 et 4.8.

Pourn > 5, on étudie le comportement des fibres@lau voisinage d'un point suffisamment
général deB = 3(0M,,). Les points de)M,, représentent des faisceaux singuliers; ceux qui
n’'ont qu’un seul point singulier s'insérent dans une suite exacte

0—F—FE—k()—0

ou z est le point singulier dé', k(z) le faisceau structural du poiat et £ le bidual deF;

ce faisceau localement libi& est stable de classes de Cheyr=0,c; =n — 1. La courbe des
droites de saut d€' est alors3r = g + &, ouz est la droite du plan projectif duil définie par

le pinceau de droites d®& passant pat. Ainsi, un point général d& représente une courbe de
degrén qui se décompose en une droite et la courbe, de degrg des droites de saut d& Un
résultat de Stramme permet d’affirmer qu’au-dessus d’'un point généeal?, on ne trouve que

des classes de faisceatsinguliers, et ceci en un seul point; I'hypothése de récurrence permet
de dire que le faisceau localement libfeet le point singulier sont parfaitement déterminés a
isomorphisme prés par la courhe la fibre 371 (q) est alors isomorphe a la droite projective
P, =P(FE,) ainsi associée @ On considére alors la factorisation de Stein

Le morphisme@ est birationnel ; au-dessus d’un point généralB, la fibre dev est réduite a un
point. On est ramené a prouver qu’au-dessus d'un ouvert non vitke ldemorphisme’ est non
ramifié : c’est la principale difficulté de la démonstration. Nous traduirons en fait directement sur
(3 comment interpréter cette condition de non ramificatefnproposition 13.1).
Les faisceaux de Poncelet, ainsi que les faisceaux de Hulsbergen, jouent un grand réle dans
I'étude présentée ici. Un faisceau semi-staBlele rang 2 et classes de Chegfhn) sur le
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576 J. LE POTIER ET A. TIKHOMIROV

plan projectif est dit de Poncelet Bi(1) a au moins deux sections linéairement indépendantes.
Comme nous l'avons déja dit, les faisceaux de Poncelet constituent un sous-schéma fermé
irréductible P,, de M,, de dimensiorn + 5 si n > 4 (cf. proposition 4.8); poun = 4, tous

les faisceaux semi-stables sont de Poncelet. M. Toma a démontré dans [24] quepbua
restriction du morphisme de Barth & ce ferfgest encore génériquement injective_’image

de P, est la variété des courbes dites de Poncelet de deges courbes lisses qui passent par
les sommets d’un polygbnera+ 1 cbtés circonscrit a une conique lisse forment un ensemble
dense dans le ferm@(P,,) des courbes de Poncelet. Le calcul du degré de cette sous-variété
fermée irréductibles(P,,) de dimensior2n + 5 deC,, se rameéne encore a un calcul de nombres
d’intersection sur la variété/,,. Par exemple, pout = 5, il existe un faisceau univers#l sur

M5 x Py, etle degré dg(Ps) est donné par

/ c2(pry, (F(l)))cl(D)15.

Ms

Les faisceaux dits de Hulsbergen sont les faisceaux semi-stéldesrang 2 et de classe de
Chern(0,n) tels queF'(1) aient au moins une section non nullerS{ 5, c’est le cas de tous les
faisceaux semi-stables; pour> 6 ils constituent €f. [17], théoréme 4.7) un fermé irréductible
H,, de M,, de dimensioln + 2. L'image deH,, par le morphisme de Barthest encore un fermé
irréductible de dimensioBr + 2 qui contient comme ensemble dense les points représentant les
courbes lisses de degrépassant par les sommets d’'un polygbne quelconqueral cotés;
ces courbes sont appelées courbes de Darboux de nledrée question intéressante qui a notre
connaissance n'est pas résolue est de déterminer si la restrictimalderméH,, est encore
génériquement injective. Pour= 5, on a Hs = Mj et ceci est donc vrai. Si c'était encore le
cas poum > 6, le degré du fermé des courbes de Darboux pourrait encore se calculer comme
nombre d’intersection sur I'espace de modulés.

Voici le plan de cet article : les sections 2 et 3 sont consacrées a des rappels sur la notion de
stabilité et semi-stabilité des faisceaux algébriques cohérents et des systéemes cohérents. Dans
la section 4, nous étudions les faisceaux de Poncelet et les singularités des courbes de Poncelet
de degré: associées a ces faisceaux de Poncelet dans la section 5 : I'énoncé obtenu étend aux
systemes cohérents considérés dont le support schématique peut étre une conique singuliére un
résultat bien connwcf. Maruyama [20], Trautmann [25], Vallés [27]) pour les systémes linéaires
sur les coniques lisses. Ceci permet I'étude dans la section 6 du diviséuy des faisceaux
semi-stables dont la courbe des droites de saut associée est singuliére. Les sections 7 et 8 sont
la clé de la démonstration dans le gas- 4 : on associe a une quartique singuliere générale
I'unique coniquep qui passe par les 6 points de contact des tangentes issues du point singulier ;
écrire que cette conique est singuliére revient a écrire que la quagtEgida courbe des droites
de saut d'un fibré de Poncelet associé a un pinceau de diviseurs de degré 5 sur une conique
singuliére; de plus, cette conique singuliere et le pinceau sont déterminés de facon unique a
partir de la quartique. Cette présentation simplifie beaucoup I'esquisse que nous avions présentée
dans [16]. De plus le point fondamental de la démonstration, a savoir le calcul du rahgude
point générique du divisedp, n'y était pas abordé. C'est I'étude des équations du fer (&)
qui permet de calculer ce rang dans la section 9 : on montre qu'au-dessus d’'une telle quartique
de Luroth, le morphisme de Barth est non ramifié ; ceci s’obtient par un calcul de dérivée, en
déformant la conique et le pinceau. Dans les sections 10 a 14 on démontre, par récurrence sur
le théoréme principal.

2 Curieusement, la démonstration de M. Toma ne marche pasipseut.
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2. Lespace de moduled//x (c)

On rappelle ici les notions de stabilité et semi-stabilité [22]. $aitOx (1)) une variété
projective lisse polarisée de dimensionOn désigne paf(X) le groupe de Grothendieck
des classes d@ x-modules cohérents; il est équipé de la forme quadratique entidédinie
parq(u) = x(u?), dont la forme polaire associée est notée . Si F est un faisceau algébrique
cohérent sui, on désigne paPr le polyndme de Hilbert d&'. SiY est une section hyperplane,
on désigne pak la classe d®y, de sorte quUéF, h') est la caractéristique d’Euler—Poincaré de
la restriction def” & une intersection compléte générale dections hyperplanes. Le polynéme
de Hilbert deF est donné par la formule

Pp(m)=(F,(1-h)™") = Z Crosici(FL1).

n>i120

Ces définitions s’étendent aux classes de GrothendieekK (X). Le noyau de la forme
quadratiquey est constitué des classes K (X) dont le rang et les classes de Chern, vues
dans I'anneau d’équivalence numérique sont nuls. En particulier, le polyndme de Hilbert d’'une
telle classe est identiquement nul. On désignefpar, (X) I'algébre quotient

Ko (X) = K (X)/ kerg.

Sur K,,um (X) la forme quadratique a encore un sens ; de méme, le polyndme de HilliBune
classec € K,,,m(X) a un sens. Si la variét¥ est une surface, et sic K,,,,(X) a pour rang
r, classe de Chersy et caractéristique d’Euler—Poincayéla forme quadratique et le polynéme
de Hilbert sont donnés par les formules suivantes :

q(c) =2rx + cf —r*x(Ox),
P.(m)= %<c, h?)ym(m + 1) + (c, h)m + x.

QuandX est le plan projectif, la clasdeest la classe du faisceau structural d’'une droite ; on a
K(X) =173 etlaforme quadratique ci-dessus est unimodulaire. Alors, (X ) = K (X).

DEFINITION 2.1.—SoitF un faisceau algébrique cohérent de dimensidnsur X. On
appelle multiplicité de” le nombre entier défini parr = r(F) = (F, h?).

Si le faisceauF’ est sans torsion, onra= rang(F').degré(X). Si F' est de dimension — 1,
la multiplicité r est aussi le degré de la variété de FittingrddJne classe de Grothendieckle
K (X) est dite de dimensiod d si elle appartient a I'idéaf,; K (X') engendré par les classes des
faisceaux cohérents de dimensignl. Sic est de dimensiod, la multiplicité dec est le nombre
{c,h?). Une classe de Grothendieek K (X) est dite> 0 si le polyndme de Hilbert

m+— <C, (1- h)_m>
est> 0; s'il nest pas nul, ceci signifie qu’il existe un entige> 0 tel que(c, h) = 0 pouri > j
et(c,h’) > 0. Les classes de polyndme de Hilbert nul constituent un sous-grolipee K (X ).
La relation ci-dessus définit une relation d’ordre sur le groupe abélien qudéfiekiy /N. On
écritc = 0 si ¢ est de polyndme de Hilbert nul.

3 La dimension d’un faisceau algébrique cohérent est la dimension de son support.
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DEFINITION 2.2.— (Pureté) UrD x-module cohérent’ de dimension d est djtur s’il n'a
pas de sous-module cohérent non nul de dimensidn

DEFINITION 2.3.— (Semi-stabilité) Soif’ un Ox-module cohérent de dimension d, de
multiplicité r et classe de GrothendieekOn dit queF' estsemi-stablesi

(i) il est pur de dimensiod

(i) pour tout sous-module cohérent non nlil C F, de classe de Grothendieck et de
multiplicité »’, on a

d ¢
— < -
r T

On définit de méme la notion detabilité en demandant I'inégalité stricte lorsqu® est
distinct deF'.

Soit ¢ € K,um(X) une classe de Grothendieck de dimensibet de multiplicitér. On
considere la catégorie des faisceaux semi-stablede dimensiond, de multiplicité r tels
querc(F) =r(F)c. C'est une catégorie abélienne, artinienne et noethérienne. Elle a donc des
filtrations de Jordan—Holder. Deux faisceaux cohéréhtt G sont dits S-équivalents s’ils ont
méme classe de Grothendieck et si leurs gradués de Jordan—Hdlder sont isomorphes.

THEOREME 2.4. — Soitc € Kpum(X).

() Il existe un espace de modules grossidry(c) pour les faisceaux semi-stables F de
dimension d, de classe de Grothendieck

(i) L'espace de modulek/x (c) est un schéma projectif dont les points sont les classes de
S-équivalence de faisceaux semi-stables.

Ce résultat, énoncé sous une forme voisine, est démontré avec cette généralité par C. Simp-
son [22]; il étend I'énoncé bien connu de Gieseker et Maruyama [19].

3. Systémes cohérents

Soit (X, Ox (1)) une variété algébrique projective et lisse, de dimensigmolarisée.

DEFINITION 3.1.—On appelle systeme cohérent de dimengisur X un coupleA = (T', F)
formé d’un faisceau algébrique cohéréntle dimensionl sur X et d’'un sous-espace vectoriel
I c H'(F).

Un morphisme de systemes cohérefts= (I, F) — A’ = (I, F”) est la donnée d’'un
morphisme de faisceaux algébriques cohérgnt8 — F” tel que f(T') C IT”. Les systemes
cohérents constituent une catégorie additive. On peut la plonger dans une catégorie abélienne
en introduisant la notion de systeme algébrique [9] : un systéeme algébrique est un triplet
A = (T,i,F) ou F est un faisceau algébriquE,un espace vectoriel 6t ' — H°(F) une
application linéaire. Un morphisme de systémes algébriques

A=(D,i,F) — A' = (I, i, F")

estun coupléf, g) ou f:T' — I est une application linéaire gt F — F’ un morphisme de
faisceaux algébriques tels que le diagramme
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soit commutatif. Les systémes algébriques constituent une catégorie abélienne qui a suffisam-
ment d’objets injectifs. En particulier, on peut définir, étant donnés deux systémes cohérents
A= (T,F)etA = (I",F') les espaces vectorielxt?(A, A’). Ce sont des espaces vectoriels
de dimension finie, et on a une suite exacte longue
0 — Hom(A, A’) — Hom(F, F') — Hom(T', H°(F")/T") —
Ext'(A,A') — Ext'(F, F') — Hom(T, H'(F')) — - -

On associe a un systeme cohérént (T', F) la classe de Grothendieck daiRig X )
¢(A) =dimT + ¢(F).
DEFINITION 3.2.—Un systeme cohérent= (T, F) de dimensioni est dit semi-stable &

est pur de dimensiod et si pour tout sous-modulE’ C F' non nul de multiplicitér’, on a, en
posanl” =T'N HO(F) etA’ = (I', F')

Ceci signifie donc quéim I /v’ < dimT'/r et en cas d’égalité(F’) /r' < c(F)/r.

Quand on fixe le polyndbme de Hilbert dé on obtient une famille de systemes cohérents
semi-stable$l’, F) qui est limitée. On peut évidemment définir la notion de filtration de Jordan—
Holder pour de tels sytémes cohérents : ceci tient encore au fait qu'une elas$&(X)
de dimensiond et de multiplicitér étant donnée la catégorig(c) des systemes cohérents
A = (T, F) de multiplicitér, tels querc(A) = r(F)c, est une catégorie abélienne, noethérienne
et artinienne. Deux systémes cohérents de dimenrbsatmultiplicité r sont S-équivalents s'ils
ont méme classe de Grothendieck et si leurs gradués de Jordan—Hdlder sont isomorphes. Soient
k un entier, etc € K,,m(X) ; il existe alors pour les systémes cohérehts (T, F) tels que
dim I' =k, ¢(F) = c un espace de modules grossigst x (¢, k) ; c’est un schéma projectif dont
les points sont les classes de S-équivalence de systémes cohérents semi-stables [15,9].

4. Faisceaux de Poncelet

Soit n un entier> 4. On considére I'espace de modulks, des classes d&-équivalence
de faisceaux semi-stables de rang 2, de classes de Qhernsur le plan projectif. C'est une
variété irréductible de dimensiam — 3 ; elle est lisse sk est impair ; quand est pair, elle est
normale et localement factorielle ; son lieu singulier est de dimersiat constitué des classes
d’équivalence de faisceaux strictement semi-stables. Dans cet espace de modules, les classes qu
se représentent par un faisceau singulier constituent une hypersurfacé hftée

Soit F' un faisceau semi-stable de rang 2 et de classes de Qherp On aH?(F(j)) =0
pourj > —3. La suite des nombres de Hodge- dim H'(F(5)) d’un tel faisceau semi-stable
est strictement décroissante pgue 0 jusqu’a ce qu’elle s’annulect. [10], lemme 1.1); pour
1<j<n—2onadonadim HY(F(j)) <n—2—j, etpourj>n—2onaH(F(j))=0.
D’aprés la formule de Riemann—Roch, on a en outre

dim H?(F(j)) —dim H" (F(j)) = x(j) == (j + 1)(j +2) — n.
En particulierdim HY(F (1)) < 3.
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DEFINITION 4.1. — Un faisceau semi-stabtede rang 2, de classes de Chern (0,n) est appelé
faisceau de Poncelet s'il satisfait a I'une des conditions équivalentes

dim HO(F (1)) > 2,

dim HY(F(1)) > n — 4.

Les classes d’équivalence de faisceaux de Poncelet constituent un fefgstris-jacent a
un sous-schéma fernié, défini de la maniére suivante : quan@st impair, il existe un faisceau
universelF sur M,, x P, paramétré pab/,, et le sous-schéma, est défini par I'idéal de Fitting
d’'indice n — 5 (cf. Lang [11] p. 483) du faisceak'pr,, (F(1)). Quandn est pair, il n’existe
plus de faisceau universel. Biest semi-stable de classe de Grothendizeknh?, le faisceau
F(¢) est engendré par ses sectiong/é{ F'(¢£)) = 0 pourqg > 1 et¢ > n — 1. Considérons pour
£ >n —1 un espace vectoridi de dimensiony(¢), le fibré vectorielE = H @ O(—/) et le
schéma de Hilberk = Hilb(E,2 — nh?) des faisceaux cohérents quotientskiele classe de
Grothendieck — nh2. L'espace de modulel/,, est le quotient de I'ouve®** des points semi-
stables par I'action du groupe réduc$if.(H). Il existe alors un faisceau univerdelparamétré
par R** et le schéma’, est le quotient de Mumford du sous-schéma fermé défini par I'idéal de
Fitting d’indicen — 5 du faisceauR!pr,, (F(1)).

4.1. Construction des faisceaux de Poncelet

Considérons un systéme cohérent semi-stable- (I',©) de classe de Grothendieck
c=2h + nh? et tel quedimI" = 2. Le faisceau cohérer® est un faisceau pur de dimension
1, de classe de Grothendieck: 2h + nh? : sa multiplicité est 2 et sa caractéristique d’Euler—
Poincaré est =n + 2 ; le support schématique d’un tel faisceau est une corigue faisceau
O peut alors étre vu comme @W.-module ; les points au voisinage desquels ce faisceau n’est pas
un O.-module libre sont dits points singuliers @e Un tel systéme cohérent définit un élément
deExt'(6,0) @ T* = Ext!(©,T* @ 0) ou le faiscea® est le dual, défini par

O =Ext'(0,0) =0* @0, O.(2).
On en déduit une extension
(4.1) 0—T"®0— F(1) — 6 —0.
DEFINITION 4.2. —Un faisceau semi-stable de rang 2 et de classes de QGhernest dit
spécial sidim H°(F'(1)) = 3.

THEOREME 4.3. — On poseS,, = Syst(2h + nh?,2).
(i) Le faisceaur’ construit ci-dessus est un faisceau de Poncelet de classes de @hejn
(i) Le morphisme canonique

7T:S7L—>PIL

qui associe a la classe du systeme cohérent semi-gtlbt) la classe du faisceall' est
surjectif; c’est un isomorphisme au-dessus de I'ouverRjales classes de faisceaux de
Poncelet non spéciaux.

On obtient ainsi un diagramme de variétés projectives

S, —7=Co =P

s

3
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dans lequel le morphisme est le morphisme décrit ci-dessus; le morphismassocie a un
point deSyst(2h + nh?,2) représenté par un systéme cohér@h®) la coniquec définie par
le support schématique de. On vérifiera aux paragraphes 4.3 et 4.4 gijeet P, sont des
schémas integres (et méme normaux) de dimerision 5. Il résulte de I'’énoncé ci-dessus que
le morphismer est birationnel.

Démonstration. -D’aprés le corollaire 4.22 de [15], le systéme cohé(&nt'(1)) est semi-
stable. Pour en déduire que est semi-stable, la démonstration est identique a celle qui est
donnée dans le lemme 6.6 de [15]. La suite exacte (4.1) montre que le faiSoestbien un
faisceau de Poncelet. Réciproquement, sofénin faisceau de Poncelet, Btun sous-espace
vectoriel de dimension 2 d&#°(F'(1)). Alors la démonstration du lemme 6.6 de [15] montre que
le systéme cohérefl’, F'(1)) est semi-stable. So#® le conoyau du morphisme d’évaluation
o025 F(1), et © = Ext'(0,0). Alors © est un faisceau pur de dimension 1, de classe
de GrothendieckRh + nh? et linclusion canoniqué™ — Ext'(©,0) = H°(0) obtenue en
appliquant le foncteulom(—, O) a la suite exacte

0—T®05F(1)—6-—0

définit un systéme cohérent semi-stafilé, ©) de dimension 1 d’aprés le corollaire 4.22 de [15],

et le faisceau de Poncelet associé est isomorghdP®dur obtenir un isomorphisme au-dessus de
I'ouvert des faisceaux non spéciaux, il suffit de travailler en familles et d’utiliser les propriétés
de modules grossiers.O

4.2. Description des faisceaux spéciaux

On désigne paf) le fibré quotient canonique de rang 2 $uyr

PROPOSITION 4.4. —Soit F' un faisceau semi-stable de ra@get de classes de Che(f, n)
sur le plan projectif. Les conditions suivantes sont équivalentes
(i) le faisceauF' est spéciaj
(i) dimHY(F(1))=n-3;
(iii) pourtoutl <i<n—2,onadimH (F(i)=n—2—1i;
(iv) le faisceauF' a une droite de saut d’ordre — 1 ;
(v) il existe une droite¢ C P, et une suite exacte

0—Q"— F— Oy(1—n)—0.

Dans ces conditions la droite de saut d’ordre- 1 est unique.

Démonstration. -tes assertions (i) et (ii) sont évidemment équivalentes d’apres le théoréme
de Riemann—Roch, et (iii) implique trivialement (ii).

Montrons que(i) = (iii). Soit unF' un faisceau spécial ; considérons un systéme cohérent
semi-stabldI’, ©) ou © est de classe de Grothendietlk+ nh? de support une coniqueet I
de dimension 2, et tel que le faisceau semi-stable associé soit isomaFphe aisceal®, qui
a pour caractéristique d’Euler—Poincar®) = 4 — n est alors instable car sinon, le faisceau
structural®, étant stable de caractéristique d’Euler—Poindargar semi-stabilité°(6) = 0,
et on aurait alorglim H°(F' (1)) = 2, ce qui contredit le fait qué” est spécial. Il en résulte que
O est un faisceau instable de dimension 1. Le suppog dst donc obligatoirement une conique
¢ singuliére ; plus précisément, la filtration de Harder—Narasimham dentre qu’il existe une
Suite exacte

0—0 —0—0"—0
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ou ©' et ©” sont des faisceaux inversibles sur des draites ¢, de degrés respectifs eta”
tels qued’ > a”. On a bien sln’ + o’ = n. Le fait que(T', ©) soit semi-stable implique en outre
quea’ < n — 1 ou ce quirevient au mémg’ > 1. Par dualité on a alors une suite exacte

0—0"—06-—56—0o0.

Puisque®” = Oy (—a" + 1), et que©’ est un faisceau inversible de degré’ + 1 < 0, le
fait que I’ soit spécial est équivalent& = 1 ou encore &’ =n — 1. Si c’'est le cas on a une
surjectionF'(1) — Oy (—n + 2) ce qui signifie que’”’ est une droite de saut d’ordre— 1;
ceci démontre (iii).

Montrons que(iii) = (iv). Dire que? est une droite de saut d’ordre— 1 signifie que
I'on a un morphisme non nu¥ — O, (1 — n) : ceci implique H!(F(n — 3)) # 0 . D’'aprés
le comportement de la suite+— dim H'(F(i)) décrite en préambule ceci implique que
dim H*(F(i)) =n — 2 —i pourl <i <n — 2, ce qui démontre (iv).

Montrons que (i) équivaut & (v). On a vu que si (i) est vrai, il existe une drbié un
morphisme surjectit’ — O,(1 — n). Le noyauK d’un tel morphisme est un faisceau sans
torsion de rang 2 de classes de Cheri, 1). Montrons qu’il est semi-stable : salt un sous-
faisceau maximal de rang 1 dé. PuisqueL est aussi un sous-faisceau Bgon ac; (L) < 0.

Il s’agit de montrer en fait que; (L) < —1. Mais au cas ou; (L) = 0, on aurait a cause de la
semi-stabilité de{

CQ(L) 2 5

et d’autre part le quotier/ L serait sans torsion de rang 1 et aurait pour classe de Chern

1—h+h?
T e (D~ 1—h+ (1—c(L)R?).

Ainsi n/2 < co(L) <1 et n < 2 ce qui est contraire a I'’hypothése. Ceci démontre donc
gu’un tel sous-faisceau n’existe pas. Puisqlieest le seul faisceau semi-stable de classes de
Chern(—1,1) le faisceauk” est isomorphe &*. Ceci démontre (v). Evidemment (v) entraine
I'existence d’une droite de saut d’ordne— 1. Qu’une telle droite de saut soit unique résulte du
fait queHom(Q*, Oy(1 —n)) =0 pourn >2. 0O

Un faisceau spéciaF’ est obligatoirement stable; il s’écrit de maniere unique comme
extension

0—Q"—F—0y(1l—n)—0
ils constituent une sous-variét, lisse et irréductible de dimensi@n + 2 qui ne rencontre pas
le lieu singulier deM,,.
4.3. Le schémaS,, = Syst(2h + nh?,2)

PROPOSITION 4.5. — Soitn un entier> 4.

(i) Le schémab,, est irréductible et normal de dimensiofis + 5.

(i) L'ouvert des points stables d%, est localement intersection compléte. En particulien, si
est impair,S,, est localement intersection compléte.

Démonstration. +a démonstration nécessite I'introduction du schéma de Hilbert qui permet
la construction de5,,, a cause de la présence de points semi-stables quastipair. Elle peut
étre simplifi€ée pourn impair car dans ce cas tous les points semi-stables sont stables ; en outre
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les faisceaux stableé3 sont obligatoirementlocalement libres sur leur support [14]I'SP) est

un systéme cohérent semi-stable représentant un po#t,d@ est engendré par ses sections et
H'(©) = 0. On considére un espace vectotitte dimensionV = n + 2. Soientc = 2h +nh?,

et Hilb(H ® O,c) le schéma de Hilbert des faisceaux quotient de classe de Grothendieck
Désignons pafk;® le sous-schéma ouvert de

R, :=Grass(2,H) x Hilb(H ® O, ¢)

des couple$l’, ©) satisfaisant aux conditions suivantes

(@) H'(©) =0;

(b) l'application linéaireH — H°(©) est inversible;

(c) le couple(T", ©) définit un systéme cohérent semi-stable.

L'espace de module$,, est un bon quotient dB:® par I'action naturelle du grougeGL(H ),
etl'action dePGL(H) est libre sur 'ouveri?? des points stables. Désignons p¢r©) € R3*
par K le noyau du morphism& @ O — O. Au voisinage d’un tel point, 'espace de modules
R,, est isomorphedf. [9]) au schéma des zéros d’'un morphisme d’'un germe de schéma lisse
d’espace tangent de Zariskiom (I, H%(©)/I')) x Hom(K,©) & valeurs dan&xt'(K,0).
Il résulte du lemme de Krull que toutes les composantes irréductibles sont de dimension
> 2n + dim Hom(K, ©) — dim Ext*(K,0) = 2n + x(K,©) = 2n + 4 + N2. Considérons la
projection canonique

p: R — S, 25 Cy =Ps.

Au-dessus de l'ouvert des coniques lisses, ce morphisme est lisse de dimension relative
2n + N? — 1, et la fibre au-dessus d’un point est isomorph@rass(2, H) x PGL(H) ; par
conséquent 'image réciproqdié de cet ouvert est irréductible de dimensibn+ 4 + N2. On

va démontrer qu&:® est un schéma irréductible localement intersection compléte de dimension
2n + 4+ N2, donc de Cohen-Macaulay. Il suffit de vérifier que le complémentaire de cet ouvert
U est de dimensior: 2n + 4 + N2. Ceci résulte du lemme suivant :

LEMME 4.6. — Les fibres du morphisme: R:* — P5 sont de dimensios 2n + N2 — 1.

En fait, cet énoncé entrainant gi¢* est localement intersection compléte et donc de Cohen—
Macaulay, il résulte que ces fibres sont de Cohen—Macaulay de dimehsienV2 — 1 : en
particulier, les fibres du morphismesont pures de dimensi@m + N2 — 1.

Démonstration. -Supposons d’abord que la coniquesoit réduite : au-dessus deil n'y
a alors, a isomorphisme prés, qu'un nombre €ni,...,0, de faisceawd, satisfaisant a la
propriété suivante : pour tout quotiedt— ©” de multiplicité 1,x(0”) > 1. Chacun de ce®;
est engendré par ses sections et dh'éO;) = 0; de plus, le groupe des automorphisme€de
est réduit &*, sauf si©; n’est pas localement libre surOn a donc un morphisme canonique

fi: Wi = Grass(2, H) x Isom(H, H(0;)) — Ry;

désignons pai?* I'image réciproque de I'ouvet®:® des points semi-stables. Les fibresfie
sont les trajectoires sous I'action libre du groupet(©;) ; par suite 'adhérence de I'image de
W¢s est au plus de dimensidm + N2 — 1. Ces fermés recouvrent la fibre, ce qui démontre
I'énoncé dans le cas atest réduite.

Supposons maintenant que la conigueoit une droite doublé?. Le faisceau® est ou
localement libre, auquel cas son groupe d’automorphismes est de dimension 1, ou isomorphe
a une extension

0— Op(a) — O — Oy(b) — 0
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ol a et b sont des entiers tels que+ b = n,a > b > 1. Une telle extension peut étre
scindée, auquel cas le groupe des automorphisme3 dst de dimensiom — b + 3 ou 4
suivant quea > b ou a = b, ou non scindée, auquel cas le groupe des automorphismes est
de dimensioru — b + 2. Les extensions non scindées sont paramétrées par I'espace projectif
P, =P(Ext'(O(b),04(a))), de dimensiom — b+ 1 et on dispose d’une extension universelle
©q,p SUr P, x Po. Considérons le schémi&, , = Grass(2, H) x Isom(H,pr;,(Oqp)) €t le
morphisme canoniqug, , : W, , — R,,. Désignons palV ;3 I'image réciproque dé?;°. On a

donc deux morphismes

fa b
SSs : CE]
Wa,b > Rn

Pa,b

Considérons un poink € P, , auquel est associée une extensiop et la fiborev=1()). La
fibre de la restriction d¢, , av~1()\) est la trajectoire par I'action du groupest(0,) ; cette
action étant libre, on voit que le ferm@ ,(v—1()\)) est de dimensio& 2n —a + b — 2 + N2.
Par suitedim f, ,(W, ) < 2n+ N? — 1. Les extensions scindées se traitent comme ci-dessus,
et leur contribution fournit des fermés de dimension + N2 — 1. Comme tous ces fermés
recouvrent la fibre dg au-dessus du point défini par la conigueeci achéve la démonstration
du lemme 4.6.

Pour voir queR:® est une variété normale, il reste d’aprés le critére de Serre a s’assurer que
son ensemble singulier est de codimensioh

LEMME 4.7.— (i)Sin =4 le schémaR:® est une variété lisse.
(i) Sin > 4, le fermé des points singuliers d&° est de codimension 3.

Démonstration. H suffit d'aprés la description locale de vérifier que le ferméRfg des
pointsA = (I, ©) tels queExt*(0, ©) # 0 est vide sin = 4 ou de codimensiog: 3 si n > 5.
On a évidemmeriExt?(0, ©) = 0 si © est localement libre, ou si le support @eest dégénéré
en deux droites distinctes. §i est porté par une droite doublg, et non localement libre, il
s’écrit comme extension

0— Opla) — O — Oy(b) — 0
aveca > b — 1, et alorsExt? (0, 0) ~ Ext*(Oy(a), Oy(b)) et par suite

. 2 . 0 sia—1b <2,
dim Ext™(8,0) = {a—b—2 sia>b+3.
Puisquez <n — 1 eta + b =n, ce fermé est vide dans le cas- 4; dans le cas > 5, I'énoncé
résulte du lemme 4.6.0

Il en résulte quer:® et par suiteS,, est une variété normale ; puisque sur I'ouvert des points
stables 'action d&GL(H) est libre, on voit ques,, est un schéma irréductible et normal de
dimensior2n + 5. Ceci démontre I'assertion (i). Pour démontrer (ii), il suffit de remarquer qu’au
voisinage d'un point stabla = (I", ©) de S,, le schémaS,, est localement isomorphef(Min
He, [9]) au schéma des zéros d’'un morphisme défini sur un germe de schéma lisse d’espace
tangent de ZariskExt' (A, A) et & valeurs danExt*(A,A). Or 3, (—1) dimExt’ (A, A) =
—4 — 2n et puisque\ est stabledim Hom(A, A) = 1. Donc

dimExt' (A, A) — dimExt?*(A, A) = 2n + 5.
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Par suite, S, est localement intersection compléte au voisinage AddeCeci achéve la
démonstration de la proposition 4.5.

4.4. Le schémaP, des faisceaux de Poncelet

PROPOSITION 4.8. —
(i) Le schéma’, estirréductible et normal de dimensi@n + 5.
(ii) L'ouvert des points stables d@, est de Cohen—Macaulay.

Démonstration. H résulte de I'énoncé ci-dessus giig est irréductible de dimensid@n + 5.
Soit¢ un entier>n — 1, et K un espace vectoriel de dimensig(Y). Le schémaP,, est obtenu
par passage au quotient sous le groupe rédsiétif<’) d’'un sous-schéma déterminantf&| d’un
ouvertlisseH** de’H = Hilb(E, 2 —nh?), oUE = K @ O(—/). SoitF le faisceau universel sur
Hes. Il existe des fibrés vectorield et B surH** de rangs respectiisetb =a +n — 6 et un
morphisme de fibrés vectoriels dont le noyaujast (F(1)) et le conoyauR!pr,, (F(1)). Le
schémaP;, est défini par I'idéal des mineuss— 1 x a — 1 de ce morphisme; il est de dimension
2n+4+x(¢)2. Considérons en effet le morphisme canoniégjeé — M,, qui associe au couple
(T, ©) la classe du faisceald défini par I'extension

0—I"®0—F(1)— 6 —0.

Cette construction définit en fait une famili¢ de faisceauwt” paramétrée paR:* de sorte que
si on introduit le fibré des repéres @€ = Isom(K ® Orss,pry,(F')) on obtient un diagramme
commutatif

q
/ SS
R > Rn

|

,
H* ——= M,

Il résulte du théoreme précédent geest un schéma de Cohen—Macaulay irréductible et normal
de dimensior2n + 4 + N2 + x(¢)%. Les morphismes verticaux sofiL(H )-équivariants; le
morphismep a pour imageP,,. Au-dessus de I'ouve’’ C H** des faisceaux quotients non
spéciaux le morphismg est un fibré principal de groupe structufal.(H) et de base le sous-
schémaP,, N U’. Doncdim P, = 2n + 4 + x(¢)? est irréductible de codimensid{n — 4).
Localement c’est I'image réciproque par un morphisme de schémas lisses d’'un sous-schéma
de Cohen—Macaulay; puisqu’il est de la bonne dimension, il est donc de Cohen—Macaulay.
L'ensemble singulier d&’ est de codimensiopr 3 etinvariant paGL(H), et la trace dang’ de
son image est I'ensemble singulier BN U’. Donc cet ensemble singulier est de codimension
> 3. Il en résulte queP;, est une variété normale d'aprés le critére de Serre. Sur 'ouvert des
points stables d&/, qui est non vide, I'action dBGL(K) est libre ; le quotienP,, est donc une
variété irréductible et normale de dimensibn+ 5. Ceci démontre (i).

Soitx € P, un point stable, e, 'anneau local dé\/,, enx. Au-dessus dSpeC(@m) X Py,
il existe une famille universelle, ce qui dispense de se placer sur le schéma de Hilbert. Le méme
argument que ci-dessus montre alors que le complété de I'anneau |d@akde: est de Cohen—
Macaulay. Puisque profondeur et dimension sont conservées par passage au complété, on voit
queP, estlui-méme de Cohen—MacaulayerD'ou (i). O

Considérons le morphisme:S,, — P,. Limage réciproque du sous-schéma, des
faisceaux spéciaux est un diviseur de Weil ; il correspond aux systémes col{Erénystables
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tels que le faiscea® sous-jacent soit extension
0— Og/(n— 1) — 00— Ozn(l) —0

ou ¢ et ¢” sont deux droites d&,. Un tel systéme cohérent est stable; on obtient ainsi
un fermé deS,, défini par les systémes cohérents satisfaisant a la condition déterminantielle
H'(©(-3)) # 0. C'est un diviseur de Weil; nous ignorons si ce diviseur est un diviseur de
Cartier sin > 5. C'est vrai poum = 4. Dans ce cas, on By = My, le sous-schéma&, est une
sous-variété lisse de codimension 3 qui évite les points singuliekd,dde résultat suivant est
démontré dans [15] :

THEOREME 4.9. — Le morphismer: S, — M, est I'éclaté deM/, le long deXy.

Les seuls points singuliers d& sont les points strictement semi-stables. Ceci ne reste pas
vrai poursS,,, pourn > 5.

5. Courbe des droites de saut

Soient(T",®) un systeme cohérent semi-stable de classe de Grothendied + nh? et
tel quedimI’ = 2, et F' le faisceau de Poncelet de classes de Cffeérn) associé dans la
correspondance décrite au 84.1 ci-dessus. La cqgrbdes droites de saut dg, dite courbe
de Poncelet, peut en fait se décrire directement en termes de systémes cohérents; on introduit
pour ceci le diagramme standard associé a la variété d’incidence des couples (droites, points) :

D&)PQ

pTy l/

P3

La courbe des droites de sapt Gr de F' est définie par I'idéal de Fitting du faisceau pur de
dimension un sur le plan projectif dulpr,, (pri(F(—1))).
5.1. Le faisceawj = pry, (pr3(0))

LEMME 5.1.— (i) Sur le plan projectif dual, 'image direct&'pr,, (pr3(©)) est nulle, et
le faisceauG = pr,, (pr3(0©)) est un faisceau algébrique cohérent sans torsion de e
classes de Cherfn, n(n +1)).

(i) Ce faisceau est non singulier en tout poirdéfinissant une droité non contenue dans le
support deo.

(iii) Soit? un point deP3, définissant une droité deP,. Le morphisme canonique

i ®o, k — H"(8);)
est un isomorphismede plus, on a un isomorphisme canonique
Tor1(Gy, k) ~ H° (Tor, (0, 0y)).

Démonstration. -De la condition de semi-stabilité d&',©), on déduiti*(0(i)) = 0 pour
i > —2, ce qui exprime le fait que le faisce@un’est pas trop instable. Le faisce@#tant pur, il
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en est de méme de son image réciproqu@$w P, ; ceci implique la condition de transversalité
O+ x . . , .
Tor, 2 " (0p,O) =0 pouri > 0. De la résolution d&p surPs x P,

(5.1) 0—0(-1,-1)— 00— 0p —0

et du fait queH'(©(—1)) = H*(©) = 0 on déduit queR'pr,, (pr3(0©)) = 0; de plus, on a la
présentation de I'image direcfe= pry, (pr3(0))

(5.2) O—>K®OP;(—1)L>H®OP;—>Q—>O

ol K = H°(©(-1)) et H = H°(©); d’aprés la formule de Riemann-Roch, ces espaces
vectoriels sont de dimensions respectivest n + 2. Il en résulte que le faiscea@ est un
faisceau de rang 2 et de profondeui en tout point/, et de classes de Chefn, sn(n + 1)).

Les assertions (ii) et (iii) sont évidentes si le suppori@lest lisse, car alorgr;(0) est fini

et plat surP; et elles résultent du théoréme de changement de base. Ce n’est plus le cas si le
faisceau© a son support singulier; pour obtenir le fait qéieest sans torsion, il suffit d’apres

le critére de Serre de remarquer que I'ensemble singuligf dst fini. Par dévissage, il suffit

en fait de vérifier le lemme suivant, qui est beaucoup plus précis, et conduit en méme temps a
I'assertion (iii) :

LEMME 5.2. — Soit/ une droite deP,, eti un entier> 0. Désignons pa¥ le point delP;
défini par/, et par@ = Qp; le fibré quotient universel de rarysur le plan projectif duaj soit

t une section dé€) dont le schéma des zéros est le pdint
(i) L'isomorphisme canonique®(Op, (1)) ~ H(Qp; ) induit un isomorphisme de faisceaux

pry. (pr3 (Oe(d))) = my(i).

(i) Le diagramme associé a cet isomorphisme

HO(O(i)) —= H%(Ou(i))

|
HO(S'Q) —* 1 (m (1)

dans lequel la seconde fleche horizontale est définie par le morphismes O(1) = A%2Q
associé & est commutatif.
(iii) On aR'pr,, (pr3(O(i))) = 0.

Démonstration. -On aS'Q = pr,, (pr3(O(i)). Supposons choisies des coordonnéeg, ¢)
dansV* = H°(Op,(1)) de sorte que I'équation desoit t = 0. La résolution standard d@,
conduitimmédiatement & I'assertion (iii), et fournit en outre, par application du fonatgys,
une résolution

0— §"71Q = 5'Q — pry. (pr3 (Oc(3))) — 0,

ou le morphisme- est la multiplication pat, considérée comme section e = H°(Q). On a
un morphismes‘Q — m;;(z'), qui s’annule sur I'image de; il induit donc un morphisme

pry. (pr3(Oe(i))) — my(d)
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qui est évidemment un isomorphisme en dehors du goin¢ premier membre est un faisceau
sans torsion; par suite, ce morphisme est donc injectif. Les deux membres ayant les mémes
classes de Chern, c’est un isomorphisme. Ceci démontre I'assertion (i). Quant a I'assertion (ii),
il suffit de constater que le diagramme de faisceauxP$ur

pr1,pry(O(i)) —— pry,pr(Oe(i))

|

SiQ a mi (i)

est commutatif. Ceci résulte trivialement de la construction de I'isomorphisme de draite.

Fin de la démonstration du lemme 5.1Le lemme 5.2 ci-dessus entraine bien sir I'asser-
tion (ii) du lemme 5.1. Pour vérifier I'assertion (iii), on utilise I'ilsomorphisme donné dans la
catégorie dérivée des espaces vectoriels par la formule de changement de base

Rpry, (pr3(0)) @, k=~ Rpry, (pr5(0) @" Op).

Compte tenu du fait que la projectigm, est un morphisme plat, le second membre est aussi
Rpry, (pr3(© @ Oy)). La cohomologie du premier membre est I'aboutissement d’une suite
spectrale

"By = Tor”! (Rpry., (pr3(©)), k).

L'assertion (iii) est évidente si le support @eest lisse. Si ce support est une conique singuliére,
le fait que le systeme cohérefit, ©) soit semi-stable implique qu’il existe une suite exacte
0— 0 —06-—0"—00u06etd®” sont des faisceaux inversibles de degrés positifs sur
des droiteg’ et ¢ deP,. Il résulte du lemme 5.2 ci-dessus que;"? est nul sauf siy =0 et
p=0ou-—1. Considérons la deuxieme suite spectrale, de méme aboutissement,

"EY? = RPpry, (pr3(Tor_,(0,0y))).

Du fait queTor, (O, O¢) = O;(—1) on déduit encore du lemme 5.2 qB%? = 0 sauf sip =0
etq =0 ouqg = —1. Ceci conduit au résultat attendut

5.2. Description de la courbey = ¢
Considérons le morphisme canonique sur le plan projectif dual
¢:T'® Op; — pry, (pr3(0)) =G.

PROPOSITION 5.3. —Le morphismep est génériquement injectif, et son conoyau a méme
idéal de Fitting que le faisceat'pr,, (pri(F(—1))).

Démonstration. e noyau de 'homomorphisme canonique
I'®Op, — O

est isomorphe a*(—1), et son conoyau &Ext'(F,O(—1)). En considérant une droite
générique, on est ramené pour vérifier la premiére assertion, a constatéf @tig —1)[,) = 0,
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ou ce qui revient au méme par dualité gtié(F(—1)|,) = 0. Il suffit de prendre pouf une
droite qui n’est pas de saut poéit Considérons maintenant les projectigns figurant dans
le diagramme standard. Les faiscedtbpr, , (pr3(F(—1)) et Mérl (prs(F),0p(0,—1)) sont
deux faisceaux cohérents de dimension 1Bude méme idéal de Fittingf. [10], lemme 3.4) :
ceci peut se voir par exemple en utilisant une présentatidncdamme faisceau de cohomologie
d’'une monade, d’ou on déduit en fait un isomorphisme

(5.3) Exty, (pr3(F),Op(0,-1)) ~Ext' (R'pry, (pr3(F(-1))), Op;(~1)).

Soit® = Ext! (0, 0). En appliquant le fonctedfom,,, (pr3(—),Op) ala suite exacte

(5.4) 0—TI"®0—F(1)—0—0
on obtient la suite exacte sBi,
0— T ® Op; - Bxt}, (pr3(6),0p) — Extl, (pr5(F(1)),0p) — 0.

En considérant la résolution (5.1) de la variété d'incidefiteon obtient exactement pour
le faisceaumllm1 (pr3(©),0p), la présentation (5.2), ce qui montre qu'il est isomorphe a
G, le morphismev s’identifiant au morphisme induit par le morphisme d’évaluation, c’est-a-
direap. O

COROLLAIRE 5.4.— La courbe des droites de saut deest donnée par 'idéal de Fitting du
conoyau du morphisme:I' ® Op; — G.

Il résulte de I'isomorphisme (5.3) que le conoyaug@est pur de dimension 1, et que son
support schématique est une courbe qui coincide avec la cquth@- des droites de saut de
F. Il résulte du lemme 5.1 qu’une droitedéfinit un point de3x si et seulement si I'application
linéairey,: s — s|e

I — H%O|,)
n'est pas inversible.

COROLLAIRE 5.5.-Si le support de© est une conique singuliérg la courbeq = Gr
contient les points d&; correspondant aux droite§ contenues dans la conique et telles que
X(Bl¢) = 3.

COROLLAIRE 5.6. — Si le support de® est une conique singulieke une droitel contenue
dans la conique et telle queg(©|,) > 4 définit un point singulief de la courbey = G .

5.3. Etude des points singuliers

Il est fondamental pour la suite de pouvoir décider qu’une droite de/s#rit’ définit ou non
un point singulier de la courbe de Poncelet associée. C'est facile loFsgrmvient d’'un systéeme
linéaire A = (T, ©) de Syst(2h + nh?,2) sans point de base sur une conigu&ventuellement
singuliere. Commencons par étendre cette notion aux systemes coli€réhigels que®© ne
soit plus obligatoirement localement libre sur son support.

DEFINITION 5.7.—On dit que le systéme cohérgiit, ©) est sans point de base si le
morphisme d’évaluatioav: T" ® Op, — © est surjectif.
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Si le systéeme cohérerfl’, ©) est sans point de base, le faiscdawassocié est localement
libre. Si le systéme cohére(if, ©) est stable et a un point de bageon peut trouver un sous-
faisceau®’ C © de multiplicité 2, de caractéristique d’Euler—Poincg(®’) = n — 1 tel que
[ C H°(©’). Le systéeme cohérerf’, ©’) est encore semi-stable, et définit une courbee
degrén — 1. Il résulte du corollaire 5.4 que la courhe= 3r est décomposée en la couriest
une droite

g=9q +a
ou a est la droite du plan projectif dual définie par le paintEn particulier, la courbg est
singuliére. C’est aussi le cas si on part d’'un systéme cohéfefit) strictement semi-stable :
ceci impose que est pair, et la courbe est alors I'union de deux courbes de degré-n/2,
chacune d’elles étant I'union de droites concourantes. L'énoncé suivant généralise I'énoncé
bien connu pour les courbes de Poncelet associées a des systémes linéaires sur des courbes lisse
(Maruyama [20], Trautmann [24], Vallés [26]). Il est important pour la suite d’examiner les

points singuliers des courbes de Poncelet associées a des systemes cohérents semi-stables dor
le support schématique est une conique singuliére.

PROPOSITION 5.8. — Soientz € H°(O(1)) non nul et/ la droite d’équationz = 0. On
suppose que

(i) la droite £ n'est pas associée@;

(i) le systeme cohére(lf', ©) est semi-stable et sans point de base.

La droite¢ définit un point singulief de la courbey des droites de saut= 35 si et seulement
Si

2?H°(0(-2)) NT #0.

Démonstration. Puisque la droité n’est pas associée@, le morphisme de multiplication
parz

o(-1) =6

est injectif, et il en est de méme du morphisme induit sur les espaces de sections globales.
On a alorsdim H°(©|,) = 2 et ¢ est un point non singulier poug. Considérons la
filtration décroissantd’; = I' N 2*H°(©(—i)). Puisque(T,O) est sans point de base, on
a dimzH°(©(—1)) N T < 1. Si cette intersection est nulle, le morphisme de restriction
wo:T — H°(O|,) est injectif et donc c’est un isomorphisme. Doh@’appartient pas a la
courbeq des droites de saut.

Supposons H?(O(—1)) NT # 0. Alors ¢ définit un point dej. Il existe une section non nulle
s €T de la formes = zt, oUt est une section d®(—1). LUespace tangent de Zariskiggen ¢ est
le noyau de I'application linéaire tangente de Péjt de au point/

T;(P3) = H°(Og(1)) — Hom(ker ¢y, coker ¢y).

Le noyau dep, est le sous-espace vectoriel engendréspar z ; I'application linéaire tangente
de Petrid;¢ est définie pour € H°(O,(1)) par

dgo(7)(s) = p(t[e)
oup est la projection canoniqué®(6|,) — coker ;. .
Supposong?HY(©(-2)) NT # 0. Il s’agit de vérifier que’ est un point singulier dg. La
sections est alors divisible pat?, ett est divisible par:. Cette différentielle est alors nulle ; et
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par conséquent le poifest un point singulier dg = 5. Réciproquement, si cette différentielle
est nulle;rt|, appartient a I'image de, pour toutr. Nous allons en déduire que est nulle.
Soit¢ le support d&©. Remarquons tout d’abord que le morphisme de restriction

H°(04(1)) — H°(Ocre(1))

est un isomorphisme. Sine rencontre aucun des points singuliersadd’espace vectoriel des
sectionsH°(0|,) est un module libre de rang 1 sur l'algébi#® (O.~,). Limage dey, est un
sous-espace vectoriel de dimension 1, qui, d’aprés I'hypothése (ii) n’est contenu dans aucun des
sous-modules(, de H°(0|,) des éléments s’annulant en un paintdle ¢ N ¢. Le stabilisateur
de l'image dep, dans le groupe des éléments inversitdlEY O.~,)* est réduit au sous-groupe
k* des homothéties. Donc, son orbite n'est pas réduite & un point. Il en résultg gué et
par suite la section appartient & N 22 H°(©(—2)). Si ¢ rencontre un point singulier de ©,

le module®|, est de longueur 2, de support le poinet non isomorphe &,~,. Donc ©|,
est isomorphe &(a) @ k(a). Le morphisme de restrictiol°(0],) — © ® k(a) est alors un
isomorphisme. Puisqud’, ©) est sans point de base, I'application linéaire I — H°(O|,)
est un isomorphisme et dofia’est pas de saut.O

5.4. Exemple

On voit en particulier que si le support @ est une conique lisse le faisceau® est un
faisceau inversible de degré+ 1 surc; siT' contient une section quia+ 1 zéros distincts,
la courbe de saut = 3y passe par lea(n + 1)/2 sommets du polygone d& an + 1 cOtés
déterminé par ces + 1 points. Ce polygone est circonscrit a la conique duale.d2e plus,
l'interprétation ci-dessus permet d'étudier les singularités de la cglirhececi entraine que si
(T", ©) est un systeme linéaire de degré- 1 sans point de base sur une conique lisse, Bt si
ne contient pas de sections ayant 2 zéros doubles, la coutlig- est lisse ¢f. Maruyama [20],
Trautmann [25], Vallés [27]).

Réciproquement, étant donné un polygomeal cotés dans le plan projectif dual, circonscrit
a une conique lisse*, ce polygone définit. + 1 points distincts sur une conique lissele
Py ; ces points sont les zéros d’une sectiod’'un fibré inversible® de degrén + 1 surc. Les
systémes linéaireE C H°(©) qui contiennent la section constituent dans la grassmannienne
Grass(2, H°(©)) des sous-espaces de dimension ZidéO) un espace projectif de dimension
n; d'aprés le corollaire 5.4, en restriction a cet espace projectif, le morphisrast une
homographie ; cette homographie identifie cet espace projectif avec I'espace projectif des courbes
de degré: passant par les sommets du pentagone darfrggrth [3], Lemma 2). Par suite, toute
courbeq delP; passant par les(n + 1)/2 sommets d’un tel polygone définit un point de I'image
de 3. Une telle courbe quand elle est lisse, est appelée classiquement une courbe de Poncelet
associée a la coniqué.

6. Faisceaux dont la courbe des droites de saut est singuliére

On se limite dans les sections 6—9 aucas4 : la généralisation aux faisceaux de Poncelet de
classe de Chern quelconque n’est pas évidente ; nous ignorons par exefhpéssliocalement
factorielle. Dans le cas = 4, on a vu que I'espace de modulés = Syst(2h + 4h?,2)
s'identifie a I'éclaté deM, le long d’'une sous-variété lissE, de codimension 3 qui évite
les points singuliers. Tout comm&{, c'est une variété irréductible, normale, localement
factorielle. L'imagel du morphisme de Barth: M, — C,4 est une hypersurface dont les points
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représentent les courbes de Poncelet de degré 4. Ces quartiques sont appelées quartiques de
Luroth; I'hypersurfaceC sera appelée hypersurface de Liroth.

On pose dans la suite= 2h + 4h2. On notey = 3o 7: Sy — C4 le morphisme qui associe
a un systeme cohérent la courbe des droites de saut.

6.1. Le groupe de Picard deS, = Syst(c, 2)

On sait décrire le groupe de Picard &€, ; c’est un groupe abélien libre a 2 générateurs
([5,22]). Il résulte du théoreme 2.4 que le groupe de Picarddest un groupe abélien libre
a 3 générateurs. Le diviseur exceptionaelst exactement le diviseur des systéemes cohérents
A = (T',0) tels que® soit instable. On se propose dans ce paragraphe de décrire une base
explicite dePic(Sy).

On considére le groupe abélien libfé(P,) = K (P,) & Z, muni de la forme quadratique
unimodulaireg(u, m) — x(u?)+m? . Considérons une famillé = (T', ©) de systémes cohérents
de S, paramétrée par une variété algébrique liSseeci signifie que® est une familles-plate de
faisceaux cohérents de classe de Grothendietkjuel” est un sous-faisceau localement libre de
pry.(©) induisant au-dessus de chaque point un systeme cohérent. On considere le morphisme
de groupes abéliens

A K (Po) — Pic(S)

défini par(u, m) — det pry,(©.u) ® (det T')®™, ou ©.u désigne par abus le produit des classes
©.pri(u) dansK (S x P3). Ce produit a un sens ca a une résolution localement libre
de longueur 1. Pour tout faisceau inversiblesur S, considérons la famillé\ ® pri(A4) =

(T ®pri(A),pri(A) ® ©). Il est alors clair que

>\A®prf (A) (u,m) = >\A(U,m) ® A(C,u)+2m.

Comme on l'a déja vu, I'espace de modul§s se construit en quotientant un ouvert
convenablej d'une grassmannienne relative au-dessus d’'un schéma Quot par I'action d’'un
groupe réductif. Cet ouvert paramétre une famille universelle de systéemes cohérents et par
application du critére de descente de Kempf on peut alors construire un homomorphisme de
groupes [16]

As, 1 (¢,2)F — Pic(Sy)

caractérisé par la propriété universelle suivante : pour toute fari#te(T", ©) paramétrée par
S,ona

>\A (U, m) = f/t ()‘5'4 (U, m))
ou fa : S — S, est le morphisme modulaire associé a la famille.

PROPOSITION 6.1. — Le morphisme canonique
As, : (¢,2) — Pic(Sy)

est un isomorphisme.

Démonstration. -D’'aprés le théoreme 4.9, le groupe de Picard de I'espace de maglules
est évidemment somme directe du groupe de Picari/get du groupe engendré par le fibré
inversiblee engendré par le diviseur exceptionnel. L'énoncé sera donc une conséquence de la
description du groupe de Picard dé, et I'interprétation du diviseur exceptionnel. Considérons
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une familleA = (T, ©) de systéemes cohérents semi-stables paramétrég pata famille F
de faisceaux semi-stables de classe de Grothendieckh? associée, définie par I'extension
canonique suf x P,

0—I"®0p, — F(1) —0 —0
ou6 =Ext'(0,0).

LEMME 6.2.— Soite le fibré inversible associé au diviseur exceptionnel. DRi$S4), on a
e=—Xg,((1—h)*0).

Démonstration. e support du diviseur exceptionnel est le fermé des systémes cohérents
semi-stable¢l’, ©) tels queO soit instable. Un tel faisceau a pour support une conique singuliére
et la filtration de Harder—Narasimhan @es’écrit

O—>Oy(3) —>@—>05//(1) —0

ou ¢ et ¢ sont deux droites d&,. Donnons une description schématique de ce diviseur
exceptionnel. On peut trouver une familleparamétrée par une variété lisse et connexelle
gue le morphisme modulairg, soit surjectif et telle que le morphisme

fx :Pic(Sy) — Pic(S)

soit injectif. Limage réciproque dans du diviseur exceptionnel est alors défini par I'idéal de
Fitting du faisceauR!'pr,, (©(—3)). Ce faisceau cohérent est de dimension homologique 1 et
l'image directepr,, (©(—3)) estnulle. En effet, soif' — S le support schématique @e: c’est

une conique relative, € (—3) est unOc-module qu’on écrit comme conoyau d’un morphisme
0— A— B — 0(=3) — 0 ou B=0Oc(—m)" est un faisceau localement libre str
suffisamment négatif. Alors par image directe on obtient une suite exacte

0 — pry, (@(_3)) - RIPTH(A) - RIPTH(B) - Rlpr1* (@(_3)) —0.

Les faisceauw?!pr,, (A) et R'pr,, (B) sont localement libres. Ceci prouve que I'image directe
pr1.(©(—3)) est sans torsion ; comme ce faisceau est génériqguement nul, il est identiquement
nul. Ceci entraine que le sous-schéma défini par I'idéal de Fittingg'qde,,(©(-3)) est le
schéma des zéros d'une section non identiquement nulle du fibré inversibter,, (©(—3)) =

—Aa((1 = h)3,0). Lénoncé en résulte. O

Posons pour touts € K(P3), % = u* ® wp,, OU u — u* désigne I'homomorphisme de
conjugaison, qui envoie la classe d’un faisceau localement libre sur sofi.dDahsidérons
'homomorphisme\g : K (P2) — Pic(.S) associé a la famill® (cf.[16], paragraphe 2.1), défini
par Ao (v) = det pry,(©.u). On a par dualité de Serre pour tout K (P2)

Pry (é(v)) = —Ppry (@(f’)) i

par suitedg (v) = Ao (?). Considérons d'autre part 'homomorphisthg : K (P) — Pic(S)
associé a la famillé”, défini parAp(u) = det pry, (F'(u)) (cf. [16], paragraphe 2.1). On a

Ar(u) = (det T)® XU @ Ag (u*(—2)) = A (u(=2), —x (u(=1))).
4 Cette conjugaison est un automorphisme d’algébre qui etveigh* = —h — h2.
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On est amené & introduire ’lhomomorphisme de groupes abéii¢lis) — K (Py) défini par
§rur (u”(=2), =x(u(=1)).

LEMME 6.3.— ()On a(§(u),(c,2)) = —(u,2 — 4h%).
(i) L'image deg est le sous-groupe dE (P-) des couplegv, m) tels quex(v) +m =0.

Démonstration. €’est un calcul facile, reposant sur la dualité de Serre, le fait queldéFis)
on ait[Op,(—1)] =1 — h, et la définition d&. O

Il en résulte que limage pa¢ de (2 — 4h?)* est contenue dané:,2):. Daprés le
théoreme 4.9, on a un scindage

Pic(Sy) = Pic(My) ® Ze

oue est la classe du diviseur exceptionnel. On a alors le diagramme commutatif de suites exactes::

00— (2—4n?)* (c,2)* Z 0
>\J\/I4l )\s4l i
0 — Pic(My) ——Pic(Sy) —=Z ——=10

ou Ay, 'homomorphisme défini dans [16] et est induit par 'homomorphismév, m) —

x(v) +m. Cet homomorphisme est surjectif, par exemple parce hti®) appartient &c, 2)=.

Il est en fait plus habile de remarquer gifé — »)3,0) appartient aussi &, 2)* et que I'on a
x((1—=h)3)=1:ainsi,((1—h)3,0) réalise un scindage de la premiére suite exacte. La premiére
fleche verticale est un isomorphisme d’'aprés le théoreme de Drézet. D’apres le lemme 6.2,
l'image de((1 — h)3,0) par\g, est—e. Par suite lhomomorphismgs, : (c,2)t — Pic(S4)

est un isomorphisme. Ceci achéve la démonstration de la proposition6.1.

L'orthogonal(1 — 2n2)* dansK (Py) est engendré pd@,(—1)] =h — h? et[O(1)] — h? =
(1—h)~! —h? =1+ h. Remarquons que
E(h—h?)=(=h,1); &(1+h)=([0(=3)] - h*0).
DEFINITION 6.4.—On pose
2=, (—h+h?) =g, (h,—1),
t=\g, (h*,0).

Le fibré inversibled ainsi défini & isomorphisme prés est I'image réciproque du fibré
déterminant de Donaldsdn sur M.

COROLLAIRE 6.5. — (i) Le groupe de Picardic(S4) est un groupe abélien libre de raryg
de base, ¢, ¢.

(i) L'image du groupe de Picard d&/, est égale au sous-groupe &éc(S4) engendré par
les fibrés déterminanteta = — Ay, (1 +h) =t +e.

La classe a une interprétation géométrique remarquable :

PROPOSITION 6.6. —Considérons le morphisme canonigeeS, — C, = P5. La classet
est I'image réciproque de la classe @&, (1) par o.
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Démonstration. -On utilise la famille universelld = (T', ©) de systémes cohérents introduite
dans la démonstration du lemme 6.2. Alors une résolution localement libre

0—A—B—0—70
fournit une section du fibré inversible sir< P, défini par
det B® (det A)~' = Ay (h?,0) K Op, (2).
Cette section peut étre vue comme un morphisme surjectif de fibrés sur
H°(0p,(2))" ® Os — A (h2,0).

On en déduit par la propriété universelle de I'espace projectif un morphissie— P5 tel que
7*(O(1)) = A (R2,0). Ce morphisme se factorise a traversuivant le diagramme

s,

RN

Ps

Puisque d’apres le choix de la famille universelle le morphisme induif paur les groupes de
Picard est injectif, il en résulte que (O(1)) =¢.

6.2. Quatre diviseurs deSy

Outre le diviseur exceptionnelde S, on va décrire trois autres diviseurs g

Le bord9dS,. Le bord9dS, de S, est constitué des systéemes cohérents a point de base. On
obtient ainsi un diviseur irréductible d& qui n’est autre que I'image réciproque du bériil,.

Le diviseurD;. On considéere le sous-ensemble localement fermé des classes de systéemes
cohérents stabled", ©) tels que le support de © soit lisse, et tels qu'il existe une sectien
deI" ayant deux zéros doubles. Autrement dit, il existe une déoiteéquationz = 0 telle que
I'Nz2H%(©(-2)) # 0. On désigne pab; son adhérence : c’est donc un diviseursjeD’apres
la proposition 5.8, la quartique de Liroth associée a un point de ce diviseur est singuliére au point
deP} correspondant a la droite Une telle quartique est appelée quartique de Liroth singuliére
de type I.

Le diviseur D5. Considérons dans; I'image réciproque du diviseur\ des coniques
singuliéres par le morphisme: S, — Ps.

LEMME 6.7.—Le diviseuro—1(A) est réduit.

Démonstration. En effet, il résulte de la suite exacte longue décrite dans la section 3 que le
morphismes est une submersion sur I'ouvdrt des systémes cohérents= (T", ©) stables et
tels que le faiscea® soit non singulier : dans cet ouvert, I'image réciproquedest lisse car
la conique associée en un point de ce diviseur est obligatoirement réduite, ef\destdisse
au point défini par cette conique. Il résulte du calcul effectué dans la démonstration du lemme
4.6 que le complémentaire dedansS, est de codimensiok 2 ; ceci entraine que —!(A) est
réduit. O

Ce diviseur a deux composantes irréductibles : le diviseur exceptiengal ne rencontre
pas le fermé des points strictement semi-stables. L'autre composanist constituée de
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I'adhérence de I'ensemble des classes d’isomorphisme de systémes cohérenta stafble®)

tels que le support schématique @esoit une conigue singuliére, et q@esoit semi-stable : la
description de ce ferm®, sera détaillée dans la section 8; nous verrons notamment qu'il est
bien irréductible.

PROPOSITION 6.8. — Dans le groupe de Picarltic(S4) on a, en notation additive,
0S4 =50 — 28 — 2e,
Dy =120 mod e,
Dy =3t—ce.

La premiére assertion résulte de la formule qui donne le bord dans le groupe de Picard de
M, (cf. par exemple Le Potier [17]) et du fait que ce bord ne contient pas la sous-vagiété
des diviseurs spéciaux. La derniére égalité résulte de la définition du diviselra seconde
assertion est plus difficile et résulte essentiellement de la formule de Porteous. Comme elle n’est
pas indispensable pour la démonstration du théoréme principal, nous n’aborderons pas ce calcul
ici. Elle ne sera utilisée que dans le corollaire 9.4.

6.3. Le diviseur3—1(S,)

On désigne pafD; et D, les images des diviseur®, et D, de Sy par le morphisme
n:S4, — My. Puisque ces diviseur®; et D, ne sont pas contenus dans le diviseur
exceptionnel,D; et D, sont des diviseurs déf,. Le diviseurDs a l'interprétation suivante,
en termes de droites de saut :

LEMME 6.9. - Le diviseurDs de M, est le diviseur représentant les faisceaux semi-stables
qui ont au moins une droite de saut d’ordre2.

Ce lemme résulte de la description d’un point générabdest sa démonstration est reportée
ala fin de la section 8.

THEOREME 6.10.— Soit 3: My — C, le morphisme de Barth. L'image réciproque du
diviseurS, des quartiques singuliéres dg est le diviseur

(61) 5_1(84) =Dy + 2Dy + 30Mjy.

Démonstration. -Soit v = 5 o 7: Sy — C4 le morphisme de Barth. Il revient au méme de
vérifier que

(6.2) 7~ 1(84) = Dy 4 2D5 + 305, mod e.

D’aprés la proposition 5.8, ong D;) C S, et le corollaire 5.6 permet de voir qu€D2) C Sy

(voir aussi section 8). L'image du bottb, est contenu dans le fermé des quartiques réductibles,

et I'image du diviseur exceptionnel est constitué de quartiques ayant au moins un point triple
puisque c’est I'image pap de la variétéy des faisceaux spéciaux. L'image d’'un systeme
cohérent qui n'appartient pas a I'un de ces diviseurs est une quartique lisse d’apres la proposition
5.8. On a donc ensemblistement

7 H(S1) = D1UD;UdS, Ue.
D'aprés la proposition 6.8, dans le groupe de PicRid(Ss) on a D; = 120 mod e,

Dy = 3t mod ¢ et 9S4 = 50 — 2¢ mod ¢. Compte tenu du fait que I'hypersurface est de
degré 27, on g~ 1(S4) = 270, d'ou il résulte la formule attendue.oo
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La formule (6.1) répond en partie a une question qui nous a été posée il y a une dizaine
d'années par C. Peskine. Elle montre guest transverse&, sur un ouvert dé®; : pour obtenir
le théoreme 1.1 il suffirait donc de prouver giie, est génériquementinjective. Nous ne savons
malheureusement pas traiter cette question. Par contre, I'étugie dest plus facile ; la formule
ci-dessus dit qug n’est pas transverse$ sur un ouverDs, ce qui complique la démonstration
du théoréme 1.1 dans le cas= 4.

7. Géométrie des quartiques singuliéres

On poseV = HY(Op,(1))* de sorte que le plan projectif considéré est I'espace des droites
vectorielles deV. On désigne paf,, = P(H(Op,(n))) le systeme linéaire des courbes planes
de degré, et parS,, C C,, I'hypersurface des courbes singulieresq®ist une courbe de degré
n, représentée par un polyndme homogégreS™V* la courbe polairg’(a) d’un pointa € Py
est la courbe de degré— 1 définie parr — 9, f.a’, ou 9, f désigne la différentielle d¢ au
pointx eta’ est un vecteur non nul dé représentant le point Cette courbe polaire recoupe la
courbeq aux points de contaat des tangentesdissues de.. On s’intéresse ici aux quartiques
singuliéres.

7.1. Conique associée a une quartique singuliére

On se propose de montrer que dans le cas d'une quartique singuliére suffisamment générale,
les points de contact des tangentes issues du point singulier appartiennent a unejcbreque
déterminée.

PROPOSITION 7.1. —Soitq une quartique plane singuliere en un seul point doub)etq’ la
cubique polaire d&. On considére le nombre d’intersectiofn q’)o.

(i) Ona(q,q")o = 6, I'égalité n'ayant lieu que sy’ intégre.

(i) Si(q,9")0 = 6 lintersection g N g’ est la réunion d'un sous-schéma de longuéur
concentré erD, contenu dans le céne tangent €na q et d’'un sous-schéma de longueir
contenu dans une coniqpene passant pas pab.

Démonstration. +’hypothése assure que la quartiqgyeest intégre, et donc le nombre
d’intersection(q, q’)o a un sens. On peut supposer que le point singdliest I'origine dans le
plan affineA défini par le complémentaire de la droited’équationt = 0, out € H°(Op, (1)),
qu’on prend pour droite de l'infini. On désigne pap l'idéal du pointO. La quartiquey est le
schéma des zéros d'une sectipa H°(Op, (4)) s’écrivant

(7.1) f=8f+tf3+ fa

ol f; € H(m} (i) ~ H°(Oa(i)) estun polyndme homogene de degree sorte que la cubique
q’ polaire deO est le schéma des zéros de la forme cubique

(7.2) g=2tfa+ f3.

Il résulte des formules (7.1) et (7.2) ci-dessus guet g ont méme con€' a I'origine, défini par
la forme quadratiqug,. Le nombre d'intersection a I'origing, q')o est donné par

(9,9)0 = (tfs+2f4,2tf2+ f3)o.
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Il en résulte quéq, q’)o > 6 avec égalité si et seulement si les formes binafgext 3 n'ont pas
de zéro commun suk. Il revient au méme de demander que le céhet la cubique;’ n’ont pas
de composante commune, ou encore que la cubjgest intégre, ce qui démontre (i).

Supposons quéy, q')o = 6. Sur la droite de I'infiniA les formes binaireg, et f3 n'ont pas
de zéro en commun. Le complexe de Koszul assodig af2) montre gu'il existe une forme
linéaire¢ et une forme quadratiqug uniques telles qué, = ¢ f3 + ¥ fo. On a alors

(7.3) f=(E+0)fat (t+ @) fs=(t+¢)g— (* +2tdp — ¥) fo.

La coniquep d’équationt? + 2t¢ — 1) = 0 ne passe pas par I'origine. Le cycle intersection de la
guartiqueq et de la cubiqug’ est donné par

(qa q/) = (g7f2)OO + Z(q/vp)mm

ce qui démontre I'assertion (ii).
7.2. Le morphismeq — (q’,p)

On désigne pas, I'hypersurface de&€, des quartiques singulieres, et [&ir 'ouvert deS,
des courbes singuliergsayant au plus un point singulier ordinaite satisfaisant a la condition
(9,9")o = 6, autrement dit telles que la polaigésoit integre.

On désigne de méme p&s I'hypersurface d€; des cubiques singuliéres, et @i I'ouvert
de S5 des cubiques qui ont exactement un point double ordinaire.

On dispose d'un morphism&; — P, qui associe a la quartique son unique point
singulier O. Considérons en effet I'nypersurfacg des quartiques singuliéres. C’est I'image
de la sous-variété, lisse de codimensiod deC, x P, des couplesq,m) € C4 x P tels que
jimf =0, 0u0 f désigne I'équation de, etj,, f le jet d’ordre un def au pointm, par la projection
(q,m) — g. Cette projection a alors une section au-dessus de I'oSyetta composée de cette
section avec la projectioﬁl — Py fournitle morphisme annoncé. La méme remarque vaut pour
I'ouvert des cubiques intégres a point double ordinaire : on dispose d’'un morp8isre Ps.

PROPOSITION 7.2. — Le morphisme
S;— 85 xCy

qui associe & le couple(q’,p) est un isomorphisme sur un ouvértde la variété des couples
formés d’une cubique irréductible singuliére en un point double ordin@iet d’'une conique ne
passant pas pa®.

Démonstration. +es deux membres sont des ouverts de fibrés localement triviaux en espaces
projectifs de dimension 11 au-dessudfdeet le morphisme ci-dessus est compatible avec cette
projection, de sorte qu’on peut fixer le point singuligret choisir la droite de l'infini d’équation
t = 0 ne passant pas pér. Toute cubique’ n’ayant qu’un point double ordinaire est le schéma
des zéros d’'une section de la forme- 2t f> + f5 ou f; € H(m}4 (i)) = H(Oa(i)), et ol f2
est une forme quadratique non dégénérée. Toute copigueplan ne passant pas par I'origine
O a pour équation

t2 4+ 20t — 1) =0
ol ¢ € H%mop(1)) ety € H°(m3(2)), de sorte que le morphisme inverse est donné par

(q',p) — q ou la quartiquey a pour équatiorf =0, oU f = t>f, +tf3 + fi1, et ou f, se calcule
par la formule
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fa=vfat+ofs.

En général, sp et sont quelconques, la quartiggeinsi construite peut étre singuliere en I'un
des points d’intersection dg etp, par exemple sj;s = 0. Pour étre sir qu® est le seul point
singulier, il faut écrire qug est lisse en ces points, ce qui est une condition ouverte.

7.3. Calcul de la dérivée du morphismey — p

Soientt une forme linéaire suv, fixée une fois pour toutes, considérée comme équation de
la droite de l'infini A, et un vecteur tel quét, £) = 1. Le plan projectif contient le plan affine
A C V défini par I'équation(t, z) = 1. On étudie les quartiques singuliéres au voisinage d’un
pointO € A fixé.

Tout vecteur d& s’écritx = £t + u avecu € W = kert, de sorte que I'équatiofideq s’écrit

flét+u)= Zt4 fi€

ouilf;(§) = 8§f est la différentielle-ieme def en¢&; c’est un polyndme homogéne de degré
isurW eté — f;(£) est homogene de degté- i en¢. Dire queq est singuliére eg signifie
que fo (&) = f1(&) = 0. La coniquep associée a un sens £i(€) et f3(£) n'ont pas de zéro en
commun et a pour équation

242t —1h =0

ou la forme linéairep sur TV et la forme quadratique sur W sont définis par la condition de
Koszul danst® (O (4))

(7.4) [3()o + f2(E) = fa(§)-

Soit O un point fixé dans le plan affind. Pour toutg € H°(O(4)), on écrit comme pouf

g(&t+u) Zt4 i u) mod f.

L'espace vectoriel tangent &, au point (4,0) est donné par les couple§, &) €
H(Oq(4)) x W tels que

9(0) =0,
91(0) + 0o f1.£=0.

Remarquons que du fait qye(z) = 9. f, do f1 est aussi le HessieHp f = 2f>(0) vu comme
application linéairdV — W*. Par dérivation de 7.4 au poifg, O), on obtient

£3(0)¢ + f2(0)4) + [g3(0) + 0o f3.£]¢ + [92(O) + o f2.£]%) = ga(O)

ce qui détermine et ) en fonction dey et . Si on identifie HO(Oa (i)) = S'W* avec son
image dandlom(W, S*"1W*) on peut écrirlo f;.£ = 2057 f(€) = (i + 1) fi+1(0)(€). La
quartiqueq a enO un paint double ordinaire ; désignons gdp f = 2f2(0) le Hessien dg en
O, vu comme application linéaire inversibig — W*. Les équations

Ho f(§) = —g1(0),
f3(0)¢ + f2(0)¢h = g4(0) — [g3(0) + 4£1(0).£]¢ — [92(0) + 3f3(0).£]
permettent de calculée, ¢, ) et donc 'image du vecteur tangentansH® (0, (2)).
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7.4. Le diviseur L5 de Sy

On s'intéresse au diviseur not& de I'ouvertS; des quartiques singuliéres telles que la
conique associgesoit singuliére. Le cbne tangefitau point singulie®© d’une quartique € Sj
coupe la quartique suivant deux points triples et I'on a d’aprés la formule (7.3)

(C.9) = (C.a")0O = (t + ¢, f2);

l'intersection résiduelle est donc portée par la droite d’équatienpy = 0, polaire deO par
rapport a la coniqug associée &.

PROPOSITION 7.3. —Soitq une quartique d&;. Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) La droite définie par lintersection résiduell¢C,q) — (C,q)oO est tangente a la
quartiqueq.

(ii) La coniquep associée @ est singuliére.

Si ces conditions sont satisfaites, la conigua un seul point singulier qui est exactement le
point de tangence de la droite portée par 'intersection résiduelle ci-dessus.

Démonstration. -On utilise la formule (7.3). On a vu ci-dessus

(fit+¢)=(t+ ¢, 0> +1) + (t+ ¢, f2).

Lintersection résiduellét + ¢, ¢ + 1)) est 'intersection du cdne quadratique issuQleéfini

par ¢® + ¢ € H%(m% (2)) et de la droite d’équation+ ¢ = 0, qui ne passe pas p&r. Cette
intersection est un point double si et seulement si le discrimidgiet® + v) est nul. Ce
discriminant est aussi celui de la forme quadratique défini& quairt? + 2t¢ — ¢ ce qui conduit

a I'équivalence de (i) et (ii). Puisque la quartique est irréductible, le nombre d’intersection
(f,t + ¢) est fini, et par suite la forme quadratiqyé + +» n’est pas nulle. Alors le rang de

la coniquep est2, et le noyau de la forme quadratique correspond au point de tangence de la
droite d’équatiort + ¢ =0. O

8. Restriction du morphisme de Barth aD-

Donnons d’abord une description détaillée du divisByr Considérons un systéme cohérent
(T, ©) représentant un point stable d&. Le faisceau® sous-jacent n’est jamais stable : il
contient au moins un sous-faisceau cohé&nie classe de Grothendieck2 et par stabilité, le
sous-espack ne rencontre patl®(©’). Il s’écrit donc comme extension

(81) 0— (07 @/) - (F> @) - (FN> @H) —0
ou ©' et ©” sont des faisceaux purs de clagge ; ce sont donc des faisceaux inversibles de

degré2 sur des droiteg’ et/ respectivement. Le systéme cohérdrit, ©) définit un point de
I'espace de module$yst(c/2,2). Cet espace de modules est tres facile & décrire :

LEMME 8.1.— On a unisomorphisme canonique
Syst(c/2,2) ~ Hilb?(Py).

Démonstration. -Etant donné un systéme cohérent semi-stable (I",©) de classe de
Grothendieck:/2, le faisceaud sous-jacent est isomorphe a un faisceau inversihig) sur
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une droite/ deP ; & un tel systéme linéair@', O,(2)) on associe le sous-schémaldies zéros
des quadriques singuliéres qui appartienndnt@n obtient ainsi 'isomorphisme attenduc

Réciproquement, considérons I'ensemble des classes d'isomorphisme d’extensions (8.1);
quandA’ = (0,0’) et A” = (I'”,©") sont fixées, ces extensions sont classées & isomorphisme
prés par I'espace projecif(Ext' (A", A’)) des droites d&xt' (A", A’). De la suite exacte

(8.2) 0 — Hom(©”,0") — Hom(I'",H°(®’)) — Ext'(A”,A’) — Ext'(0”,0') — 0

il découle que I'espace vectoriBikt' (A”, A’) est de dimensiofi. Considérons maintenant les
systémes cohérents universalset A paramétrés pa$ = P x Hilb?(P,), et le fibré vectoriel

de rang7 sur.S défini pary = EXt;rl (A”,A). Le fibré en espaces projectif§)) de rang 6 au-
dessus d&; x Hilb?(P,) associé a ce fibré vectoriel paramétre alors toutes les extensions (8.1).

LEMME 8.2.— Soit! le fermé déP(V) des points définissant un systéme cohérent instable.

(i) L'image del est contenue dans le fermé des couplesA”) tels que le systéme linéaire
A" = (T",0") ait un point de base.

(i) Le fermél est de dimension et la projection] — P x Hilb?(P;) est injective.

En particulier une fibre générale d&(V) — P x Hilb*(Py) ne rencontre pas le fermé des
points instables.

Démonstration. -Si le systéme cohérefil’, ©) est instable, il existe un sous-faisceule
© de multiplicité 1 tel quel’ ¢ H°(F). Alors F n’est pas contenu dar®’ et la projection
F — ©" est non nulle; par suite c’est un plongement. Si c’est un isomorphisme, I'extension
sous-jacente

(8.3) 0—0 —0—0"—0

serait scindable : le faiscedUserait le graphe d’un morphisme®” — ©’ et le sous-espade
serait 'image d&" par I'application linéaire: : H°(©"”) — H°(©’). Mais en vertu de la suite
exacte (8.2), ceci impliquerait que la classe dBrs' (A", A’) de I'extension (8.1) serait nulle,
ce qui est contraire a I'hypothese. Il en résulte qu’obligatoirement le morpHisme 0" n'est
pas surjectif et a pour image le sous-faiscédude ©” des sections qui s'annulent en un point
a € (". Ceci prouve que le systeme linéaix& a un point de base ce qui démontre (i).

Reste a trouver dans ce cas quels sont les points instables dans la fibre au-déssus’de
Supposons d'abor®’ # ©”. Montrons que dans ce cas I'extension sous-jacente n’est pas
scindable. Si cette extension était scindable, un tel scindage fournirait une projectien
©’ de noyau®” et la restrictionF — ©' serait nulle; dans la somme directé’(©) =
H°(©")® H°(0") le sous-espace proviendrait du sous-espace vectofiélde ©”. Mais alors
ceci signifierait que la suite exacte de systemes cohérents (8.1) serait elle aussi scindable, ce
qui est exclu par hypothese. Le support@eest une droite¢” d’équationz = 0. Le faisceau
© est un faisceau inversible sur la conigusupport de© ; on a®|, = Oy (3), et la suite
exacte0) — ©”(—1) O — 0|y — 0. Le morphisme induitF’ — |, est nul. Donc
I =T" = H°©"(-1)) et ce sous-espace vectoriel s'identifie au systéme linéaire des sections
de©®” qui sont divisibles pat, c’est-a-dire des sections qui s’annulent au point singalidec.

Dans ce cas, dans la fibre, il n'y a donc qu’un point instable : le sous-e$§pastele noyau du
morphisme de restrictiol°(©) — H®(O|y).

Supposons maintena®’ = O”; le support de ces faisceaux est une drditéMontrons
gu’alors I'extension (8.3) est scindable. On sait guest isomorphe &,(1). L'extension induite

0—0(2)—0B; — F—0
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est alors scindable ; ces extensions sont classédspaiF, ©’) ~ H°(0,(2)), et le morphisme
Ext'(0”,0’) — Ext'(F,©’) induit par linclusion F — ©" s'identifie a I'application
linéaire H°(0O,(1)) — H°(O,(2)). Linclusion F — ©" est donnée par une section non
nulle de H°(O,(1)) et limage de la classe de I'extension correspondaré &st nulle.
Donc I'extension (8.3) est elle aussi scindable. Si on se donne un tel scindage, la classe de
I'extension (8.1) a un représentant dans I'espace vectidriel (T, H°(F")) qui se calcule en
écrivant que dans la somme direé¢fé(0) = H°(0') ® H°(©") le sous-espack est le graphe
d’une application linéairev: " — H°(O'). Le faisceauF est 'image d'un morphisme de
faisceauxa: F" — ©’, et le sous-espack est I'image del” = H°(F") par I'application
linéaire H°(a):T" = H°(F") — HY(©'); I'application linéairea = H’(a) est donc le
représentant cherché. Puisqtiem(F"”,0’) ~ H°(O,(1)) l'application linéaire composée
H°(O,(1)) — Hom(I'"’, H°(©')) — Ext'(A”, A’) est de rang 1 et son image est une droite
vectorielle : cette classe définit un seul pdiExt' (A”, A")) ; par suite dans la fibre il N’y qu’un
seul point instable.

Il résulte de cette description que se donner un poirtidient a se donner un couge O)
formé d’une conique singuliére et d’un point singuli#de cette conique. Daf¥ V) le fermél
des systémes cohérents instables est donc de dimension 4 et ne rencontre pas les fibres au-dessu
des pointgA’, A”) telles queA” soit sans point de base. Ceci achéve la démonstratian.

Louvert P(V) \ I parametre une famille de systéme cohérents semi-stables. Rappelons que
les points strictement semi-stables $lg constituent un fermé de codimension 5. La propriété
de module grossier d&4 fournit un morphisme dominari®(V) \ I — D.. Il en résulte en
particulier que le diviseuD, est bien irréductible. L'énoncé qui suit entraine en fait que ce
morphisme est birationnel. Par composition avec le morphisme de Barth on obtient un morphisme

PO\ —Cy

noté encore.. On considére 'ouvers; et dans cet ouvert le diviseys; introduit dans la section
précédente.

THEOREME 8.3.— (i)Sis € P(V) \ 1, la quartiqueq, associée & appartient aS,.
(i) L'image de~:P(V)\ I — S, rencontre I'ouvertS;. Au-dessus de cet ouvert, le
morphismey est un plongement qui a pour image le divis€ir

[l en résulte en particulier que le morphismeD, — C, est génériquement injectif. En plus,
cet énoncé permet de décider qu’une quartique singuliere suffisamment générale est ou non dans
image devy.

Donnons d'abord les grandes lignes de la démonstration. Comme on I'a déja vu, I'assertion (i)
résulte du corollaire 5.6 : il permet de vérifier quessi P(V) est un point général définissant
une extension (8.1) (avet et ¢/ distinctes), la droitg fournit un point singulie?’ de q;. Si
s est suffisamment général, le systéme linéélirgd) est sans point de base, de degré 3¢ur
et de degré 2 sut’. Le calcul montre que le cone tangent au point singuli@orrespond aux
deux autres zéros suf de la sectionsp € T qui s'annule au point d'intersectio® de ¢’ et
¢". La proposition 5.8 implique qu'il N’y a pas d’autre point singulier, sauf peut-étr& eron
vérifiera directement que c’est en fait un point lisse. La conjgest alors la conique singuliére
définie par les deux points fixes de I'involution ftirassociée au systéme linéaff¢’, ©"'). On
vérifie ainsi que sk est suffisamment général, la quartiguen’a qu’un point double ordinaire,
et qu’elle définit un point du diviseuts.

Réciproquement, étant donnée une quartique singufiezerrespondant a un point de ce
diviseur, on reconstruit les droités et ¢ & partir des points singuliers de la quartiguet
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de la conique respectivement, et les points fixes de I'involution 8t@& partir de la conique
elle-méme : ces points fixes permettent d’apres le lemme 8.1 de reconstruire le systeme cohérent
(T'”,0"). Une fois ces éléments géométriques reconnus et fixés, le morphistegient une
homographie. Il est alors possible de reconstruire I'extension (8.1) elle-méme a partir de la
quartiqueg par un argument de dimension.

Voyons maintenant le détail de la construction.

Démonstration. -€onsidérons l'ouver?(V)* des points déP(V) représentant une exten-
sion (8.1) satisfaisant aux conditions suivantes :

(a) Les supportg’ de ©’ et ¢” de ©” sont deux droites distinctes, dont on désigne @ar
l'intersection.

(b) L'extension0 — © — © — ©” — 0 associée a (8.1) n'est pas scindée. En
particulier,® est localement libre sur la coniqueéunion de?’ et ¢, et on a®|y = O (3)
et@|g// = O@H(Q).

(c) Le systeme linéaird = (I, ©) est sans point de base. En patrticulier, le systéeme linéaire
A" n'a pas de point de base et définit une involutiosur la droite/”” dont les points fixes etb
sont les points associés dafigh? ().

(d) Le pointO n’est pas fixe sous l'involutiof.

(e) L'unique sectionsp deT' qui s'annule erD n’a pas de zéro double sur la droite(sauf
peut-étreD qui alors n'est pas un zéro triple).

(f) Les sections,, ets;, deI’ qui s’annulent aux deux points fixesetb de l'involutionZ sur
¢’ n'ont pas de zéro double sur la droite

Les points deP(V)* définissent des systémes cohérents semi-stables d’apres le lemme 8.2.
On a alors un morphisme domindh(f))* — D-. L'assertion (i) résulte du corollaire 5.6 et du
fait que sis est un point déP(V)* alors la quartique, associée est singuliére éh: il suffit
de constater qu®|, = O (3). Pour démontrer (ii), nous devons expliquer comment trouver
I'équation deq,. Considérons le morphisme de suites exactes associé a I'extension (8.1) :

0——=TR0——T"00—0

L

0 ©’ ) e” 0

Si A” est sans point de base, le noyau du morphisme de droite est un faisceau localement libre
F" stable de rang 2 de classes de CHheri, 2) et on a une application linéaire

Ext'(A”,A") — Hom(F",0)
induite par I'homomorphisme de liaison figurant dans le diagramme du serpent associé a ce

diagrammé. Par application du foncteysr, ,pri(—) on voit d’aprés le lemme 5.2 que I'on
obtient un diagramme commutatif de suites exactes

0 'O I"eO——=0
I

5|l est facile de voir que cette application linéaire est inversible, mais nous n’en aurons pas besoin.
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Le noyau de la derniére fleche verticale est le faisgequ(prs(F")) isomorphe 8(—2). Le
morphisme de liaison associé fournit un morphisfiie-2) — m?,(Z) par suite une sectiogy
deO(4) bien définie & homothétie pres.

LEMME 8.4.— Si A" = (I'”,0") est sans point de base, la sectign est non nulle. La
quartiqueg, d'équationg, = 0 est la quartique de Liroth associée au pointide défini pars.

Démonstration. -On déroule la suite exacte du serpent associée au diagramme ci-dessus : on
obtient la suite exacte
0— O(-2) i>m§,(2) — Q90— 9" —0
ou Q = coker (¢) et Q" = coker (¢”). Ce dernier faisceau est un faisceau de support le point

", Ceci entraine évidemment # 0 ; le faisceawQ, dont on sait qu'il est pur de dimension 1, a
alors pour support schématique la quartigue’équationg; = 0. D’ou le lemme. O

On retrouve que la quartiqug, est singuliére er?’. De plus, le morphisme de Barth
v:P(Ext'(A”,\')) — C4 est une homographie (donc injective) sous la seule hypothése que le
systeme linéaird” soit sans point de base. Vérifier quessi P(V)* la quartiqueys appartient
aS; demande une étude plus poussée de I'équatian de

LEMME 8.5.— Soits € P(V) satisfaisant aux condition(s)—(f). Alors la quartique de Luroth
qs appartient asS;.

Démonstration. Pour obtenir des renseignements sur la quartiguen utilise le fait que
I'application ci-dessus en restriction & une fibreRi&xt' (A”, A’)) est une homographie dés
queA” n'a pas de point de base. Considérons une extension non trigidlesatisfaisant aux
conditions (a)-(f). Elle définit un fibré inversibl® sur la coniquec. On désigne pat: = 0
I'équation de?’ ety = 0 I'équation de?”. Le fibré © est de degré 3 suf et de degré sur/”.

On peut choisir d’aprés la condition (d) une forme linéaide sorte quéx,y,t) soit une
base dd/* et s’annulant au point conjugué @epar rapport & etb : alors le systéme linéaire
(I'”,0") est défini par les quadriques et z2 + 2. Considérons une sectiande ©(—2) non
nulle surf”; on peut encore supposer guest choisie de sorte ques’annule sur’ au point
x =t=0. On désigne pau, v, w| les coordonnées homogénes dans le du@-deun tel paint
représente la droite d& d’équationux + vy + wt = 0.

o/ ¢ LN\ }

Considérons le poing, € P(Ext'(A”, A’)) défini par le systéme linéair@y, ©) engendré
par les sections, = xt7 etoy = (22 + t?)7. Evidemment, ce systéme linéaire a pour point de
base le point: =t = 0, et chacune de ces sections s’annule a I'oggdizen ce point. Alors la
quartique associég contient la droite triple définie par le point [0,1,0], d'équatidn= 0 et une
autre droite. La sectios; s’annule identiguement séf, et elle s’annule aussi au poifit 0, 0].
Donc la quartiquey, contient aussi la droite d’équatian= 0 ; elle a pour équation®u = 0.
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Remarquons que cette quartique est lisse au géineét que la tangente eff correspond au
second point dé” ou s’annule la section; € I'y.

Considérons maintenant une extensiog € P(Ext'(A”, A’)) quelconque définissant un
systeme cohérenf’,, © ) tel que I'extension (8.3) soit scindée : autrementsditappartient
a I'’nyperplan de l'infini défini par les zéros de la forme linéaire

Ext'(A”, ') — Ext'(0”,0') = k.

CommeHom(©”,0’) = 0 une telle extension est définie par une application linéaire non
nulle f-, € Hom(I', H°(©")), unique & homothétie prés, qu’on peut voir aussi comme une
application linéairef : T — Ho(mg,(Q)). Le morphismeF”" — ©’ associé &, est alors le
compos&l”’ — T @ O — ©’, ou la premiére fleche est I'inclusion canonique, et la seconde
se construit en composayit, avec le morphisme d’évaluation. L'équatigg, de la quartique

oo @ssociée s’obtient en appliquant le foncteur, (pr3(—)) : elle est donnée par le morphisme
composé

Op; (—2) — T ® Op; — m3,(2).

On prend pour base d&' les formes quadratiques et z2 + 2 correspondant aux sections
eto, de®” définies par les formules ci-dessus, en restrictiéh;2a ces sections correspondent
les formes quadratiqués-uw, u? + w?) ; la quartiquey, a donc une équation de la forme

(v + w?) Ay (v,w) + uwAs (v,w) =0
ou A; (v, w) et Az(v,w) sont des formes binaires de degre 2. Cette quartique est singuliere en
¢ et?”. Par linéarité, on voit que I'équation de la quartique de Likptlassociée a un point
quelconques deP(Ext' (A", A’)) est de la forme
viu+ (v 4 w?) A1 (v, w) + vwAsz (v,w) =0
ou A; et A, sont des formes binaires de degré 2, pourvu que la condition (b) soit satisfaite. On
voit que le poin?’ = [1, 0, 0] est un point de multiplicité 2 pourvu que la forme binairg(v, w)

ne soit pas nulle, et que le poidt = [0,1,0] est un point lisse : la tangente correspond au
deuxiéme zéro de la section sur¢”.

¢ =0,1,0]

Le cone tangent dg, en?’.

Supposons que les conditions (a)—(d) soient satisfaites au gdittur comprendre le cdne
tangent deg, au point singulier’’ nous devons étudier la forme quadratigde(v, w). Le
fibré inversible® sous-jacent au systeme linéafie ©) est défini par la méme extension (8.3)
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que pour le pointsy. Désignons paw I'unique section de©(—2) qui s’annule au point
d'intersectionO, et est liée & par la relationto +y7 =0. Sur ¢” cette section s'annule, et
o peut donc étre vue comme une sectiortdé-2).

Puisques n’a pas de point de base # sq et la droitesys rencontre I'hyperplan de I'infini
en un points.., ce qui définit une application linéairg, qui est donnée dans la baseldéci-
dessus par deux sections @ qui s'écrivent sous la formg, = g (y,t)o et fo = g2(y,t)o ol
g1 et go sont des formes binaires, de sorte que I'espace veclogst engendré par les sections
ztt + g1(y,t)o, (¢* 4 t*)7 + g2(y,t)o. Dans lisomorphismel®(0") ~ H°(m?,(2)), aux
formes binaires:t etz? + t? correspondent les formes binairesw etu? + w? respectivement
dans le plan projectif dual. De méme dans lisomorphidit¢®’) ~ H(m? (2)) aux formes
binairesg;(y,t) correspondent les formes binairggw, —v) dans le plan projectif dual, et
I'équation de la quartique associée est donc de la forme

MPu+ (u? + w?) g1 (w, —v) + vwgs(w, —v) =0

ou X est un scalaire non nul que nous allons préciser. Pour ceci, on examine l'intersection de
cette quartique avec la droite @ d'équationw + u = 0 : cette intersection est donnée par le
schéma des zéros de la forme de degré

w[—)\v?’ + w(2gl(w, —v) — ga(w, —v))].

Il s’agit donc d'interpréter I'intersection du pinceau de droitesPdgpassant par le point fixe
a=[1,0,1] avec la quartique;. La section dd" qui s’annule en ce point egt — )7 + (g2 —
2g1)(y,t)o ; elle ne s’annule pas €. Par suite, I'intersection est donnée par le cone de sommet
a et défini par le schéma des zéros de la forme de degré/3définie par? + y(2g1 — g2)(y, t)
zéros auxquels on doit ajouter la drofte Dans le dual, on obtient ainsi la forme quartique

wv® — w? (291(% —v) — g2(w, _U))

ce qui prouve que = 1.

Remarquons que les zéros de la section qui s’annulesemt donnés suf’ par I'équation
g1(y,t)o = 0 donc d’'apres la condition (c) la forme binaige n’est pas identiquement nulle :
ceci implique qué’ est un point double suy,.

La polaire deq, au point singulier?’ , et la conique associée.

L'équation de la quartique, s’écrit en choisissant = 0 comme droite de l'infini évitant le
point singulier!’ = [1,0, 0]

u? (91(w,—v)) + u(v3 + wga(w, —v)) + w? g1 (w, —v) =0.

Considérons les 2 sections qui engendiénBur ¢’ elles s’annulent aux points définis par les
équations
yg1(y,t) =0,
t* = yga(y, ) =0.

D’aprés I'hypothése (c) le systéme linéaire est sans point de base. Par conséquent, ces deux
équations n’ont pas de zéro commun &ull est équivalent de dire que dans le dual les formes
binaireswg; (w, —v) etv?® +wgs (w, —v) N'ont pas de zéro en commun. Ainsi, la cubique polaire

q’ de 7' est intégre. La condition (e) signifie exactement que la forme quadragigest de
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discriminant non nul, ce qui implique qué est un point double ordinaire sur la quartique. La
condition (f) implique que d'apreés la proposition 5.8 la quartique ne contient pas d’autre point
singulier que/’ ou /”. Mais ces points singuliers sont forcément a l'intersectioq det de la
polaireq’, et on a déja vu qué”’ n’est pas un point singulier. Donc il N’y a pas d’autre point
singulier. Ainsi, la quartique, appartient &; .

Avec les notations de la section 7, on voit gie- 0,1 = w? la conique associée est alors
définie par I'équationi? — w? = 0 : c’est donc la conique singuliére de point singulier le point
7" Cette conique est celle qui est associée a la forme binairet? sur?” : il s'agit bien sir des
points fixes de I'involution suf” associée au systéme linéair®. Ceci achéve la démonstration
dulemme 8.5. O

Fin de la démonstration du théoréme 8.3ensidérons l'image réciproqui())** de
louvertS; pary:P(V)\I — S,. PuisqueP(V)* est dense dar®yV)** cette image réciproque
est aussi 'image réciproque dg. Désignons paHilbi(IP’g) le complémentaire de la diagonale
dansHilb?(P,). On a une application régulié®; — P} x Hilb?(PPy) qui associe & le couple
formé du point singuliew de g, et du point deHilb? (P, ) défini par la conique singuliérede
rang 2 associée @ Cette paire définit un couple de systémes cohérghits\”) de support
distincts et tels qud” soit sans point de base. On a donc un diagramme commutatif

P(V)** ) cs

~.

P} x Hilb?(Py)

Au-dessus de I'ouveitilb? (IP;) le morphismey est un plongement propre puisque cela signifie
exactement qua” n'a pas de point de base. Le diviselif est irréductible de dimension 12 et
P(V)** est aussi de dimension 12 : c’est donc un isomorphisme.

PROPOSITION 8.6. —L'ouvertP(V)** coincide avec l'ouve®(V)*.

Démonstration. -En effet, soits € P(Ext' (A”, A’)) un point définissant un systéme cohérent
semi-stable(T", ©) tel que la quartique associgg appartienne &S;. Cette quartique étant
intégre, ce systeme cohérent est en fait stable, et n’a pas de point de base. Par continuité, le
supportec de © est une conique singuliére. Supposons que cette conique soit une droite double
£2. Alors © est I'extension

(8.4) 00— 0¢(2) — © — 0y(2) — 0.

Si cette extension n’est pas scindaBleest singulier en un seul poifit, et dans le pinceau de
droites passant pdb, seule la droite¢ serait de saut d’aprés la proposition 5.8. Ceci signifie
que la droite deP; définie parO rencontreq, au seul point/. Ceci contredit le fait quey,

n'a qu’un point double ordinaire. Si I'extensi@h est scindée® est un®,-module localement

libre de rang 2 et de degefet le systéme cohérefll', ©) aurait des points de base. Donc la
coniquec est réduite et la condition (a) est satisfaite. La suite exacte (8.3) ne peut étre scindable
car alors chacune des deux droites contenues ddéfinirait un point singulier dg,. Donc la
condition (b) est satisfaite. La condition (c) est vraie parcequest integre. Par continuité, la
coniquep associée g, est une conique singuliére dont le point singulier est le pdinPuisque

cette conique ne rencontre pas le pdinte pointO n’est pas un des points fixes de I'involution

Z sur/”, ce qui donne la condition (d). Comme nous I'avons vu dans la preuve du lemme 8.4
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la condition (e) est vraie parce que cela traduit exactement que le p@ist un point double
ordinaire dej; et la condition (f) résulte du fait que c’est le seul point singuliegde O

La variété des quartiques de Liroth singulieres de type Il est, par définition, I'ibage
~(D3) du diviseurD,. PuisqueD,, est irréductible, il en est de méme de.

COROLLAIRE 8.7.— La variété Lo des quartiques de Liroth singuliéres de typk est
'adhérence dang§, de 'hypersurface dé&; définie par I'équation

A(*+9) =0

ou A est le discriminant. En particulier, le morphisnt® — C, défini parq — p n’est pas
dominant.

Démonstration du lemme 6.9Gensidérons un point d&®(V)* définissant une exten-
sion (8.1). Le systéme cohérgfit’, ©”) définit d’aprés [16] un faisceau stabi&’ de rang 2
et classes de Cheifi,2) : c’est le dual du noyau du morphisme d’évaluatithe © — 6”.
Le faisceau semi-stablé de M, associé &I', ©) dans la correspondance de la section 4 s'insére
dans une suite exacte

O—>F”—>F(1)—>O[/(—1)—>O

ce qui implique que’ est une droite de saut d’ordre 2 paliri.e. dim H!(F(—1)|¢) = 2. Il

en résulte que 'image par la contractienS, — M, du diviseurD, est contenue dans le
diviseur des classes de faisceaux semi-stalgai ont au moins une droite de saut d’orgre.
Réciproquement, di' posséde une droite de sdlt’ordre > 2 et n’est pas spécial, le conoyau du
morphisme d’évaluatioav : H°(F (1)) ® O — F(1) posséde un quotientisomorph®a(—1)

et par suite son support schématique est une conique dégénérée. Donc le systeme(to8rent
associé & appartient au diviseub,. O

9. Fin de la démonstration, dans le cag = 4

Considérons le fermé&(9S, U ¢) ; ce fermé est constitué de quartiques réductibles ou de
quartiques ayant un point triple, et est donc de dimensiat ; soitC; le complémentaire de ce
fermé dan<’,. On sait quey est d’aprés [13] un morphisme fini au-dessus de 'ou@grt_es
diviseursD; et D, rencontrent 'image réciproque de cet ouM&ft Donc les imageg£; et Lo
de D; et D, sont deux diviseurs de I'hypersurfate= §(M,) des quartiques de Liroth appelés
respectivement diviseurs des quartiques de Liroth singulieres de type | et type Il ; on va voir que
ces deux diviseurs sont distincts ; ce sont les seules composantes irréductiblesSge

On doit vérifier que le diviseut; n'est pas contenu dans,. Pour ceci on considere la
quartique associée a un point flg. En général, cette quartique appartierd}a ce qui définit
d’'apres la section 8 une conigpell suffit d’aprés le corollaire 8.7 de prouver le résultat suivant :

PrROPOSITION 9.1. — L'application rationnelleD; ~ C2 qui associe a un systeme linéaire la
coniquep est dominante.

On doit d’autre part vérifier 'énoncé suivant :
PROPOSITION 9.2. — Le rang ded~ en un point général d®- est13.

Deés lors, la fibre générale du morphismeS, — C,4 est réduite & un point au-dessus d’'un
point général de,, ety non ramifié en ce point. Il en résultef(Hartshorne, Chapitre II,
lemme 7.4) que le morphismeet le morphisme de Barth sont génériquement injectifs. Ceci
prouve le théoréme 1.1 dans le cas- 4.
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9.1. Démonstration de la proposition 9.2

I suffit de trouver un point € D, et un vecteur tangente TS, tels que

— (1) le morphismey : Dy — C4 soit un plongement au voisinage ste

— (2) le vecteury(7) n'appartienne pas a I'espace tangeftt g Lo.

Considérons la famille paramétrée ffardéfinie par le conoyau du morphisme de faisceaux
localement libres suP; x P

Y:0(=1,1)® 0(0,1) — 0?(0,2)

<am t >
gt y)
Le conoyau dey définit une famille de faisceaux semi-stables de classe de Grothendieck

c=2h+4h?, dont le support schématique est le sous-sch@maP; x P, défini par I'équation
avaleurs dan®(1,2)

dont la matrice est donnée par

azy — ft2 =0.

Le morphismé; — C, ainsi obtenu est transverse au paiot= [1,0] au diviseur des coniques
singuliéres. Désignons paret T les deux sections canoniques@é—2) obtenues; au-dessus
du pointco elles s’annulent respectivement sur la drdited’équationy = 0 pourc, et au point

x =t=0 pourr. On se place dans ce qui suit au voisinageodget on poses = 3/«. La
famille paramétrée de faisceagkxobtenue suiPs est facile a calculer : en effet, le module
graduéd, H°(©(4)) sur I'anneau des polyndmes est engendréfpii© (—2)), et les sections
o etr satisfont aux relationso + et = 0;to + y7 = 0. Alors on peut prendre pour repére pour
le fibrépr3(©(—1)) les sectiongo, to, z7, t7. De méme, pour le fibrér,, (©) on peut prendre
pour repérdy?o, yto, t?o, x27, xtT,t27). Une droite déP; a pour équationx + vy + wt = 0; le
point associé dans le plan projectif dual a pour coordonnées homadgengs|. Le morphisme
canonique

a pour matrice

v 0 0 0
w v 0 0
U w 0 —v
0 0 u 0
0 0 WU
0 —eu ev w

La famille de faisceaux. associée est le conoyau de ce morphisme. Choisissons maintenant
un sous-fibré de rang P C pr,,(O) tel que au-dessus de= 0, (T, ©), n'appartienne pas a
D;. Pour ceci, on considére le sous-espace vectbriet H"(©.) engendré par les sections
st =2 +t2)o+ (z+1t)27 ets_ = —(y*> +t%)o + (v — t)?>7. Le schéma des zéros de est
obtenu en écrivant que la matrice
v +t? ot
((m +t)? 0 y)

est de rang< 1, ce qui donne sur la droit¥¢, (z + t)? = 0; de méme sur la droité d’équation
x =0, t3 —t?y —y3 = 0. De méme, la section_ s'annule sur la droité”, au point double
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défini par(z — t)? = 0 et sur/’ en la cubique?® + t>y + y* = 0. Il en résulte que le systéme
linéaire est sans point de base. On vérifie que le systéeme linéaire obtenu-pOusatisfait en

fait a toutes les conditions (a)-(f) de la section 9, et donc appartient a I'0B{&jt ; par suite,
d'aprés le théoréme 8.3, la condition (1) est satisfaite au poifdgainsi défini. Calculons
maintenant la famille de quartiques de Lirathassociées : on prend pour base dankes
sections%(s+ + s_). La famille q. de quartiques de saut associées est obtenue en calculant le
déterminant du morphisme canonique kw P

['X Op; @ pry, (O(—1)) K Op; (—1) — pr.(O)

ce qui donne
1 0 w 0 0 0
0 0 w v 0 0
1 0 eu w 0 —w
elyg 1 0 o0 w o "
2 0 0 0 w U
01 0 —eu ev w
On obtient

[(u2 + wz) (112 + wz) + 2uv3] — 5(vu3 + 3uvw? + wvd + 21}4) + e2u2? =0.

La quartique de Lurothyy d’équation(u? + w?)(v? + w?) + 2uv® = 0 est singuliére au seul
point¢’ = [1,0,0] et appartient &3. On prend comme droite de I'infini la droitd définie par

I équationu =0. La question qui nous préoccupe est de montrer que le vecteur tangent défini
parg = vu? + 3uvw? + wv® + 2v* n'appartient pas &y, L3. Il suffit de se convaincre que la
conique d'équatiou¢ — ¢» = 0 ne passe pas par le point singulier de la coniguassociée &

qo. L'équation deq, s’écrit

f=v’fotufs+f1=0
ou les formes binairef; de degré sont définies par
f2 = U2 + ’lU2,
f3 :27]3,
fo=w? (0 +u?),

L'application linéaire

HO(0A(2)) & HO(0a(1)) 25 1O (05 (1))

est inversible, puisqué, et f3 n'ont pas de zéro en commun. La conigyeassociée s'obtient
en résolvant I'équation

2036 + (v2 + wz)w =w? (v2 + wz)

qui a pour seule solution = 0,1 = w?. Donc la conique, a pour équation? — w? =0 : c’est

bien comme nous I'avons vu dans la section 8 une conique singuliere réunion de deux droites
passant paf” = [0, 1, 0] correspondant aux deux points doubles du systéme linéaire sur la droite
2" Onaicig = u’v 4+ u(3vw? + v3) 4+ 2v*. Ecrivons¢ = (0, w); 'équation & résoudre est
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200 = —v
2w =0,
21}3<;3 + (112 + wz)w = 20* — 6w?v?0,

)

ce qui donne comme solutian= —1/2,w = 0,0 = —v/2 et = 3v2. La forme quadratique
obtenue est doneuv — 3v? et ne passe pas par le poift Donc ceci définit un vecteur de
H°(0,,(2)) qui n’est pas tangent a I'hypersurface des coniques singulieres.

9.2. Démonstration de la proposition 9.1

Considérons la quartique de Liragh singuliere de type | associée au systeme linéaire sur la
coniquec d’équationzy — t? = 0 (correspondant a= 1 dans la famille ci-dessus) définie par
les sectiong?(o + 7) et —y?c + x%7. Ce systéme linéaire appartient évidemment au diviseur
D, et est sans point de base : la drdite 0 correspond, dans le dual, au seul point singulier de
la quartique de Liroth. Cette quartique de Liroth singuliére de type | a pour équation

0O -1 » 0 0 O

0 0 w w 0 0

1 0 v w 0 —w
ety 1 0 0 w o |70

0O 0 0 0 w wu

1 0 0 —u v w

c'est-a-direw? fo +wf3 + f4 = 00U fa, f3, f4 sont des formes binaires de degré 2, 3, 4 définies
par

f2:U2 +U2a
f3:U3+U3,
fa=—wv [u2 —|—v2].

Soit A la droite de I'infini, définie par I'équatiom = 0. Les formes binaireg; et f3 n’ont pas de
racine commune. Ainsi, cette quartique appartieSt alLa coniquep associée a pour équation
w? + uv = 0. C’est donc une conique non singuliére. On passe facilement de la conique duale
¢ de la conique: & la coniquep. En effet, la conique dualé a pour équationy? — 4uv = 0,
etp est 'image de par 'homographié: : P5 — P4 caractérisée par les propriétés suivantes :
h laisse fixe le poinO = [0,0,1] et les points de la droite d’équatian= 0, et le birapport
[00,0,m, h(m)] est%. Pour obtenir I'énoncé, il suffit donc de faire varier la conigue O

Méme si la conique associgeest une conique lisse, il n'est pas toujours aussi simple de
construire une homographie qui transforme la conigee la conique. Quand la conique est
fixée, la conique dépend du choix du systéme linéaire suCeci rend difficile la reconstruction
directe de la conique a partir de la quartiqug. Il peut aussi arriver que la conigyesoit
singuliere : ceci fournit alors des exemples explicit#sg 9.3) de fibrés stables non isomorphes
qui ont méme quartique de Liroth.

CoROLLAIRE 9.3. —-L'hypersurfacel deC, des quartiques de Liroth est de degdé

Démonstration. -€e corollaire est un cas particulier du corollaire 1.2 qui se démontre
exactement par la méme méthode. it 5*(O(1)) le fibré déterminant de Donaldson; le
nombre de Donaldsoq s = fM4 c1(D)*? est 54. On a alorg, (1) = 54h, et par suite, puisque
0 est génériqguement injectif, la classe fondamentale de I'infagst54h. O
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COROLLAIRE 9.4.— La sous-variétéC, des quartiques de Liroth de type Il est de degré
15.27 =5.3%.

Démonstration. -Soit i la classe d’'une section hyperplane d&€psOn aD; = 120 mod ¢
d'aprés la formule 6.8. Il résulte de la formule de projection et du fait @ue) = 54h que
B«([D1]) = 12.54h. D’autre part,L N S est de degr7.54. Par ailleurs, dansi?(C,) on a
d’'apres la formule (6.2)

[£NS] =PB.([D1]) + 28.([D2]).
Il en résulte que la variété, est de degré5.27=5.3*. O

Le degré del, divise évidemment2.54 = 23.3%. Faute de pouvoir préciser le degré de
6:D1 — L1, nous ignorons quel est ce degré; autrement dit nous ignorons quelle est la
multiplicité de£ N S le long deL;.

9.3. Deux fibrés stables de méme quartique de Liroth

De tels exemples sont déja mentionnés par Barth [3] : les quartiques dites desmiques de
Humbert sont les courbes de saut de 6 fibrés stables distincts. L'exemple présenté ici est explicite.
Il s’agit de constater qu'il existe des points Be \ D, dont I'image pary appartient &, N L,.

On considéere comme au paragraphe 89.2 le systeme linéaire sur la conique d'équation
zy — t? = 0 défini par les section$ (o + 7) et (—y* + ct?)o + (2 — ct?)7 olic est un paramétre.
L'équation de la quartique. associée est donnée par

-1

det

=== e )
— o

cocoog 8

OO & e O

SEESIN <M e M)
&

—C —Uu

L'équation de la quartique de Liirotfy associée est? f» + wfs + f4 =0, oll on a posé

2 2
f2:u +v7,
3 3
f3:u +v7,
fa=—u3v — 2cu*v® — uv?,

ce qui donne pour 'équatiofy¢+ f21) = f4 la solutiong = c(u+v) ety = —[cu? + (1+c)uv+

cv?]. Le discriminant de la forme quadratiqué + 2t¢ — ¢ est alorsA = —1(4c+1)(c — 1)2.

Pourc # 1, le systéme linéaire est sans point de base, et @@ur—% on obtient une quartique

de Luroth singuliére évidemment de type |; montrons qu’elle est de type Il. On peut vérifier
que pourc = —i le systéeme linéaire ne contient qu'une section ayant deux zéros doubles.
La quartiqueq_% est donc lisse en dehors du poifit= [0,0,1] et ce point singulier est
évidemmentun point double ordinaire. La cubique polaire du point singlétant évidemment
intégre, la quartiquq_% appartient au diviseuf; : d’aprés la section §8, elle provient d&.

Plus précisément, la solution est alors dans cegcas—1(u + v), ¢ = 1 (u? — 3uv + v?), et

P+ = —%(u —wv)2. La coniquep associée est alors la réunion de deux droites qui se coupent
au point défini par les équatiods) = u + v, u = v c’est-a-dire au poin, 2, 1] du plan projectif

dual. Ce point représente la droiteBled’'équation2z + 2y + ¢ = 0. On peut alors reconstruire
d’'aprés la section §8 un systéme linéaire sans point de base, appartéhagit dont le support
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est la conigque singuliere définie par I'équatign+ 2z + 2y) = 0 et qui a pour quartique de
Luroth q_1.

Par suite, on obtient deux fibrés vectoriels stables et non isomorphes qui ont méme image
dansCy.

La récurrence

Nous supposons désormais> 5, et que le théoréme 1.1 est démontré en degeén — 1.

10. La restriction du morphisme de Barth au bord 9,

Rappelons les notations : on désigne Parl'ouvert de I'espace de moduléd,, des classes
de fibrés vectoriels stables de rang 2, de classes de Qherhsur le plan projectif, pa€,, le
systeme linéaire complet des courbes de degténs le plan projectif dual, et par

ﬂ:Mn—>Cn

le morphisme de Barth. La frontief&\/,, est un diviseur irréductible d&7,, ; la restriction de

6 au borddoM,, a ses fibres de dimensign1, et génériquement de dimension 1 [23]. Limage
B := 3(0M,,) est donc un fermé irréductible de dimensibn— 5 deC,,. On se propose de
démontrer que I'hypothése de récurrence entraine qu’au-dessus d’un ouvert non Bidesle
fibres des sont réduites &;.

LemMME 10.1.-Un faisceauF’ semi-stable de rang et classes de Cherf®, n) singulier en
au plus un point esti-stable.

Démonstration. -Silg(Ext' (F, 0)) < 1, le faisceau n'a pas de sous-faiscedtf de rang 1,
de classe de Chem = 0, singulier en plus d’un point. Un tel faisceau est donc obligatoirement
u-stable.

Soit 'ensembleD des points deM,, représentant des faisceaux semi-staliletels que
lg(Ext' (F,0)) = 1, c’est-a-dire des faisceaux singuliers en exactement un point. Cet ensemble
D est I'intersection du bord@M,, avec un ouvert contenu dans I'ouvert des classes de faisceaux
p-stables. Si le faisceall est singulier en exactement un point le bidédaE F** est encore
u-stable et localement libre ; le support du faiscgat' (F, ©) définit un pointz. On obtient un
morphisme

7. D—U,_1xPy

défini parF' — (F** z). C'est un morphisme surjectif et lisse dont les fibres sont des droites
projectives. La courbgr des droites de saut déest alors la réunion (que nous écrirons somme,
dans la terminologie usuelle des diviseurs) de la courbe des droites de daut d&* et de la
droite deP} définie par le point. On a donc un diagramme commutatif

D% Mn
(10.1) wl lﬁ

Unfl X ]P)Q L Cn
ou le morphisme) associe au coupleZ, z) la courbeSg + .
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PrRoOPOSITION 10.2. — Il existe un ouvert non vid€} de C,, satisfaisant aux conditions
suivantes

(@) 'ouvert 371(C) rencontreD et ne contient pas de point singulier

(b) tout point deM,, représentant un faisceald dont la courbe des droites de sait est une
courbe réductible d€ appartient aD.

COROLLAIRE 10.3.— Au-dessus d'un ouvert convenable@grencontrant I'image de), le
diagrammg10.1)ci-dessus est cartésiéansemblistement

Démonstration. -On peut trouver un ouved’ C C, satisfaisant aux conditions (a) et (b)
ci-dessus et satisfaisant en outre aux conditions suivantes :

(c) les points d&€ représentent des courbgsgjui n'ont pas de composante de degavec
l<i<n—1;

(d) le morphisme): U,,_1 x Py — C,, défini par(E, z) — Sg + & est un plongement fermé
au-dessus de I'ouvegt:.

Trouver un ouvert satisfaisant aux conditions (a)—(c) est facile parce que I'ouvert déja construit
dans la proposition 10.2 rencontre I'ouvert des courbes satisfaisant a la condition (c) : il suffit
en effet de remarquer qu'il existe un pointtg_; représentant un fibr& dont la courbe des
droites de saut est irréductible. Ceci résulte déja du résultat de Barth qui dit que l'image de
(3 rencontre I'ouvert des courbes lisses, résultat qu’on retrouve facilement, comme on I'a déja
vu, a partir de la proposition 5.8. Pour réaliser la condition (c), il suffit alors d’enlever a cet
ouvert le fermé des points représentant des courbes dont une des composantes estigde degré
ou1l <i<n—1.Pour réaliser la condition (d) il suffit d'appliquer I'hypothése de récurrence,
compte tenu du fait que I'applicatidf), _; x Py — C,, est un plongement propre au-dessus de
I'ouvert deC,, des courbes satisfaisant a la condition (c). Le corollaire résulte alors trivialement
de la proposition 10.2. O

On verra méme gu’au-dessus d’un ouvert convenablé’dee diagramme est cartésien, au
sens des schémas. Cet énoncé entraine, compte tenu de I'’hypothése de récurrence, que les fibre:
au-dessus d’un ouvert convenableisont réduites a des droites projectives. La démonstration
de la proposition 10.2 utilise le résultat suivant di & Strgamme [23].

LEMME 10.4.— L'ensemble des points dé&, correspondant aux fibrés dont la courbe des
droites de saut contient une droite est un fermé/gale codimensiox: n — 1.

Démonstration de la proposition 10.2Seit R le fermé deC,, des points représentant des
courbes dont une des composantes est une droite. Le lemme de Strgmme montre que I'image
réciproque3—1(R) rencontrel,, en codimensiorn> n — 1. Par suite I'image pap de A’ =
B~Y(R)NU, estcontenue dans un fermé de dimensidgn — 2. De plus, 'image du fermél”
de M,, correspondant aux faisceaiktels quelg(Ext' (F, ©)) > 2 est contenue dans le fermé
des courbes qui s’écriveit; + C' ou G est un faisceau de rang 2;semi-stable, de classe de
Chern(0,n — 2) et C une conique singuliére. L'ensemble de ces courbes est contenu dans un
fermé de dimensiort 4n — 7. L'ouvert

Cr=C,—B(AUA")
satisfait aux conditions demandées.

LEmMME 10.5.- Le long des fibres de le faisceau inversibled(0M,,) est isomorphe a
Op, (—2).
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Démonstration. -On sait que le groupe de Picard 8§, estZ? ; on le décrit en considérant
I'orthogonalct dec = 2 —nh? dans le groupe de GrothendiekKP) pour la forme quadratique
u — x(u?) etle morphisme naturel

Az, s ¢t — Pic(M,,)

défini par le déterminant de la cohomologie [16]. On sait que cet homomorphisme est un
isomorphisme. Considérons le sous-groupe de Bast B ou D est le fibré déterminant de
Donaldson, ef3 le fibré déterminant, défini pa8 = —Ay, (u) ol u € K(P;) est la classe de
Grothendieck définie par = 2 + 2h + (n — 4)h?. Ce sous-groupe est d’indice 2 ou 1 suivant
quen est pair ou impair. DanBic(M,,), on &, en notations additives)M,, = 5D — B (cf. [17]).
Fixons un point deJ/,,_; correspondant & un faisceau localement libre stdblet un point

x € Py. Pour calcules3 le long de la droité?; = P(E..), on introduit la familleF’ paramétrée
parP(E,) définie par la suite exacte canonique BUF.,.) x P

(10.2) 0—F—OXFE—O(1)Xk(x) —0

ou k(z) est le faisceau structural du pointLa famille F' ainsi obtenue fournit par la propriété
de module grossier un morphisnfig: P(E, ) — M,, qui identifie la fibre & la droite projective
P(E.). De la suite exacte ci-dessus, et de la caractérisatidf, deen découle, en introduisant
les projections naturellgs; etpr, surP(FE,) etP, respectivement

fr(B) ==X, (u) = det pry, (O(1) K k(2).pr3(u))
et par suite8 = O(2). PuisqueD est trivial sur les fibres dg, ceci conduit au résultat.0
11. Construction d’une surfaceX rencontrant 9M,, tranversalement
le long d’une fibre der
11.1. Faisceaux de Hulsbergen

DEFINITION 11.1.— Un faisceau semi-stalfiede rang 2 et classes de Chébnn) est appelé
faisceau de Hulsbergendim H°(F(1)) > 1.

On considére le schéma universet Hilb"*l(IPg) x Py et le diagramme

r2

—P

<; [I]

Hilb™ !

Limage directeR = R'pr;.(Z=(—1)) = pr;-(O=(—1)) est un faisceau localement libre de
rangn + 1 sur le schéma de Hilbert. Lespace total du fibré en espaces projectifs (au sens
de Grothendieckp = P(R) paramétre les systémes cohérents semi-stdbleg(1)), ou F

est un faisceau de rang 2, de classes de Cfiem) etI" ¢ H°(F) un sous-espace vectoriel

de dimension 1, pour une notion adéquate de semi-stabilité [17]. Considérons le fibré quotient
canoniquedp ) (1) surP(R). Il existe surS x P, une extension universelle

(11.1) 0—O(1,-1) —F —7z,(0,1) — 0
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ol =g est le sous-schéma de codimension 2 obtenu a parEirr changement de base. Cette
famille F définit une application rationnell¢ ~~ 1,,. L'adhérence de I'image est constituée des
points deM,, qui peuvent se représenter par un faisceau de Hulsbergen; ce fermé estirréductible
de dimensiorsn + 2 (cf. [17]).

11.2. Famille a un parameétre de faisceaux de Hulsbergen de associée a un couple
(E,xzg) € P,—1 x Py général

Considérons un fibré de Poncelgtixé, de classes de Cheff,n — 1) associé & un systéme
linéaire(T", ©) sans point de base sur une conique li€sde P». Le faisceal® est un faisceau
inversible de degré sur la conique&”. On a donc une suite exacte

(11.2) 0—I*"®0—E1)—6-—0

de sorte que si;y est un point choisi en dehors dg la fibre F,, de E s'identifie aT*.
Considérons la droite projectiie=P(T'*) = P(E,, ). SurP x Py, la suite exacte (10.2) définit
une famille plate de faisceaux paramétrant la fibrerd® — U,,_; x P, au-dessus du point
(E, z0). Ces faisceaux sont évidemment des faisceaux de Hulsbergen.

LEMME 11.2.—Le faisceauF' définit une famille de faisceaux de HulsbergenMg qui
provient d’'un morphisme: P — P(R).

Démonstration. -€onsidérons le sous-schéyaleP; x C, plat et fini au-dessus d& , défini
par le schéma des zéros de la section canoniqu®(dgX © associée au systéme linéaire. Le
choix d’'un générateur de?I'* fournit un isomorphismé ~ I'* ; on dispose alors de la suite
exacte d’Euler suP

0— Op(—1) — OpI* — Op(1) — 0
et par suite d’'un morphisme inject?p(—1) X O — O X E(1) dont le conoyau est isomorphe
a7Za(1,2). Considérons l'idéal; du sous-schéma dé = A U (P x {z0}); ce sous-schéma

de dimension relative et de degré: + 1 au-dessus de la droite projecti?e On en déduit le
diagramme commutatif de suites exactes au-dessiisdg, :

0—= O(—1,-1) F T;(1,1) —0

0—> O(~1,-1) —= OKRE

(11.3) Za(1,1) —=0

Op(1)Rk(zy) =~ Op(1)KEk(zo)
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La propriété universelle du schéma de Hilbert fournit un plongenteiit— Hilb" ™! (P,)
tel que(v) x id)~1(Z) = Z. Considérons la suite exacte

(11.4) 0— O(=1,-1) — F —Tz(1,1) — 0

figurant dans le diagramme ci-dessus. Si on restreint cette suite exacte a kg fibré®, au-
dessus du poing € IP on obtient encore par platitude une suite exacte, et cette suite exacte n’est
pas scindable puisque le faisceau asségié’a qu’un point singulier. Ainsi, I'extension (11.4)
définit un morphismep:P — P(R) au-dessus de caractérisé par le fait que I'extension
obtenue a partir de (11.1) par le changement de ba=st I'extension (11.4). O

On se propose d’étendre le morphismesn un plongemend: > — P(R) d’'une surface
d’Hirzebruch au-dessus de Commencons par I'étude d& (R) :

LEmMME 11.3.-Soit A le schéma des zéros de la section canoniquedgél) X O, et
t € H°(Op, (1)) une forme linéaire ne s’annulant pas ep.
(i) Le choix de induit un isomorphisme

¥ (R) = pry, (Oa(~1)) & Op, .

(i) SoitT+ c HY(O©)* I'orthogonal deT. Le faisceaupr;,(Oa(—1)) posséde un faisceau
inversible quotien isomorphe &Jp(—2) et un seul ; le noyau de la surjection

Pryx (OA(_l)) =, L

est canoniquement isomorph&é ® Op(—1) ~ Op(—1)""1.
(iif) Dans lisomorphisme

Ext' (Z7(0,2), L) ~Hom(¢)*(R), L)

I'élément deExt!(Z;(0,2), L) surP x P, correspondant & la projection*(R) — L est &
homothétie pres I'extension associée a la suite exacte

0— O(=1,-1) — F —Tz(1,1) — 0

figurant dans le diagramm@ 1.3) En particulier,p* (Op() (1)) ~ Op(—2).

Démonstration. -On a évidemmeriR ~ pr;, (O=(—1)) et par changement de bagg(R) ~
pry,.(Oz(—1)). Il en découle (i). De la résolution

O—>0(—1)®@*—>Opxc—>oA—>O
on tire la suite exacte
0 — pry, (Oa(—1)) — R'pry. (Op(—=1) K O*(—1)) — R'pry, (Opxc(0,—1)) — 0
ce qui montre aprés dualité de Serre gie= pr,,(Oa(—1)) estle noyau du morphisme naturel
Op(—1) ® H°(©)* — Op induit par la projection canonique®(0)* @ Op — Op(1). La
filtration de Harder—Narasimhan d¢ fournit la suite exacte attendue : le quotient est le noyau

du morphismel™* ® Op(—1) — O, lequel s'identifie, aprés avoir choisi un générateur de
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A?T*, & Op(—2) ce qui démontre (ii). LisomorphismBxt'(Z,(0,2), L) ~ Hom(f*(R), L)
résulte du théoréme de dualité de Serre relatif pour la projegtignP x P, — P. Cet
isomorphisme prouve gu'il N’y a qu'une extension non scindée a isomorphisme preés. Il en
découle I'assertion (iii). O

11.3. La surface de HirzebruchX
Considérons le fibré vectoriel de rang 2 udéfini parlV = Op(—2) @ Op. C'est un fibré

vectoriel quotient de rang 2 de&*(R) et par conséquent la surface de Hirzebrbick P(WW) se
plonge dan®(R), de sorte que I'on a un diagramme commutatif

5 ¢

P(R)

PV HIb™(Py)

ou ¢ est le plongement ci-dessus. La surfatg@aramétre une extension obtenue a partir de
I'extension (11.1) par changement de base, et donc une fafmile faisceaux.-semi-stables de
rang 2 et classe de Cheffy ). Plus précisément :

PROPOSITION 11.4. —Le faisceauF définit une famille plate de faisceaux stables paramétrée
par la surface de Hirzebruch.

Démonstration. +a surfaceX a deux sections canoniquey et ¥, correspondant aux
quotientsO(—2) et O. Le long de la sectiorty, le morphisme composg ~ ¥, — P(R)
coincide avec le morphisme considéré ci-dessus. Désignons pdrl’ouvert complémentaire
de ces deux sections, et pdy. le sous-schéma dg x P, obtenu a partir d&2 C P x P, par
le changement de bage — P. La projection¢g*n*(R) — Op(1) induit une sectioro du
faisceau inversible le long d&s; défini parExt’ (Zz.. (0,2), pri (Ox(1))). Ce faisceau inversible
estisomorphe Bxt* (0, (2), pri(Ox(1))) et s'obtient donc, aprés tensorisation gay(1), par
le changement de badk— P a partir du faisceau inversible sir

Ext®(Oa, 0(0,-2)) & Ext?(Opy (9}, O(0,—2)) = (O(1) K O)|a & Opx {1}-

Compte tenu du fait que le faisced(—1) X © est trivial surA, ce faisceau s’identifie aussi
a0(2,0)|a © Opyxa)- Il €N résulte que cette section ne s'annule pas sur 'owvert P, et
donc le faiscealF |5« xpy €st localement libre. Poure 3*, le faisceauF,, est donc un faisceau
localement libre de rang 2, de classes de Cliern) qui n’a pas de sections; il en résulte que
c’est un fibré stable. Reste I'étude @de long de la sectiol..

LEMME 11.5.-Pourn € £, le faisceauF,, est un faisceau stable singulier aux points du
diviseurA,, deC.

Démonstration. -De la suite exacté — Iz, — Za, @ Liwy — O — 0 surP, découle
'isomorphisme

Ext'(Zz,(1),0(-1)) = Ext' (Za,(1),0(-1)) & Ext" (Z(,,} (1), O(-1)).
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Dire quey appartient a la sectioi,, signifie que I'extension provient dﬁxtl(I{wO} (1),0(-1))
dans cet isomorphisme. Le faisceGuassocié a une telle extension est alors le faisceau tri-
vial de rang 2. Une sectionde O(1) ne s'annulant pas suk, fournit un morphisme surjectif

G — Ox, dontF, estle noyau, et on obtient le diagramme commutatif de suites exactes :

0 0

0——=0(-1) Fn Iz,(1) —=0
lz

0—=0(-1) G T{wor(1) —0

Le choix d’'un isomorphismes ~ O? détermine des formes linéairés, y) indépendantes
s’annulant au point;.
Considérons un sous-faisceati de F,, tel que le quotient” = F, /F’ soit sans torsion.
Alors ¢1(F’) < 1 et en cas d’égalité, la relation(F') + cz(F") =n + 1 montre quex (F') <
n+ 1. Sici(F') = 1, le morphisme induit” — Z, (1) serait non nul, et done; > n + 1.
Alors ce morphisme serait unisomorphisme, et la premiére ligne serait scindée, ce qui est absurde
parce queF,, est évidemment localement libre au voisinagg dg}. Donce; (F') < 0.
Supposons que; (F’) = 0. Le faisceauF” est l'intersection deF,, avec un sous-faisceau
O — ©O?, donné par un vecteur non n@A, i) € k2. Ainsi, le faisceauF” est le noyau du

morphisme0 4 05 (1). Par suite,

c2(F') =lg(ker Oa, g Oa, (1)) =n—2

Ainsi, 'hypothésen > 5 entrainecz (F’) > n/2. Donc le faiscealF,, est stable. O

La propriété de module grossier d¢, permet d'associer & la famill& un morphisme
f:¥ — M, qui ne rencontre la frontieréM,, que le long des sections, et ¥.,. Plus
précisément, 'image réciproque d& est, au moins ensemblistement, la seclin L'énoncé
suivant montre que c’est I'image réciproque au sens des schémas :

PROPOSITION 11.6. — Le morphismef : X — M, est transverse & le long deX.

Démonstration. Pour toute famille platé€; ) ;¢ s de faisceaux stables déd,,, paramétrée par
une variété algébrique lissg I'image réciproque du diviseut),, est le sous-schéma défini par
lidéal de Fitting du faisceapr,. (Ext'(£,0(0,—1)) (Stremme [23], § 4). Si on applique ceci
a notre faiscealF on obtient su2 x P; la présentation

O(-1,0) =5 Ext?(Oz,,0(0,-2)) — Ext' (F,0(0,-1)) — 0.
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Le faisceauExt*(Oz,., 0(0,—2))) est localement libre de rang 1 sdt et le morphismes
s'identifie & la section canonique @&xt*(Oz,,, 0(0,—2)) ® Ox(1,0) sur L déja utilisée ; si
Ay, désigne I'image réciproque d& dansY x Py, on sait que

Ext®(Ozy, 0(0,-2)) = 0a,(2,0) ® Osy (40}

et sur le complémentaire de,, la premiére composantg dew ne s'annule pas. La deuxieme
composantes, de w est obtenue en restreignant I'image réciproque du morphisme composé
Os — (W) — Ox(1) Xy x {zo}. Le complémentaire d&., est isomorphe a I'espace
total du fibré Op(—2), la sectionX, s'identifiant & la section nulle, et le fibr@x(1) est
isomorphe a I'image réciproque d& (—2) sur cet ouvert; le morphismsg, ci-dessus est donné
par l'identification Op(—2) — Opx(4,3(—2,0) des espaces totaux de ces fibrés inversibles.
En dehors de_., la sectionws ne s’annule que sur, et ceci transversalement a la section
nulle. Par suite, le faisceair, , (Ext' (F, Onxp, (0, —1))) est de longueur relative 1 le long de
la sectionXy. Il en découle qu’'au sens des schémas, gnm&dM,,) = Xy. On retrouve le fait
queoM,, est lisse en tout point de I'image de de plus, puisqu&, est lisse, le morphismg

est transverse@M,,. O

12. Image deX par le morphisme de Barth

La famille de faisceau# paramétrée par la surfageest une famille de faisceaux stables de
classes de Cher),n). On peut pour cette famille considérer la courbe des droites de saut. On
note~: 3% — C,, le morphisme composéo f ainsi obtenu.

LEMME 12.1.-Le long des fibres d& — P le morphismey est une homographie et donc
est injectif.

Démonstration. -Soientn € P, et Z,, la fibre deZ au-dessus deg. Considérons, poure 3,
la suite exacte

0—O(=1) — F; — Iz, (1) — 0.

Considérons le diagramme standard

D&{pz

Prll

P3

La courbe des droites de sayt) = 8r du faisceal” = F, est définie par I'idéal de Fitting du
faisceauR!pr,, (pri(F(—1)). On a la suite exacte

0 — pry, (pr5(Zz,)) — O(—1) — R'pry, (pr3(F(-1))) — R'pry, (pr3(Zz,)) — 0.

Le support deR'pr,, (pr3(Zz)) est formé des points correspondant aux droitePgequi
rencontrentZ suivant un sous-schéma de longuerir2; ce sous-schéma est fini. Il en
découle quepr,, (pr3(Zz)) est un faisceau sans torsion de rang 1 et de classe de Chern
c1=—n— 1. L'idéal de Fitting deR'pr,, (pr5(F(—1))) coincide avegr, (pr3(Zz,))(1) en
dehors d’un fermé de codimensi®nPar suite, I'équation dér dépend linéairement de la classe
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weWyC Ext'(Zz,,0(—2)) qui définit 'extension. Cette équation est non nullessést non
nulle. Par suite, I'application obtenue

X, —0Cy
est une homographie.

Pour décrire I'image d& par- il suffit de décrire les images des sectidhset Y. Le long
de X, le morphismey est constant et a pour image le poérdéfini par la courb@i + . Le
long de la section., :P — X, de X, la famille 7 est isomorphe au noyau d’'un morphisme
surjectif surlP x P,

0? — Oa

associé au diviseuk. La restriction dey alP ~ 3, associe a un point d&T"), correspondant &
undiviseum ="~ nqa € P, la courbe du plan projectif dual décomposéeahoites définie

pary(soo (77)) = ZaGC naa-

LeEmME 12.2.-Dans I'espace projectif,,, I'image de la sectiorE,, C ¥ par le morphisme
7 est une conique liss@ qui ne rencontre chacune des droite&:,,), oun € P, qu’en un seul
point.

Démonstration. -€onsidérons sur la coniqué un fibré inversibleA de degrél, de sorte
que® ~ A®". SurP(H°(©)*) x C on dispose d'une section canonique@él) X L dont le
schéma des zéros est une hypersurface plate et finie de/degrélessus de I'espace projectif
P(H®(©)*). On en déduit un morphismé(H°(0)*) — Div"(C) qui est évidemment un
isomorphisme. On a d’autre part un isomorphissffe&”’ ~ Div" (C) qui identifie le fibréO(1)
avec le fibré déterminar®y, = AX--- X A/S,,. Dans le plongemeri”C = Div"(C) — C,
l'image réciproque du fibré)(1) est isomorphe d(2). L'image deP dansDiv"(C) est
une droite projective. Considérons le plongemggt v o s, : P — C,. L'application linéaire
associéeH(C,,0(1)) — H°(P,O(2)) est obligatoirement surjective, sinon le morphisme
j:P — C, se factoriserait a travers un morphisme de degré 2, et ne serait pas injectif. Le
morphismej se factorise suivant le diagramme

P —=P(H(P,0(2))")

U

n
ous est le plongement de Veronese de la drBittans le plan projectif. Donc I'image de la droite
projectiveP est une conique liss@. O

Montrons que, pour; € P, la conique® ne rencontre la droite(%,)) qu'en un seul point :
sinon, le point défini par la courb®; + %, appartiendrait au plaSpan(Q) de la conique) et
il existerait des droites(X,,) tangentes &). Or le morphisme induit par la différentieltey sur
les fibrés normaux
Ny /5 =0(2) — Ngse, =0(2) @ O(1)N 2
ou N =dimC,, est non nul est donc injectif. Ceci contredit le fait qu’il existe parmi les droites
v(%,) des droites tangentesia

CoOROLLAIRE 12.3.— (i)Le points n'appartient pas au plan projectfpan(Q) engendré
par la conique®).
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(i) L'image deX par le morphismey dans I'espace projectif des courbés est le cbne
quadratiqueR de sommet le point= g + i et de base la coniqu@ = ().

Considérons I'espace projecSpan(R) de dimension 3 engendré par le cGRelL’'énoncé
suivant est la clé de la démontration :

LEMME 12.4. — Il existe un ouvert de Zariski non vidéde Grass(2, H°(0)) x (P2 \ C) tel
que pour(T', zy) € U les propriétés suivantes soient satisfaites

(i) La courbe de sauz du fibré de Poncelet est lisse.

(i) Le sous-espace projecfif, tangent ers a 'image du morphisme

Cho1 xPy; —C,

défini par I'addition des diviseurs d&; rencontre I'espace projectpan(R) au seul points
défini par le sommet du corfe

Démonstration. -D’aprés la proposition 5.8, s ¢ H°(0) est sans point de base et tel
que z?2HY(©(-2)) N T = {0} pour toute droite d’équatior = 0 la courbe de Poncelet
associée &I', ) est lisse. Donc la condition (i) est satisfaite. Elle impliqgue que le morphisme
Cn_1 x Py — C,, est non ramifié eri3z, 7o) : 'espace tangent projectif ens a image
est alors I'espace projectif des courbes(lequi contiennent I'intersectiog N &q. Vérifier
la condition (i) revient a vérifier que le plan projeciipan()) engendré par la coniqug ne
rencontre pag ;.

On désigne pout € P par H, C C,, I'hyperplan projectif des courbes de degréle P; qui
passent pat. Tout pointz € G définit une droite d&-, dont on désigne aussi pat'équation,
telle quel’ N zH®(©(—1)) # {0}. Lintersection H, N @ est réduite au seul point défini par la
courbe associée au divisels) d’'une section non nulle € T'N 2z H°(©(—1)). En effet, un point
de H. N Q définit un diviseur de&_' associé a une sectiagre I' s'écrivant(t) = >, a;, tel que
ay € z. Les sectiong ett s'annulent alors eny, et puisque le systéme linéaifeest sans point
de base, les sectionset ¢ sont proportionnelles. Il en résulte que I'hyperpln rencontre le
planSpan @ suivant la droite tangente & la conigijedéterminée par le diviseys).

SoitQ la conique duale d€. Considérons le morphisme

708 — Q

qui associe au pointla tangented, N Span(Q). Dans l'identification) ~ P(T"), ce morphisme
associe & I'unique sections € P(T") qui s’annule sue N C. C’est un morphisme fini de degré

in(n—1).

LEMME 12.5. - Siz, est générique, la restriction dea Sg N & est injective.

Ce lemme sera démontré ci-dessous. Suppogpssfiisamment général pour que la propriété
du lemme 12.5 ci-dessus soit vraie et que la draita@e soit pas tangente®;. SiT, rencontre
Span(@) en un pointw, le pointw définit une courbe de degréqui contientGg N Zy. Alors
w appartient aux tangentds, N Span(Q), pour toutz € Sg N &o. D’apres le choix dex, ces
tangentes sont distinctes : le poinappartient donc a — 1 tangentes a la coniqug, ce qui est
absurde puisque > 5. O

Démonstration du lemme 12.5Gensidérons I'ensembl& des coupless, ) € P(T") x P}
tels quelg(¢N7~1(s)) > 2. Par projection suP(I") on voit que c’est un fermé de dimensibet
par conséquent 'image d€ dansP; est de dimension 1. Si on pretig en dehors de ce fermé,
la restriction der a g N &g est injective. O
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13. Contractions

On se propose dans cette section de donner un énoncé permettant de vérifier que sous certaines
conditions, un morphisme est une contraction sur son image, et donc génériquement injectif. Un
morphisme projectif et plat de fibie, est appelé; -fibration.

PrROPOSITION 13.1. — Soient3: M — C un morphisme propre de variétés algébriques
irréductibles et lisses, e C C une sous-variété fermée intégre de On suppose que les
conditions suivantes sont satisfaites

(i) Au-dessus de I'ouvegt\ Y, le morphisme3 est fini.

(ii) Le sous-schémB = 3~1(Y') est un diviseur dé/.

(iii) Le morphisme induiB|p: D — Y est uneP,-fibration, et la restriction ded(D) a la
fibre est de degré-k < 0.

(iv) Le morphisme induit par la différentielle sur les faisceaux conormaux

Nyje — B«(Npyar)

est surjectif.
Alors le morphisme est génériqguement injectif.

Pour démontrer ce résultat, on considére la factorisation de Stejh elele diagramme
commutatif suivant qui en découle :

D“~——=M
ﬁlDl [
Y ¢
C
Par constructiony est un morphisme fini, et on@,(0y;) = Oz On obtient en considérant le
faisceau conorma\/y ¢ deY’ dansC la factorisation dédps :

Nyje — 2w A,

y/C

L~
tdg df

B(Np )

L'assertion (ii) du lemme 13.2 ci-dessous montre que, sur un ouvert non viddelsorphisme

td[3 est génériquement un isomorphisme. D’aprés la condition (iv), la fleche horizontale est donc
génériqguement surjective. Il en résulte que la différentiélleest génériquement injective le
long deY et par suite le morphismeest génériquement injectif ; il suffit en effet d’appliquer le
lemme 7.4 du chapitre 1l de Hartshorne [8] au morphisme d’gnneaux localk de— 05,5

induit parv, ou £ désigne le point générique de Le morphisme3 étant birationnel, on obtient

gue le morphisme3 est aussi génériquement injectif, ce qui achéve la démonstration de la
proposition 13.1.
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Il reste a étudier le faisceau conorm@/g

LEMME 13.2.— On suppose satisfaites les conditigis(ii), et (iii) de la propositionl3.1
SoitY'l¥l le voisinage infinitésimal d’ordrédeY dansC CetD le voisinage infinitésimal d’ordre
¢ de D dansM.

(i) Le morphisme

Oyt — B+ (Opia)
est génériquement un isomorphisme.
(ii) Le morphisme
est génériquement un isomorphisme.

Démonstration. Ce lemme est une conséquence du théoreme des fonctions fornetlles (
Hartshorne [8]). Désignons pé&y I'idéal deY dansC, et parip 'idéal de D dansM. L'image
réciproque du sous-schériiadeC parle morphismé est contenue dans I'image réciproque de
Y par le morphismes. Elle coincide donc avec le sous-schémaSoit 7 le point générique de
Y, et(’)~ . le complété de I'anneau Iocé}~ , pour la topologiel,,-adique. Le theoreme des

fonctlons formelles montre que le morphlsme canonique

@c";,n — 1135*(0/1,%)”
¢

est un isomorphisme. On sait que le fibré conormvg ,, est, le long des fibres de la

projectionD — Y, isomorphe &0(k). D’aprés le théoréme de changement de base, on a

Rlﬂ*(SZNg/M) = 0. Il en résulte que, pour toudt> 0, le morphisme canonique

llina* (O/Ié)n _)B* (O/Ié)n
0

est lui aussi surjectif, et le diagramme commutatif

O~ %@&F(O/Ié)n

|
(O/1%)y B.(0/15),

montre que pour tout entiér> 0 le morphisme canoniqué/I5, — @(O/Ié) est surjectif au
point générique d&. Pour/ = 1, ce morphisme est induit par la projectibh—— Y et par suite,
c’est un isomorphisme. Le diagramme commutatif de suites exactes

l l i

00— B.(Ip/I}) — B.(O/I}) —= 3.(0O/Ip) —=0

0

montre que la premiere fleche verticale est surjective au point généridae de
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Montrons que le morphism&/I{, — E*(O/IZD) est injectif au point générique de Y.
Considérons une section localec O . On suppose que* (u) € B.(15),. Ainsi, 5*(u)
s'annule & l'ordrel le long de D. Considérons la classe d# (u) dansﬁ*(ﬂp/[g“l). Le
morphismeS‘3. (Ip/13) — B.(I%/15™1) est, d'aprés le théoréme de changement de base,
surjectif. Il en résulte qu’il existe, € Ifm tel queﬁ*(u — ug) appartienne éﬁ*(IZD“)n. Par
récurrence, on obtient en recommencgant la construction précédenté polides éléments
u; € If;;; tels que

B(ve X w)enapt,

0<i< Otk

Autrement dit, dan&m £, (0/I5), ona
—

B <U—Zu> =0.

i>0

Compte tenu du théoreme des fonctions formelles, cette égalité impligu®_, ,v; dans le

complété@a’. Mais alorsu appartient au complété,;. Mais d’'apres Atiyah—Macdonald ([1],
proposition 10.15), on a

7 o7t
Iy, N0, =1y,

Ceci prouve que le morphism@/I{, — E*(O/I‘D) est injectif au point;. Ceci démontre
I'assertion (i). L'assertion (ii) découle du diagramme commutatif de suite exactes déja écrit, dans
lequel les fléeches verticales sont maintenant des isomorphismes.

14. Fin de la démonstration

On suppose que le théoréme 1.1 est vrai a I'ordrel . Pour appliquer le résultat de la section
ci-dessus, on considére un ouvéjtde C,, satisfaisant aux conditions (a)—(d) décrites dans la
démonstration du corollaire 10.3.

Considérons la variét¥ = ¢~!(C) de plongée comme une sous-variété fermée’tle
Nous allons montrer que les conditions de la proposition 13.1 sont satisfaiteg avec et
quitte & diminuer au besoin I'ouvett;, pour le morphismed—1(C}) — C;: induit par3. En
effet, les points du complémentaiiede Y dansC;, s'ils proviennent dé\/,,, représentent des
courbes irréductibles, et le morphisrieest alors quasi-fini d’aprés [13] et propre au-dessus de
cet ouvert?, donc fini, ce qui démontre (i). Le sous-schéma image réciproqué plar 5 est
ensemblistement la trace dk; nous allons montrer qu'il I'est au sens des schémas. La difficulté
est que I'ouvert’ ne contient pas le point correspondant a la courbe correspondant au sommet
s du cdney(X) construit dans la section § 12. Nous allons donc dans un premier temps travailler
au-dessus d'un ouvetf, plus grand que I'ouvet? ci-dessus.

Considérons l'ouver€,, deC,, des courbes qui satisfont a la condition (c), de sorte qu’au-
dessus de cet ouvert, le morphisynéV =C,,_1 x P — C,, défini par I'addition des diviseurs
de P} est un plongement sur une sous-variété fermég,/debésignons pal’”’ C U,,_1 x Pa,

M) c M, et D' C D les images réciproques de l'ouveff de sorte qu'on déduit du
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diagramme (10.1) le diagramme commutatif

D¢ M,

(14.1) ﬂJ s
vy Yew cl

La différentielled induit pour les faisceaux conormaux un morphisme de faisceaux algébriques
cohérents au-dessus Hé

(14.2) 1/J*(N1TV//C;L) - 7r*(1\/'1*7//1\/1;)

LEMME 14.1. -

() OnaR'm (N}, ) =0;

(i) le faisceam*(Ng,/MT,L) est localement libre de rang, et sa fibre au-dessus d’un point
z € Y’ s'identifie & 'espace vectoridl{O(NE,/MT,L (z)) des sections de la restrictidﬁg,/M;l (2)
du fibré conormalVy,, ,,, alafibrer ! (z).

(i) le morphisme de faisceaux localement libres

Qﬁ*(N;V//c’n) - W*(NB'/M;L)
induit par I'application cotangente & est génériquement surjectif.

Démonstration. tes assertions (i) et (ii) résultent du fait que le morphisme
m:D—U,_1 xPy

est un morphisme projectif lisse dont la fibre s’identifie a la dBiteen particulier, il est plat,
et de plus, la restriction du fibré conorm, ,, & une fibre est isomorphe(2). Le méme
résultat est évidemment vrai pour la fibratibh — Y induite parm. Pour (iii) on considére
la fibre der au-dessus du point= (E, (), ou E est un fibré de Poncelet d&,_,, associé a
un systeme linéair€l’, ©) sur la conique liss€’, etz un point dePy suffisamment généraux
pour que les conclusions du lemme 12.4 soient vraies. Puisque la courbe de Popcestt
lisse, ce point appartient a I'ouvert. Considérons la surface de Hirzebruchtassociée et son
imagef(3), qui rencontreD transversalement suivant la fibre dau-dessus de; considérons
la restriction du morphisme a la fibre ! (2)

N;V'/C;L (2) —— W*(NB/M;I)(Z)

|

HO(NJ*D’/M;L (2))

L'application linéaire composée est surjective : en effet, si 3 painsont choisis sur la droite
projectiveP; = 7~ !(z) formant un repére, du fait quip,, /5 (2) = Op, (2), le morphisme
de restrictionHO(Ng,/M;l (2)) = II; Npr/um: (ai) est un isomorphisme. L'application linéaire
composée

NITV’/C;L (z) — HNB/MH (as)
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est la transposée de I'application linéaire

EB Nprjar, (ai) — Nw e, (2)
i=1,2,3

induite par l'application linéaire tangent&,, 5 aux pointsa;. Cette application linéaire se
factorise suivant le diagramme

B Noyu (@) T.R

=123 \ l

Nw e, (2)

ou R est le cdne quadratique de sommetonstruit dans le corollaire 12.3. Compte tenu de la
proposition 11.6, la fleche horizontale s'identifie a I'application linéaire

P Ve, s(a;) — TR

induite par la différentielle dey : c’est un isomorphisme. D’aprés le lemme 12.4, la fleche
composée est injective. Donc la fleche verticale est injective. Le lemme en découle, compte
tenu du fait que’” est irréductible, et du fait que les points au-dessus desquels un morphisme de
fibrés vectoriels est surjectif forment un ouverta

Fin de la vérification.
Considérons le diagramme induit au-dessus de I'oert

(14.3) ﬂl \Lﬁ
Y Cr

dont on sait déja qu'il est cartésien au sens ensembliste. La condition (iv) de la proposition 13.1
est satisfaite sur un ouvert non vide He quitte & diminuer au besoin I'ouvegt’, on peut
supposer que cette condition (iv) est vraie ¥utout entier. Il en résulte que poure D* la
différentielled,, 5 induit sur les espaces normaux une application linéaire

Npyu, (@) — Nyye, (7(a))

injective. Par suite, I'espace tangent de Zariskie@u sous-schéma~!(Y) est réduit a
I'espace tangerit, D. Ainsi, le sous-schéma=1(Y) est réduit aD* et la condition (ii) de la
proposition 13.1 est satisfaite. La condition (iii) étant vraie d’aprés le lemme 10.5, nous sommes
exactement dans les conditions d’application de la proposition 13.1. Donc le morphisste
génériqguement injectif.
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