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SUR LA TORSION
DES STRUCTURES DE CONTACT TENDUES

PAR VINCENT COLIN

ABSTRACT. — Thanks to torsion, an invariant introduced by E. Giroux, we give a sufficient topological
condition for a3-manifold to carry infinitely many non-isomorphic tight contact structures.

Itis for example the case of every orientable Seifert fibered space over a surface o getus

We also prove a rigidity result for the existence of some contact submanifolds in a universally tight contact
3-manifold.0 2001 Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

RESUME. — Grace a la torsion, un invariant introduit par E. Giroux, on donne une condition topologique
suffisante pour qu'une variété de dimensi®rporte une infinité de structures de contact tendues non
isomorphes.

C’est par exemple le cas de tout fibré de Seifert orientable au-dessus d'une surface degénre

On prouve également un résultat de rigidité pour I'existence de certaines sous-variétés de contact dans
une variété de contact universellement tendue de dimeBsior2001 Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

1. Introduction

Une structure de contact sur une varigétée dimensiors est la donnée d’un champ de plans
de classeC! qui, défini localement comme le noyau d’uhdéorme non singuliérex, vérifie en
tout point :a A da # 0. Remplacer la forme: par toute autre forme non singuliére de noyau
ne modifie pas le signe de la forme volume de, si bien que toute structure de contact induit
une orientation de la variété qui la porte.

La question abordée dans cet article est celle de la classification a difffomorphisme (resp. a
isotopie) pres de ces structures : on dit que deux structures de centtd; définies sur une
variétéV sont difftomorphes (resp. isotopes) s'il existe un diffeomorphigmee V' (resp. un
difféomorphismey; deV isotope a l'identité) tel qué.&y = & .

La premiére propriété permettant de distinguer des classes de conjugaison de structures de
contact a été découverte par D. Bennequin [1] avant d'étre exploitée de maniére systématique
par Y. Eliashberg [6] : une variété de contéktt¢) est ditetenduesi aucun disque plongé dans
V n'esttangent § en tous les points de son bord. Les structures qui ne sont pas tendues sont dites
vrillées On dit de plus quéV, &) estuniversellement tendwst le rappel d& dans le revétement
universel dé/ est une structure tendue.

Le résultat de la classification des structures vrillées a isotopie prés se révéle remarquablement
simple. En effet, Y. Eliashberg [6] a démontré que, sur une variété fermée de diménsion
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268 V. COLIN

deux structures de contact vrillées de méme signe et homotopes comme champs de plans sont
isotopes. En revanche, le monde des structures de contact tendues est riche de propriétés de
rigidité géométrique.

1.1. Torsion des structurestendues

Dans [13,14], E. Giroux montre comment un nouvel invariant, la torsion, différencie les
structures de contact tendues sur le tte

DEFINITION 1.1 (E. Girouxy. — Si(V, ) est une variété de contact, on associe a chaque classe
d'isotopie C' de plongements du produi® x [0, 27] dansV un entier naturel (éventuellement
+00), notéTor(V, £, C), appelé laorsionde ¢ dans la class€' et défini de la maniére suivante :
pourn > 1, on note¢,, la structure de contact définie slift x I = T2 x [0,2n] = {(z,y,t)}
par I'équationcosnt dz + sinntdy = 0 et Tor(V, £, C) le supremum de I'ensemble des entiers
positifsn pour lesquels il existe un plongement de contact®ex I,&,,) dans la class€' de
(V,€). S'il n'existe pas de tel plongement, on pdBe(V,&,C) = 0.

En bien des points, la torsion se présente comme une version contact du «width » de Gromov
et des capacités en géométrie symplectique.
Ici, on se propose de montrer que cet invariant est effectif dans de nombreuses situations.

DEFINITION 1.2. - Sig,v:T? — V sont deux plongements incompressibles du tore (injectifs
surm(T?)), on dit quep a unentersection persistantavecy si, pour tout plongemet isotope
a ¢, l'intersectiong’ (T?) N v(T?) est non vide.

DEFINITION 1.3.— Un plongement du tore:T? — V est dit normal s'il existe un
plongement): T? — V tel queg ait une intersection persistante avec

On étend ces définitions de maniére naturelle au cas des plongements du tof& éplaisi|.

THEOREME 1.4.— Si(V,¢) est une variété de contact universellement tendue irréductible et
si C est une classe d’isotopie normale, aldisr(V, ¢, C) < co.

On démontre également des résultats de rigidité pour certaines sous-variétés de contact d’'une
variété de contact universellement tendues).

DEFINITION 1.5.—Un torel" plongé dans une variété de contéicté) est ditpré-lagrangien
s'il existe unel-formea de noyal£ telle que, pour tout € T', da|r, 7 = 0.

Dans [5], on montre que pour toute famille non vide de tores incompressibles disjoints dans
une variété irréductibl& de dimensior3, il existe une structure de contact universellement ten-
due surV qui trace un feuilletage en cercles sur chaque tore — lequel est alors automatiquement
pré-lagrangien. Cependant, le fait pour un tore d’'étre pré-lagrangien est non générique et rare. De
méme que E. Giroux [13] a démontré que les tores lagrangiens dans le fibré cotarffyemute
de sa forme symplectique naturelle (différentielle de la forme de Liouville) sont tous isotopes a
la section nulle, on obtient ici de fortes restrictions quant a la présence de tores pré-lagrangiens
dans une classe d'isotopie donnée.

THEOREME 1.6. — Soient(V, £) une variété de contact irréductible et universellement tendue
et ¢:(T? x 1,&) — (V,€) un plongement de contact. 8i:T?> — V est un plongement
incompressible qui posséde une intersection persistanteggwaors aucun tore dé” isotope a
'image dewy n’est pré-lagrangien.

Comme corollaire, on montre :
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SUR LA TORSION DES STRUCTURES DE CONTACT TENDUES 269

THEOREME 1.7.— Si (V,£) est une variété de contact ferméeompacte sans boyd
irréductible et universellement tendue, seulement un nombre fini de classes d’isotopies de sous-
variétés deV difffomorphes &2 x I contiennent une sous-variété de contact conjuguée a
(Tz X I, 51)

1.2. Construction de structurestendues

Les résultats contenus dans cette sous-section reposent sur le théoréme d’existence suivant,
démontré dans [5], mais non encore publié. Sa preuve est fondée sur une combinaison de résultats
de Y. Eliashberg et W. Thurston [9] et du théoréme de chirurgie 2.8.

THEOREME 1.8 ([5]). — Si V' est une variété orientable, irréductible, ferméelgt. .., T,
une collection non vide de tores incompressibles disjoivitqorte une structure de contact
universellement tendue qui trace slif, pouri =1,...,n, un feuilletage en cercles.

On conjecture qu’une variété irréductible porte un nombre infini de structures de contact
tendues si et seulement si elle contient un tore incompressible. En combinant le théoréme 3.1
avec le théoréme 1.8, on démontre ici le résultat suivant :

THEOREME 1.9.— Si V est une variété orientable, fermée et irréductible de dimen8ion
qui contient un tore incompressible situé dans une classe d’isotopie normale}ajmste une
infinité de structures de contact universellement tendues deux a deux homotopes comme champs
de plans mais deux a deux non isomorphes.

En particulier, on obtient :

THEOREME 1.10. — Tout fibré de Seifert orientable au-dessus d’'une surface de genrd
porte une infinité de structures de contact universellement tendues, deux a deux homotopes
comme champs de plans mais deux a deux non isomorphes.

2. Outils
2.1. Elémentsde géométrie de contact

2.1.1. Courbedansune variété de contact

Une courbey plongée dans une variété de contékté) est ditelegendriennesi elle est
tangente & en tout point. Dans la suite, on supposera guest une structure de contact
coorientable. S est une surface compacte orientée, plongée flaasde bord legendriem,
on notetb(v), I'invariant de Thurston—Bennequiey, défini comme I'enlacement entseet la
courbey. obtenue en poussant [égéremenar un champ de vecteurs transverge Sous ces
hypothéses, si on notg(.S) la caractéristique d§ et si la structure est tendue, I'invariant de
Thurston—-Bennequin de la courbevérifie I'inégalité de Bennequin ([1] et [8]) :

th(v) < —x(9).

De méme, sty est transverse a la structufeon définit 'auto-enlacement() dey comme
I'enlacement entre; et une courbe obtenue en poussant légéremesglon une section non
singuliére d&|s.

La définition de linvariant de Thurston—-Bennequin s'étend au casy @st une courbe
legendrienne contenue dans une surface fermée incompressible (dans’i@jecte) S : on
notetb(v, S) le degré, dans le fibré normakecoorienté paf et trivialisé pafT'S, d'une section

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



270 V. COLIN

transverse § et définie le long de. Dans ce cas, la définition dépend de la classg désotopie
prés.

Muni de cette définition, il est possible d’obtenir dans certains cas particuliers des inégalités
du type de celle de Bennequin. Poue N ~ {0}, on note¢,, la structure de contact définie
sur le toreT? = {(z,y,t) € (R/27Z)3} par I'équation :cosntdx + sinntdy = 0. Pour tout
n € N\ {0}, la structuret,, est universellement tendue, car revétue par la structure stagidard
de R? = {(x,y,t)} d’équationcostdx + sintdy = 0 qui est tendue d’apres un théoréme de
Bennequin [1]. Dans ce contexte, voici I'un des ingrédient clé, di a Y. Kanda [17], dont on se
servira ultérieurement :

LEMME 2.1 ([17]).— Si T est un tore plongé dan$T3,¢,) ou dans son revétement
(R x St xSt,¢,), isotope au tore vertical d’équatiofx = 0}, et~y est une courbe legendrienne,
plongée dang et isotope a la courbe d’équatidx: =0, y = 0}, alorstb(v,T) < —n.

Ce résultat est une amélioration, dans le cas particuli@Pddu lemme :

LEMME 2.2.— Si (V,&) est une variété de contact universellement tendue: &2 — V/
est un plongement incompressible du tore, dont I'image contient une courbe fermée simple,
legendrienne et non contractitg alorstb(vy, ¢(T?)) < 0.

Démonstration. Soitp: E — V le revétement d& dont le groupe fondamental ez c
¢4 (m1(T?)) ~ Z2. Tout relevé compact’ de ¢(T?) dansE contient deux relevés de qui
bordent dang” un anneawd. L'applicationp|sa : 0A — ~ est un revétement de degtéet on
a :th(9A, A) = 4tb(v, ¢(T?)). Comme la structurg*¢ est tendue, l'inégalité de Bennequin
s'applique tb(0A, A) < —x(4)=0. O

2.1.2. Feuilletage caractéristique des surfaces

Génériquement, toute surfadecompacte et plongée dans une variété de coridd) est
transverse & en dehors d'un nombre fini de poins;)i<i<». Le choix d’une coorientation
de ¢ pres deS et d’une orientation de5' fournit, sur S \ (U, <<, zi), une orientation du
champ de droiteg N T'S. Celui-ci s'integre alors en un feuilletage orienté, apgelélletage
caractéristiqguede S et noté¢S. Les singularités de ce feuilletage, qui sont les paint$; <i<n
ou £ =TS, sont génériguement de deux type<lliptiques d’indice 1 ou hyperbolique
d’indice —1. Elles sont positives si les coorientationsédet deS coincident et négatives sinon.

LEMME 2.3. - SoientT" un tore incompressible contenu dans une variété de contact tendue
(V,&) et~ une courbe legendrienne fermée simple, contenue @a@n suppose de plus qu'il
existe un plongement: D? x S! — V tel queg({0} x S*) =~ et quets(dD? x S') contienne
une orbite périodiqusé, isotope ay dans I'image deb par la restriction d’une isotopi€f;) <o, 1]
deV. Alors on a: tb(y,T) < tbh(d, f1(T)).

Démonstration. -On commence par remarquer qu'il existe un anngaule bord~ U ¢
transverse a(dD? x S'). D’apres l'inégalité de Bennequinb(y U 6, 4) < 0. Comme A
est transverse &(dD? x St), il vient quetb(d, A) = 0 et par suite, commeb(y U J, A) =
tb(y, A) + tb(d, A), on obtient queb(~, A) < 0.

On note alorss une section transversetde long dey. Si s’ est une section transversé &
long ded, le degré def;.s dans le fibré normal &= f;(v) trivialisé pars’ vauttb(y, A). Ainsi,
tb(d, f1(T")) =tb(y,T) — th(y, A) et la conclusion s’ensuit. O

Les feuilletages caractéristiques de surfaces ont été étudiés en détail par E. Giroux. Il ressort
de son travail le résultat suivant :

LEMME 2.4 ([11]). — Soient(V,€) une variété de contact tendu®; et D, deux disques
disjoints dans la spher&? et f:S? — V' un plongement tel que le feuilletadge (D;) soit
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transverse & f(D;) et ne contienne gu’une singularité elliptique, positive posrl et négative
pouri = 2. Alors, pour tout voisinagl de f(S? . (D; UD-)) dansV/, il existe un plongemerft
isotope af, égal af sur D, U D,, dontl'image estincluse danf§S?)UU et tel que le feuilletage
Ef'(S% \ (D1 U Dy)) soit non singulier, toute feuille joignarft (0D1) & f/(9D>).

Le résultat suivant se déduit directement du fait — outre la non-intégrabilité d’'une structure de
contact — qu’un feuilletage non singulier sur le tore posséde une orbite périodique ou une orbite
dense.

LEMME 2.5.— Tout toreT plongé dans une variété de contddt ¢) et transverse & peut
étre isotopé de maniér€°-petite en un tore dont le feuilletage caractéristique posséde une
orbite périodique. De plus, cette modification peut étre choisie constante a I'extérieur de tout
disque fixé au préalable dafis

Un résultat important sur lequel on va s'appuyer concerne la structure tendééinie
sur U, = R? x [—a,a] = {(x,y,0)} (oU a est un réel strictement positif) par I'équation
cosfdx +sinfdy = 0.

LEMME 2.6 (voir aussi [4]). —Pour tout compac€’ C U,, il existe une isotopie d&,, égale
alidentité en dehors d’un compaéf deInt U, qui déforme le plarP, = R? x {0} en un plan
Py, etundisquéD inclus dansP;, qui contientC' N Py, dont le bord est transversedaet dont le
feuilletage caractéristique ne contient qu’une singularité elliptique radiale positivée plus,
parmi les feuilles issues de , une a pour ensemble limite une singularité hyperbolique positive
et toutes les autres ont pour ensemble limite une méme singularité elliptique négative.

Démonstration. -On note, pour tout réel positif, D,. le disque plongé dang, et défini par :
DT:{x2+y2<r, 9:0}.

Si r est assez grand; C D, x [—a,a]. Pour un tel réet fixé, on notef la feuille de& Py
qui passe par le point de coordonné@d). Cette feuille intersect®,. et on notef’ et f” des
segments contenus dapis. D,., de part et d’autre d®,. (en suivantf, on rencontre d’aborg’,
puis D, et enfinf").

On modifie alorsP, en un planP} par une isotopie_"-petite fixant la courbef, laissant
invariant le complémentaire d’'un voisinage ¢¢ et dont le support ne rencontre pas
D, x [—a,a], pour faire apparaitre le long dg&’ sur (P; deux singularités de signe négatif
en position d’élimination\(oir [7]). Les signes sont choisis de telle sorte qu’en venanbde
en suivantf, on rencontre d'abord la singularité elliptique. Par une isotopi€°-petite deP}
fixant f, on fait de méme apparaitre le long dlesur le feuilletage du nouveau pldff’ deux
singularités positives en position d’élimination. On choisit le support de cette deuxiéme isotopie
assez petit pour que les orbites issues de la singularité elliptique pesitaient pour ensemble
limite e_, & I'exception de celle qui relie; et la singularité hyperbolique positivef(figure 1).

Sie € R est choisi suffisamment petif). C D, et toute feuille passant p&r. contiente.,
dans son ensemble_-limite.

SurU,, la structurel est invariante par les difféomorphismes

¢)\ : (I7ya9) — (Ax7>\ya9)
En prenant 'image dePy’ par ¢,,., on obtient un planP; contenantD, = ¢, ,.(D.), tel
que toutes les courbes dé’ passant paD, partent de la singularité elliptique, /. (e ) du

feuilletage deP; . De plus,P; N D, x [—a,a] = D, etdoncP, N C C D,..
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Fig. 1. Le feuilletage dé"; .

On peut alors trouver un disque plongé dansP;, contenantD,., de bord transverse au
feuilletage caractéristique de et contenant la singularité elliptique /. (e; ). O

LEMME 2.7.— Soit¢ une structure de contact sb? x [—1,1] qui trace surD? x {0} un
feuilletage comprenant une singularité elliptique radiale On suppose de plus que, parmi les
feuilles de¢D? x {0} issues de:,, une a pour ensemble limite une singularité hyperbolique
positive et toutes les autres ont pour ensemble limite une méme singularité elliptique radiale
négativee_. Si~ est un segment legendrien dafi3® x [—1,1],£) qui va deD? x {—1} a
D? x {1} et qui rencontreD? x {0} transversalement selon un pointsitué sur une feuille
reliante, ae_, alors pour tout point’ situé sur une feuille reliant, ae_, il existe une isotopie
legendriennég~; ).c(0,1] dey (70 =), fixe prés déy et telle quey, intersecte transversalement
D? x {0} enz’.

Démonstration. H existe deux feuilles déD? x {0} reliante, ae_, dont la réunion borde
dansD? x {0} un disqueD contenant: et ' dans son intérieur. Ce disque (singuliér)est
feuilleté par des liaisons entee ete_. Comme le germe d’une structure de contact au voisinage
d’'une surface est entierement déterminé par le feuilletage caractéristique qu’elle y induit ([11]),
au voisinage deD \ (e4 Ue_), la structure¢ est conjugée a ([—e,e]| x [0,1]x |—m, 7[=
{(z,y,t)},ker(costdz + sintdy)), avecD \ (ey Ue_) = {z = 0}.

Si ¢/ > 0 est choisi suffisamment petit (et < ¢), pour toutt € [—&’,¢'], le segmenty
rencontre transversalement le disque= ¢} selon un point. On note alors

p:[—€’,&'] x [0,1]x |—m,m[— [—€’,€'] x [0,1]

la projection parallele &@/0t. On trace une famille continue de segmefis),c(o,1) dans
[—¢’,€'] x [0,1] avec les propriétés suivantes :
- ag=p(7),
— «; coincide ave@(v) au voisinage dgx = +¢'},
pour toutt € [—¢’,¢], as est transverse g =t},
— oy N{x =0} =p(2') etTy.na; = ker(cost’ dr +sint’dy) (ot z' = (2, y',1")).
En tout point(z,y) € [-¢’,¢'] x [0,1],0na

Ty s = ker(cos(fS (z,y))dz + sin(fs(x,y)) dy),
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et on notey, C [—¢,¢] x [0,1]x ]|—m, [ le segment égal & hors de[—¢’, '] x [0, 1]x |—m, 7]
et qui est{(z,y, fs(z,y))} alintérieur. Par construction, pour tosie [0, 1], 7, est legendrien,
~vo =7 ety rencontre{x = 0} transversalement selan. C'est I'isotopie recherchée.o

On rappelle enfin un résultat de chirurgie pour les variétés de contact tendues :
THEOREME 2.8 ([4]). — Soient(V, £) une variété de contact et

¢: (U =T% x [—¢,¢] = {(z,y,1)}, ker(costdz + sintdy)) — (V&)

un plongement de contact incompressible tels §iue. ¢(U’) soit universellement tendue.
Alors, (V, &) est universellement tendue. Cette conclusion vaut également pour tout plongement
incompressible propre

¢: (U'=S" xR x [—¢,e] = {(z,y,1)}, ker(costdz + sintdy)) — (V,&).

On fixe par ailleurs la notation suivante : Siest une surface orientée, plongée dann
note

vas

la variété a bord obtenue en découpite long deS. On a alors une application naturelle
m:V 1S — V qui est un difffomorphisme st ~. .S et qui induit le revétement d’orientation
surS.

Comme le germe d’une structure de contaetu voisinage d’une surface est déterminé, a
isotopie pres, par le feuilletage caractéristi§9etoute structure de conta¢surV .S qui trace
sur les deux composantes d@/ 1 .S) deux feuilletages qui ont méme image gaest isotope,
relativement &(V 1 S), & une structurg’ qui est la préimage par d’une structure de contact
définie surV.

2.2. Outilstopologiques

2.2.1. Isotopiesde surfaces
On rappelle une définition classique en topologie de dimerssion

DEFINITION 2.9.— SoientF’ et G deux surfaces darig. On dit queF estparallélea G s'il
existe une surfac# et une applicatiorf : H x [0,1] — V/, telles que :

— flmt(mx[0,17) SOit un plongement,

— [l {0} Soit un homéomorphisme siit,

— flaax[0,1))~Int(Hx {0}) SOit un homéomorphisme sGt.

On extrait des travaux de F. Waldhausen (proposition 5.4 dans [18]) le résultat suivant :

THEOREME 2.10. — SoientV/ une variété de dimensidhirréductible etF’ et G des surfaces
incompressibles et transverses dandOn suppose qu'il existe une surfalleet une application
continuef : H x [0,1] — V, telle quef|x « (o} Soit un revétement de et quef (H x {1}) C G.

Alors il existe une surfacF C I’ etune surface’} C G qui sont paralleles dan¥’ et, de plus,
FNG=30F et, oubienG N F = dG, ou bienG et F' sont des disques.
Voici des corollaires de ce résultat.

LEMME 2.11. - SoientV une variété de dimensighirréductible etF", G etHy, ..., H, des
tores incompressibles plongés ddrigels qu'il existe dan3d” une isotopie de disjonction dé
etG et que, pour =1,...,n, H; N (F UG) = 0. Alors il existe une isotopie de disjonction de
FetGdansV ~\ (U, Hy).
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Démonstration. -On commence par éliminer les composantes homotopiquement triviales de
F NG par une isotopie dé& dont 'image est contenue dabs~ (U, H;).

Soit D C F un disquentérieura F (i.e. tel queD NG = 9D). CommeG est incompressible,
0D borde un disquéd’ dansG et commeD est intérieur, la sphér® U D’ est plongée. Or,
V est irréductible et don® U D’ borde une boulés dansV, telle queB N G = D’. Comme,
pouri =1,...,n, le tore H; ne rencontre nf’ ni G, il ne rencontre pa®. On pousse alor®’
a traversD dansB, ce qui permet d’éliminer les composantesfde G contenues dan®’. On
conclut cette premiére partie par récurrence.

On suppose a présent que toutes les composantEsd€ sont non contractiles. SoR’ un

tore isotope &, transverse &’ et disjoint deG:. D'apres le théoreme 2.10, il existe une surface
F C F et une surfacé” ' C I qui sont paralleles dari§. On sait de plus quUéE N F’' = OF et
que, ou bient” N F = 9F”, ou bienF et I’ sont des disques. On nakele produit plongé entre
FetF.

— Si G rencontreP, commeG' ne rencontre pag”, I'intersection deG' et 0P est incluse
dansF. Comme de plus les composanteside G sont non contractilesy’ n’est pas un
disque et donént PN (F U F’) Q) Le théoréme des surfaces paralléles (proposition 3.1
dans [18]) affirme qu'il existd’ C F etG C G qui sont paralleles dan8. Comme, pour
i=1,...,n, le tore H; estincompressible et ne rencontreMini G, il ne rencontre pas
non plus le produit contenu entféet G. Ainsi, 'isotopie deG qui consiste a poussér au
travers deF’ a une image qui ne rencontre pds et fait baisser le nombre de composantes
deFnG. B B

— SiG nerencontre paB, alors on poussg” au travers dé” pour obtenir un toré™” disjoint
de G dont le nombre de composantes d'intersection dvest moindre que celui d&’.

On recommence alors le raisonnement précédent jusqu’a éliminer toutes les composantes de

F NG outoutes les composanteske) F’. Dans ce dernier cas; et le nouveau toré”’ bordent
un produit et une nouvelle application du théoréme des surfaces paralléles permet d’éliminer les
composantes d& N G restantes. O

LEMME 2.12.—Soientp: T? = S! x St — V un plongementincompressible dans une variété
irréductibleV et f : D? x S! — V un plongement dont I'imagg contienty({0} x S!) dans son
intérieur. On suppose de plus que la classedd€0} x S*) engendrer(T'). Alors il existe
une isotopie(¢;).c(0,1] de ¢ telle queg; ({0} x S') = f(0 x S') et que pour tout € [0,1],
#:({0} x SY) C T.

Démonstration. -On effectue une isotopie dequi rend I'image du nouveau plongeme#it
transverse au bord deet laissep’ ({0} x S') dans l'intérieur d&g". On note alorsi 'adhérence
de la composante dg(T?) \. 9T qui contienty’ ({0} x S'). Deux composantes d&4 sont non
contractiles dan¥’ et les autres sont contractiles da&is.

Comme de plud/ est irréductible, il existe une isotopie ¢éen un plongement”, fixe au
voisinage de{0} x S! et qui élimine les composantes homotopiquement triviale8 AlePour
démontrer cette affirmation, on natél'image de¢’ et D C 9T un disquentérieuraoT (i.e. tel
queD N F = 9D). Le cercledD borde dang” un disqueD’. CommeD est intérieur, la sphére
D U D’ est plongée dang qui est irréductible. Elle borde donc une boledansV, telle que
BN F =D'. LabouleB ne rencontre pas la courp&{0} x S'). On pousse alor®’ a travers
D dansB, ce qui permet d’éliminer les composantesidén I contenues danB’. On conclut
par récurrence.

La nouvelle surfaced’ est un anneau dont le bord est d&aiiB. Elle contient la courbe
¢" ({0} x S') dont la classe engendre le groupe fondamental’dé&n particulier, chaque
composante d&)A’ a une intersection égale &1 avec un méridien déT. D’aprés la
proposition 3.1 de [18], I'annead’ découpel’ en deux tores pleins et peut donc étre poussé
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dansdT par une isotopie qui fixe son bord. L'image ¢&({0} x S!) par cette isotopie est une
courbe plongée dar¥l" qui a une intersection égaledal avec le méridien. Elle peut donc étre
isotopée & (0 x S'). O

LEMME 2.13.— Deux plans disjoints et proprement plongés d&isbordent dansR? une
sous-variété conjuguéeR? x [0, 1].

Démonstration. -On donne la démarche a suivre.

On noteP et ) deux plans disjoints et proprement plongés d&hsOn compactifieR?® en
S? par ajout d'un pointo de telle sorte que I'imagé&p de P soit une sphére lisse passant
parco. L'image Sp de@ dansS?® est homéomorphe & une sphére et est lisse en dehoss Oa
se donne alors une base de voisinagescd®rmée d’une suité B, ),y de boules emboitées
qui rencontreSp transversalement selon une famiflB,,),.cn de disques emboités. Si on fait
I'hypothése que, pour < i < n, la bouleB; rencontreSy transversalement selon un disgg
on applique le théoreme 2.105y etdB,,+1 pour isotoperSy, par une isotopie fixe prés de
et deSg ~\ D/, en une nouvelle sphére qui rencontre transversalefgnt selon un disque
Dy, .1, etSp enco. On montre ainsi par récurrence gbig peut étre isotopee en une sphée
avec les propriétés suivantes :

— S, estlisse en dehors de,

- Sb NSp =00,

— pour toutr € N, S;, rencontre transversalemef, selon un disqué,, .

Les cercle$D,, etdD!, bordent un annead,, dans la sphéréB,,. La sphereD,, U A,, U D},
borde dan$?® une boule donnée par I'image d’un plongemeépt D™ x [0,1] — S* tel que, si
D" désigne le disque de centieet de rayom + 1 dansR?,

On (Dn X {0}) =Dy, ¢n (Dn X {1}) = D;Lv On (8Dn X [07 1]) =A, et ¢n+1‘]1))"><[0,1] = Pn.

On obtient ainsi une structure produit enfig \ co etS&2 ~ oo etdonc entresp . co etSg \ oco.
On en déduit que dar&?®, les plansP et @ bordent un produit. O

2.2.2. Intersection persistante de toresincompressibles
Voici a présent des résultats plus spécifiques.

LEMME 2.14.— SoientV une variété de dimensiohrevétue pamR?, ¢, 1: T? — V deux
plongements incompressibles du tore, d'images respediivetss etx € FFNG.

Sig(m1(T?, 07 (x))) NYs (71 (T2,9p~1(x))) estun sous-groupe de raggler; (V, z), alors
il existe un plongement’ isotope & tel que¢’(T?) N (T?) = ().

Démonstration. -On effectue une premiére isotopie d@our rendref’ et G transverses. On
raisonne alors par récurrence sur le nombre de composanieside

On élimine tout d’abord les composantes contractiles'deG a I'aide de la méthode décrite
dans la démonstration du lemme 2.11.

On note ensuitd/’’ le revétement d&” de groupep. (m (T?)) N . (w1 (T?)). Les toresF
et G se relevent dan¥”’ en des tored” et G’ pour lesquelsty (F') = 1 (G') = m (V7).
CommeV est revétue paR?, la variétéV’ est irréductible et don#’ est homotope &'.
Cette homotopie fournit dang une application continug : T? x [0,1] — V qui vérifie les
hypothéses du théoréme 2.10 pduet G. Ainsi, il existe FF C F etG C G qui sont paralléles
dansV ! (FUG) (ce ne sont pas des disques). Une isotopie dei poussd' a traverss permet
alors d’éliminer la composante d’intersectionBet G donnée pa@ff“ = 0@ sans en ajouter de
nouvelle.

En itérant le procédé, on obtient une isotopie de disjonctiof éeG. O
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LEMME 2.15.— Si V est revétue pamR® et si ¢, ¢:T? — V sont deux plongements
incompressibles du tore qui ont une intersection persistante, on a les propriétés suivantes

(a) Il existe une courbe fermée simplelansT?, telle que pour tout plongement isotope a
¢, la courbey(y) rencontreg’ (T?). Une telle courbe est dite associée &t. De plus,
si a est une composante non contractile#l&?) N (T?) et siz € ¢(7) N, la classe de
¥(v) dansmy (V, z) n’appartient pas ap. (w1 (T?, ¢~ (x))). Toute courbe fermée simple
v C T? qui posséde une intersection homologique non nulle avelda) est associée
agety.

(b) Si P désigne un relevé dg(T?) dans le revétement universél~ R3 de V, son image
P’ sous I'action de la classp)(v)] € m1(V, z) dew(y) est distincte dé°. De plus,P et
P’ bordent danR? un produit conjugué &2 x [0, 1] qui les munit d’'une orientation, et
[¥(7)] agit en renversant cette orientation. En patrticulier, la variété obtenue a partir de
ce produit en identifianP et P’ par le difffomorphisme induit par I'action deé ()] est
conjuguée &R? x St.

Démonstration. —

Preuve du(a). — On suppose, dans un premier temps, que les imagesedeale ) sont
transverses. On remarque dans un deuxiéme temps que cdmese irréductible, on peut,
a l'aide d'une isotopie dey, éliminer toutes les composantes homotopiquement triviales de
#(T?) N1H(T?) (voir la démonstration du lemme 2.11).

Ainsi, comme¢ a une intersection persistante av@c au moins une composante de
#(T?) N ¢(T?) est non homotope a zéro. On noteune courbe fermée simple daf¥
qui posséde une intersection homologique non nulle avet(«). Si z est un élément de
¥(y) N «, on sait par application du lemme 2.14 que, pour tout entier relatifon nul,
I'élémentn[y(v)] € m1(V,z) n'est pas dans 'image dg, (car celle-ci contient déjin]), et
que, (m1(T2)) N b, (m1 (T%)) = Z{al.

On note alorg: V' — V le revétement d& de groupep.(r1 (T2, ~1(z))) et T un relevé
compact de)(T?) dansV’ qui passe par un point relevantz. On notey’ le relevé deyp(vy)
contenu dang” et P le relevé dep(T?) qui passe pay. Commedg, (71 (T?)) N . (71 (T?)) =
Z[a], la sous-variétd est difféormorphe & x S!.

Si ¢’ est un plongement isotopefeet d'image transverse a celle geon considére le relevé
P’ de ¢'(T?) obtenu en relevant l'isotopie dea partir deP. De méme que pouP, la sous-
variétéP’ est difftomorphe & x S' et le facteuS' de P’ est isotope dang’ au relevén’ dea
contenu dang'. De plus, toute composante non contragtilde ¢’ (T?) N)(T?) se reléve en une
composante non contractii# deT N P’ qui est nécessairement isotope au faciute P'. Elle
est donc isotope & dansV’. Commer; (V') = Hy(V’,Z) = Z2, cette courbe}’ est isotope a
o’ dansT'. On en déduit qu’elle rencontrg et en particuliery intersectes.

Pour conclure, il suffit de remarquer quegsiest un plongement isotopegadont I'image ne
rencontre pag(y), on peut I'isotoper a un plongemedit, dont 'image est transverse a celle
det et ne rencontre pas non plig~y), ce qui contredit I'étude précédente.

Preuve du(b). — Les plansP et P’ sont disjoints cafy ()] n’appartient pas &, (T?).
Dés lors, P et P’ bordent dand/ un produit conjugué &R?2 x [0,1] d’apres le lemme 2.13.
Par une isotopie dg¢, on se ramene au cas ol le nombre de composante&den «(T?) est
minimal. En particulier, aucune composante/d&?) N (T?) n’est contractile. Pour poursuivre,
on précise quép(~)] agit sur(V,y), oliy est un relevé de, et queP passe pay. On noteQ le
relevé dey(T2) dansV qui passe pay. [)(7)] agit par translation sug.

AFFIRMATION. — L'intersection deP et () est connexe.
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Démonstration. -On sait déja que les composantesfelel () sont non compactes. N Q
possede plusieurs composantes, on foteet D, deux composantes successives danklles
bordent une bande dar$ aussi bien que dang@, qui se rencontrent uniquement le long de
leur bord. On déduit d’'une application combinée classidgtie<(R?) du lemme de Dehn et du
théoréme de la sphére ([15]), que la réunion de ces deux bandes borde un tube infifi dans

Comme dans [18], une application a répétition du théoreme des surfaces paralléles ([18],
proposition 3.1) a 'ensemble (fini) des relevésgd&?) et (T?) qui rencontrent ce tube infini
fournit I'existence de deux plang’, Q' C V relevant respectivement(T2) et ¢ (T2), et de
deux bande® c P’ et@ C @', paralleles dan¥’, qui bordent un tube infini/ dont I'intérieur
ne rencontre pas les préimages/dé?) et dey(T?).

Soitm un méridien deJ qui rencontreP etQ selon un segment. La projection VoV
envoie P sur un anneaul C #(T?) et Q sur un anneau!’ C ¥(T?). Ces deux anneaux sont
par construction compris entre deux intersections successives (a la foig@nset 1 (T?))
de ¢(T?) ety)(T?), et leur réunion forme donc un tore (singulier le long4le A’). La courbe
m(m) intersecte exactement une fois chaque composanterdel’ et est donc non contractile
dansA U A’. De plus,r|,,, est de degré. Commem est contractile dang, la courber(m) est
contractile dand” et donc, par application du lemme de Dehn puis du théoréme de la spheére,
AU A’ borde un tore plein darig (on rappelle qué” est irréductible). Il vient quel et A’ sont
paralléles, ce qui contredit la minimalité du cardinakd&?) N (T?). O

On déduit de cette affirmation que I'intersection &€ et () est connexe. En particulier,
l'intersection de) avec le produit bordé paP et P’ est une bande darg3. L'action de [« (y)]
envoie un bord de cette bande sur 'autre, et envoie donc un vecteur pointant a 'intérieur du
produit enP sur un vecteur pointant a I'extérieur é. 0O

3. Enoncéet preuve desrésultats

Un des objectifs de ce texte est de démontrer la finitude de la torsion dans toute classe
d’isotopie normaledf. définition 1.3) :

THEOREME 3.1. — Si(V,¢) est une variété de contact universellement tendue irréductible et
si C est une classe d’isotopie normale, aldtsr(V, ¢, C) < co.

Remarque3.2. — On présume que pour toute classe d’isot@pide plongements du produit
T? x I dans une variété de contact (universellement ?) tedug, on aTor(V, £, C) < oo.

Remarque3.3. — D’'aprés un résultat de Hakewmo{r par exemple [15]), le revétement
universel V' d’'une variété fermée, irréductible et qui contient un tore incompressible est
difféomorpheNéR?’. Dans ce cas, d'aprés Y. Eliashberg [7]¢ st universellement tendue, son
rappel¢ dansV ~ R3 = {(z,y, z)} est conjugué a la structure d’équatidn+ 2 dy = 0.

Le théoréme 3.1 est une conséquence du lemme fondamental suivant :

LEMME 3.4.— Soient(V,¢) une variété de contact universellement tendue irréductible,
¢:(T? x [0,27],&) — (V,€) un plongement de contact;: T> — V un plongement ayant
une intersection persistante avecet v une courbe associée @ et . Si la courbey () est
legendrienne, on ab (v (7y), ¥ (T?)) < —k.

Voici tout d’abord comment le lemme 3.4 implique le théoreme 3.1.
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Démonstration. -On sait queC est une classe d’isotopie normale. Soit dahcl? — V/
un plongement incompressible du tore tel que tout plongematansC ait une intersection
persistante aveg, et v une courbe associéeg@e C et . Quitte a effectuer une isotopie
de ¢, on suppose que(y) est une courbe legendrienne. Dés lors, d’aprés le lemme 3.4, si
¢:(T? x I1,¢&,) — (V,€) estun plongement de contact daiison a :

n< —th(v(7),¥(T?)). o

THEOREME 3.5. — Soient(V, £) une variété de contact irréductible et universellement tendue
et ¢:(T? x 1,&) — (V,€) un plongement de contact. 8i:T?> — V est un plongement
incompressible qui posséde une intersection persistanteggwaors aucun tore dé” isotope a
I'image dewy n’est pré-lagrangien.

Démonstration. H est bien connu qu’un tore pré-lagrangien ddnsporte un feuilletage
caractéristique linéaire et posséde donc un voisinage @arg§ conjugué a(T? x [0y — e,
Oo + €], ker(cosf dx + sinf dy)) par un plongemenk’. En particulier, il existe une valeur de
6 € [0y — €, 00 + <] telle que le feuilletage d&2 x {0} soit un feuilletage en cercles et que toute
feuille v de ce feuilletage soit associée @t ¢ (cf. lemme 2.15). Dés lors, si 'image deé est
isotope a celle de, on a, par application du lemme 3t&,(F(v), F(T? x {6})) < —1, ce qui
contredit le fait quey est une feuille. O

On déduit directement de la conjonction des théorémes 3.1 et 3.5 le résultat de rigidité suivant :

THEOREME 3.6.— Si (V&) est une variété de contact fermée, irréductible et universelle-
ment tendue, il n'existe qu’un nombre fini de classes d’isotopies de sous-variétéslifféo-
morphes aT? x I dans lesquelles on puisse trouver une sous-variété de contact conjuguée a
(T? x [0,27],&1).

Démonstration. -On commence par appliquer une remarque de E. Girouxg¢ et un
plongement de contact d&? x [0,27],&;1) dans(V,¢), comme¢ est tendue, nécessairement
#(T? x {0}) estincompressible. On observe ensuite que gi: (T2 x I,£;) — (V, £) sont deux
plongements de contact, alas$T? x {0}) est pré-lagrangien et, par application du théoréme 3.5,
les images de et peuvent étre disjointes par une isotopie/de

Dés lors, si¢x)1<k<n €St une suite de plongements(@ x I, £;) dans(V, £), on commence
par disjoindre, poui > 2, I'image deg; de celle deb; (par une suite d’isotopies qui ne préservent
pas, bien entendu, la structufe Par application du lemme 2.11, on disjoint alors, po3,
I'image deg; de celle dep; dansV ~ ¢ (T? x I), puis on conclut par récurrence que les images
desg,; peuvent étre disjointes dans leur ensemble.

Pour achever la démonstration, il reste a rappeler un résultat de Kneser et Makegra(
exemple [16]) : pour toute variété fermée et irréductiblde dimensiors, il existe un entieny,
tel que sip > ny, toute collection de surfaces incompressibles disjointes dinsomprend au
moins deux surfaces qui bordent un produit. Ici, on obtient directement qu’il existe auplus
classes d’isotopie de sous-variétés de conta¢vdg) conjuguées &T? x 1,£1). O

CoOROLLAIRE 3.7.—Si(V,€) est une variété de contact universellement tendue irréductible,
pour laquelle il existe un plongement normiatle T? d’image pré-lagrangienne, alors il existe
sur V' une infinité de structures de contact universellement tendues, deux a deux homotopes
comme champs de plans mais deux a deux non isomorphes.

Démonstration. -Comme¢ est d'image pré-lagrangienne, il s'étend en un plongement de
contacty’ : (T? x [—& + 0, 0y + €], ker(cos @ dz + sinf dy)) — (V,€), ¢(T?) = ¢/'(T? x {6o}).
Soit f:[—e + 6p,6p + €] — R une fonction dont la dérivée est strictement positive et telle
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que f(t) =t prés defy — ¢ et f(t) =t + 2nw prés dedy + ¢ (n € N). Par application du
théoreme de recollement 2.8, la structgteobtenue suV’ en prolongeant la restriction de

au complémentaire de I'image ¢é par ¢/, (ker(cos f(0) dz + sin f(0) dy)) est universellement
tendue (on peut également trouver un difffomorphisme explicite qui conjugue le revétement
universel de(V,¢) a celui de (V,¢’)). Lhomotopie de champs de plans donnée par la
famille (ker(t(cos 6 dz +sin 6 dy) + (1 —t)(cos f(0) dz +sin() dy) 4 t(1 — t)x df)).c[0,1], OU

X:T? x [—& + 6,00 + ] — [0,1] vaut0 prés du bord ou les structures coincident gartout

ou elles different, s'étend da@sen une homotopie entéeet{’. Par reparamétrisation @é, on
obtient de plus queTor(V,¢’,C) = n.

D’apreés le corollaire 3.6, il n’y a qu’'un nombre fini de classes d’isotopie de sous-variétés de
V' qui ont une torsion non nulle et parmi celles-ci, les classes normales ont une torsion finie.
Sin est choisi supérieur gup {Tor(V, ¢, C), C normalg, on est assuré qud’,£’) n'est pas
isomorphe &V, £). On peut ainsi construire une famille de structures de contact universellement
tendues homotop€s, ) ren surV pour laquelle la suiteup~ {Tor(V, nx, C), C normalg est
strictement croissante. Les membres de cette famille sont alors deux a deux non isomorphes et
homotopes. O

Les théorémes 1.9 et 1.10 se déduisent immédiatement du théoréme d’existence 1.8 et du
corollaire 3.7.

On discute a présent le cas des variétés non irréductibles et le comportement de la torsion
vis-a-vis des chirurgies d’indice un.

On se base sur le résultat suivant :

THEOREME 3.8 ([3]). — Toute variété obtenue par chirurgie d’indice un sur une variété de
contact tenduéV, &) est naturellement un variété de contact tendue.

Ceci signifie notamment que §i, g»: B> — V sont deux plongements d’images disjointes
tels quegz‘1 o g1 renverse l'orientation, alors il existe une structure de contatrS? x [0, 1]
telle que sur la variét€”, construite en recollai? x [0,1] &V ~\ (Int(g1(B?)) UInt(g2(B?)))
par les difféomorphismes|s: « (;—11—op3, la structure se recolle & pour donner une structure
tenduet’ qui ne dépend que de la classe d'isotopigget g.

En particulier, sip: T2 x I — V est un plongement, dont la classe d’isotopie@st dont
I'image éviteg; (B3) U go(B?), il induit un plongemeny’ : T2 x I — V' de classe d’isotopi€”
etona:

Tor(V/,&',C") = Tor(V,, O).

On observe en paralléle quegst( sont deux structures (universellement) tendues non isotopes
sur une méme variété et sil’’ est obtenue par chirurgie d’indice un ddr(par exemple par
somme connexe $i n'est pas connexe), alors les structures canoniquement produit&s aur
partir de¢ et sont (universellement) tendues et non isotopes (2], [3]).

Au lieu d’étudier des plongements, pour le plus grand entigossible, dgT? x I,&,,) dans
une variété de conta¢V, <), on peut aussi essayer de plonger de maniéere disjointe, dans une
méme classe d’isotopie, le plus grand nombre possible de prodifits 7,¢;). Les mémes
arguments que ceux développés dans cet article permettent de montrer le résultat suivant :

THEOREME 3.9.-Si (V, ) est une variété de contact fermée, irréductible et universellement
tendue, etC' est une classe d’isotopie normale, il existe un entigtel que toute famille de
plongementép; : (T? x I,£1) — (V,€))ies dontles images sont dafset deux a deux disjointes
soit de cardinal inférieur &.
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4. Démonstration du lemme 3.4
4.1. Schémadelapreuve

La démonstration du lemme 3.4 comporte deux étapes principales.
On construit d’abord & partir d@/, ¢) et devy une variété de contact universellement tendue

(/V[7, Z) et un plongement incompressible
zZ: T? — (/VV,E),
tels que la courbe ({0} x S') soit legendrienne et que :

th(1(7), % (T%)) < th(¥({0} x §1),(T?))

(ou ~ est une courbe legendrienne associé@ &t ). De plus, la construction donne
essentiellement I'existence d’'un plongement de contact

(R x S' x [0, 2], ker(cos kt dz + sin kt dy)) — (/VV,E),

dont I'image intersect&?({o} x S') selon un segment connexe qui joint un bord de l'image de
R x St x [0,27] & l'autre.
On montre ensuite, a I'aide des lemmes 2.1 et 2.2, que, dans cette situation,

th(¥({0} x S1),9(T?)) < —k,
etdonc que
th(1(7), ¥ (T%)) < —k.
4.2. Construction de (W, )

Deux structures de contact qui coincident le long d’une surface feshséat isotopes sur un
voisinageU de S par une isotopie induisant 'identité sdr(voir [12]). On observe donc tout
d’abord qu’il existes > 0, tel quep se prolonge en un plongement de contact (noté a nougeau

¢: (T? x [—&,27 + €], ker(cos kt dz + sinkt dy)) — (V. €).

Par une isotopie dé qui induit une isotopie legendrienne d€~), on se ramene au cas ou
les images de et ¢ sont transverses. On note (V,£) — (V,¢) le revétement universel de
(V,€), Q un relevé dey(T?) dansV et « un relevé dep(y) inclus dansQ. Soit de plus un
point z, contenu dans une composante non homotope anzéeop(T? x {0}) N (T?) ainsi
que dansg)(y). On note alors:; etz deux relevés successifs denclus dansy et P, et P,
les deux relevés de(T? x {0}) qui contiennent respectivement et z» (qui sont distincts par
application du lemme 2.15). Commeet ) sont deux plongements incompressibles, P, et
@ sont des plans proprement plongés d&ns B

On noteW la composante d& @ (P, U P,) qui contient a la foisP; et P,. CommeV est
difffomorphe &3, W est conjuguée B> x [0, 1] par application du lemme 2.13.

On considére enfin le relev§ de$(T? x [—¢,¢]) qui contientP; etr le difféomorphisme de
(V,€) donné par l'action déy ()] € 1 (V, ) sur(V,z;) (on orientey afin quer(P,) = P,).
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W' ~R? x [0,1]

&k

\

Dl D3 \/ D2

P, P P

Fig. 2. La variétéy”’.

Quitte a échanger le role d& et P, on suppose que la composantende (¢(T? x [0, 27]))
qui contientP; est incluse dang/.

Notation — Pour la suite, la notationA + 27 sous-entend qued est inclus dans
7 H((T? x [—e,€])) C 7 1(¢(T? x [—¢,2m + ¢€])) (ou dans un quotient de cette préimage)
et désigne I'image del par la translation de longuefir suivant la direction verticale (dirigée
pard/0t) dans ces coordonnées. De la méme maniére, on donne un sens a I'expfessian

On applique le lemme 2.6 au compéetn A; ) U ((an(A; +27)) —2m)U (7 (anT(41)))
de A; etau planp; : il existe une isotopie de a support compads; C A;, qui déformeP; en
un planP{, et un disqueD; C P; qui vérifie :

— D est transverse@et¢ D, ne contient qu’une singularité elliptique radiale positive ;

— aNP/ CDy,an (P +27) C (D1 +2n) etant(P]) C7(D1).

On rappelle de plus que par construction, la strucfurace surP] le feuilletage représenté dans
la figurel. On note alors :

— Pl=P/+2nCW,D3=D; + 27 etK; =Ky + 2r;

- le = T(Pll), Do :T(Dl) etKs = T(Kl) )

— W' ~R? x [0,1] la variété bordée par; et P, (figure 2).

SoitC un anneau plongé damB’ avec les propriétés suivantes :

— pouri=1,2,3,CNP =0D;;

— la bouleB bordée dan$l’’ par la spherd>; U C' U Dy contienta N W',

Quitte a déforme€ par une isotopi€’-petite fixe prés déJ; dD;, on exige également que :

— le feuilletage caractéristique dé soit non singulier, transversed; et que toute feuille
de£C aille d’un bord deC' & I'autre (on applique le lemme 2.4 de E. Giroux pour déformer
'anneau initial entré) D, et0Ds et entred D3 etdDs);

— dans la variété obtenue a partir d€ en identifiantP;] et P; parr (conjuguée &? x S!
d'aprés le lemme 2.15), le tore donné par I'image @esoit lisse et son feuilletage
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caractéristique contienne une orbite périodique (appliquer le lemme 2.5 pour déformer
'anneau obtenu apres la premiéere opération).

On construit & présent la varié(t@, o).

On noteG = Z[n] C m1(V, z) le sous-groupe de; (V, z), isomorphe &, engendré pap]
(on rappelle que) est la composante non homotope a zéra@& x {0}) N (T?) qui passe
parz). Le grouper (V, z) agit proprement SL(rV,xl), ce qui implique que si € N est choisi
suffisamment grand, pour togte G\ {e},ng- BN B =0 etng - K; N K1 = ). On fixe un tel
entiern. R L

La variété(W,¢) est obtenue a partir du revétement’ — V' /nG de groupenG, et plus
précisément a partir de I'imagg W) de W. On décrit les images par des différents objets
obtenus précédemment.

Le quotientp(Q) est un revétement de(T?) difféomorphe & x S! et donc, poui =1, 2, 3,
chaque composante non compactétle Q est envoyée par sur une courbe isotope au facteur
St donné par ridentificationp(Q) =2 R x S!. Ainsi, les images des plang par p sont des
revétements de(T? x {x}) difffomorphes ® x S, ou les images par des relevés dg parn
sont isotopes au facteBt.

Pouri =1, 2, 3, 'applicationp restreinte &; N P/ est injective car, comme c’est le cas pour
K1, on remarque que pour togite G \ {e}, ng- K; N K; ={.

On noteP;’ 'anneau infini (conjugué &' x R) obtenu en remplagant dans I'anned;) le
compaci(K; N P;) parp(K; N P!) et D} C P!’ 'image parp du disqueD,;.

L'application 7 passe au quotient par I'action d€> et fournit un difféomorphisme” qui
identifie P}’ et Py’.

On note a préser’” la variété bordée paP;’ et Py danSp( ) qui contientP;’ — et qui
est une déformation dg(W) danSp(V) - et(W,g) la variété de contact obtenue a partir de
(W”, p.€) en identifiantP}’ et P}/ parr

On note de plus poui = 1, 3, P; et D; les images respectives d&’ et D/ dansW
(P1 = P2 et D; = D»). L’apphcatlon 7 identifie D7 et D’Q’, si bien que I'image de(B)
dansTV est un tore solide3 de bordC. De méme, dan$V/, limage de@ N W’ est un tore
|ncompreSS|bIéZ“ et celle dea N W’ est une courbe fermée simpleC T. Par construction,

tb(a7T) - tb(d}( )a 77Z)(T2))
LEMME 4.1.-La variété(W,gA) est universellement tendue.

Démonstration. -Dans (W Z) la sous-variété/P: possede par construction un voisinage
tubulaireU conjugué S! x R x [ € 5]  ker(cos kt dx + sin kt dy)) De plus, la variétéw,g)
est obtenue par recollement d[éf Py, ) (W" p.€) le long deP;. Comme(W”,p*g) est
universellement tendue (son revétement universel est une sous- var(é{efd)a on conclut en
appliguant le théoréme de recollement 2.81

~

4.3. Egtimation de tb(v(7),4(T?)) = tbh(a, T)

On admet pour l'instant le lemme suivant :

LEMME 4.2.— Il existe une |sot0pléft)te[o 1 deV telle que:

— fi(@) soit legendrienne et renconti,, resp. Pg, en un(uniquég point y;, resp.ys, avec
ys =y +2m; R
— th(@, T) < tb(f1(@), f1(T)).
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LEMME 4.3. -l existe une isotopi&g: );co,1] de W qui fixe f1(@) et telle queg, (f1(T))
rencontre P, resp. P, transversalement selon une courbe conngxeresp. i, aveci; =
7 + 27 (condition de compatibilite Dans les notations du schéma de la preumes f1 est,
a paramétrisation présy).

Démonstration. -Commef; (@) rencontre/P.I etﬁg en un seul point, une seule composante
de fl(f“) NP, i= 1, 3, est non contractile. Comme de plm/ﬁ est irréductible, on peut
éliminer toutes les autres composantes d’intersection par une isotopie laissgn(dixévoir la
démonstration du lemme 2.11). Enfin, par une derniére isotopie, on fait en sorte que la condition
de compatiblité soit satisfaite.0

La variétélV est découpée péﬂ gtﬁg en deux composanté; et W, et, compte tenu des
propriétés précédentes, le taxe f1(T)) rencontré¥; et W, selon deux anneauk! et72. Ici,
W, désigne la composante incluse dans la partie pr¢8tik R x [—¢, 27 +¢],&;). Ona alors :

tb(gl(fl (a)),gl(fl (f))) = (I“Ot (91 (fl (a)) N Tl,Tl) + rot(gl(fl (a)) N T2,T2)),

| =

ourot(a, S) désigne le nombre de points, comptés algébriquement le long de 'arc legemdrien
ou le plan de contact et le plan tangent a la surfaceincident.

On noteW; /~ et W5/~ les variétés de contact obtenues respectivement a partir;det
W, en recollant entre elles les composantes de bortVgeresp.WWs, par la translation de
longueur2r. Ces opérations sont compatibles avec la structure de contact et, d’aprés la condition
de compatibilité, transformefit! et 72 en deux tores af; (f1(a)) N Wy etgi (f1(a)) N Wa en
deux courbes legendriennes fermées simples, incluses dans les deux tores précédents.

Par construction, la variété de contdEt /~ est conjuguée &' x R x St &). De plus, la
variété de contadf/; /~ est universellement tendue. En effet, par construction, un voisinage de

l'image del?g dansi¥, /~ est donné par un plongement propre de

U' = (S' xR x [—¢',€'], ker(cos kt dz + sinkt dy))
(¢ est pris trés Iégérement inférieur &de telle sorte qu®; C 71 (4(T? x [—¢’,£']))). Comme
(W3, &") est universellement tendue, on peut appliquer le théoréme de recollement 2.8.

Ainsi, par application du lemme 2.1 a I'image e (f1(a)) N T, T') dansW;/~ et du
lemme 2.2 a 'image dég; (f1(a)) N T?,T?) dansW, /~, on obtient respectivement :

%rot(gl(fl(a)) NTT') < —k et %rot(gl(fl(a)) NT?7?) <0.
Onadonc:

th(¥(7), ¥(1?)) < tb(B, f1/2(T)) < tb(g1(f1(@)), 91 (f1(T))) < =k,
ce qui termine la démonstration du lemme 3.4.

Preuvedu lemme 4.2

Démonstration. -On commence par prouver I'affirmation suivante :

AFFIRMATION 1.—La courbea est isotope a I'ame du tore solidB via une famille de
courbes incluses dans.
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Démonstration. -On applique le lemme 2.12& T etBdansW. O

On rappelle pour poursuwre gue, par constructiorCtjde feunletage caracterlanue de
contient une orbite perlodlthé Celle-ci intersectg fois le mer|d|enaD1 deC avec un signe
constant. L R

Cas olg=1:on posey; = 5N D; etys =y, + 2x. Le feuilletage deP; comprend une
singularité elliptique radiale positive, et toutes les feuilles issues de ont pour ensemble
limite une méme singularité elliptique négatiwe, a I'exception de I'une d’entre elles dont
I'ensemble limite est composé d’'une smgularlte hyperbolique pogmv(avow flgure 1). Quitte
a effectuer une petite isotopie Iegendrlennéden suppose que les pouﬁs‘ﬂ D3 etys ne sont
pas situés sur la liaison entte eth . On se donne alors un plongeméniD? x [—1,1] — w
avec les propriétés suivantes :

— F(D? x [-1,1]) N P; = F(D? x {0}) et F(D? x {0}) contient 'ensemble limite de.,

dans son intérieur, -

— l'image deF’ ne rencontre pag,

— la courbe3 rencontre transversalement chaque disk(B? x {t}), t € [0,1], en un point.

Dés lors, d’aprésle lemme 2.7, il existe une comﬁbieotope aB par une isotopie legendrienne
(fixe en dehors de 'image dE) qui rencontreﬁg transversalement selap (et, bien sarﬁl
enyi).

D’apres I'affirmation 1, la courb@ est isotope w  par la restriction d’une isotopie d& via
une famille de courbes qui restent dans le tore said®n note alorg f+).c0,1) une isotopie de

X quienvoied surd, ettelle qu@”l/Q(A) 3 (on impose que pourtotie [0,1/2], fi(@) C B).
D’aprés le lemme 2.3, ontﬂb(a T) < tb(ﬂ fl/g( T)).
De plus, par construcnontb(ﬂ J172(T ))ftb(ﬂ’ f1(T)), et donc

th(@,T) < tb(f1(@), f1(T)).

Cas oug # 1 : on va se ramener au cas @t 1.

Soity; € D1 N 6 On notey) le point de premier retour d@surDl, obtenu en partant dg,
et f la portion deﬂ comprise entrg; ety. Par hypothésey # y}.

Comme le germe d'une structure de contact au voisinage d’'une surface est uniguement
déterminé par son feuilletage caractéristique, il existe un plongement de contact

~

g: ({(r <1,0,4<2< 0} R ={(r,0,2)},¢ =ker(dz + r? d9)) — (ﬁ/\,ﬁ),

tel que : .
- 9({z=0})=Dx,
-g9({r=1}cdc, o _
— l'image deg soit incluse dans le tore solide bordé gadansi¥ et ne rencontre pak;.
On trace alors sur 'annedu = 1} un feuilletageF’ qui possede les propriétés suivantes :
— les feuilles d&F” sont transverses a chaque cefole=1, z = ¢},
— F=({{r=1}surlaréuniondanneaux- =1, —{<z< —£/2}U{r=1, £/2< 2 < {},
et les feuilles def’ sont transverses au feuilletagér = 1} en dehors de cette réunion,
de telle sorte qu’en tout point, le couple formé des vecteurs engendrant respectivement les
feuilletages orienté¢{r = 1} et F' oriente{r = 1} comme(9/9z,0/90),
— lafeuille deF quipartdeg='(f)N{r=1, z=—(} aboutitag~(f)N{r=1, 2=/} en
ayant fait strictement moins d’un tour de méridien de plus que le feuilletage: 1}.
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Le relevé legendrien du feuilletageé dans {r < 1} ~ {r = 0} — dont les feuilles sont
legendriennes et qui se projette dumpar la projection paralléle 8/9r — détermine un nouvel
anneau dont I'image pardétermine un nouveau tof¢ C B isotope a.

Par construction, la courbe du feuilletage caractéristiqué’dégale & en dehors de I'image
de g, est fermée et intersecte une fois un méridierCeElle est de plus isotope @ via une
famille de courbes incluses dans le tore solfgleborde parC. On note(¢:)c(o,1) Une telle
isotopie.

AFFIRMATION 2. —On atb(@,T) < th(¢1(d), ¢1(T)).

Démonstration. -On considére le revétement cyclique d’orgdrée IV déterminé pa& :
p:(W,€) — (W.§).

Comme(W,g) est universellement tendu@j’, €) est universellement tendue. La courbse
reléve en une courhe qui intersecte une fois le méridien du taterelevantC et contenan8.
On noteB le tore plein borde pat' danslV. En appliquant le lemme 2.3 dans ce revétement, il
vient : th(é, T) = qtb(@,T) < tb(5,7"), ou :

— d est le relevement dg inclus dans le tore pleif ;

— T est le relévement d€ qui contientc ;

— T’ est un tore contenaptet isotope au toré’, via une isotopie & support dats

Or, par construction, le relevement de(a) contenu dang$3 est obtenu & partir dg en lui
ajoutant un nombre de spirales autour du méridiet'd#rictement inférieur . On a donc :

atb(¢1(@), 61(1)) +q > th(5.T"),
ce qui permet d’obtenir que

th(@,T) < th(¢1(@), ¢1(T)) +1.
On conclut en remarquant qu’il s’agit d’'une inégalité entre entiers.

Pour achever la démonstration du lemme 4.2 dans le g¢as, on applique la conclusion du
casq = 1 au couplg(¢1 (@), #1(T)) (pour obtenir la propriétés = y; + 27). O
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