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0. Introduction et notations

Les objets concernés par cet article sont essentiellement les solides platoniciens, i. e. les
polyèdres réguliers de tR3. La première démonstration du fait qu'ils sont au nombre de cinq
(tétraèdre, octaèdre, cube, dodécaèdre et icosaèdre) est attribuée à Théétète ([P], [E]), qui a
aussi prouvé qu'on peut les inscrire dans une sphère. Un groupe de rotations R qui laisse fixe
un tel polyèdre est appelé groupe polyédral pur, et peut être considéré comme sous-groupe
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410 G. GONZALEZ-SPRINBERG ET J. L. VERDIER

de PGL(2, C), moyennant l'identification de la sphère S2 avec la droite projective
complexe P1. Le groupe G, image inverse de R par l'homomorphisme canonique
de SL(2, C) sur PGL(2, C), est appelé groupe binaire polyédral. On trouve ainsi (à
isomorphisme près) trois sous-groupes finis de SL(2, C), car le cube et le dodécaèdre sont
respectivement duaux de l'octaèdre et de l'icosaèdre par la dualité qui associe à un polyèdre
celui dont les sommets sont les centres de ses faces (le tétraèdre est auto-dual), et deux
polyèdres duaux ont le même groupe polyédral pur associé. Pour obtenir tous les sous-
groupes finis de SL(2, C) (à conjugaison près) il faut ajouter deux familles dénombrables :les
groupes cycliques et les groupes diédraux binaires (voir par exemple [K] ou [D]); pour les
groupes diédraux on peut aussi considérer les « groupes diédraux purs » comme étant les
groupes de rotations de certains polyèdres appelés dièdres.

Soit G, donc, un sous-groupe fini de SL(2, C), G -^ [ 1}; il agit naturellement-sur V = C2; il
a comme seul point fixe l'origine 0 et il agit librement sur V - { 0 }.

Posons S = V/G; notons/? : V -> S le morphisme de passage au quotient. La surface S a un
point singulier isolé qui est un point double rationnel ([A], [Br], [D], [K]) et cette construction
permet d'obtenir ainsi tous les points doubles rationnels [Br].

Soit q : § -> S une désingularisation minimale de S, D c § le diviseur exceptionnel; notons
Irr(D)={^, . . . , d^} l'ensemble des composantes irréductibles de D.

On peut associer à G un diagramme de Dynkin F (G) en prenant le graphe dual de la
résolution §, graphe dont les sommets sont en bijection avec Irr(D), et dont les arêtes
joignant deux sommets représentent les points d'intersection des composantes de D
correspondantes. Suivant le cas, le diagramme est donné par le tableau suivant :

G |G|

cyclique n-\-\ A^ : ,_—-

diédral binaire 4(n-2) D^ : |

tétraedral binaire 24 E^ :

r(G)

(n sommets,
^1)

(n sommets,
^4)

octaédral binaire 48 E^ : [

icosaédral binaire 120 Eg : ' ' T

Pour tout sous-groupe fini G de SL(2, C) on appelle F (G) le type de G.
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CORRESPONDANCE DE McKAY 411

Considérons, par ailleurs, l'ensemble des classes d'équivalence de représentations non
triviales de G : Irr(G) = { pi, . . . , ?„} . Notons c la représentation canonique de G dans C2

donnée par l'inclusion G ^ SL(2, C),et po la représentation triviale de degré 1. On définit la
(r-1-1) x(r-l-l) matrice C==((û^)) par la formule de décomposition :

c®p^=^û,,p,,

où dij dénote la multiplicité de p^ dans c®p^.
J. McKay a remarqué que la matrice 2 Id — C (où Id est la matrice d'identité) est la matrice

de Cartan du diagramme de Dynkin complété F(G) de F(G) ([M], Appendix III de [SI]).
Du point de vue des représentations de groupes cette propriété a été analysée par
J. Steinberg [St]. Ces diagrammes de Dykin complétés sont donc les suivants :

Ê6:

Ê 7 :

Eg : <——•——j——•——•——•——•—x

où on a indiqué par une croix le sommet ajouté.
La remarque de McKay permet de définir de façon purement combinatoire une bijection

entre l'ensemble des classes d'équivalence de représentations irréductibles de G et l'ensemble
de sommets de F (G), qui induit une bijection entre le graphe de Irr(G) et celui de Irr(D) (en
faisant correspondre à po le sommet ajouté), bijection définie à automorphisme de
diagramme près.

Cette bijection possède la propriété suivante : les degrés des représentations appartenant
à Irr(G) coïncident avec les coefficients de la plus grande racine dans le système de racines
de r(G). Cette propriété peut être énoncée d'une autre façon, en considérant le cycle
fondamental ̂  = ̂  n^ d^ de § (voir la définition dans [A]). Le cycle fondamental est (pour les
singularités rationnelles) le cycle divisoriel défini par l'idéal (localement principal) ^*(^s)»
avec ̂ s l'idéal maximal du point singulier. Soit ^ une section hyperplane générale de S
contenant le point singulier. Alors l'image inverse q*(^) s'écrit ^*(Jf)=^+^, où ^~ est
la transformée stricte et S la partie de q* (X") à support dans D. On peut faire correspondre
à ^T le sommet ajouté dans F (G); on vérifie que les arêtes ajoutées correspondent aussi aux
points d'intersection de ^ avec D. En ces termes, la bijection mentionnée associe à pç la
transformée stricte y et à chaque p e Irr(G) une composante de Irr(D) de telle sorte que le
degré de p coïncide avec la multiplicité de d dans le cycle fondamental jf.
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412 G. GONZALEZ-SPRINBERG ET J. L. VERDIER

Nous présentons ici une description géométrique de la correspondanxe de McKay. Plus
précisément, à toute représentation irréductible non triviale p de G, on associe un fibre
vectoriel ^p sur y (où y est la désingularisation minimale du germe y de la surface S au
point singulier), fibre vectoriel dont la classe de Chern c^ (^p) est un élément de la base
canonique de Pic(^) en bijection avec les sommets de Irr(D) (1).

1. Résultats préliminaires : K(^) et R(G)

1.1. Soient y le germe de S au point singulier, q : y -> y une résolution minimale,
Pic(e^) le groupe de Picard de y des classes d'isomorphisme de fibres de rang 1 ou de dé-
modules inversibles, et I r r (D)={^, . . . , d,} l'ensemble des composantes irréductibles du
diviseur exceptionnel Dc=^. Pour chaque ^eIrr(D), notons ̂  la classe de^yÇa)
dans Pic(^), et Pico^) le sous-groupe de Pic(^) engendré par les e^. Soit PicoG^)* le
dual de Pic^), et notons ô : Pic(^) -> Pico^)* l'homomorphisme défini par la forme
intersection de Pic(^). On sait que ô est un isomorphisme, car Y est une singularité
rationnelle [A]. Notons {^J^eIrr(D)} la base de Pic(e^) transportée par ô~1 de la base
duale de {^|û?eIrr(D)}. La matrice de l'injection canonique Pic^^) c> Pic(^) dans les
bases {^} et {b^} respectivement, est appelée la matrice d'intersection.

On considère d'autre part l'anneau de Grothendieck K(e^) des classes de ^-modules
cohérents, et on note Ko(^) le sous-groupe engendré par les classes de ^-modules à
support dans D;KD (.9') est un idéal de K(^). Pour tout ̂ -module cohérent M notons [M]
sa classe dans K(^), et pour tout deïrr(D) posons [û0=[^j. Finalement notons
rg : K(^) -> Z [resp. c^ : K(^) -> Pic 09')] l'application induite par celle qui associe à un
^-module cohérent son rang (resp. sa première classe de Chern).

Avec les notations précédentes on a :

1.2. PROPOSITION. - (i) L'application (p : K(^) -> Z©Pic(^) définie par
x \->(rg(x), c^(x)) est un isomorphisme de groupes commutatifs. Pour tout L€Pic(^) on a
(p([L])=(l,L).

(ii) Le noyau de rg : K(^) -> Z est un idéal de carré nul.
(iii) L'image par (p de K^^) est Pic^Çy). Pour tout deïrrÇD) on a (p(M)=(0, ^).
Démonstration. - Si LePic(^), l'égalité (p([y)=(l, L) résulte de la définition de (p; par

suite, si n e Z on a :

(p(^-l)l+[L])=(^,L),

d'où la surjectivité de (p.
L'injectivité résulte du fait que le noyau est le sous-groupe K^G^cK^) des classes de

modules à support de codimension ^ 2 dont on vérifie immédiatement qu'il est nul; ceci

(1) Ces résultats ont été annoncés en [G-V]. H. Knôrrer nous a fait parvenir une lettre en décembre 1981, où il
propose une démonstration, différente, trouvée indépendamment.
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CORRESPONDANCE DE McKAY 413

montre aussi (ii). Finalement, soit û?elrr(ûf). On a la suite exacte :

0-^(-û0^^-^-^0,

d'où (iii).

1.3. Soit R(G) l'anneau des représentations de G. Si p est une représentation de G, on
note p la représentation duale ou contragrédiente de p.

Notons V le germe de V à l'origine 0.
On considère l'anneau de Grothendieck K0^) des classes de Û^-modules cohérents G-

équivariants, et le sous-groupe K^O) de K0^) de classes de (P^-modules à support dans 0.

1.4. PROPOSITION. — (i) Inapplication qui à une représentation p de G dans un ^-espace
vectoriel Ep associe le (9^-module G-équivariant ^00 Ep- induit un isomorphisme d'anneauxy^-\

C

R(G) ̂  K°(i^) qui permet d'identifier ces anneaux.

(ii) Soit M\ F idéal maximal en l'origine 0 de -T. La classe \(9^1Ji^\ dans K0^) = R(G)
est 2-c. L'image de K^O) dans KG(^)=R(G) est l'idéal engendré par 2-c.

(iii) L'idéal (2—c)R(G) est un ^.-module libre engendré par (2—c) p, p eIrr(G). On a la
relation :

l-c= ^ (degp).(c-2)p.
p6lrr(G)

Démonstration. — L'affirmation de (i) résulte du fait que l'homomorphisme inverse est
celui induit par l'application qui à un ^-module G-équivariant M associe l'élément
de R(G) défini par ][(-1)1 [Tor^(M, ̂ /J^)].

i

Pour démontrer l'égalité [<P^/^^]=2—c, on considère la suite exacte de Koszul de (9-^-
modules G-équivariants :

0 ̂  A2 T^- -> T^ -. (9^ -^ O^IM^ -^ 0,

où T^ est le faisceau tangent de i^.

Or T^ ̂ ^OOE^ car c est par définition la représentation canonique de G, représentation
c

qui est auto-dual (i.e. c==c")', et d'autre part A2^^^ car on a G<=SL(2, C). Par
conséquent la suite exacte précédente fournit une résolution G-équivariante de (P^-modules
qu'on peut écrire :

0 -> dV -> ^-OOE,- -> (9^ -> Q^-IM^r -> 0,
c

d'où l'égalité qu'on voulait démontrer.
En considérant l'isomorphisme de R(G) sur K°(0) [analogue à celui de R(G) sur K0^)]

induit par l'application qui à p associe (^/^^)(x)Ep-, on a le diagramme suivant dont la
c
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414 G. GONZALEZ-SPRINBERG ET J. L. VERDIER

commutativité résulte de la résolution précédente de (Q^-l M^r '.

mo-^—ReG)
1 - 1 -

^(O)-——}^^')

Par suite l'image de K^O) dans KG(^)=R(G) est l'idéal engendré par (2-c).

Pour démontrer (iii), on utilise le fait que la matrice C — 2 Id [où C ==((â^)) est définie par
c(x)p^=^â^ p^] restreinte au sous-groupe de R(G) engendré par les éléments de Irr(G) est
définie négative, donc en particulier est non singulière. Par conséquent (2 — r) R (G) est un Z-
module libre de rang au moins égal à r=card(lrr(G)) et au plus égal à r+1, rang de R(G).

D'autre part, ainsi qu'on le voit en considérant les caractères correspondants, on a la
r

relation c reg(G) = 2 reg(G), où reg(G) = ^ (deg p^) p^ est la représentation régulière de G,
1=0

car c est de degré 2. Comme reg(G) est un élément primitif de R(G), on a la suite exacte :

0 -^ Z. reg(G) -^ R(G)^ R(G),

et par suite (2—c) R(G) est de rang égal à r, et coïncide avec le Z-module engendré
par (2—c) p, peÏTr(G). De la relation précédente on obtient :

2-c= ^ (degp)(c-2)p,
p€lrr(G)

car po est la représentation triviale de degré 1; ce qui achève la démonstration de la
proposition 1.4.

1.5. REMARQUE. — Le diagramme commutatif considéré dans la démonstration
précédente se prolonge en le diagramme commutatif suivant :

R(G) ———^R(G) ——^R(G)/(2-c)R(G) ^0i2 [s i-
K^O)——> K0^)———> ^(^-{O}) ->0

où les lignes sont exactes et où K0^ — { 0}) est le sous-groupe de Grothendieck construit à
l'aide des faisceaux cohérents qui se prolongent à ̂ .

Ce diagramme permet de calculer K0 (Y" — { 0 }) : il est somme directe de son sous-groupe
de torsion et de son sous-groupe cyclique infini engendré par son élément unité.
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CORRESPONDANCE DE McKAY 415

On obtient les résultat suivants :
Type de G : ^(^-{O})^:

A^OÎ^I) z . i©z/ (w+i)z
f si n pair Z.1©Z/2Z©Z/2Z

IV^4) \
{ si ẑ impair Z.1©Z/4Z

E^ Z.1©Z/3Z
Ë7 Z.1©Z/6Z
E, Z. l

2. Construction géométrique de la correspondance

2.1. On utilise les notations des paragraphes précédents.
Soit i^ =(y x y y\^ le produit fibre réduit de ̂  et y au-dessus de y. On a le diagramme

commutatif suivant :
pra

t' -^ y" \ \ '
•/ -^ y

p
où pr^ et pr^ dénotent les projections canoniques.

2.2. THÉORÈME. - Soit K : ^G)^0^)-^.^) l'application induite par la
composition Invo pr^ o pr^, ^// pr^ ^ pr2^ .v^/// /<:<s morpliisines canoniques cl où Inv ^v/
l'application qui associe à un (9 y-module G-équivariant M le sous-module M0 des invariants
pour l'action de G. Alors on a :

(i) Pour tout peIrr(G) // existe un unique ûfpElrr(D) tel que 7t(p)=(degp, A^).
L'application p ->dp de Irr(G) dans Irr(D) est bijective. Pour p^pj on a (d^.d^)=a^
(où a^ est la multiplicité de pj dans c®Pi).

(ii) îr(2-c) est la classe \^\ du cycle fondamental, et pour tout peIrr(G) on a
7i((c-2)p)=[^].

(iii) L'application n est un isomorphisme de ^--modules.
(iv) îi((2-c)R(G))=Pic^).
(v) Par passage au quotient n induit un isomorphisme d'anneaux :

R(G)/(2-c)R(G) -^ K(^)/KD(^).

2.3. COROLLAIRE. — On a :

m= ^ (degp)[^].
peïrr(G)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



41 ̂  G. GONZALEZ-SPRINBERG ET J. L. VERDIER

Démonstration du corollaire 2.3. - En appliquant n aux deux membres de l'égalité :

2-c= ^ (degp)(c-2)p
p6lrr(G)

[prop. 1.2 (iii)], çn obtient l'égalité cherchée comme conséquence du théorème 2.2 (ii).
La proposition suivante est un résultat préliminaire pour la démonstration du

théorème 2.2; ses hypothèses sont un peu moins restrictives que celles satisfaites par la
surface y de ce théorème.

2.4. PROPOSITION. - Soitp : OT, 0) -^ (^, 0) un morphismefini dominant où CT, 0) est un
germe de surface normale, et où (^, 0) est un germe de singularité rationnelle de surface.

. ^
Soit q-.y-.yune désingularisation de Y; notons V = -T x y y le produit fibre de -T et y

au-dessus de y et ^=^d le réduit de -T1. Alors on a :
(i) Uhomomorphisme canonique {de (9y-complexes) (9^ -. q. ̂  est un isomorphisme et on a

deplusRlq^=Q.
(11) Le (9 y-module Gy est localement libre.
Montrons d'abord un lemme :

2.5. LEMME. - Soit A un anneau commutatifnoetherien et intègre, etB une ^.-algèbre finie
irréductible, dominante, et génériquement réduite. Notons ^ l'idéal des éléments niipotents de
Panneau B et Tors^ B la ^.-torsion de B. Alors on a :

J^Tors^B.

Démonstration du lemme 2.5. - En effet ̂  est unA-module de type fini génériquement nul
donc J^cTors^B. L'algèbre B,̂  est intègre donc sans A-torsion, car dominante d'où
TorsABc^T.

Démonstration de la proposition 2.4. - Donc on a par la formule de projection pour les
morphismes non nécessairement plats [Gr] :

L / L \

^®R^(^)=R^ ^®^
Oy \ <Sy /

L

où le ® dénote le produit tensoriel dans la catégorie dérivée.

Etant donné que y est une singularité rationnelle, on a :

R^(^)=^,

et par suite : / L \
^^R^^®^)-

\ . G y )

Donc on a une suite spectrale, dont le terme E^ est R" q^ [jT ((9 y ® ̂ Vl qui aboutità^,. \ \ .. n
4e SÉRIE - TOME 16 - 1983 - ?3



CORRESPONDANCE DE McKAY 417

Comme R'' q^=Q pour r^O, 1, on a la suite exacte de ^-module :

0 -> R1 ̂ (Tor^(^, ̂ )) ̂  ̂  -^ q^) -^ 0,

et :
R^^^O.

Or le support de R^CTor^^, ̂ )) est de codimension positive, donc
R^CTor^^,^))^, car (9^ est intègre, et par suite ^-^^(^') est un
isomorphisme.

Par ailleurs, Tors^ (9^' est l'idéal des éléments niipotents de (9^' (lemme 2.5) car i ^ ' est
irréductible et génériquement étale sur y. Donc on a la suite exacte de ^-modules :

0 -^ Tors^ (9 y. -> (9^. -> (9^ -> 0.

Or ̂  Torsg, ^,==0 car q^O^'^Q^ est intègre.
En vertu de ce qui précède on en déduit R^^Û^^O, et la suite exacte

O-^-^^-ï-R^Tor s^^-^0.

L'algèbre q^(9^ est intègre et R1 q^o^y^' est à support ponctuel. Comme (9^ est
normal, on a R1 ^^TorSg, ^=0.

Finalement, le ̂ -module (9^ est localement libre si et seulement si Ext^(^, (ùy) =0, où
œ^ est le faisceau dualisant de y , et la dualité relative pour q donne un isomorphisme :

Ext^(^, œ^)=Ext^(R^^, K^[-2]),

où Ky est le complexe dualisant de y. Mais on a R^^v^v» d'où un isomorphisme :

Ext^(^, œ^)^Ex^(^, K^[-2]).

La dualité relative pour p donne un isomorphisme :

Ext^ «P^, Ky) ̂  Ex^ (^^, K^ [ - 2]),

mais comme i^ est normale, V est de Cohen-Macaulay, donc K^[-2] n'a qu'un seul
module de cohomologie non nul en degré 0. Par suite Ext^ (Oy, K^ [ - 2]) = 0, donc (9^ est
localement libre, ce qui achève la démonstration de la proposition 2.4.

2.6. REMARQUE. - La proposition 2.4 montre que y est un platifïcateur de ̂  sur y.
Nous verrons plus loin que, sous les hypothèses du théorème 2.2 (i. e. i^ lisse, y point
double rationnel et y désingularisation minimale de <9^) y est le platifïcateur normal de ̂
sur y.

2.7. L'application n : R(G) -> K(^) du théorème 2.2 est Z-linéaire, donc il suffit, pour
déterminer 71, de calculer n (p) pour chaque représentation irréductible p de G.

Soit -Mp le ^-module défini par :

J^= Hoirie^ (Ep,^).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



418 G. GONZALEZ-SPRINBERG ET J. L. VERDIER

On pose ^p=(^OO^p)/TorSg,~, où Tors^ dénote la (Py-torsion de (9 y® M y
0 y ^^

Avec les notations précédentes on a :

2.8. PROPOSITION. - Les (9 y-modules (^OO^VOOEp-))0 é^ ^p sont isomorphes.
(9y C

Démonstration. — Notons ^ l'idéal des éléments niipotents d'un anneau et T\ la torsion
d'un A-module.

On a :

(^(^(gE?-))0

o^ c

^(^-OOEp-)0 (par simplification du produit tensoriel)

^((^(x^VyQ^Ep-)0 (définition de 0^)
G y C

-(((^(^VT^^Ep)0 (lemme 2.5)
c^ c

^((^(^(gE^/T^)0

(P^ c
(commutativité de la torsion avec la somme directe)

^(^(^^Ep^/T^
Qy C

(commutativité de l'action de G avec la torsion)

^(^(^^Ep-)0)/^
<By C

(car Oy et ̂  sont invariants par G).

^c^p car on a un isomorphisme canonique :

jrp=Homc(G](Ep, dV) S^r^Ep')0

En vue de la définition de l'application K du théorème 2.2, on a :

2.9. COROLLAIRE (prop. 2.8). - L'application n : R (G) -^ K(V)^.s7 induite aussi pur celle
qui associe à chac/ue rcpï'escntuîiofî if'reduc lihfc p clé G le C -/-modu/e - ^ p .

2.10. COROLLAIRE. - (i) On a ^^p=^p, R^J^O.
(ii) Le (Pr/-module ^p est localement libre de rang égal au degré de p.
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Démonstration. — Notons îrr(G) : =Irr(G) u { po }. Si A est un anneau, A [G] dénote la
A-algèbre du groupe G.

Tl résulte de la proposition 2.8 et de la décomposition canonique des G-modules qu'on a
un isomorphismc canonique de (' ; [Gj-modules :

^ © ^p®Ep
peîrr(G) C

et par suite :

q^^ © ^p®Ep,
peîrr(G) C

R1^^ © R^^pOEp.
peîrr(G) C

De même, on a un isomorphisme canonique de (P y [G]-modules :

^ © ^p®Ep
peîrr(G) C

d'où (i) d'après la proposition 2.4 et le fait que ^p, facteur direct d'un module localement
libre, est localement libre.

Localement, en dehors du diviseur D, (9^ est isomorphe à (9y [G], et (ii) résulte alors de la
structure de la représentation régulière.

3. Rappel sur les groupes engendrés par des réflexions; les modules Mp

3.1. Pour chaque sous-groupe fini G de SL(2, C), il existe un produit scalaire hilbertien
de V = C2 invariant par G et dans la suite on supposera donc que G est un sous-groupe fini
de SU (2, C); on sait par ailleurs que deux sous-groupes de SU (2, C) sont conjugués si et
seulement si ils le sont dans SL(2, C).

Pour la démonstration du théorème 2.2 on utilisera le fait que chaque groupe polyédral
binaire G est un sous-groupe d'indice 2 d'un groupe G/c:U(2, C) engendré par des
réflexions complexes d'ordre 2(voir [S-T], [Co]). Ceci est dû essentiellement au fait que déjà
les groupes polyédraux purs sont des sous-groupes d'indice 2 de groupes engendrés par des
réflexions de R3; ces derniers sont obtenus en considérant, en plus des rotations, les réflexions
qui laissent fixe un polyèdre (voir [K], chap. 1, § 11 ou [D], § 12). Nous utiliserons le fait
que G'/G opère sur les représentations de G en associant à chaque représentation p, sa
contragrédiente p .

3.2. Notons S' =V/G' la surface obtenue comme quotient de V par G', Ay l'anneau de
polynômes à deux variables à coefficients dans C, A§ (resp. A§') l'anneau de fonctions
régulières globales sur S (resp. sur S'). Dans la suite on identifie l'anneau Ag (resp. As') au
sous-anneau de Ay des invariants de Ay par G (resp. G').
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On sait que Ay est un Ag'-module libre, et que Ag' est une C-algèbre (graduée) de polynômes
([Ch], [Bo], chap. V, § 5).

Notons Y, Z deux invariants homogènes de G' qui engendrent Ag, comme C-algèbre; et
considérons X=J(Y, Z) le déterminant jacobien de Y et Z.

Alors X est un semi-invariant de G' (cf. [Bo]), dont le carré est invariant par G' car les
réflexions de G' sont d'ordre 2; et X, Y, Z sont trois invariants homogènes de G qui
engendrent A§ comme C-algèbre ([K], chap. 2).

Pour fixer les notations, soient Y et Z choisis de telle façon que deg(Z)^deg(Y); cette
convention détermine X à un facteur constant près (sauf si G est de type A^), de même
pour Y (sauf si G est de type A,, avec M impair ou D^avec^ pair), de même pour Z (sauf si G
est de type A^ ou D^).

Dans le tableau suivant on donne les degrés de X, Y, Z dans chaque cas :

Type de G deg(X) deg(Y) deg(Z)

A^^l) n+1 n+1 2
D^(^^4) 2(^-1) 2^-2) 4
EÔ 12 8 6
Ê7 18 12 8
Eg 30 20 12

3.3. Notons s la représentation de degré 1 de G' définie par l'action de G' sur CX, où X
est le semi-invariant considéré au paragraphe précédent.

Soit p (resp. p') une représentation de G (resp. G'). Par abus de notation on écrira £p' au
lieu de £®p, Ind p au lieu de Ind§ p (i. e. la représentation induite sur G' par p [Se], §7.1)
et Res p' au lieu de Resç p' (i. e. la représentation restreinte à G de p').

3.4. PROPOSITION. — Soit p une représentation irréductible de G. Alors on a :
(i) £ Ind p=Ind p==Ind p".

(ii) p^ p" si et seulement si Ind p est irréductible.
(iii) p = p si e t seulemen t si Ind p=ç)f@£p/,oùpf est une représen ta tion irréduc tible de G'.
Soit p' une représentation irréductible de G'. Alors on a :
(i') Resp'=Res£p'=(Resp^.
(ii') p'^ep' si et seulement si Res p' est irréductible.
(iii ') p ' = £ p ' si e t seulemen t si Res p ' = p © P ,oùpest une représen ta tion irréduc tible de G.

Démonstration. — Quelque soit p' représentation de G' on a :

(1) (Ind p^p^huHpORes p'),
donc, si p '==£ on a :
(2) £lndp=Indp,

car Res £ = po, où po est la représentation triviale de rang 1 de G; et si p = po dans (1), alors :
(3) Ind Resp'=?'©£?',
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car Ind po = po©£, où po est la représentation triviale de rang 1 de G'. Par ailleurs, le groupe
quotient G'/G agit sur les représentations de G en associant à chaque représentation p la
contragrédiente p". Par suite on a :

(4) Reslndp=p©p^.

En appliquant Ind aux deux membres de (4), on a, par (3) :

Indp©£ Indp=Indp©Indp^,

par suite e Ind p= Ind p^, d'où (i), par (2).
Par le critère d'irréductibilité de Mackey ([Se], § 7.5), on a que Ind p est irréductible si et

m
seulement si p ̂  p^, d'où (ii), et on a p = p^ si et seulement si Ind p = © p^., avec m > 1 et p[

irréductible pour tout ;. Or en appliquant Res aux deux membres on a , par (4), une somme
de deux représentations irréductibles, donc m ̂ 2 et par suite m =2. Si p = p on a donc

Res(pi®p2)=p@p,
par suite

Respi=Resp2=p, d'où pi@p2=Indp==IndRespi =pi©epi,

la dernière égalité par (3), d'où épi = p^, ce qui montre (iii).

Par ailleurs on a Res£p'=(Res£)®(Resp /)=Resp /, car Rese=po; et par (4) on a :

(Res p')©(Res pY = Res Ind Res p' = Res(p/©ep/) ==(Res p')©(Res p')

par suite Res p' =(Res p')^, d'où (i').
m

Soit Res p' = © pi la décomposition en somme de représentation irréductibles de Res p';
1=1

alors, par (3), on a m^2.
Si Resp'=pi©p2, alors p'©£p'=IndResp'=(Indpi)©(Indp2) et par suite Indp^ est

irréductible (;'= 1, 2), et on peut supposer Ind pi = p', Ind p^ =£p'. En ce cas on a, par (4),
Pi ©Pi =ResIndpi=Resp'=pi©p2, d'où p^=p2 et par (i) on a p^ep'.

Finalement, si Res p' = p, alors par (3) on a Ind p = p^sp'. Or par la formule de réciprocité
de Frobenius on a :

1 ̂ Xp 1 XResp')o ^Xindp 1 Xp')o'?

où ^ dénote le caractère, et par conséquent p'^ep', ce qui achève la démonstration.

3.5. Soit p (resp. p') une représentation irréductible de G (resp. de G'). On considère le
As-module gradué (resp. le Ag'-module gradué) Mp (resp. Mp') défini par :

Mp=Homc[G](Ep, Ay) [resp. Mp/=Homc[G'](Ep', Ay)].
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On pose Up=MpA^ Mp et Up'=Mp-/J^s' Mp', où M^' est l'idéal maximal de Ag' des
éléments de degré strictement positif [i.e. ^g,=(Y, Z)]; Up (resp. Up') est un C-espace
vectoriel muni de la graduation canonique induite par celle de Mp (resp. M -). Il résulte de la
proposition 3.4 le corollaire suivant :

3.6. COROLLAIRE. — (i) Si p 7^ p , soit p' = Ind p. On a des A^-isomorphismes (resp. des C-
isomorphismes) homogènes de degré 0 :

Mp = Mp, = Mp- (resp. Up = Up/ = Up-)

(ii) Si p=p", soit Indp=p /<^£p / la décomposition en représentations irréductibles
de Ind p. On a un A^.-isomorphisme (resp. un C-isomorphisme) homogène de degré 0 :

Mp=Mp,©M^ (resp. Up=Up/©U^).

3.7. Notons c ' la représentation canonique de G' définie par l'inclusion G' c U(2, C). On
peut définir un diagramme r(G'), de façon analogue à celle qui définit F (G), en considérant
maintenant le produit tensoriel par la représentation cf. Or, étant donné qu'on a en
général c ' ̂  ec' (en fait on a égalité seulement si G est de type A^), on introduit
lorsque c'^sc' des arêtes orientées : si pi et p^ sont deux représentations irréductibles
de G', on joint les deux sommets correspondants par une arête orientée de source p[ et de
but p2 si p2 apparaît dans la décomposition de c'®p^ en représentations irréductibles.

Dans la liste suivante on donne les diagrammes qu'on obtient. On utilise les notations de la
proposition 3.4, et on fixe une numérotation des sommets qui sera maintenue dans la suite.
Le sommet correspondant à la représentation triviale est indiqué par une croix.

3.7.1. TypeA^(n^l)
^(d) n=l :
Âl : ^o^^^l(c=2p,) °^——-" 1

^
Ai :
(C'=pi©£pi)

^P

(b) n pair

A,:
(c=pi©pi)

PI PS ^2

PI P1 ^2 ^72
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À,:

(c'=P'i)

(c) n impair, n ) 1 :

PI P2 P(n-D/2

A, :
(c=pi©pl) ^

P^ ^

À,:
(c'=P'i)

P^+D/2
P 1 P 2 P ^ - 1 ) / ;

^n+DA

3.7.2. r>yeD,(«^4)
(a) n pair :

Pn-1«<
D,: ^
(C=P2) ./Pr>-9 Pr^^2 ^n-? P, Pô P-

^^-2 ePn-5 ^ eP2 £PÎ

(é) n impair :

D,.:
(C=P2) Pn-2 Pn-5 P? P2 PI

Pn = Pn-1
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!)„
(c=P;) ^n-r

3.7.3. TypeE^

Ee:
(c=Pi)

Ê6:

(c'=Pi)

epg ep., e

3.7.4. T)yeE7

Pq^ PI P2 P^ P4 P^ P6
Ê,:
(c=Pi)

Ê,:
(c'=Pi)

3.7.5. rjyeE,

Pp P^ Pg P^ P^ p^ p g p , y
Ê3:

(c=Pi)
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Es:

(^-Pl)

4. Résolution G-équivariante de Ay; l'opérateur ©

4.1. On utilise les notations du paragraphe précédent. L'anneau Ay est muni d'une
structure de As [G]-module gradué (resp. de As' [G']-module gradué, resp. de As' [G]-module
gradué).

Soit 0 : Ay -> Av l'opérateur As' [G]-linéaire défini par ©/= X/pour fe Ay; il est homogène
de degré égal au degré de X et il est aussi Ag [G]-linéaire.

Notons a : As -^ As l'automorphisme d'ordre 2 de As'-algèbre tel que a(X)= -X. Pour
tout/eAy et h e As posons h.^f=G(h)f. On obtient ainsi une nouvelle structure de As-
module sur Av; cet As-module est noté Ay.

Considérons le As- [G']-moduleAv®As; il est aussi muni d'une structure de As [G]-module,
AS'

et il est libre en tant que As-module.

4.2. LEMME. — (i) Le rang de Ay®As comme ^.-module est égal à Î\G'\ - où |G'|
As'

dénote l'ordre de G' —; et son rang comme ^-module est 21 G |.
(ii) On a deux suites exactes de ^[G\-modules :

0 -> A^ -^ Ay® As ̂  Av -> 0,
AS'

0 -> Av -̂  Av® As ̂  Av -> 0
AS'

avec ;4- (/) = F (/) ==/®X - ©/® 1 ;

r(/®^)=A F(f®h)=h.J,

V/eAy, VÀeAs.

Démonstration. - On a un isomorphisme de As-[G']-modules Av^As'®Av/-^s'^Vî
c

où jTs' dénote l'idéal maximal de As' engendré par Y et Z [Bo]; et d'autre part le C [G]-
module gradué Ay/.^s'Av fournit une représentation régulière de G', d'où (i). La
vérification de l'exactitude des suites de (ii) est immédiate.

4.3. Considérons par ailleurs l'opérateur As- [G]-linéaire homogène de As dans lui-même
défini par la multiplication par X; on le notera aussi X. Il est aussi As [G]-linéaire.
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4.4. PROPOSITION. - (i) On a F égalité ©^X2!^ où X2!^ désigne la multiplication
parX^-eA^.

(ii) Soient T^ (resp. T-) : Ay®As ->Av®As l'opérateur As [G]-/^^ homogène défini
AS/ AS'

7?û?r :

T-^e^Id^+IdA^X (r^. T-=©®IdAg-Id^®X).

Alors on a la suite exacte de As [G\-modules :

T- T+ T- f
. . . -» Av® AS -^ Av (X) AS -> Ay ® AS -^ Av -» 0

AS' AS/ AS'

ouf est défini dans le lemme 4.2. On obtient ainsi une résolution du As [G\-module gradué Ay
par des As [G]-moâ?Mfcs- gradués libres en tant que As-modules.

Démonstration. - L'opérateur © est défini comme étant la multiplication par X, or
X2 eAs', d'où (i). D'autre part on a T^ = ̂  o^ et T- = i~ oj-. L'exactitude de la suite de (ii)
est donc conséquence du lemme 4. l(ii).

4.5. Pour chaque représentation irréductible p de G, on considère le module M comme
As'-module(§3.5).

Soit 6p=Mp-^Mp (resp. j^ : Mp®As-^Mp) l'application As'-linéaire obtenue en
AS'

appliquant Hom^Ep, -) à © (resp. ày^). Posons :

T;=9p(x)Id^+IdM^X
Tp-=6p®Id^-IdM^®X.

On définit ainsi des opérateurs As'-linéaires (resp. As-linéaires) homogènes de Mp ® As dans

lui-même. On a alors : s

4.6. COROLLAIRE. - On a la suite exacte de As-modules gradués :

. . . ̂  Mp (x) As ̂  Mp (g) As ̂  Mp (x) As ̂  Mp -^ 0.
AS' AS' AS'

Cette suite exacte fournit une résolution de M^par des As-modules gradués libres (sur As) de
rang 2 deg p.

4.7. REMARQUE. - Pour p ̂  po, on peut montrer que cette résolution est une résolution
minimale.

5. La série de Poincaré; graduations et matrices

5.1. Soit peîrr(G) [resp. p'eîn^G')] une représentation irréductible de G(resp. de G').
On considère le C-espace vectoriel gradué Up=Mp/^s'Mp (resp. Up/=Mp'/^s'Mp') de
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dimension égal à 2 deg p (resp. égale à deg p'). Notons Up „ (resp. Up. „) le sous-espace des
éléments homogènes de degré n.

Posons :

Pp(T)=^(dimcUp,,)T", Pp,(T)=^(dimcU,,,,)T";
n w

ce sont des polynômes dans Z(T].
Soit R(G)[T] (resp. R(G')[T]) l'anneau des polynômes à une variable à coefficients

dans R(G) [resp. dans R(G')].
Soit c (resp. c ' ) la représentation canonique de G (resp. de G') et po (resp. po) la

représentation triviale de degré 1 de G (resp. de G').

5.2. PROPOSITION. - Dans Vanneau R(G)[T] (resp. R(G')[T]) on a F égalité :

( Y pPp(T))(po(l+T2)-cT)=po(l-TiegY)(l-Td^z)
p6hr(G)

[resp.( Y p'Pp-(T))(po-c'T+eT2)=po(l-TdegY)(l-Tieîz)].
p'6Îrr(G')

Démonstration. — Nous ferons la démonstration pour G, celle pour G'est analogue. Si M
00

est un C [Gl-module, on note [M] sa classe dans R(G). Soit Ay = © Ay, „ la décomposition
n=0

en sous-espaces homogènes de Ay. On définit la série de Poincaré <Ay > dans l'anneau de
séries formelles R(G)[[T]] par :

<AV>=^ [AvJT1.
n=0

Étant donnée que [Av^]=[symn(c)], alors on a :

<Ay>= ̂  [sym-^T^l/fi (-iriA^c)]^).
n=0 I \n=0 /

Or A°(c)=po, A l(c)=c, A2(c)=po car G<=SU(2, C), et An(c)=0, V w > 2 . Par suite on a :

(1) <Av>=l/(po(l+T2)-cT).

Considérons par ailleurs la décomposition de Ay en C [G]-sous-modules isotypiques,

Av = © Av, p, et soit < Av, p > la série de Poincaré de Ay, p dans R(G) [[T]]. Alors on a :
peîrr(G)

">

(2) ' <Ay>= Y <Ay,p>.
p6Îrr(G)

oo
Posons Sp(T) = ^ (diniç Mp^) T* e C [[T]]. Par la définition de M p on a un isomorphisme

n=0
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homogène Ay p=Mp®Ep. Par suite on a :
c

(3) <Av,p>=pSp(T).

Finalement on a Mp=Up(g)As', d'où :
c

(4) Sp(T)=Pp(T)/(l -T^XI -T^).

La proposition résulte des égalités (1) à (4).

5.3. La proposition précédente fournit une méthode effective pour le calcul de la
graduation de Up (resp. de Up.), qui est donné par le polynôme Pp(T) [resp. Pp'(T)]. Par
ailleurs, on a (cor. 3.6):

Pp(T)=Pp-(T)=Pp/(T) si p^p' et p'=Indp,

Pp(T)=Pp-(T)+P^(T) si p=p' et Indp=p /e£p /;

par conséquent, il sugfit de calculer Pp'(T) pour toute représentation irréductible p' de G'
pour déterminer Pp(T) pour toute représentation irréductible p de G.

Dans la table suivante on donne la liste des résultats. Le calcul est réalisé en utilisant le fait
k

que Pp^(T)=l et PeCI^T^. Si Pp (T)= ^ â^T-, on donne la suite des degrés n^ avec

chaque entier n^ répété a^ fois, i= l , . . . ,Â : .
Les notations utilisées pour les représentations sont celles introduites au paragraphe 3.7.

5.3.1. Type A^n^l)

représen ta tion degrés

(a) n impair : p;.(l ̂ j^(n -1)/2) 7; (^ +1 -J)
P;^l)/2 (^+1)/2

£Pfn4- l ) /2 (W+l)/2

(b) n pair : p;.(l ̂ j^n/2) ]\ (n +1 -j)

5.3.2. TypeD,(n^4)
(a) n pair : p[ (2n—4)

£Pi
p;.(7pair) O'-l); (2n-j-l)

.... . , £P;-apair) 0+1); (2^-7-3)
l^j^n-2 j p^y impair) 0-1); (2n-j-3)

£p;.(7 impair) (j+1); (2 n -j-1)
p;.C/=M-l,^) n
sp}(7=^-1^) n~2

(b) n impair : Pour j^ n— 2, mêmes résultats que ceux du cas n pair.
Pn-i n-2;^
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5.3.3. TypeE^
représentation

Pi
épi
P2

ep2
P3

P4

degrés
1;11
5; 7
2; 4; 6
6; 8; 10
3; 5; 7; 9
4:8

sentation

Pi
P2

P3

P4

PS

PÔ

P^

degrés

1;17
2; 6; 10
3; 7; 11; 15
4; 8; 12
5; 13
6
4; 8

représentation degrés

£pl

£p;

SP3
£P4

£P5

SPô
£p'7

7; 11
8; 12;16
5; 9; 9; 13
6; 10; 14
7:11
12
10; 14

5.3.5. TypeE^
représentation

Pi
P2

P3

P4

P'5

PÔ

P'7

PS

degrés

1; 29
2; 10; 18
3; 11; 19; 27
4; 8; 12; 16; 20
5:9; 13; 17; 21; 25
6; 14; 18; 22
7:23
6; 10; 14

représentation

£Pi
£p2
£P3
£p4
ep's
SPô
£p'7
£P8

^gr^^

11; 19
12; 20; 28
9; 13; 17; 21
10; 14; 18; 22; 26
7; 11; 15; 15; 19; 23
8; 12; 16; 24
13; 17
16; 20; 24

5 .4. DÉFINITION DES MATRICES [6p]; QUELQUES REMARQUES UTILES.

5.4.1. Soit M un As-module gradué libre de type fini. Posons U==M/J^s 'M; U est
gradué canoniquement par la graduation induite par celle de M. Notons M^ (resp. U^) le
sous-groupe de M (resp. de U) des éléments homogènes de degré n. Soit n un entier tel
que U^O. On considère le sous-ensemble !„ de Z défini par :

I^={m|m=w+î, avec U^^O, Ag, ,^0}.

On dira que M est bien gradué s'il satisfait la condition suivante : (BGr) : Si n et n1 sont deux
entiers tels que n<n\ U^O, U^^O, alors :

^eL

n'i\
^ In^I.

InnI^^.
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Soient 1 (1),..., 1 (A) les éléments maximaux (pour l'inclusion) de la famille {IJ n e Z }. Avec
les notations précédentes on a :

5.4.2. PROPOSITION. - Supposons que M soit bien gradué.
(i) On a une décomposition canonique de U en somme directe :

h

U= C U^ avec U^OU,, l^k^h.
k=l leî^

(il) I I existe une décomposition unique de M en somme directe de sous-modules gradués
h

M= © M^, qui induit, modulo ^s'» ^ décomposition de ^précédente.
k=l

Démonstration. - Puisque M satisfait la condition (BGr), la famille { I(Â:) 11 ̂ k^h} est
une partition de l'ensemble {n \ U^O}, d'où (i).

Par ailleurs, si M = © M^ est une décomposition de M en somme directe telle que
k

M^/^M^^U^, alors M^ est le Ag'-sous-module de M engendré par les sous-
groupes Mi avec le ï(k); et il est clair que lafamille des sous-modules M^ ainsi définie donne
une décomposition de M en somme directe, d'où (ii).

5.4.3. Par inspection de la table 5.3, on vérifie que le module Mp/ est bien gradué pour
toute représentation irréductible p' de G', à la seule exception de p3 du type E^j et p5 de Eg.
Or le type E^ est traité facilement à partir du type E^ (comme on verra dans le
paragraphe 5.5) et le cas ps de Eg sera traité à part; donc, sauf indication contraire, on
exclue dans la suite les cas exceptionnels. En conséquence de la proposition précédente, il y a
une décomposition canonique de Mp, en somme directe de sous-modules Mp^, avec
l^k^h=h(pf).

Supposons maintenant que p' apparaisse dans la décomposition en représentations
irréductibles de Ind p où p est une représentation irréductible de G. Étant donné que
l'opérateur 6p est défini par la multiplication par le semi-invariant X de G', on a l'inclusion :
6p(Mp/)<=M^.

Notons 6p- : Mp- -> Mgp' la restriction de 6p à Mp/. On appelle matrice [6p/] associée à
l'opérateur 6p, le tableau indexé par {(k,ï), l^k^h(pf), l^k^h^p')} formé des blocks
[e^Mp^Mfp).

5.4.4. Remarques. - (1) Notons Ip/ l'ensemble de degrés { / | U p / ^ 0 } , et
{\'(k) 11 ̂ k^h} la partition canonique de Ip' définie en 5.4.1. La table 5.3 montre que
diniç Up^ est égal à 1 ou 2 (et par suite rang^g, Mp^ est égal à 1 ou 2).

De fait on trouve trois cas possibles :
(û) Ip/(Â:)={/}etdimcUp^=l;
(b) Ip/( / r)={/}etdimcUp^=2;
(^) W={/ i , /2}avec / i< /2

et dimc Up-, ^ = dimc Up/, ^ = 1.
Dans le dernier cas on a une filtration de Mp, (k), Np^ <= Mp^, où Npf0 est le As'-sous-module

de Mp^ engendré par le sous-groupe Mp- ^.
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(2) En considérant les différents cas possibles [(a), (b) ou (c) de la remarque précédente]
pour k et k, on constate le fait suivant : Soit Bpf0 une base, formée d'éléments homogènes,
de Mp^. Alors il existe une base B^-, formée d'éléments homogènes, de M '̂ telle que la
matrice de [9^'k)] soit du type indiqué suivant le cas :

rang^M^ rangA^M^ matrice
de [9p^]

1 1 [/]2 H
2 1 I / O ]

[7 ^1
LO d2 2

où/(resp. g, resp. A) est un élément de Ag, déterminé à un facteur scalaire près, ou nul.

(3) Posons Is,={/[As'^0}. Soit /elp-(/r), et 7eIp'(Â:). Considérons un élément m
(resp. m) homogène de degré / (resp. 7) appartenant à une base homogène Bpf° (resp. B^/)
de MW (resp. de M^).

Alors, la composante de 6p/(m) suivant m est un polynôme de la forme ^ a^VZ^,
(a,b)

où û, fc est un couple d'entiers positifs ou nuls parcourant l'ensemble :

{(û,fc) |ûdegY+^degZ=/-7+degX},

et où les a^ ^ sont des constantes.

On en déduit donc, que si (/—7+deg X) ̂  Ig-, alors ce polynôme est nul. De plus, sauf pour
quelques représentations dans les cas D^ et Ê7, les polynômes en question sont des
monômes.

(4) Soit p une représentation autoduale de G, et p'^ep' = Ind p la décomposition de Ind p
en représentations irréductibles de G' (prop. 3.4). Alors la décomposition Mp=Mp,©Mgp'
(cor. 3.6) induit une décomposition antidiagonale de 6p, i.e. de la forme :

r o [Mi
m ° J

(5) Soient p une représentation irréductible de G et (x^çi une famille finie d'éléments
homogènes de Ay tels que pour tout ;, C [G] x^ soit un sous-G-module simple de Ay de type p
et tels que pour tout couple (ï, j) il existe un C [G]-isomorphisme u^ j : C [G] x^ -> C [G] Xj qui
envoie x^ sur Xj. Alors il existe une famille <^.>, fel , d'éléments homogènes de
Mp=Homc^(Ep, Ay) tels que :

(a) <x,>(Ep)=C[G];c,
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(b) Le diagramme suivant soit commutatif :

C[G]x.

^ ^C[G]x,

Une telle famille est déterminée au choix d'un scalaire non nul près. La même remarque est
valable si on remplace G par G'.

(6) Étant donné que X2 est un invariant du groupe G', on a une relation de la forme :

(*) X^/^Y.Z)

où/est un polynôme à coefficients constants. On retrouve ainsi le fait que les points singuliers
considérés sont des points doubles. Soient < 1 >, < X > les éléments de la base de Mp^ (comme
As-module) déterminés par le polynôme constant 1 et par X respectivement. Avec cette base,
la matrice de 6p^ est la suivante :

ro /(Y,Z)"|
|_1 0 J

(7) Comme conséquence de la proposition 4.4 (i), on a l'égalité :

(e^AY.Z).^,

où/(Y, Z) provient de l'équation (*) de la remarque précédente. En particulier, si p est
autoduale [voir remarque (4)], on a :

[ep/][e^]=/(Y,z)idM^,
[M[6p/]=/(Y,z)idMp,

(8) Soient p,, pj et p^ trois représentations de G telles qu'on ait p»(x)pj=pfc. Alors on a
l'inclusion Mp^.Mp.cMp^, où Mp .Mp dénote le produit symétrique de Mp^ avec Mp. Par
suite, si m^ (resp. nij) est un élément de Mp^ (resp. de Mp^) on a les égalités :

e^(m^m,)=(ep.(m,)).m,=m,.(9p/m,)).

5.5. CALCUL DE LA RÉSOLUTION G-ÉQUIVARIANTE DE Ay (PROP. 4.4). — On utilisera la
notation du paragraphe 3.7 pour les représentations. Les matrices données dans la liste
suivante sont associées à des bases dont les éléments sont ordonnés par degrés croissants (voir
table 5.3), pour chaque module Mp/. Les calculs sont effectués en utilisant les
remarques 5.4.4. Pour chaque matrice on donne ses coordonnées en précisant la valeur du
facteur constant seulement dans les cas où cette information est utile pour la suite, i. e. si la
coordonnée en question n'est pas un monôme, ou si la représentation n'est pas autoduale;
dans les autres cas on indique par * un coefficient constant non nul.
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5.5.1. Type A^ (n^l). — Dans ce cas il est plus facile de faire un calcul explicite.

Soit G le sous-groupe de SL(2, C) engendré par g== s , où Ç=^2 l î I /<n 4- l).

Dans l'algèbre Ay == C [x, y] les polynômes Y = je"+1 + y " +1 et Z = xy engendrent As', et le
jacobien de Y et Z est égal (à un facteur scalaire près) à (.x"4'1 -/14-1).

Pour simplifier les calculs, on considère les invariants de Ay pour l'action de G, définis
par :

X=^4-1, Y=/14-1, Z=Z=xy.

On notera que X et Y ne sont pas des invariants sous G' et qu'on a X = X - Y à u n facteur
près.

Notons pj(l ̂ j^n) la représentation irréductible (à isomorphisme près) dont le caractère
en g vaut :

Xp^)=^.

Posons ^(j)^^"), ^C/)^/14'1"'7)» ils forment une base de M^ [cf. remarque (5)
de 5.4.4], l^j^n.

Alors on a les relations :

(R) JY, , (A-Z^Iz^-^o^x^a)
La relation XY=Z ( n + l ) , qui n'est autre chose que l'équation, en termes de X, Y, Z, de la
singularité quotient, détermine avec les relations (R) la résolution de Ay (comme As [G]-
module) de la proposition 4.4.

5.5.2. Type D^(/z^4). - Dans ce cas aussi on peut faire les calculs explicitement, en
considérant le groupe dihédral binaire G engendré par :

g={^ ^] avec ^./2(n-2) ,̂ , ^0 ^

Soient Y=x2 (" - 2 )+(-l)n^2 ( n - 2 ) , Z=x2y2 deux générateurs de As', et notons X le
polynôme .x^Oc2^"2^—!)""1^2^"2^, qui est égal au jacobien de Y et Z à un facteur
scalaire près. On détermine une base de Mp, p e Irr(G), en utilisant le cas cyclique (5.5.1) et
le fait que G contient le sous-groupe distingué cyclique d'ordre 2(^-2) engendré par g.
Avec les notations du paragraphe 3.7 pour les représentations de G on trouve :

(û)pi :
rn . F0 Y2^-!)^-1^-2^
^[z o }

[Avec les bases de M^ et M^ respectivement : <x^>, ^""^(-ly1"1^2""4)].
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(b) p,, 2^/^-2:
J pair :

[QpJ-

0

0

*Y
k^l-^

0

0
^n-l-j/2

*YZ

*YZ
*^72

0
0

*z<" -1 -

*Y

0
0

J/2)~

(Avec les bases :
deM^:^-1),^2 '--^-2);
deM^:<^^>,<y2' - -^-3».
j impair :

^]=

0 0

0 0
*Y ^'z^»-'i-(j-ï)i2)

*Z"-1»/2 *Y

*YZ •*-z("-i-(/-i)/2)
•*'y+i)/2 *YZ

0 0
0 0

(Avec les bases :
deMp; . :<^- i>,<^"-^-3>,-
deM^:<^^>,<^, - , -2»

(<•) Pn-i:
n pair :

t9p.-,]= YZ-IZ»'2
Y+zz'"-2»/2 '

0

[Avec les bases :
deMp. ^ :<^(x"-2+(-l)"- ly''-2)>;
deM^:<^-2+(-ly3;"-2>].
n impair :

ie.J=
YZ

Pn-i-l ^^(n-l)/2

_2^(n- l ) /2-

Y
(même base).

W P n ^
^ 7?û;r :

r 0 Y-2Z("-2)/2

1 PBJ YZ+IZ^2 0
[Avec les bases :
de Mp, : (^(x^2^-!)^"-2)^
deM^:<;c"-2+(_i)"-i^-2^
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n impair '.

^-
YZ 2Z(n-l)/2'

.^(n-D/2 Y

(même base).
5.5.3. Type^
Quitte à multiplier X, Y, Z par des facteurs scalaires, on peut normaliser l'équation de S de

sorte qu'on ait :

X^Y^Z4.

Les représentations pi et p^ sont autoduales. On peut choisir des bases ordonnées par ordre
ascendant des degrés telles que les matrices soient :

|-*Y *z3-] r*Y2 *zn
••̂ Î Z *Y2} l̂ *Z *YJ'[6?;]=

r*Y o *z2
F*Y2 *Z3 *YZ2

[9^]= | *YZ *Y2 *Z3

*Z2 *YZ *Y2
[ej= *z *Y o

[_0 ici *Y

Pour les représentations p3, p^, p4, p^ on trouve :

"Pi

t9pj=l

aZ2 0 Y2 0
0 aZ2 pYZ Y2

Y 0 -aZ2 0
|_-pZ Y 0 -aZ2]

?0,]=

-aZ2 0 Y2 0 "
0 -aZ2 PYZ Y2

Y 0 aZ2 0
-pZ Y 0 y,Z2

_r-aZ2 Y2

^ l Y aZ2re i r"22 Y2 1^LY -az^' [9p.]=
r-aZ2 Y2" ]
|_ Y aZ2}

où a et p sont deux constantes non nulles, a2 = 1 (on peut déterminer la valeur de P, mais c'est
inutile pour la suite).

En fait le choix a= 1 (ou a= — 1) précise la représentation de G notée p3 (et par suite
détermine les trois autres).

On a utilisé en particulier le fait qu'on a les égalités :

Pl®P4=P3 et P4®PÏ=Po

et la remarque (8) de 5.4.4.
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A titre d'exemple, on montre comment on détermine les matrices dans le cas pi :
Notons {(1), (11) } [resp. {(5), (7)}] une base de M^ (resp. de M^) dont les éléments sont

de degré égal au chiffre indiqué (voir table 5.3.3).
Par des considérations de degrés [remarque (3) de 5.4.4], en considérant les degrés de X,

Y, Z(voir §3.2), les matrices associées aux opérateurs 6^ : Mp'^ -> Mgp^ et 6gp^ -> Mp^ avec ces
bases, sont de la forme :

0(1) 6(11) 6(5) 6(7)
^ PY bZ^S) [9,]-?^ /zi] (1)

^-icZ ^(7), ^'igZ AYj(ll)

où a, b,.. .,h sont des coefficients constants. Or ces matrices doivent satisfaire les égalités :

[W^W+Wd^. et [e^nep.MY^z^idM,"ep'i •- «-Pi-" •- Pi-" v • / ^p'̂

[remarque (7) de 5.4.4], d'où en particulier : ae=bg=ef=dh=l, et par suite tous les
coefficients sont non nuls. En fait on peut être plus précis, car en faisant des homothéties sur
les éléments des bases, on peut supposer û = = f c = = c = l , d'où e=f:==g=l. D'autre part on a
aussi I+À=Û/+^À=O, d'où h= — 1 et par suite d= — 1 :

["Y Z3 ~[ |~Y2 Z3 1
[z -Y2} [z -YJ

5.5.4. Type E^. — Un groupe G de type £7 contient un sous-groupe distingué d'indice 2
de type E^ (ceci est dû essentiellement au fait que la réunion des sommets d'un tétraèdre et du
tétraèdre dual est l'ensemble de sommets d'un cube). La relation (par induction ou
restriction) entre les représentations irréductibles de l'un et de l'autre est exprimée
schématiquement par la correspondance de diagrammes suivante :

Ê.:

de sorte que la restriction (resp. l'induction) d'une représentation irréductible du groupe de
type Ê7 (resp. de type Êg) correspondante à un sommet du diagramme Ê7 (resp. de Èç) est la
somme de représentations correspondantes aux sommets du diagramme Êç (resp. Ê7) qui se
trouvent sur la même verticale.
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D'autre part, si on note Yç, Z^ (resp. ¥7, Z^) des générateurs de Ag' et Xç (resp. X7) leur
jacobien dans le cas E^ (resp. E-j), on a les égalités (à un facteur constant non nul près)
suivantes :

^'7=^L6^6•> Y —72
ï^~^69 ZV-YÔ

Ces deux remarques permettent de déduire la résolution équivariante de Ay pour le type E-j à
partir de celle de type E^.

Quitte à multiplier X=X7, Y =¥7 et Z=Z-j par des constantes, on a la relation :

X2=Y(Y2+Z3).

Les matrices trouvées sont les suivantes :

16?;]=
F*Y +YZ2')
L*Z *Y^J'

|-*Y2 *YZ2-!
'̂̂ L *Z *Y J[^•J-

*Y 0 *YZ *Y2 *YZ2 *Y2Z

[9J= *Z *Y 0 , [9^]= *YZ *Y2 *YZ2 1

0 *Z *Y *Z2 *YZ *Y2

[9p,]=

0 *YZ *Y2 *YZ2

*Y 0 *YZ *Y2

*Y *Z2 0 0

*Z- *Y 0 0

^P3]=

0 0

0 0

*Y *Z2

*Z *Y

*Y2 *YZ2

*YZ *Y2

0 *YZ

*Y 0

0 *YZ *Y2 *YZ *Y2 *YZ2

[ej= *Y o
*Z *Y

*YZ |, [e,J=| *Z2 *YZ *Y2

*Y *Z2 *YZ

[ej=[Y], [e^r^+z3],
r*Y ^Z2-] *Y2 *YZn-Î̂ Z *YJ' ^^^YZ *Y2
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5.5.5. Type Eg. - Quitte à multiplier X, Y, Z par des facteurs constants, on a la relation

X^Y^Z5

Les matrices trouvées sont les suivantes :

t9J=

|-*Y *z4

[̂̂ z ^

~*Y 0 *Z3'

*Z *Y 0

0 *Z *Y

t9?,^

[M-

[9pJ=

îsp,]=

*Z3 *Y2 0

0 *Z3

0 *YZ

*Z2 0

*Y *Z2

*Z2

*Y

0 *Y *Z2 0 0 ,

*Z 0 *Y *Z2 0

0 *Z 0

*Z2

*Y

0

*z

~*z3

0

*Y

*Z

'̂ t9.;]

' ^]=

0 *Y2 ^Z4"

0 *Z3 *YZ2

*Z2 *YZ *Y2

*Y 0

*Y2 *YZ2 *Z4''

*YZ *Z3 *Y2

*Z2 0 0

0 *Y -k72

0 0

0 0

*Y2 *YZ2 *Z4

f. *Z3 *Y2 *YZ2

*YZ *Z3 *Y2

0

r*Y2 ^z4"]
1*2 *YJ'

*Y2 *Z4 ^YZ3"

*YZ *Y2 *Z4

*Z2 *YZ *Y2

-kT?

0 *Y2"'

0 *Z3

*Y ^,72

0 0 ~

0 0

?

9

î
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[QJ=

[M

0

*z2

0

*Y

0

-*2

~0

0

0

*Y

0

*z

0

0

*z2

*z2

*Y

0

0

0

0

*z2

*Y

0

*z3

0

0

0

*z2

*Y

0

0

0

0

*z2

*Y

*Y2

*Z3

*YZ

0

0

0

*Y2

*Z3

*YZ

0

*z2

0

*YZ2

*Y2

*Z3

0

0

0

*YZ2

*Y2

*Z3

0

0

*z2

*z4

*YZ2

*Y2

0

0

0

*z4"
*YZ2

*Y2

*Z3

0

0

[ej=

0 *Z3 *Y2 *YZ

*Z2 0 0 *Y2

*Y 0 0 *Z3

*Z *Y *Z 0

[9J-

J=

-*z2 ^y2") r*z3 *Y2

*Y ^Z3} ^^"L^Y *Z2

0 *Z3 *Y2 0

*Z2 0 *YZ *Y2

*Y *Z2 0 *Z3

0 *Y *Z2 0

9

[9J="P8

*Y *Z2 0

0 *Y *Z2

*Z *Z2 *Y2

[M•P8-1

*Y2 *YZ2 *Z 4 !

*Z3 *Y2 *YZ2 |,

*YZ *Z3 *Y2

Les matrices correspondantes aux indices 1,2,7 et 8 sont déterminées par des considérations
de degrés [remarque (3), § 5.4.4] et par la condition de la remarque (7), § 5.4.4. La même
méthode détermine les autres matrices, à quelques coefficients près; et ces derniers sont
déterminés par la connaissance des matrices d'indices 1, 2, 7, 8 et la remarque (8) appliquée
(par exemple) aux égalités :

Pl®P8=P5, Pl®P7==P6. Pl®P2=Pl©P3. Pl(x)P3=P2©P4.
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6. Désingularisations minimales; démonstration du théorème 2.2

6.1. On dispose de désingularisations minimales explicites q : § -> S qui sont construites
par une procédure de « soudure » à partir de plusieurs copies de C2 ([G], voir aussi [H], [L]).
Le morphisme q qui contracte le diviseur exceptionnel D=U^ de § est déterminé

fe
essentiellement par la donnée des cycles (à support dans D) de la forme V n^ d^ qui seront

n
représentés par des diagrammes analogues au graphe dual associé à D, où on remplace le
sommet correspondant à une composante irréductible d^ par la multiplicité n^.

6.1.1. Type A^ (n^l). — Pour chaque entier k, O^k^n, soit ̂  une copie de C2 de
coordonnées (u^ Vj,). Soit § la surface (lisse) obtenue en identifiant les ouverts
^k-l~{uk-l=()} et ^fc-{î;^=0}, l^k^n, par les recollements :

Mfc-i=l/^, Ufe-i=M^2.

Soit d^ la courbe rationnelle lisse définie par ^-1=0 dans ̂ -i et par ^=0 dans ̂ ,
1 ̂ k^n. Alors chaque d^ a une auto-intersection — 2 et le graphe dual associé à D==UJfe

est A^. Notons C(X), C(Y), C(Z) les cycles à support dans D définis par les diagrammes :

C(X):^-l) . . . i r i .e .C(X)= ^ (^+1-^)^1

— r - n ~]C(Y) : 1 2 . . . w Le. C(Y)= ^ kd^
L k=i J

C(Z) :1 l . . . lF i . e .C(Z)= é dA
L k=l J

A l'aide de ces cycles on définit une application q : § —> C3 par :

^k(^^)=(^+l~k)^~k\ u\^\ u,v,\ ^k^n.

Notons (X, Y, Z) les coordonnées de C3. On vérifie que l'application q est une
désingularisation minimale de la surface S (plongée dans C3) d'équation : XY=Z ( M + 1 ) .

6.1.2. Type D^ (n^4). - Pour chaque entier k, O^k^n, soit ̂  une copie de C2 de
coordonnées (u^ t^). Soit § la surface (lisse) obtenue en identifiant :

les ouverts ^k-l~{uk-l:=^} et ^k~{vk=^}^ ^^k^n—2 par les recollements :

^-i=l/^ et ^-i=Mfci;2 ,

les ouverts ^n-2~{un-2=^} et^n-l~{vn-l=^} P^ 1e8 recollements :

,, _ i / , ,. f^-2+^^n-i^-i si n pair,
un-2~L/vn-l eL \ , 1 2

[vn-2+l=un-lvn-l SI Yl impair,
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les ouverts ^n-2~{l{n-2=o} et ^n-{vn=o} P^ {es recollements :

f^-2-^^ si n pair,
u., 9==l/u. , et -< , 2 . . .n~2 n \Vn-î—^=u^ si n impair,

Soit cffc la courbe rationnelle lisse définie par v^-i =^=0, avec 1 ̂ k^n—2,
^_i définie par :

. „ f^ , -2+^=° si " ̂ fr,
M =0 et < -, ^ • • •" A l y ^ _ ^ + l = = 0 si ^ impair,

d^ définie par :

u=Q et Vn-2~l=^ sl '2 P^^

t \ _ 2 — 1 = 0 si ^ impair,

Alors chaque ̂  a une auto-intersection — 2 et le graphe dual associé à D=U^ est D^.
k

Avec les cycles C(X), C(Y), C(Z) définis par :

n pair n impair

C(X): 23. . . (»-1)^ 23...(»-1)^:;^

C(V): >..:.(.-^:; .....("-^::;^

C(Z): 2 2 . . .2 } 2 2 . . . 2 Î

On définit une application q : §->C3, dont les restrictions aux ouverts précédents sont
données par :

siO^^-3 :

X=^4-1^4-2( l+(-l)n^ ("-k-2 )^ ("-k-3 )^,
{ n / 2 si n pair,

avecûfc==^
) (/î— 1)/2 si n impair,

Y=^l;r l( l+(- l)M^ (" - k - 2)^ (" - f c - 3 )^-
f / î /2- l si n pair,

avec Ofe==< . ,. /^[Oî—l) /2 si M impair,

Z=ly 2 r 2 ( l -K- l r l / 2 ( "- f e - 2 ) F 2 ( "- f e - 3 ) ) .

'^f^:i(~l+^L~2^ (si ^^r),
[^li^^^-i-lV"'112 (si ri impair),

y^f^J^a+^r2"1 (si ^ Pair),
l^K^-iy""1'2 (si /î ^û/r),

f ^-2(1+^-2) (si ^ /?^).
t^2-^2-^-!) (si ^ ^^r),
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X^n^-l^n-l^-l-2^)]^2^-! si n P01^
[[^-i^n-i^-i-^)]^-1^^.!^.!-!) si ^ /m/^/r,

Y^n^-i^-i^-i-^O]^2"1^-!^.!-; si ^7 /wr,
Ik-iO^-iy2-!^)^-1)/2^ si n impair.

^ f ^ _ i ( ^ _ i i ^ _ i - 2 0 si n pair,
_ _ _ _ _ _ l ^n-i^n-i^- i- 2) si n impair.

X = H^ (^ y2 + 2 O]^2 ^n si ^ /^/r,
l[^(^^+2)]("-l)/2(^^+l) si // impair.

y ̂  f ki(̂  ̂  + 2 Q]^2 - ' (M^ y2 + 0 si n pair.
n^nî^)]^-^2 si n impair.

^f^O^yi^O si /? pair,
\ Mn(^y 2+2) si 77 impair.

L'application q est une désingularisation minimale de la surface S (plongée dans C3)
d'équation X^ZCY^Z"-2).

6.1.3. TypeE^. -^ Soient ̂ , 0^/c^4, ̂ 3, ̂ 4 des copies de C2 de coordonnée (u^ i^),
0^/r^4, (^3, y 3), (^4, ^), respectivement. On considère la surface S (lisse) (resp. la famille
des courbes rationnelles lisses d. de §) définie par les recollements (resp. par les
équations) :

^l^2^). ^1=1/^0» û?l '' ^1=^0=°.

u^=UQV2^ V^=I/VQ, d^\ ^=Mo=0,

M3=M 2( l ;0+ l)» ^S^^^O» ^3 : ^3=^+1=0,

U3=U^(Vo-l\ V^=I/UQ, ^3: ^3=^-1=0,

^4=^3. ^==1/^3, ^4: ^4=1:3=0,

M^^2^. ^-==l/u^ d^ : ^=1:3=0.

Chacune de ces courbes rationnelles a une auto-intersection - 2, et le graphe dual associé à
leur réunion est E^ :

^ ^ ^ d^ d4v

d,
A l'aide des cycles définis par les diagrammes suivants :

C(X) : 2 4 6 4 2 , C(Y) : 2 3 4 3 2 , C(Z) : 1 2 3 2 1
3 2 2

on définit une application q : § -+ C3 dont les restrictions aux ouverts précédents sont
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données par :

X=^^-1)4=^K-1)4

=^^(^-l)4=^F23(^t;j+l)3(M3^+2)4=^(^^+l)3(^^+2)4

Y——^2^2-!)3——^2^-!)3

=^(Fj-l)3=-M33t;j(M3Î;23+l)2(^^+2)3=-^^(^^+l)2(^^+2)

Z^M3^^2-!)^^^^2^-!)2

=M|(^-l)2=^^(M3Î;23+l)2(^^+2)2==^(^l;3+l)2(^2F3+2)2.

Pour l'ouvert ^3 (resp. ^4) on remplace 1^3, 1:3, +1, +2 (resp. u^ v^ +1, +2) dans
l'expression correspondante à ^3 (resp. à ^4) par ^3, ^3, — l , — 2 (resp. par 1^4, 1:4,
-1,-2).

L'application q est une désingularisation minimale de la surface S (plongée dans C3)
d'équation X^ Y3 +Z4.

6.1.4. Type £7. - Soient ^^ O^^7. des copies de C2 de coordonnées (u^ v^). On
considère la surface § (lisse) (resp. la famille des corbes rationnelles lisses à de §) définie par
les recollements (resp. par les équations) :

^k=vk-îuî-l^ v k = l / u k - l (1^^6), d k : ^ = = U f e _ i = 0

^7=(y3+l) l /3 , V^\IU^ d ^ \ ^=1:3+1=0.

Chacune de ces courbes rationnelles a une auto-intersection — 2, et le graphe dual associé à
leur réunion est E-j :

^ ^ d? ^ S "6

^

A l'aide des cycles définis par les diagrammes suivants :

C(X) : 3 6 9 7 5 3 , C(Y) : 2 4 6 5 4 3 , C(Z) : 2 3 4 3 2 1 .
5 3 2

On définit une application q : § -* C3 dont les restrictions aux ouverts précédents sont
données par :

X^O^+D^MMCy^+l)5

=^4l;l(M2+l)5=^(l+U3)5="^!(M4^+l)5

=M^j(Mj^+l)5=M3^(M3^+l)5=M^,(M7^-l)7 ,
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^=V2o(t^3oV2o+l)3=uÏV^uîv,+ï.)3

=^4^(M2+l)3=^^5(l+l;3)3 =«5 ̂ (^+1)3

=u45V3s(uivi+l)3=uîvi(u^vï+l)3=u3^(u^v2^-l)5,
Z=MoU2(M3t>2+l)2=«2t;3(î(2u^+l)2

= U I^(»2+1)2=M^|(1+U3)2=M^^ (M^+l)2

= MJ 1:5 («J t^ + l)2 = Mg (M^-(-1)2 = ̂  (y^ _ 1)3

L'application ç donne une résolution minimale de la surface S (plongée dans C3) d'équation
X2=Y(Y2+Z3).

6.1.5. Type Eg. ^- Soient ̂ , O^Â:^8, des copies de C2 de coordonnées (^, i^). On
considère la surface § (lisse) (resp. la famille des courbes rationnelles lisses dde §) définie par
les recollements (resp. par les équations) :

" t=i 'k- i^-i , ^ = I / M ) . _ I (l^Â-^7), ^: ^=i^_,=o,

î '8=(r5+l)t(^, t '8=l/y5, ûFg : Ug=^+l=0.

Chacune de ces courbes rationnelles a une auto-intersection - 2, et le graphe dual associé à
leur réunion est Eg :

^ d? ^ ^ s ^ s

^
A l'aide des cycles définis par les diagrammes suivants :

C(X) : 3 6 9 12 15 10 5, C(Y) : 2 4 6 8 10 7 4
8 5

C(Z) : 2 3 4 5 6 4 2
3

on définit une application q : § -» C3 dont les restrictions aux ouverts précédents sont
données par :

X = U3 (^ ̂  + 1)8 =, ̂  v\ (u\ V\ + l)8 = U\ V\ (M3 V\ + l)8 =U% u" (y2 1,3+1)8

=^2^s(^+l)8=^5vw(v,+l)s=ul,ov5,(u,v2,+l)8=u5,(u2,v3,+l)s

="|f8("8^-l)10,
Y=r2(M^â+l)5=M2uî(^U3+l)5=,4^(M3 ̂ +1)5=^^(^^+1)5

=^W^+l)5^uwv](vs+l)5=ulv^u,vi+l)5=u4,v^v3,+l)s

='4(usvi-iy,
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Z^^^^^+^^^^^î^+^^^^^^+^-^^^J^+l)3

=^^(^+l)3=^t;t(^+l)3=^^(^^+l)3=^(^^+l)3

=^3(^8 l58-l)4•

L'application ^ est une désingularisation minimale de la surface S (plongée dans C3)
d'équation X^ Y3+Z5.

6. 2. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2 . 2

6.2.1. Démonstration de (i) ; plan de la démonstration. — Pour tout peIrr(G),
considérons le fibre ^ p (défini en paragraphe 2.7). On a (rg ^p, c^ (^p)) = TC (p) (prop. 1.2,
cor. 2.9).

Nous allons montrer, cas par cas, qu'il existe un et un seul dp e Irr (D) tel que deg (^ p |̂  ) = 1
et deg(^p[^)=0 pour d^dp, ûfeIrr(D). Par inspection on vérifiera que p »-> dp est bijective
et que ( d p . dp ) = a^ pour p^. ̂  p .̂. On aura donc c^ (^p) = ̂  ce qui achèvera la démonstration
de(i).

Le fibre ̂ p s'obtient en annulant la torsion de ̂ * Mp, torsion qui est à support dans D. On
a une résolution (induite par celle de 4.6) :

J^p®(9y ̂  Mp®(9y -^ M? -> 0
(9y. Oy.

d'où une suite exacte sur y :

^p®^ î4 ^p®0y -^ ^*^p ̂  0
(9y (Qy

et par suite un homomorphisme surjectif :

^®(9y^>^p- -0.

Les modules Mp sont des (P^-modules libres, et les homomorphismes
^p ^p^ïd^—Id^^X ont été décrits par des matrices (§ 5.5).

Sur chaque ouvert ̂  de S^ on va décrire un sous-module libre L^ de (J^p ®(9y) \^^ tel que la
W y ,

projection n5p|^ induise un isomorphisme de L^ sur L^ sur ^p|^.

Le Ci (^p) s'obtient alors en examinant les diviseurs sur D des matrices de changement de
base de L^ à L^, sur ̂  n ̂ '. Comme on connaît explicitement les matrices décrivant Tp' et
l'application q [^ : <^ -> y , le calcul est purement mécanique. On se bornera donc à traiter
l'exemple de A^ et l'exemple de la représentation p5 de Eg (correspondant au sommet central
de Eg).

6.2.2. Démonstration de (i), type A^(^^l). — Soit j un entier, l^/'^n. En vue de la
définition de^ (voir §6.1.1) on a q^V^^u^ ^Yl^^t^1, O^k^n. Par
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conséquent, si k ̂ 7, q* Zj |̂  divise q* Y |̂ , et si k </', q* Y |<^ divise ^* ZJ |̂ ; et par suite le
^-module ^pj^ est isomorphe au module libre de rang 1, L^, engendré par :

SiU) si k^j\

SiU) si ^<7
(voir §5.5.1).

On a donc deg ̂ p |̂  = 0 si k 7^7,1 ̂ Â: ̂  ̂ , car les changements de base sur ̂ _ i n ̂  sont
triviaux, et deg^p 1^=1, car le changement de base sur < ^ , _ i n^.est : ̂ CO^/^iCA par

suite ^==dp 1^/^/7, et (<-/,. <^)=^, \ ^ / ^ / ^ / ? , d'où ( i ) .
6.2.3. Cû^ p5, type Eg. — Avec la décomposition Mp^ = Mp^®Mgp^ l'homomorphisme Tp^

est de la forme '.

R-XIdMpJ [M
L te?,] t-^Mj.

où [9p^] et [6gp^] ont été décrites en paragraphe 5.5.5 avec des bases qu'on notera de la façon
suivante : (^i, s^ .̂, ^4, s^, s^) pour Mp^ et (^7, ^g, ^9, ^10, ^n, ^12) pour Mgp^ où les ^,
1^^12, sont homogènes de degrés5 (5, 9, 13, 17, 21, 25) et (7, 11, 15, 15, 19, 23)
respectivement (§ 5.3.5).

Nous allons montrer que le d^-module ^^ |̂  est isomorphe au module libre de rang 6,
L^, engendré par :

^i, s ^ s ^ s ^ , SQ, s^ si 0^/r^4,
^i, s^s^ S ^ S Q , s^o si 5^Â:^8.

Notons Ci la colonne correspondante à Tp^), 1 ̂ ^ 12, de la matrice associée à Tp^ avec
les bases précédentes. Par abus de notation on écrira, dans ce paragraphe, X, Y, Z, à la place
de q* X, q* Y, q* Z, respectivement. En vue de la définition du morphisme de
désingularisation q (§ 6.1.5) on a :

Sur ^<o, ̂ i : X divise €4, €5, c^, c^o, et Y divise c^, €3, d'où on peut éliminer ^4, s^, s^, S^Q
et ̂ , s^ respectivement.

Sur ̂ 2, ̂ 3, ̂ 4 : X divise €4, €5, Ce, et Y divise c^ 03; d'où on peut éliminer ^4, s^, s^ et ̂ n,
^12 respectivement. Par ailleurs Z2 divise c^o, donc on peut former une combinaison linéaire
de la forme Clo/Z^'^/X qui soit divisible par X/Z2, d'où on peut éliminer S^Q.

Sur ̂ 5, <^6 : P^ l^s mêmes propriétés de divisibilité que pour ̂  ̂ 3» ̂  on P6111 éliminer
^4, ^5, ^» ^n? ^12- O1' ^a combinaison linéaire c ^ / Z 2 - ^ - k c ^ / X précédente est divisible
par Z^X, d'où on peut éliminer ^9.

Sur ̂ 7 : Z divise c^, €7 et Z2 divise €2, c^, Cg, €9; d'où on peut éliminer s^^s^ et ^9, s^ i, ̂ 4, ^5
respectivement.

Sur ^g : Y divise c^, c^, Cg, Cç et YZ divise c^, d'où on peut éliminer s^ j , .y^' ̂  ^6 et ^9
respectivement. Par ailleurs Z2 divise CK), donc on peut former une combinaison linéaire de
la forme Clo/Z^-A-Cg/Y qui soit divisible par Z2/^, d'où on peut éliminer s^.

4e SÉRIE - TOME 16 - 1983 - ?3



447CORRESPONDANCE DE McKAY

La discussion précédente montre que la projection Gïp^ |̂  induit un homomorphisme
surjectif de L^ sur ^' ̂  |̂ ; Finjectivité résulte du corollaire 2.10(ii).

Finalement, on a deg^pj^=0 si k ̂ 5, 1^Â:^8, car les changements de base sur
^ fe - iU^fe (À;^5, 1^A:^7) et sur ^30^5 sont triviaux; et deg^pj^=l, parce que
sur ^4 n ̂ 5 on a la relation :

^9=*( î ;5+ l) tyl0+/( tyl. ^2. s^ s^ Ss)

où/est une combinaison linéaire à coefficients dans (9^ , et où (1:5+1) provient de la
restriction à ̂  du quotient X^Z5.

6.2.4. Fin de la démonstration. — La représentation canonique c est (avec les notations de
paragraphe 3.7) p^g) ?„ pour le type A^(n §: 1), p^ pour le type D^(^ ̂  4), et pi pour les types
Eg, £7, Eg. Avec les notations de paragraphe 6.1 pour les composantes irréductibles du
diviseur D on trouve dans la démonstration de (i) :

7C(C)=

(2, b^+bd) pour le type A^ (^1),
(2,^) pour le type D^ (^4),

(2, ̂  ) pour les types E^, Ë7, Eg.

Par ailleurs, le cycle fondamental S est égal à ^ <4 pour le type A^, et il est représenté par les
k=l

diagrammes suivants pour les autres types :
Type ^

D,(^4) 1 2 . . . 2

E,

Ë7

ES

1 2 3 2 1
2

2 3 4 3 2 1
2

2 3 4 5 6 4 2
3

On vérifie donc, avec les conventions de paragraphe 1.1, les égalités dans K^) :

(0, -b^-b^) pour le type A» (^l),

W= (0, -^) pour le type D, (^4),

(°. -bd) pour les types E^, Ê7, Eg.

Par conséquent on a (dans tous les cas) l'égalité :

7i(2-c)=m.
Par ailleurs, on a, pour î'^0 ;

(c-2)p,=^â!^.p,-2p,
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d'où
7i((c-2)p,)=(0, ^^,p,-2p,).

J>0

Or l'élément e^ de Pico^) s'exprime dans la base [b^] de Pic(^) de la façon suivante :

^Z^A-2^.y>o

où on a ̂  à la place de ûfp. Par suite de ce qui précède et de la proposition 1.2(iii), on a :

7i((c-2)p,)=[^], V/>0,
d'où l'assertion (ii).

L'assertion (i) et le fait que 7i(po)=(l,0) impliquent (iii). L'assertion (iv) résulte
immédiatement de la dernière partie de (ii). L'assertion (v) est conséquence du fait que
R(G)/(2-c) R(G) est isomorphe à ^(^-{O}) (voir §1.5), et du fait que

q~^P^-W:^-[0}^y-D

est un morphisme étale, ce qui achève la démonstration du théorème.

7. Corollaire : Caractérisation de la désingularisation minimale

Soit i^ le germe de C2 à l'origine, G un sous-groupe fini de SL(2, C) qui agit librement
sur V — { 0}; T? : i^ -> y =i^/G le morphisme quotient. Alors la désingularisation minimale
q : y -> y est le platificateur normal minimal de i^ sur .97.

Démonstration. — Soit^ : ^P —> y le platificateur normal minimal de i^ sur y. En vertu de
la proposition 2.4 on sait que q : y —> y est un platificateur de i^ sur e^, qui de plus est
normal car y est lisse. Par suite, le morphisme q se factorise par ^, i. e. on a un diagramme
commutatif :

Par minimalité, le morphisme CT est un isomorphisme en dehors du diviseur
exceptionnel Dc^. Nous allons montrer que, en fait, a est un isomorphisme. S'il ne l'est
pas, alors, en vertu de la normalité de ̂  il contracte un sous-diviseur D^D, i. e. 0(0°) est
de dimension zéro. Soit p une représentation irréductible de G dans un C-espace
vectoriel Ep. Posons ^^p=^*^p/Tors^ où ^p=Homc^(Ep, (9^)\ on a :

^=@(^p®Ep) d'où ^*^/Tors^=C(^p®Ep).
p C p C
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Par conséquent, ̂ p est localement libre car ̂  est un platificateur de ̂  sur ^. De même, le
^-module ^p=^* ̂ p/Tors^ est localement libre, et par la commutativité du diagramme
précédent on a :

o*^p=^p.

Soit p telle que la composante irréductible dp de D (th. 2.2) soit contractée par a, i. e. telle
que ûLcD^ Alors on a une contradiction, car d'une part la restriction de ^p à dç est non
triviale [car (ç^ (^p). ûfp) = l], et d'autre part ^'p est libre au voisinage du point a(ûfp) e ̂ , et
par suite a* <^p est trivial au voisinage de rfp. Par conséquent D" est vide et a est un
isomorphisme.
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