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1. Introduction

Ces derniéres années I’étude des problémes de bifurcation stationnaire invariants par
laction d’un groupe de symétrie ¥ a fait d’importants progrés, notamment par
Sattinger [13], qui a introduit le formalisme des groupes et algeébres de Lie dans la théorie des
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118 P. CHOSSAT

bifurcations, et Golubitsky et Schaeffer [4], qui se placent du point de vue de la théorie des
singularités. La principale difficulté de ces problémes provient de ce que (généralement)
I'invariance par un groupe conduit & une équation de bifurcation dans un espace de
dimension n> 1. On observe que les solutions bifurquées ne sont plus invariantes que par un
sous-groupe de transformations, chaque solution engendrant une orbite de solutions par
action du groupe %-phénomeéne de « brisure spontanée de symétrie », dont I’'importance
semble grande, en physique notamment (Michel [10]).

Parallélement d’autres auteurs (Keener [8], Langford et looss [9]) ont étudié I'interaction
entre bifurcations lorsque, sous I’action d’un second paramétre, un point de bifurcation
stationnaire et un point de bifurcation de Hopf peuvent se confondre. Ils ont montré que des
branchements secondaires de solutions périodiques et des branchements tertiaires de
solutions quasi périodiques peuvent apparaitre.

Dans le présent article, on analyse une situation ou le probléme dépend effectivement de
deux parameétres — p (parametre de bifurcation) et € (parameétre de brisure) — et de plus
satisfait aux propriétés d’invariance suivantes : lorsque € =0, le probléme est invariant par le
groupe des rotations SO (3) (rotations dans R?), tandis que pour £ #0, il n’est plus invariant
que par le sous-groupe des rotations autour d'un axe Oz. Contrairement aux cas étudiés par
Golubitsky-Schaeffer dans |5], cette perturbation ne préserve pas la symétrie initiale. Une telle
situation se rencontre dans le cas de la convection d’un fluide dans un domaine sphérique
pouvant tourner autour d’un axe. Le parameétre p est alors un nombre caractéristique de la
force d’Archiméde tendant a provoquer le mouvement de convection (nombre de Rayleigh),
et € est proportionnel a la vitesse angulaire de rotation du domaine. Ce cas spécifique sera
traité ultérieurement.

Si on écrit le probléme sous la forme :

(1.1) % =F(y, ¢, Z), F(u, €, —) agissant dans un certain espace V,

(V= R" ou V espace de Banach réel), ces propriétés se traduisent ainsi :

Rappelons qu’une représentation d’un groupe % dans V est un homomorphisme g+— T, de
% dans ’ensemble des endomorphismes linéaires inversibles de V. On suppose alors qu’il
existe une représentation T, de SO(3) dans V telle que :

(H-1) F(u,0,T,Z)=T,F(u, 0, Z) (covariance de F(u, 0, —) par T,),
(H-2) F(p, &, T,Z)=T,F(u, &, Z) (covariance de F(p, &, —) par T,),

pour tous g€ SO (3), @ e C,, (groupe des rotations autour de I'axe Oz), (1, e)e R*etZe <V
(2 domaine de définition de F).

On note :
gp,azDZF(pﬁ g, 0)7

Lo=Zo.0-
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BIFURCATION AVEC BRISURE DE SYMETRIE SPHERIQUE 119

Pour e =0 on suppose que n=0est un point de bifurcation stationnaire a partir de Z=0. Plus
précisément, on suppose :

(1) F (p, &, 0)=0 quels que soient (u, €);

(2) &, est un opérateur de Fredholm d’indice O (i. e. la dimension de ker £, est
finie et égale a la codimension de I'image Im %) et autoadjoint, et son spectre est
c={0}uoc,,ouc,c{zeC;Rez<E<O};

(3) Festsuffisamment réguliéreen (u, €, Z)au voisinage de (0, 0, 0), ausens que ’on
peut appliquer la décomposition de Lyapounov-Schmidt pour les solutions
bifurquées stationnaires — ou la méthode analogue [6] pour les solutions
bifurquées périodiques — ramenant ainsi cette €tude a celle d’une équation dans
I’espace de dimension finie Vo =ker %, .

Par ailleurs on sait que V, est invariant par T,, geSO(3) [13]. On fait I'hypothese
suivante :
(H-4) V, est le sous-espace associé a une représentation irréductible T‘;"’ . Autrement dit :
(1) dim Vy=2I,+1; (2) il n’existe pas de sous-espace de V, autre que {0} ou V, qui soit
invariant par T,. On note alors T, ="Iﬁ”) (voir [11] par exemple).

L’hypothese (H-4) est par exemple vérifiée pour le probleme de Bénard sphérique [3].

A présent on considére £, . comme une perturbation de Z, (i et € voisins de 0). On
admettra que 0 est une valeur propre isolée de £, . En généralisant un résultat de [3], on peut
alors aisément montrer que, sous les hypothéses H-1, H-2, H-3, H-4.

(1) Pour €=0, la valeur propre 0 de .Z, est « perturbée » en une valeur propre o (i) de
&, o (1o (p) analytique au voisinage de 0), o (i) ayant la méme multiplicité¢ que 0.

(2) Pour €#0, o(p) éclate en 21,4+ 1 valeurs propres simples, dont I'une, 6, (i, €), est
réelle et les autres sont complexes conjuguées. On a donc, a priori, la possibilité d’ajuster pen
fonction de € pour obtenir soit une condition de bifurcation stationnaire — en posant G,
(1, €)=0 — soit des conditions de bifurcation de Hopf — en posant Re o (1, €)=0(j#0),
ces relations permettant d’obtenir une valeur critique de p en fonction de €.

Ce probléme peut donc étre considéré comme un cas « dégénéré » du probléme
d’interactions a deux parametres du type étudié par looss-Langford.

Le cas [p=1 (i. e. dim V,=23) a été complétement résolu d’abord par Babskii-Sklovskaia
quand € =0 [1] [cas de I'invariance totale par I’action de SO (3)], puis par Chossat [2] pour
€7#0. Il ne donne pas lieu & des interactions entre bifurcations.

Dans cet article on va s’intéresser au cas l,=2. Ce cas correspond, pour le probléme de

Bénard sphérique, & un domaine dont I’épaisseur est environ 1/3 du rayon de la sphere
extérieure. Dans ce cas le probléeme de bifurcation stationnaire a été résolu quand € =0 par
Chossat [3] et Golubitsky et Schaeffer [5] (qui ont décrit, via la théorie des singularités,
l’action de toutes les perturbations réguliéres préservant la symétrie du probléme).

On va voir que la perturbation € # 0 donne effectivement lieu a des solutions périodiques
.dans le temps avec interaction entre solutions de type différent et possibilité de bifurcation
tertiaire quasi périodique.
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120 P. CHOSSAT

L’idée est de rechercher les solutions bifurquées périodiques sous la forme :
(1.2) Z(t)=T,,y, ye@cv, o, =0t.

De telles solutions sont T-périodiques, T=2n/w, puisque @ mesure un angle autour de
I’axe Oz. On les appelle « ondes rotatives » (Renardy [12]).

Formellement on a alors :

d e
d—i =0T, Ly ou L est le générateur infinitésimal de T,.

Sous ’hypothése H-2, (1.2) est donc solution de (1.1) si et seulement si y est solution de
I’équation :

(1.3) oLy=F(y, ¢, y).

Si on cherche des solutions du type « ondes rotatives »(1.2), le probléme de bifurcation de
Hopf se raméne donc a un probléme de bifurcation stationnaire, et sous réserve que
I’opérateur L vérifie de « bonnes » propriétés de régularité (L « relativement borné » par
rapport a &£, . [12]), le probléme se réduit donc & une équation de bifurcation dans V,, :

(1.4) o LX=G(y, &, o, X), XeVg.

L’application G est covariante par T,[13] et sera supposée analytique au voisinage de
(0, 0, 0, 0) dans R*x V.

Compte tenu de I'invariance par T,, chaque solution de (1.4), donc de (1.3) engendrera
une famille & un parameétre (orbite) de solutions. La stabilité « orbitale » de ces solutions
(c’est-a-dire la stabilité globale de I'orbite) entrainera bien sir la stabilit¢ des solutions
périodiques correspondantes de (1.1).

En fait y est solution stationnaire d’une équation d’évolution :

d
(1.5) E{=F(u, £, y)—oLy.

On verra au paragraphe 5 en utilisant la « variété centrale » de (1.5) [7], que I’étude de la
stabilité de ces solutions se rameéne a I’étude de la stabilité des solutions correspondantes de
I’équation dans V.

dX

(1.6) 7 =Gl &0, X)—0LX.

Dans le paragraphe 2 on étudie la structure de I’équation (1.4) dansle cas [, =2 et sous les
hypothéses (H-1), (H-2), (H-3), (H-4).

Dans les paragraphes 3 et 4 on calculera les solutions bifurquées et on étudiera leur
stabilité. On verra notamment qu’il existe, outre les solutions purement stationnaires, deux
types de solutions « ondes rotatives », dont [linteraction peut donner lieu a des
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BIFURCATION AVEC BRISURE DE SYMETRIE SPHERIQUE 121

branchements secondaires ou tertiaires de solutions périodiques t— X (t) de I’équation (1.6),
1. e. de solutions quasi périodiques t+— Z(t) de ’équation (1.1) (deux fréquences couplées ®
et o).

2. L’équation de bifurcation dans le cas [, =2

Pour déterminer la forme « normale » (c’est-a-dire la plus simple possible) de 1’équation
(1.4), Ie point essentiel & noter est que I’application G (i, €, ©, . ) est covariante dans V, par
T (9eSO(3)) si e=w=0, et elle est covariante par T} (peC,,) si e#0[13].

On pose V5=V, +iV,. Il existe dans V§ une base orthonormée canoniquement (')
associée a la représentation irréductible T, notée {&; } _;, <x<, telle que :

2.1) E_v=(—1)E,.

Soit X= ) x,&,. Comme on cherche X réel solution de (1.4), on doit avoir :
k=—1,

(2.2) X o =(=1)x,.

De méme, G étant une application réelle, si ’on pose :

lo
G, &, 0, X)= Y gi(, &, ©, W)&,, on doit avoir :

k=1,

(2.3) g-x=(—1)"gi.

LEMME 1. — ¢, (1, 0,0, X)=a (i, | X|%, p(X)x,+b (| X|% p(X)) By (X, X)(—2=5k<2)

ou :
(1) IX 12 =x5+21x, 7 +2]|x, 13,

2 _ _ _
p(X)=§x8+2x0x1 X, —4X0%X, %X, +\/6(xf X, +x%x,),

1 1 _ _
(i) B, (X, X)= _EX(ZJ"’Exl Xy +X3 X3,
6 _
B, (X, X)= _Exoxl— szxu

6
B, (X, X)=xox2—%x%,

(iii) a et b sont des fonctions analytiques réelles, et 'on a :

a(u, | X%, p(X))=ay p+ay | X|*+as p(X)+0[ (11| + [X]?)],
b I X2 p(XD=b, +by u+by [ X[Z+0(Ipl®+ [ul- X2+ 1X]3).

(*) On trouvera dans [13] toutes les précisions utiles sur cette base et son importance dans le calcul des
applications covariantes par T‘gz’.
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122 P. CHOSSAT

La partie principale des fonctions g, (i, 0, 0, X) avait été déterminée dans [3] en utilisant la
méthode de calcul de Sattinger [13] pour calculer les tenseurs covariants par T, g€ SO (3).
La détermination globale de la structure de G requiert une analyse un peu plus fine (voir [5]).

On remarquera que ce lemme donne la structure de 1’équation de bifurcation pour le
probléme stationnaire lorsque € =0. On a montré dans [3] que les solutions dans ce cas sont
toutes axisymétriques (i. e. invariants par les rotations autour d’un axe) et déductibles ’'une
de ’autre en appliquant simplement une rotation a leur axe de symétrie. On a donc en fait des
orbites a deux paramétres de solutions lorsque € =0. Pour calculer les branches bifurquées il
suffit de poser x; =x,=0. Dans ce cas g, et g, s’annulent identiquement, et il reste une seule
équation réelle en x, et p. La résolution de cette équation donne la solution axisymétrique
par rapport a I’axe Oz (propriété du vecteur ).

Pour le diagramme de bifurcation et de stabilité, plusieurs cas se présentent. On supposera
toujours a, >0, pour que la solution triviale perde sa stabilité lorsque p devient positif. La
stabilité des solutions bifurquées sera du type orbitale [3].

Il y a alors deux cas :

(1) b, #0. La bifurcation est alors transcritique, mais on montre qu’elle est instable des
deéux cotés du point de bifurcation [5].

(2) b;=0.Sia, <0, la bifurcation est supercritique, et I'une des branches est stable tandis
que lautre est instable. Par exemple on montre que si la quantité B=b;—a; ' a, b, est
négative la branche supérieure est stable ( fig. 1).

Si a, >0, la bifurcation est subcritique et instable (voir [3]).

xe
\e
s““\’
> H
. \\
a; >0 S
hsS
Case=0et ] ©2<0 s”’c\‘ -
b, =0 -
b, <0
Fig. 1
Dans la suite on supposera toujours :
(1) a,; >0, a, <0 (cas « intéressants »);
(i) b, #0 ou b,=0 et B=bs—a;'ay,b,#0

(H-5)
('intérét de cette hypothése apparaitra dans le calcul des solutions au
paragraphe 4).
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BIFURCATION AVEC BRISURE DE SYMETRIE SPHERIQUE 123

Revenons a présent au cas ¢ #0.
LEMME 2. — Notons C{¥), (i, €, ®) x§ X1 X7 x§ X5 (v=(Vo, ..., V2), V' =(Vp, ..., V3)) le
terme général du développement de Taylor de g, (1, €, ®, X) par rapport a X. Alors
v, —Vi+2 (v, —V5)=k.

Ce lemme est démontré dans [3] et résulte de la covariance de G (1, €, o, . ) par T,, e C, .
Drapres ce lemme, on a :

g1 (1, & ®, X)=x, g1 (1, & ®, X)+x, X, g7 (1, &, ©, X),
(2.4)

gz(u, 83 Cl), X)=ng'z(H, Sa O), X)+x%g'2'(l»l’ 8’ (D’ X)’

ou les g, , g, sont réguliéres en leurs arguments.

Dans la base canonique, L |y¢ est la matrice diagonale

—2i

2.5) 0

0 2i

Par ailleurs on remarquera que l’'on peut toujours choisir x; réel, compte-tenu de
Iinvariance par T,, ¢ €C,, ( « ajustage » de la phase arbitraire).

Finalement on peut écrire ’équation de bifurcation en termes de composantes dans la base
canonique (il suffit d’écrire I’équation réelle dans la direction &, et les équations complexes
dans les directions §; et &,) :

(26) Ozgo (“a g, (,l), X)’
2.7) 0ix;=x;91 (W, & 0, X)+x,x, 97 (14, &, ®, X),
(2.8) 20ix,=X,45 (U, & 0, X)+x7 g5 (1, €, o, X),

ou x,, X, €R, x,€C.

A présent on étudie la partie de ces équations invariantes par T, (p e C,,) seulement (i. e.
dépendant de ¢ et o).

Posons :
hk(ua €, O, X):gk(u’ €, 0, X)_gk(p'a 0’ 0’ X)a (kzoa 17 2)
LEMME 3 :

ho =0l €Xo+ oo €X5 40y X5 X1 +0g2EX, Xo +7o,
hy=(ot; +iBy)ex; +(o0+iB1o)EXoxy +(oy +iPyy)EX, X, +7y,
hy=(0t; +iBy)ex, +(00+1Bro) €Xo X3 +(0tyy +iPyy ) EXT 475,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



124 P. CHOSSAT

ou:
Iro |+ 1ry |+ 1ra | =00 X[(Inl + el + I XIH)]+0O0[IX[(In] +le] + | X]).

Démonstration. — La forme du développement par rapport aux variables x; est une
conséquence du lemme 2.

Le fait que o n’apparaisse pas dans les termes d’ordre plus faible est dii a la décomposition
de Lyapounov-Schmidt.

En effet, soit P la projection orthogonale sur V,. On considére I’équation (1.3) et I’on
pose X=P,y,v=(1—P,)y. L’opérateur F s’¢écrit F (i, &, y) =L, y+ R, . (y), ou £, est auto-
adjoint et :

(2.9) IR, =110 ]+ Tel+ 1yl

L’équation (1.3) se décompose alors en une équation dans Vj, :
(2.10) 0Py L(X+v)=PyR, . (X+v)
et une équation dans Vj :

(2.11) ®(1—Py)L(X+0)=(1—Py) Lo v+(1—P)R, ,(X+0).

Or on peut montrer (Sattinger [13]) que L commute avec P, (on suppose que le domaine de
définition de L contient celui de #, ). D’ou P, L(X+v)=LX et (1-Py)L(X+v)=Lv.

L’équation (2.11) se réécrit :
(2.12) v=S[oLv—(1-Py)R, .(X+0)],
ou S est le pseudo-inverse de £, c’est-a-dire :

SP,cLyS=Id—P,.

L’équation (2.12) donne v=v(u, &, o, X) (au voisinage de 0) par le théoréme des fonctions
implicites, et en reportantv dans [’équation (2.10), on obtient [1’équation
«de bifurcation » (1.4).

En calculant la partie principale de v, on obtient le résultat cherché, compte tenu de (2.9).

Remarque. — On va toujours supposer que les coefficients oy, o, o, sont différents de 0.
Ceci n’est pas toujours vrai. En particulier dans le cas du probléme de Bénard sphérique avec
rotation (convection dans un domaine sphérique), ou € représente la perturbation due a
I’action de la rotation autour d’un axe (force de Coriolis), on peut montrer que tous les termes
indépendants de ® ou € apparait avec une puissance impaire ont des coefficients imaginaires,
les autres termes (indépendants de ®) ayant des coefficients réels. Une telle situation sera
analysée dans un article différent, pour le probléme de Bénard sphérique.

A présent on considére I’application linéaire :
(2.13) A, .=DxG(, ¢, 0,0).
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BIFURCATION AVEC BRISURE DE SYMETRIE SPHERIQUE 125

D’aprés les lemmes 1 et 2, il est clair que A, , est une matrice diagonale dans la base
canonique de V,,. notée (o (1. £) 0,) »c; <o

L’application linéaire A, , posséde donc, pour €# 0, une valeur propre réelle o, (i, €) et
deux paires de valeurs propres complexes conjuguées (o, (K, €), o, (K, €)) et (o, (K, €),
o, (U, €)). D’aprés le lemme 3, ces valeurs propres ont un développement de Taylor de la
forme suivante :

oo (1, &)=a; p+ooe+0[(Ip|+1e])’],
(2.14) Reo;(, e)=a; p+o;e+0[(Ipnl +1e])?],  (j=1,2),
Imo;(n. e)=B;e+e0(lul+]el).

D’ou I’existence de trois points de bifurcation a partir de la solution nulle :

o
Ho(8)=—a—08+0(|8|2) tel que o4 (Ko (€), €)=0,
(2.15) !
oL
uj(a)=—a—’g+0(|a|2) tel que Re o;(y; (¢), €)=0, j=1 ou 2.
1

Ces points seront ordonnés suivant le signe des quantités (o; — o) €.

(H-6) -, #0 (i),  B,#0.

Avec les trois lemmes précédents, on peut aisément calculer le développement en série de
Taylor des équations de bifurcation (2.6)-(2.7)~(2.8). 1l est clair d’autre part que la partie
principale de ces équations contiendra des termes & un ordre plus élevé dans le cas ou b, =0.
Ce cas sera étudié au paragraphe 4, tandis que le paragraphe 3 sera consacré au cas plus
simple b, #0.

Auparavant on remarquera que si x; et x, sont nuls, les équations (2.7) et (2.8) sont
automatiquement vérifiées. L’équation (2.6) donne alors x, (W, €), solution purement
Stationnaire (» n’intervient plus), se branchant a partir de la solution triviale en p=p, (€).
Inversement, on montre le résultat suivant (valable quel que soit b,) :

LEMME 4. — (i) Si B,.B, >0, les solutions telles que ®=0 (solutions stationnaires pures)
doivent vérifier x; =x,=0.

(i1) Si B,.B, <0, d’autres solutions stationnaires pures, de la forme X=X (g) et p=p(e),
peuvent apparaitre a partir de p=p, (€).

Démonstration. — (1) Six,; =0 on peut diviser (2. 8) par x, (x, #0). D’apréslelemme 1 etle
développement de h,, la partie imaginaire de cette équation est alors de la forme
(pour ®=0) :

O=¢[B,+0(Ipl+lel+|X)],

qui n’a pas de solution voisine de 0 si €#0.
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126 P. CHOSSAT

(2) Six; #0, onpeut diviser (2.7) par x,. Séparant la partie réelle et la partie imaginaire de
cette équation, on obtient, par le théoréme des fonctions implicites, lorsque w=0 :

p= —a{1|:b1<——;:x0—4Rex1>+ocls+0(|£|2+|X|2):|,
(2.16)

g=l¥%lmx2[l+0(|xm

(si b; =0 il faut considérer ’ordre supérieur mais cela ne change pas la démonstration).

En reportant (2.16) dans la partie imaginaire de (2.8), on obtient :

2.17) x0=—ﬁ<1+&>Rex2—\—/§a2_al Imx,,
3 By 3B
puis reportant (2.16) et (2.17) dans la partie réelle de (2.8), on trouve :
6 2
(2.18) 0=—%b1<%+&|x2|2>+0(|x1|2+|x212);
1

— si B,/B, >0, (2.18) n’a pas de solution voisine de 0 (et #0);

— siB,/B; <0, (2.18) donne x?=0(| x, |?), et en reportant (2.16), (2.17) et (2. 18) dans
I’équation (2.6), on peut trouver une relation entre Im x, et Rex, (éventuellement Im
x,=Re x, =0, auquel cas, d’apreés (2.16) il n’existe pas de solution #0 pour €#0). D’ou,
d’aprés I’expression de € dans (2.16), la partie (ii) du lemme.

On verra que la solution stationnaire pure bifurquant (éventuellement) a partir de p (€),
dans le cas B, B, <0, peut étre considéré comme un cas « singulier » de I’onde rotative
apparaissant en W, (€). Il est donc naturel de considérer trois types de solutions :

(1) solution stationnaire pure ®=0, x; =x,=0;

(2) solution « onde rotative » de 1° espece ®#0, x,=0 (car x,=0=(2.7)
automatiquement vérifiée);

(3) solution « onde rotative » de 2° espéce @ #0, x; #0.

Les paragraphes suivants suivent le méme plan :

(1) calcul et stabilité des solutions stationnaires pures;

(2) calcul et stabilité des ondes rotatives de 1 espéce;

(3) calcul et stabilité des ondes rotatives de 2° espéce;

(4) diagramme des branches de solutions bifurquées, et stabilité.

3. Bifurcation et stabilité dans le cas b, #0

On étudie les trois types de solutions précédemment décrites. Si (w, X)) est une telle
solution, sa stabilité [au sens de I’équation (1. 6)] sera donnée par le signe de la partie réelle des
valeurs propres de I'application ./, . : Vg — Vg définie par :

(3.1) A, =Dx G, &, , Xo)—o L.
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A présent on tronque délibérément le développement des équations (2.6)-(2.7)-(2.8) afin
de simplifier les calculs. La justification de ce tronquage sera faite en 5. Les équations
« tronquées » sont :

1 1 _
(3.2) 0=a1ux0+b1<—5x3—~2—xf+x2x2>+ocosxo,
1 6
(3.3) iox,=a;ux, —b, (Exox1 + %x2x1>+(o¢l e+iB,€)x,,
6
(3.4) 2iox,=a; ux, +b, (xo X, — 4x‘;">+(azs+iﬁz €)X,.

3.1. SOLUTIONS STATIONNAIRES PURES. — @ =0, x, =x,=0. Les équations (3.3) et (3.4)
sont automatiquement vérifiées et I’équation (3.2) donne (pour x,#0) :

(3.5) p=—=—Xo— —&.

La bifurcation est transcritique et tend vers la solution x; =x, =0 du probléme avec £=0.

Pour cette solution la matrice ./, . exprimée dans la base canonique de V§ est diagonale
(dém. au paragraphe 5). Pour le syst¢éme tronqué on en déduit aisément ses valeurs propres
en fonction de € et x,. On trouve :

1
00: _Ebl xO,
(3.6) Reo, =¢(a; —0y),

3
Re 62=§b1 Xo+E(0, — ).

Pour fixer les idées on peut supposer b; >0 (le cas b; <0 s’en déduit en changeant x,
en —X,). Les quantités (3.6) seront alors simultanément négatives si :

(1) (o; —019) € <0,
. - 2(o, —
) (,—00)e<0 et 0<x,<x%, ou x0=—w
1
Dans ce cas on aura donc le diagramme ( fig. 2) ol po = — oty /a, &, o= — (o, +205)/3 a, &.

Le trait plein indique la partie « stable ».

Remarque. — La stabilité « orbitale » (au sens de [3]) se confond avec la stabilité au sens
« classique » (0 n’est pas valeur propre de ./, . pour €#0) car les solutions X, =x, &, sont
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Y
XO
A g
i
]
L >
o IH, A u
/, ’ Ho
’
Fig. 2

invariantes par T, : T,E,=&,, quel que soit e C,,. L’orbite de solutions est réduite a un
point.

3.2. ONDES ROTATIVES DE 1™ ESPECE : @ #0, x; =0. — Divisant I’équation (3.4) par x, et
séparant la partie réelle et la partie imaginaire, on trouve :

b
(3.7) p=— Ay - 22g

a, a,

(3.8) mz%Bzg.

Comme x; =0, on peut toujours supposer x, réel.
Reportant (3.7) dans I’équation (3.2), on obtient alors :

3
(3.9) 0:b1<§xé—x§>+(a2—cxo)sxo.
Pour ¢ fixé, (3.9) est ’équation d’une hyperbole admettant les droites :
3 o, —o
s o ()

pour asymptotes. Suivant le signe de (ax, —a,) b, deux cas se présentent ( fig. 3).

X5 X2

h 2 - -
(0 —0)b; <0 ou xo=————-(a32b %) €. (qu-ap)blg?——q
— 1

Fig. 3
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Outre la branche de solutions bifurquant & partir de p, = —(a,/a,)e et x,=x;=x,=0
(bifurcation primaire). il existe une branche passant par le point :

Ho= —— —~€, Xo=Xq et X, =x,=0.

1l s’agit d’une bifurcation secondaire a partir de la solution stationnaire pure, en p=,.

On vérifie facilement que si (o, —a,)€>0, la bifurcation primaire est subcritique et la
bifurcation secondaire est supercritique, tandis que si (o, — ) € <0, la bifurcation primaire
est supercritique et la bifurcation secondaire est subcritique.

On remarque enfin que lorsque € — 0, les courbes (3.9) tendent uniformément vers les

droites x, = +./3/2x,. Or ces droites sont solutions du probléme avec e=0 [cas
completement invariant par SO (3)]. Elles correspondent a des solutions axisymétriques par
rapport a un axe Oz’ obtenu en faisant tourner ’axe Oz avecles anglesn=mn/2et o= +m/2
(voir [3]).

Stabilité. — On note V© le sous-espace de Vi engendré par {&,, &,, £, } et V& e sous-
espace engendré par {&;, E, }
LEMME 4. — Pour les ondes rotatives de 1 espéce :
oA, =AY, AD),  on AP eL (V) et AL eg (VD)

p, &

Ce lemme est aisément vérifié sur les équations complétes (2.6)-(2.7)-(2.8) en utilisant le
lemme 2. Dans les bases ci-dessus. on a (pour le systéme d’équations tronquées) :

—2b, xo+(0g—0t3)e by x, byx,

AD, = byx, 0 0o )
byx, 0 0
(3.10) 3 B 6
—§b1x0+(a1—a2)a+i<ﬁl—§>s —%blx2
A — )
. \/E —Eb Xo+ (o —ay)e—il B _b €
_Tblxz 501 %0 170 1= 5 8,

€, X, et x, étant liés par la relation (3.9).

(1) Le calcul des valeurs propres de AL?)E montre que celles-ci sont 0 d’une part et deux
valeurs propres réelles de signes opposés d’autre part. Donc .o/, . posséde toujours une
valeur propre positive, ce qui entraine 1'instabilité des ondes rotatives de 1 espéce.

(2) L’équation caractéristique de A}, s’écrit :

M€

(3.11) 0=)»2—2<—%b1 Xo+(a, —cxz)s> Py

+ —Eb Xo+(0t, —ay)€ 2+ B _FP 2sz—gbzx2
2 170 1 2 1 2 2 142
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Un calcul simple montre que la condition pour que (3.11) puisse avoir deux racines
imaginaires pures, avec (€, X, x,) vérifiant (3.9), est que :
B\’
(3.12) 0<(oy —atg) (00 —ay) < B1—7 .
Dans ce cas il y a donc possibilité de bifurcation de Hopf, a partir de I’'onde rotative de 1°
espece, c’est-a-dire de bifurcation de solutions quasi périodiques pour 1’équation (1.1).

L’¢tude du branchement de solutions quasi périodiques a partir d’une onde rotative a été
faite, dans un contexte différent (bifurcation & un paramétre), par Renardy [12].

3.3. ONDESROTATIVES DE 2°ESPECE : 0 #0, x; =0. — On divise ’équation (3.3) par x,. En
notant Re x, la partie réelle et Im x, la partie imaginaire de x,, on en déduit :

b 6
(3.13) u:af1|:71XO+ 4b1Rex2—als}
6
(3.14) o= fbl Imx, + B, &.

2
Reportant ces expressions dans les équations (3.2) et (3.4), on obtient :

6 1
(3.15) 0=b1<\—é—x0Rex2—2xf+|x2|2)+(oc0—oc1)sxo,

3 6 6
(3.16) 0=b, (Exoxz— \/Txf+ 6x%— —2\/:Rex2 x2>+(oc2—cx1 +i(B,—2B,))ex,,

Ces équations représentent une courbe dans R*, intersection de trois quadriques
(pour ¢ fixé).

On va simplement calculer la solution dans un voisinage suffisamment petit du point de
bifurcation p,= —o,/a, &, xo=x;=x,=0. La direction de la tangente a lorigine
(intersection des trois plans tangents) suggére de prendre x,, x, fonctions de x,.Pour cela on
fait le changement d’échelle :

Xo=E¢ X, X, =€X,, X, =gXx,==¢(s+1it).
D’ou les trois équations réelles :

6 ~ ~ ~ ~
0=b, (% 05+%x%+\x2 |2>+(°(0"0(1)x05

(3.17) 0=b, <%§0 t‘?’ﬁ‘* %SZ—\/6t2>+(°‘2_°‘1)5—([32—251)t,

0=b, (%fo t—3§st>+(a2—al) t+(B,—2B;)s.
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On peut résoudre (3. 17) au voisinage de 0 en prenant X, comme paramétre. En effet, si on
écrit ce systéme :
Ozg'—a(x()a xla S, t),
ona:

/oy — 0y 0 0
D()?n,x,l) ’975(0: 0’ Oa O)= 0 oy — 0y _’(Bz_zﬁl) 5
0 B—2B, Oy — 0y
qui est non-singuliére car o, —o; #0 et o, —ot; #0.

On trouve ainsi :

~ b ~ o~
Xo=————X}+X10(1),

- 2(0to— )
~ 6 b 24 %
*2= \/T (062—0(1)24-1([32—231)2(0‘2_0‘1 +i(B,—2B1)) X +xio(1).

Reportant (3.18) dans ’expression de p(3.13), on trouve :

b? 1 3(o, —aty) :Ix2 x?
3.19 —y = — 2 1 2o,
G.19) k- 4a1[%—°¢1+(0t2—0<1)2+(62—2l31)2 e T oW

(3.18)

Par conséquent la bifurcation est subcritique si (oo —a;)e>0et (o, —a,)e>01. €. i, est
le premier point de bifurcation (d’ou I'instabilité des solutions correspondantes).

Remarque. — Si on pose @=0 dans (3.14), on trouve :

J6 b,

e=Y— —Imx,.

2 8 77

D’apres le lemme 4, il peut exister, si B; B, <0, de telles solutions, qui sont en fait des ondes
« stationnaires ».

3.4. Diagrammes de bifurcation et de stabilité ( fig. 4) :

— Les branches (1) représentent les solutions stationnaires pﬁres, les branches (2) les
solutions « ondes rotatives » de 1™ espéce, les branches (3) les solutions « ondes rotatives »
de 2° espéce (dessinées en projection sur le plan des composantes (x,, Rex,)). Les branches
stables sont indiquées en traits pleins.

— Les points ou une bifurcation de solutions périodiques de (1.6) [i. e. de solutions quasi
périodiques de (1.1)] peut exister, sont indiquées par une croix X.

— On se place dans le cas b; >0 (le cas b, <0 s’en déduit simplement en changeant x, en
—Xg)- :

Remarque. — Les fréquences des ondes rotatives sont petites : d’aprées (3.8) et (3. 14), elles

tendent vers 0 quand ¢ tend vers 0.
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Xo
(a) (o—a;)e>0 x.fg) ///
(ao_az)5>0 )dg}(l) (3)‘.—
/Hoto H (\‘X ] H
’

X2

() (@, —0)e>0
(a;—04)e>0

Xo
(©) (o4 —=%) >0 2%
(o, —0at,)e>0 2’
1) S POt

~ A e A Y

St 2 ~ 1

—~t— * -

/ fige M2 Fo  H2
X2 ’
Fig. 4. — Diagrammes de bifurcation

et de stabilité dans le cas b, >0.

Les autres cas de figure possibles n’apportant pas de situation qualitativement différente
(en particulier en ce qui concerne la stabilité des solutions).

4. Bifurcation et stabilité dans le cas 6, =0

Comme dans le cas b; #0, on simplifie les équations (2.6)-(2.7)-(2.8) en tronquant leur
développement. (Cette opération est justifiée au paragraphe 5.)

1 1
(4.1) O=ax,+(b, P—+b3|X|2)<_§x(2) —Exf+lxz|2>

+ 0l € X + Olgo € Xg +0loq €XF + 0o, €] X, |2,
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1 6
(4.2) iox;=ax,+(bp+bs|X]|?) <_§xox1_i27‘x2x1>

+(0y +iBy)ex; + (00 +iBro)EXo Xy + (0 +iBy1)Ex2 Xy,
6
(4.3) 2iox,=ax,+(b,p+bs|X|?) (xoxz—— \/T—xf>

'Hdz+iﬁz)sxz+(3(2r)+’.an)5anz+(a21+iBZ1)8x%
ou :
a=a, p+a, | X|*+as p(X) avec a;>0 et a, <0 [hypothese (H—5)],

4.4) |X[2=x3+2x1+2]x, %

2 _
p(X)=§x3+2x0 x2—4x0| %5 |2 4+/6x3(x, +X,).

4.1. SOLUTIONS STATIONNAIRES PURES : ®=0, x, =x,=0. — Les équations (4.2) et (4.3)
sont identiquement vérifiées (4.1) donne :

1

2B> X3+ 0400 EXo+0(| X0 |*+ 18] . Ixolz)],

2
4.5) p=-—ay’ [az x§+<§a3 -
ou B=h,—a; ' a>bhy#0 (par I'hypothése (H—35)].
Au point g, = —(%,/d, )&, la biturcation est transcritique supérieurement (i. €. pour x> 0)

st ¥, 6 >0, transeritique inféricurement si %, £ <0 (fig. 5).

Xo

Xo| - .

/ %of -
RN 7 Po\ 7
Xol ~

(a) Cas ay,e<0 (b) Cas ayoe>0

= Yoo

Xo=— 7tlvc+z:()(l).

72 Fig. 5
La stabilité de ces solutions s’obtient en étudiant le signe de la partie réelle des valeurs
propres de I'application </, , définie par (3.1).
Comme dans le cas b; =0, la matrice de ¢, . dans la base canonique de V§ est diagonale,

ce qui permet de calculer aisément ses valeurs propres. On obtient leurs parties principales de
la forme :

Oo=20a, X3+ 0o € X,

(46) Gl=(al_a0)8+iﬁ18’
: 3
02=§x8B+(a2—a0)8+iBZS.
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(i) Sig0yy<0, 5,<0 ssi Xy <xo<0.

Si €050 >0, 5<0 ssi 0<xg<Xo.

Ceci correspond au phénomene classique de changement de signe de la valeur propre (cas
d’une valeur propre simple) au point de retournement.

(i) Re o, <0 ssi(a; —0)e<0, i.€e. po<p,. I

(i11) Son suppose B<0. Comme on I’a vu au paragraphe 2, ceci entraine la stabilité
(orbitale) des solutions stationnaires dans le cas € =0, correspondant a la branche supérieure
du diagramme de bifurcation (voir fig. 1).

Il est clair que cette hypothése ne restreint pas la généralité (si B, >0 il suffit de changer le
signe de a,, pour retrouver le méme résultat). On a alors :

2(0ty —0atp) >1/3 gl/3

4.7) Rec, <0 ssi xo>X, ou £0=—< 5

Les valeurs propres 6, et G, traversent I’axe imaginaire lorsque x,. On verra qu’en ce point
se branchent des solutions du type ondes rotatives de 1 espéce.

On résume ces résultats dans les diagrammes suivants ( fig. 6 ).
Les solutions stables sont indiquées en traits pleins. On représente le cas (a; — o) € <O0.

(a)eagy <0 Xo (b) €agp <0 X0
(@2 —%)e>0 / (03 —00)e <0
Xo[ ==~
;!
[ 7 7 TA
% L——1Ho Ho H tHo Ho  H
0 \ s | __ |
N o
o |
~So A \J
Xof=——=—- ~eo
(c) g0 >0 (d) €090 <0
(a;—)e>0 (0, —0p)e <0
X - 2 X0
L /
Xo ,”I
. .
Xo %_1 | Xo =
\ | \
\\ ‘l a T
Ho™_ Ho H A | Ho\ |Ho H
N Xo[ ==~ "
\\
Fig. 6
- a; (2 (0‘2_“0)>2f3 213 4 2/3
=— =\ — e 4e22 0(1
Ho a, (3 B (1)

[d’ot po > pj, j=0, 1,2 puisque p;=0(¢)]
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4.2. ONDESROTATIVES DE 1 ESPECE : ® # 0, x; = 0. — On divise (4.3) par x, # 0 (on peut
supposer x, € R), ce qui donne, aprés séparation en partie réelle et en partie imaginaire :

2
@.8) u=—ar*| a2+ (3 3 -ax03)

+B(x2+2x3) X0+ 0, e+ 00X+ 0 (| X |*+] €] IXIZ):I,

/

(49) 2ﬂ)=[328+6208xc).

En reportant (4.8) dans ’équation (4.1) on obtient comme partie principale :

3
(4.10) O=B(x(2,+2x§)<§xé—x§>+(oc2—ozo)axo—ocozsxg,
qui peut s’écrire sous la forme :
2 (3 22 f o2
(4.11) 0=(x5+2x3) 5 Xo—X3 +Vvexo+Vv'exy,

ou v=(a, —0ag)/B et v'=—a,,/B.
Pour ¢ fixé, (4. 11) est I’équation qu’une quartique formée de deux composantes connexes

et admettant les asymptotes x, = + \/(3/2)x0.

On représente ces courbes sur les figures (7a, b) dans le cas ve > 0 (le cas ve < 0 s’en déduit
par la symétrie x, = —x,).

X2 X2

\\ /
y /
%, X, \ Xq
N T~
\\ \\\
(a) Cas v'e<0 (b) Cas v'e>0
Fig. 7

X, est défini par (4.7)\

On verifie aisément que la branche passant par X, est une bifurcation secondaire a partir
des solutions stationnaires pures, au point p=fi, =p (%), Xo =%, X, =0.
Au voisinage du point de bifurcation primaire p, = —(,/a,)€, xo =x, =0, on a, compte
tenu de (4.10): :
as

H=p— -% (x5 +2x3)+0 (X +le| [ X]?),
1

la bifurcation est donc supercritique.
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De méme, au voisinage de fiy, xo=X,, Xx,=0, on a:

. a
n=fo—2 2 x3+x30(1),
a4

donc la bifurcation secondaire est, elle aussi, supercritique.
Enfin, on remarque que lorsque € — 0, les courbes définies par (4.11) tendent

uniformément vers les droites x, =+ /(3/2) x,, lesquelles correspondent aux solutions
stationnaires pures du probléme avec € =0, déduites de la solution x; =x,=0 par une
rotation d’angles n=n/2 et ¢ = +7n/2 (voir paragraphe 3.2), la fréquence ® tendant vers 0
avec g, les ondes rotatives de 1™ espéce tendent vers ces solutions stationnaires pures lorsque
€—0.

Stabilité. — Le lemme 4 s’applique. On a :

a b
AP, =\ ¢ d
d

b
d |,
¢ d
avec, pour les parties principales,
a=2a,x5—(4a3+2b3)xox3+(2a;—3b3)xy
+2ay tay by (xF+2x3) x0+(0g — ;) €,

b=2a,xox,—4a3x3x,+4byx3—a; ay by (x3+2x3)x, +00,£X,,

4.12)
c=2a,%0%X,+(2a3+3b3)x3x, —(4as—2b3)x3
—a; Y as by (X324 2X3) X5 H (00 FiBao) EX3,
d=2uy, x3—(4ay—2b,)x,x3.
De méme :

/oy
A ={~ =
" (g f)

avec, pour les parties principales :

3
f=- 2 B(x5+2x3)xo+(0t; —aty) e+i (Bl - %) €,
(4.13) \/6
9== 5" B(xg+2x3)x, +(0y; +iBy1) e X,
(1) Valeurs propres de A\,. — 0 est valeur propre, et les deux autres valeurs propres sont
racines de :
4.14) 0=A*—(a+2d)A+2(ad—bRec).

Le discriminant de (4.14) est A=(a—2d)*+8bRec.
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Il est aisé de vérifier que pour |e|+]|x,|+]|x,| assez petit, A > 0. D’ou deux valeurs
propres réelles o, et o,.

D’autre part le calcul de la partie principale de ad —bRec donne :
ad—bRec ~ —8a, Bxyx3(x3+2x2)+2a, (0o —0,)EX,.

Siad—bRec=0,avec x, # 0, cela donne une relation €(x,, x, ), qui, reportée dans (4. 10)
donne :

5
0=—B(x§+2x3) <§ x6+x§)+0(IX|5),

qui n’a pas de solution non triviale puisque B # 0.

Par conséquent ad — b Re ¢ ne peut s’annuler, ce qui implique que, sur chaque composante
connexe des branches de solutions, o, et G, sont, soit toujours de méme signe, soit toujours
de signe opposé.

On vérifie alors que :

(i) si (0g—0,)e <0, o, et o, sont négatives sur la branche de bifurcation primaire
[i. e. passant par le point p, (€)], et de signes opposés sur la branche de bifurcation secondaire
[i.e. passant par i, (g)].

(i) si(a,—0o,)e>0, 0,.0, <0 sur la branche de bifurcation primaire et 6,, G, négatives
sur la branche de bifurcation secondaire.

(2) Valeurs propres de A\!’,. — L’équation caractéristique de A!}), s’écrit :
(4.15) 0=A>—2Refr+|fI1*—lgl*
Le discriminant de (4.15) a pour partie principale :

2 3
A= —-<Bl - %) g2 — \/g Boy, ex3(x3+2x3)+ 5 B2 x3 (x3 +2x3)%

Lorsque x, est petit devant € [i.e. x,=0(¢)], A’ <0, donc les valeurs propres sont
complexes conjuguées=c,, 6,. C’est donc le cas au voisinage du point de bifurcation
primaire ou secondaire. Le signe de Reo, est alors donné par la partie principale de
Ref, i.e.:

3
(4.16) sg(ReG,)=sg<—Eon(x(2)+2x§)+(ocl—oc2)g>.

Au voisinage de p=y, (g), X, = x, =0 (point de bifurcation primaire),ona doncRec, <0
ssi (o, —0,)€ < O[i.e. u, (€) < py (¢)] tandis qu'au voisinage de p =i, (€), Xo =%, (€), X, =0
(point de bifurcation secondaire),ona Re o; < Ossi(a; —ag)e < 0[i.e. po(€) < py (€)], ainsi
que le montre un calcul simple.

I1 peut toutefois exister un point ou une valeur propre traverse ’axe imaginaire. En effet,
supposons qu’en un point des branches de solutions, on ait Re f=0. Deux cas sont possibles :
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(1) les valeurs propres sont réelles et de signes opposés, auquel cas on est siir qu’une valeur
propre a traversé I’axe imaginaire;

(2) les valeurs propres sont imaginaires (conjuguées), éventuellement nulles.
On va voir qu’il peut exister un tel point : d’aprés (4.16), si Ref=0, on a:
3

B
&= 5 Oy — 0Oy XO(X%+2X%)+O(|XO|2+2|X2 |2)4'

Reportant ceci dans (4.10) on obtient :

3 —_
4.17) 0=B [5 (Z‘ z°> xé—x§:| (x3+2x2)+0 (x3+2x2)°.
17 %2

L’équation (4.17) n’admet une solution non triviale que si :
(a; — o) (ot —atz) > 0,
(4.18) ie.sip (&) <po(e) et py(e) <my(e)
ou uy(e)>pole) et py(e)>p,(e)
Il 'y a alors possibilité de bifurcation & partir des ondes rotatives de 1™ espéce, de solutions
t— X (t) périodiques (avec une période tendant vers O avec €) de (1.6), c’est-a-dire vers des

solutions quasi périodiques de (1.1). L’existence de cette bifurcation de Hopf sera assurée si
les valeurs propres traversent effectivement I’axe imaginaire.

4.3. ONDESROTATIVES DE 2° ESPECE : @ # 0, x, # 0. — On simplifie ’équation (4.2) par x,,
ce qui permet d’obtenir p et ® en fonction de €, x4, X; et x,=Rex,+ilmx, :

B
(4.19) uz—afl[aZIXIZ-l-asp(X)—5(x0+ 6 Rex,)|X|?

+oy s+a108x0+a11sRexZ——Bllslrnxz],

(4.20) 0= — 4 BImx, | X|>+B;e+B1oexo+0;; eImx, +B;, eRex,.

Reportant (4. 19) et (4.20) dans les équations (4. 1) et (4. 3), on obtient trois équations réelles
en g, x,, X2, Re x, et Imx,. Pour ¢ fixé les solutions sont donc représentées par des courbes
dans R*, et, comme dansle cas b, # 0, on se contente de calculer les branches bifurquées dans
un voisinage suffisamment petit du point de bifurcation p=p, = —a,/a, €, xg=x; =x, =0.
Les calculs étant identiques a ceux du cas b, # 0, on ne les détaille pas. Posant :

Xo =€ Xo, x;=¢€’x1, X, =€>X, ou | Xo|+1x; [+|X;|=0(1),

on trouve, par application du théoréme de fonctions implicites,

~.

Xo=0(x3) et  x,=0(x3).
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D’ou, d’apres (4.19),
a
p—py=— == xi+xio(1),

ay
ce qui prouve que W, est un point de bifurcation supercritique.
Par conséquent la stabilité « au démarrage » de ces solutions est déterminée par la position
de la valeur critique p, (€) par rapport a p,(€) et i, (€).
On peut faire la méme remarque que dans le cas b; # 0 sur la possibilité d’existence
d’ondes « stationnaires » (0=0) si B,.B, <O.

4.4. DIAGRAMMES DE BIFURCATION ET DE STABILITE ( fig. 8) :

— Les branches (1) représentent les solutions stationnaires pures, les branches (2)
représentent les ondes rotatives de 1 espéce, les branches (3) représentent les ondes rotatives
de 2° espece [dessinées en projection sur le plan (x,, Rex,)]. Les solutions stables sont
indiquées en traits pleins.

— On indique par une croix les points ou une bifurcation de solutions périodiques pour
(1.6) [solutions quasi périodiques pour (1.1)] peut apparaitre.

— Onseplace dansle cas B < O(le cas B > 0s’en déduit en changeant x, en — x,), et dans
les cas 3, 4, S et 6 on suppose €y, < O (le cas a5, > 0 n’étant pas qualitativement différent).

Remarque. — D’apres (4.9) et (4.20), la fréquence des ondes rotatives est d’ordre € (donc
elle tend vers 0 avec €).

5. Justification du calcul de bifurcation et de stabilité
sur les équations réduites (3.2)-(3.3)-(3.4) et (4.1)-(4.2)-(4.3)

5.1. EXISTENCE DES SOLUTIONS. — (1) Le théoréme des fonctions implicites s’applique dans
tous les cas pour étendre les solutions aux équations de bifurcation complétes (2.6)-(2.7)-
(2.8). Cest clair pour les solutions stationnaires pures et les ondes rotatives de 2° espéce,
pour lesquelles on a déja appliqué le théoréme des fonctions implicites. Pour les ondes
rotatives de 1* espece, cela résulte de ce que les courbes d’équations (3.9) et (4. 10) n’ont pas
de singularités.

(i1) Pour qu’il n’y ait pas d’autres solutions que celles que ’on a calculées, il faut s’assurer
que les équations réduites contiennent bien la partie principale des équations de bifurcation.
On sait que celles-ci peuvent s’écrire :

(5.1) 0=g,(1, 0, 0, X)+h (1, €, @, X)—kiox,, (k=0,1,2),

ou X:(XO, X1 ;1’ X2, -;2)

D’apres le lemme 1,
(5-2) gx(1, 0,0, X)=(a; p+a, [ X[*+a3 p (X)) X, +(by +by u+b3 [ X[?) B (X, X)
+x, 0(RI+IX )2+ By (X, X) 0TI X[+ XP).
Donc pas de probléeme pour la partie indépendante de € et .
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(1)= Solutions stationnaires pures

(2)= Ondes rotatives de 1ére espece

(3)= Ondes rotatives de 2éme espéce

X = Points de bifurcation vers des solutions
quasiperiodiques (éventuels)

X0

(1)

voo(2). (3).

Y Py

Xo Xo
2. . (2)..
0 ,{._4( (oo
(2) 27 13).! (2 (3 o7 17T
+ S —t 7" x
/,“2\ Lho 1 Ho /,Uz Hi \Ho Ho
i el e RSN/
(o —ap)e <0 - (o, —0g)e>0
0
(0 —g)e > 0 } B0 <0 (et —tp)e > 0 } oo =
Xo Xo
(2) e
_ () —/___(7}
3) o7 a2 (3L (2 o7 112
P ’ 1:* i 4 1
NoTTA — \~__*TI A
/Pv o M2 1o H1 Hz2 (2] ‘Fo FHo
X, TS : (2)*_ X, \\§
~.l - (7=
N (1)

(o —a,)e>0

}socoo <0

(a,—0p)e>0

Fig. 8. — Diagramme de bifurcation
et de stabilité dans le cas b; =0 et B <O0.
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D’apres les lemmes 2 et 3, on a, en prenant x, € R,

ho (M, &, ©, X)=xo [0 &+ 00 EXo+EO( [ +] e[+ X[*) +@O( 1]+ +]X])*]
+xiloo; e+e0(pul+lel+ X +00(pn|+[e|+X[*)]
+, %, [0t £+ €0( | +] €[+ X)) +00( p|+]e|+| X [?)],
(5.3) hy(p, &, 0, X)=x[(a; +iBy)e+(otr0+iBro)exo+(2, +iBy, ) Ex,
+e0(pl+lel+IXP)+o0(p|+lel+]X])],
hy (B &, @, X) =X, [(02 +iB2) e+ (00 +iBro) €Xo +e0( 1] +|e[+|X|?)
+o0(p|+lel+1X])?]
+ X0, +iBy ) e+e0(pl+lel+ X +o0( p|+]e|+] X])].

Compte tenu de (5.2) et de 'hypothése uy et u, # 0, les équations réduites donnent la partie
principale des termes indépendant de o.

En ce qui concerne les termes dépendant de o, il faut remarquer que, si ® # 0, le théoréme
des fonctions implicites peut s’appliquer & ’équation (5.1) (k=1) si x, # 0, ou & I’équation
(5.1)(k=2)six, = 0 pour donner p=p(e, X) et ®=w (g, X). Dans le cas b; # 0il n’y a pas
de probléme puisque les termes en ® sont de la forme :

kiox,+ox,0[pl+le|+XP1+o0[(pl+le] + X)X
Dans le cas b, =0, le théoréme des fonctions implicites donne :
(@)six; =0, 0=0(¢l);
(b)six; #£0, o=0(el+|X[?)
[voir (4.9) et (4.20)].

Par conséquent dans tous les cas les termes dépendant de ® dans hy (u, €, ®, X) sont
d’ordre suffisamment grand pour ne pas perturber la partie principale.

5.2. STABILITE : JUSTIFICATION DE L'ETUDE SUR L'EQUATION (1.6). — Il s’agit de montrer que
la stabilité étudiée aux paragraphes 3 et 4, c’est-a-dire pour les solutions bifurquées de (1.6),
équivaut a la stabilité¢ des solutions correspondantes de I’équation (1.5).

D’aprés I'hypothése (H—3), £, est un opérateur de Fredholm d’indice O, et la partie du
spectre ne contenant pas 0 se trouve dans un demi-plan {ze C/Rez < & < 0}. Sous réserve
que les opérateurs vérifient les « bonnes » propriétés pour appliquer le théoréme de la variété
centrale (Iooss [7]), I’étude de la stabilité des solutions stationnaires de (1.5) se réduit a
I’étude de stabilité pour les solutions appartenant & une variété invariante A" (p, €), dont la
dimension est égale a celle de ker £, [sous les hypotheses (H—3)]. A" (u, €) est tangente au
sous-espace P, .H, ou P, . est la projection commutant avec &, . (opérateur lin¢aris¢
autour de la solution étudiée) et associée a la partie du spectre voisine de 0. .47 (0, 0) est
tangentea P, H=V,. On peut donc chercher I’équation de la variété centrale 4" (u, €) sousla
forme :

(5.4) r=7"(u, &, 0, X),

ou XeV,etveVy.
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Si’on pose y =X+, I’équation (1.5) se décompose par projections en deux équations :

(5.5) % =P, F(u, & X+v)—0PyLX,

(5.6) %(1—1)0)%1, &, X+0)—0(1—Py)Luv,

ou 1 désigne I'identité dans H.

En remplagant v par (5.4) dans (5.5), on obtient une équation de la forme :

(5.7) X g e, 0, X),
t
ou%(u, g o, .): Vo— V, vérifie les hypothéses d’invariance (H—1).
Il est clair que le signe des parties réelles des valeurs propres de Dy % (i, €, ®, X), pour une
solution (m, X) donnera la stabilité des solutions Y =X+ v correspondantes ( fig. 9).

0

v - /‘/

9 G Ve

Fig. 9

Si I’équation de bifurcation (1.6) a été obtenue par ce procédé [i.e. est identique a
I’équation (5.7)], il n’y a donc pas de probléme.

Si par contre (1.6) a été obtenue par la méthode de Lyapounov-Schmidt, il faut vérifier que le
développement de (1.6) donne les mémes termes que celui de (5.7) jusqu’a un ordre suffisant, en
l’occurrence celui des équations « réduites » (3.2)-(3.3)-(3.4) ou (4.1)-(4.2)-(4.3).

La méthode de Lyapounov-Schmidt consiste, pour chercher les solutions stationnaires de
(1.5), a décomposer 1’équation :

0=F(u ¢, y)—oLy
en deux parties :

(5.8) 0="P, [F(u, & X+0)—oLX],
(5.9) Lov=—(1—=P,)[F(, &, X+v)—0Lu],

ou X=Pyyetv=(1—P;)y.
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Le 2° membre de (5.8) étant le méme que celui de ’équation (5.5), on voit qu’il suffit de
comparer les développements de v (p, €, ®, X) a partir des équations (5.6) et (5.9).

Afin de ne pas alourdir les calculs, on se limite au cas ou :
F(u, e, y)=ZLoy+pnZ,y+eZL,y+M(y, y),

[M(., .) étant un opérateur bilinéaire symétrique]. Le résultat est aussi valable dans les cas
plus généraux.

L’équation (5.9) donne alors :

(5.10) v=—pSZ, X-eSZL,X-SM(X, X)+2SM(X, SM(X, X))
+HO (X (pl+leD) (rl+lel+IXD+IX[TT+00[X|(1|+]e]+]X]),

ou S est défini par S ¥, <« ¥,S=1-P, (pseudo-inverse de .¥).
Ceci conduit, par (5.8), aux équations de bifurcation réduites.
Pour obtenir le développement de (5.4), on pose :
v=""(1, & 0, X)= Y pPelo" v (X™),

p,q,r,n

¥, €tant n-linéaire symétrique en X, et on proceéde par identification dans (5.6), en tenant

compte de (5.5) pour les termes en ™" (X", (dX/dr)"") (n'+n"" =n).

pq
On obtient ainsi :

(5.11) ¥ (1, & 0, X)= —puSL, X—eSZ, X—SM(X, X)+2SM (X, SM(X, X))
—2SM(X, PoM(X, X))+O0[X[(pl+lel) (ul+lel+IX])+]X]*]
+o0[X[(pl+lel+]X]]

Si le coefficient b, (lemme 1) est nul, les termes d’ordre 3 (et méme d’ordre 2) en | X| dans
(5.10) ou (5.11) n’interviennent pas pour le calcul des équations réduites. Si b, =0, cela
entraine précisément que P, M (X, X) = 0. Par conséquent il y a, dans tous les cas, identité
entre les développements (5.10) et (5.11) pour le calcul des équations réduite, ce qui
démontre le résultat cherché.

5.3. STABILITE : JUSTIFICATION DU CALCUL SUR LES EQUATIONS TRONQUEES. — Il s’agit de
justifier le calcul de la partie principale des valeurs propres de </, , [définie par (3. 1)] a partir
des équations tronquées (3.2)-(3.3)-(3.4) (sib; # 0), et (4.1)-(4.2)-(4.3) (si b, =0). Seules
les solutions stationnaires pures et les ondes rotatives de 1 espece sont a considérer.

(i) Solutions stationnaires pures. — 1l suffit de montrer que o/, . est, dans ce cas, une
matrice diagonale. Ceci est une conséquence de la covariance de ./, . par I’action du groupe
C,, et se vérifie alors aisément a partir du lemme 2 (voir aussi [3]). Cette propriété de
covariance est due au fait que :

Vdu.t::DXG(“w g, O, XO)_(DL
ou X, est axisymétrique par rapport a I'axe O z, et par conséquent T, X,=X,, peC, .
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(i) Ondes rotatives de 2° espéce. — On sait (lemme 4) que o/, . =(A,, Al,) ou ALY, agit
dans I'espace engendré par {&,, &,, &,} et A\l agit dans I'espace engendré par {&,, €, }. Il

s’agit de montrer que, pour les équations complétes,

a b b 5
en (g9 (D)
avec :
a réel, b=x, 0(1), c=x, 0(1),
(5-13) % d=x30(1) et g=x, 0(1).

Si b, =0, b, c et g sont d’ordre x, 0 (1).

Ceci permet de justifier les calculs de stabilité des paragraphes (3.2) et (4.2). En effet, on
peut alors vérifier sans difficultés que la structure des équations caractéristiques de A‘u‘f’z et
Al estla méme que dans le cas des équations tronquées [équations (4. 14) et (4.15)si b, =0].

Dans (5.12) on a, en notant X, la solution ondc rotative de 1" espece.

A(;S)a:[g—ik (H, g, O, Xl)_klwskl:] ’
(514) i k,1=0,2, -2
0
A(pl,)sz 1gh M, & 0, X,)—kind, )
Lo ko1=1, -1

oug_,=(—1)"g,.
On va montrer que :

g, .09y _ o,
ox —2io= e =d=x20(1).

Les autres coefficients dans (5.12) et (5.13) s’obtiennent par un raisonnement analogue.

D’apres le lemme 2, on peut écrire :

g2 (,’la g, W, X1)=x2 gé (“‘7 €, 0, xO) +\'§_ ~\_-1 ‘//2,(“’ €, O, Xy, X2 )?2)+X§ g,ZH(’J" €, O, Xl )

D’autre part, en posant X; =xq&o+ X, (5, +&,), X0, X, €R, on a, pour ces solutions :
(5.15) 0=g; (1, & ®, X) +x3 g5 (4, & ®, Xo, X3)—2i0.
Par conséquent :

6 . ) a 12
292 (u, &, @, X;)—2i0=x% g3 (1, & ©, X0, x3)+x3 D2 (4, €, X0, x3),
0x, 0x,

0 ) dqY _
bﬁﬂg'z_ (P-, €, o, Xl)z'x% gz (p'a €, @, Xq, x%)—'_xg _g‘z_ (“” g, X05 XZ)'
X, 0x5
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Comme X, et X, n’apparaissent dans g5 que sous la forme (x, x,)°, on a bien :

09, . _ 09, — 2
a—xz (p" 83 0*)3 Xl)_ZI(D— 5;; (“9 85 (D, X1)~x2 0 (1)
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