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LA R-ÉQUIVALENCE SUR LES TORES

PAR JEAN-LOUIS COLLIOT-THÉLÈNE et JEAN-JACQUES SANSUC

Introduction

Les tores algébriques appartiennent à la classe générale des variétés algébriques
rationnelles, i. e. rationnelles sur la clôture algébrique du corps de définition k. Cette classe
contient plus généralement les groupes algébriques linéaires connexes; elle contient aussi
les surfaces cubiques lisses. Soit X une telle variété définie sur le corps k. Dans le cas où
l'on connaît l'existence d'un point rationnel de X, l'étude des points rationnels de X peut
s'ordonner autour de deux types de questions connexes :

(i) des questions birationnelles : la variété X est-elle Â;-unirationnelle, A-rationnelle,...?
(ii) des questions sur l'existence et la nature précise de divers paramétrages possibles

de l'ensemble X(k) de tous les points rationnels de X : peut-on trouver un nombre fini
de fc-morphismes X, —> X de variétés fe-rationnelles X^ dans X, tels que X(k) soit la réunion
des images des X, (k), peut-on en trouver un seul Xo —> X tel que X(fc) soit l'image de
XoW,...?

Les questions du type (i) ont été considérées en particulier par B. Segre [27] qui a étudié
de façon précise le cas des surfaces cubiques lisses sur un corps parfait. Le cas général
des surfaces rationnelles, définies sur un corps parfait, a été ensuite traité par Manin
et Iskovskih. Pour les tores algébriques, qui sont ^-unirationnels, le premier exemple
non /r-rationnel est dû à Chevalley [6] et plusieurs auteurs ont, à sa suite, étudié les pro-
blèmes du type (i) sur les tores, en introduisant divers invariants fe-birationnels et en formu-
lant quelques critères de Ar-rationalité (cf. [34]).

Le deuxième type de questions a conduit Manin [20] à introduire plusieurs relations
d'équivalence sur X(k). La relation fondamentale, qui formalise en partie les questions
du type (ii), est la R-équivalence, engendrée par la relation élémentaire suivante : deux
points x et y de X(k) sont dits directement R-équivalents, ce qu'on note x ~ y, lorsqu'il
existe une /r-application rationnelle (p de P^ dans X telle que (p (0) == x et (p (oo) = y.
En raison des difficultés d'un calcul direct de la R-équivalence, en particulier sur les
surfaces cubiques, Manin a introduit la notion d'équivalence de Brauer, qu'on peut définir
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par l'accouplement des points rationnels avec les classes d'algèbres d'Azumaya sur X,
et, plus généralement, la notion de B-équivalence : il s'agit là d'équivalences plus gros-
sières que la R-équi valence; leur avantage est d'être plus faciles à calculer et de fournir
ainsi une approximation par défaut de la R-équivalence. En outre, dans le cas des surfaces
de Châtelet ([5], [20]), l'équivalence de Brauer coïncide avec la R-équivalence, ce qui
donne, sur un corps de nombres k, des exemples de variétés rationnelles, pour lesquelles
l'ensemble des points rationnels est partagé en un nombre fini de classes pour la R-équiva-
lence, chacune d'elles étant paramétrée, de façon multivoque, par les points rationnels
d'une même variété ^-rationnelle (de dimension 4). Manin observe dans son livre sur les
surfaces cubiques ([20], chap. II, remarque 14.5) que c'est là la seule classe (non triviale)
de variétés rationnelles (ou, du moins, de surfaces cubiques) pour laquelle on parvienne
à des résultats relativement explicites pour la R-équivalence.

L'objet de cet article est l'étude des questions du type (ii) dans le cas des tores, cas qui
ne semble pas avoir été considéré en dehors d'une tentative de F. Châtelet sur un exemple
particulier [4]. Le calcul de la R-équivalence sur un tore se révèle encore plus explicite
que pour les surfaces de Châtelet : la méthode est directe et parfaitement effective. On
obtient en particulier, pour un tore T défini sur le corps k, les résultats suivants :

(a) si T est déployé par une extension métacyclique, T (A:)/R = { 0 } ;
(b) si k est de type fini sur le corps premier, T(fe)/R est fini;
(c) chaque R-classe est paramétrée par les points rationnels d'une même variété

fc-rationnelle;
(d) pour le tore T des éléments de norme 1 d'une extension galoisienne finie K/k de

groupe G, la surjection évidente H"1 (G, K*)-^T(fe)/R est une bijection.
En outre, la R-équivalence coïncide avec l'équivalence rationnelle. Mais, contrairement

au cas des surfaces de Châtelet, elle diffère en général de l'équivalence de Brauer. On trouve
ainsi des exemples de Q-variétés projectives, lisses et rationnelles, pour lesquelles la R-équi-
valence n'est pas triviale, alors que l'équivalence de Brauer l'est, et d'autres, non
Q-rationnelles, pour lesquelles la R-équivalence est triviale.

La méthode utilisée pour la détermination de T(Â;)/R repose sur la considération de
torseurs sous des tores particuliers, les tores flasques, dont l'étude fait, en partie, l'objet
des paragraphes 1-3 et qui sont étroitement liés à des notions introduites par Swan [3l],
Voskresenskiï [33], Lenstra [18] et Endo-Miyata [12] dans l'étude des questions bira-
tionnelles sur les tores.

Voici, en bref, comment on est amené à introduire ces notions dans l'étude de T(fe)/R.
On observe d'abord qu'étant donné, en caractéristique 0, une À:-compactification lisse
T—^X, la suite exacte de modules galoisiens

(B) 0 -> T -> Divx-ïX ̂  Pic X ̂  0,

mise en valeur initialement par Voskresenskiï [33] dans l'étude des problèmes birationnels,
définit, par dualité, un torseur sur T, sous le tore dual de Pic X, torseur qui se prolonge
à X et « donne » ainsi la R-équivalence sur T(Â:) (cf. [7], proposition 6 et théorème 2).
Puis, en vue de s'affranchir de l'hypothèse de caractéristique et du recours à une fc-compacti-
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fication lisse X et au calcul du module galoisien Pic X, on repère une propriété algébrique
de (B) qui suffit pour l'étude du problème : (B) est une résolution flasque du module
galoisien T et toute résolution flasque de f définit, par dualité, un torseur sur T qui se
prolonge à une A-compactification lisse éventuelle et, en tout cas, « donne » la R-équivalence
sur T(/r). Il suffit donc, pour le calcul de T(A:)/R, de considérer a priori une résolution/\.
flasque quelconque de T : on dispose d'une procédure effective pour calculer une telle
résolution et, même en caractéristique 0, cette procédure est bien plus simple que celle
consistant à calculer une suite du type (B). Cette méthode permet aussi le calcul effectif
de l'invariant /r-birationnel p(T) considéré par Voskresenskiï [35]. Ceci ne semble pas
avoir été noté par Voskresenskiï qui, cependant, comme nous l'a signalé le rapporteur,
a observé indépendamment [36] 0, à propos des problèmes birationnels, le caractère
flasque d'une suite du type (B).

L'étude de la R-équivalence sera reprise dans [8] dans un cadre non limité à celui des
tores, suivant la méthode indiquée en [7]. Le plan de l'article est le suivant :

1. Modules et résolutions flasques;
2. Lien avec les problèmes birationnels;
3. Les tores flasques;
4. R-équivalence et équivalence rationnelle;
5. La R-équivalence sur un tore;
6. Quelques calculs explicites de R-équivalence;
7. L'équivalence de Brauer sur un tore;
8. Comparaison de quelques critères de rationalité;
Annexe;
Bibliographie.

1. Modules et résolutions flasques

Les résultats de ce paragraphe sont essentiellement dus, moyennant parfois quelques
traductions (voir à ce sujet §2, R 6), à Lenstra [18], Endo-Miyata [12] et Voskresenskiï
([33], [35]), mais la présentation et les démonstrations (notamment celle figurant à la pro-
position 3) sont parfois différentes. La présentation adoptée ici, strictement algébrique,
a l'avantage d'être complètement dégagée de considérations géométriques ou birationnelles.
Le lien avec les problèmes birationnels est établi au paragraphe 2 (cf. prop. 5 et 6 et R 6).

L'objet de ce paragraphe est d'introduire la notion de résolution flasque d'un G-module,
d'en assurer l'existence (lemme 3), le caractère essentiellement unique (lemme 5) et
(universel (lemme 4), puis d'entreprendre, au moins dans des cas particuliers, l'étude
du monoïde Fç des classes de similitude de G-modules flasques (prop. 1-4, coroll. et R 5).

(1) Nous n'avons pu prendre connaissance des démonstrations, publiées, semble-t-il, dans Études de
théorie des nombres. Université de Saratov, n08 5 et 6, 1975, p. 14-21 et 18-33.
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178 J.-L. COLLIOT-THÉLÈNE ET J.-J. SANSUC

Soit G un groupe profini. Sauf mention du contraire, on se place dans la catégorie JSfç des
G-modules (à gauche) continus Z-libres de rang fini. Si M et N sont deux tels modules,
on désigne par Hom (M, N) le G-module Hom^ (M, N), par M ® N le G-module M ®^ N
et par M° le G-module dual Hom (M, Z). On a de multiples isomorphismes canoniques :
M = (M°)°, Hom (M, N) = Hom (N°, M°) = M° ® N, Hom (M, N)° = Hom (N, M)
et, si H est un sous-groupe ouvert de G, Z [G/H]° = Z [G/H]. L'application duale
de l'augmentation SQ/H : Z [G/H] —> Z est la norme Nç/n : Z —> Z [G/H] définie par
NG/H (1) = E ^H. On note Iç/n le noyau de l'augmentation eç/n et Jç/n le conoyau de

G/H
la norme Nç/^ : Jç/n = IQ/H- Si M est un G-module, le sous-groupe G^ des éléments
de G agissant trivialement sur M est un sous-groupe ouvert invariant de G et o^ç est ainsi
la réunion des oS^o/H pour tous les sous-groupes ouverts invariants H de G. Si G est fini
et si i e Z, on note H1 (G, M) le Même groupe de cohomologie à la Tate, groupe noté
H° (G, M) si i vaut explicitement 0. On sait ([3], chap. XII, § 6) que le cup-produit met
en dualité les groupes finis H'(G, M) et H'^G, M°). Pour G profini, M étant sans
Z-torsion, on peut encore considérer, outre les groupes de cohomologie ordinaires, le
groupe H"1 (G, M) défini par exemple comme UmH'^G/H, M"), pour H sous-groupe

H
ouvert invariant quelconque de G, avec pour morphismes de transition les inclusions
naturelles : pour H inclus dans G^ et invariant dans G, ce groupe coïncide avec
H-1 (G/H, M).

Un G-module est dit de permutation s'il admet une Z-base permutée par G. Il est donc
isomorphe à son dual. Si G est fini, un module à la fois projectif et de permutation est libre.
Un facteur direct d'un module de permutation est dit inversible. On dit que deux modules
sont semblables lorsqu'on obtient des modules isomorphes par addition de modules de
permutation convenables. Un module semblable à 0 est dit stablement de permutation.
Les classes de similitude forment, pour la somme directe, un monoïde commutatif Sç.
Soit [M] la classe de similitude du G-module M : c'est la classe neutre 0 lorsque M est
stablement de permutation, c'est un élément du sous-groupe Uç des éléments inversibles
de SQ lorsque M est un module inversible. La dualité M i-> M° induit sur SQ une involution
qui conserve Uç. Les groupes H1 (G, M) et H"1 (G, M) ne dépendent que de [M].

Remarque.

R 1. Un module stablement de permutation n'est pas nécessairement de permutation.
C'est déjà le cas pour G = ©3 = < s, t^ avec s2 = t3 = 1 et sts = t2 : le noyau M de
l'application Z [G] —> Z [G/s] définie par œ ( l ) = = l — f n'est pas de permutation,
car H° (G, M) = 0 (si M était de permutation, il serait donc libre) et H2 (G, M) = Z^,
et pourtant M ® Z = Z [G/s] © Z [G/t] (cf. § 6, d 1). Voici un autre exemple [30]
pour G le groupe quatemionien d'ordre 8 : l'idéal I = < 3, Nç > de Z [G] n'est pas
de permutation, car projectif, mais non libre; pourtant, I® Z = Z [G] © Z. D

Soit i e Z. Dans le cas où G est fini, le G-module M est dit H^-trivial lorsque
H1 (G', M) = 0 pour tout sous-groupe G' de G : pour vérifier cette condition, il suffit
de considérer les sous-groupes des sous-groupes de Sylow et, parmi eux, un seul sous-
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groupe par classe de conjugaison. Pour i = -1, on dit que M est flasque et, pour i = 1,
que M est co flasque. Ces deux dernières définitions s'étendent au cas où G est profini,
en se limitant aux sous-groupes ouverts G' de G : il revient au même [cf. lemme 2 (vii)
et (viii)] de considérer M dans ^o/n P0^ H contenu dans G^ et invariant ouvert dans G.
On note Fç (resp. F^) le sous-monoïde de Sç formé des classes de similitude de G-modules
flasques (resp. coflasques). Un module inversible est à la fois flasque et coflasque :
Pc n F^ contient donc le sous-groupe Uç. On note

Pc = FG/FG n Fâ et Fà = FG n FG/UQ;

ce sont deux monoïdes commutatifs sans torsion. On appelle résolution flasque d'un
G-module M toute suite exacte de G-modules

0-^M-^P->F->0,

où P est de permutation et F flasque. On appelle résolution coflasque de M toute suite exacte
de G-modules

0-^Q-^R-.M->0,

où R est de permutation et Q coflasque.

LEMME 1. — Soit M dans S?Q. Les conditions ci-dessous sont équivalentes :
(i) M est flasque;

(ii) M° est coflasque;
(iii) H'^G', M) = 0 pour tout sous-groupe ouvert G1 de G;
(iv) H1 (G', M°) = 0 pour tout sous-groupe ouvert G' de G;
(v) H1 [G, Hom (M, P)] = 0 pour tout module de permutation P;

(vi) H1 (G, M° ® P) = 0 pour tout module de permutation P;
(vii) Extc(M, P) = 0 pour tout module de permutation P;

(viii) Exto(P, M°) == 0 pour tout module de permutation P. D

Les conditions (v)', ..., (viii)' obtenues en remplaçant dans (v), ..., (viii) l'expression
« pour tout module de permutation » par « pour tout module inversible » sont encore
équivalentes aux précédentes.

Ainsi, toute résolution flasque de M définit par dualité une résolution coflasque de M°
et la dualité induit un isomorphisme Fç-^Fç.

LEMME 2. — Soient M un G-module et H un sous-groupe invariant fermé de G :
(i) si M est de permutation dans JSfç, M" est de permutation dans ^Q^;

(ii) si M est G-coflasque, M" est G/H-coflasque;
(iii) si 0 —^ Q -> R —> M -> 0 est une résolution coflasque de M dans j^ç,

0 -> Q" -> R" -^ M" -^ 0 est une résolution coflasque de M" dans SQ^
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Soient M et N dans o^o/H- ^ est équivalent, pour M et N, de posséder la propriété ^
dans o^G ou dans J^G/H? P0^ chacune des propriétés ^ ci-dessous :

(iv) M est de permutation;
(v) M est stablement de permutation;

(vi) M est inversible;
(vii) M est flasque;

(viii) M est coflasque;
(ix) M et N sont semblables.

Enfin, pour M dmy °^G/H •*
(x) toute résolution flasque (resp. coflasque) de M dans J^c/H est une résolution flasque

(resp. coflasque) de M dans XQ;
(xi) toute résolution flasque (resp. coflasque) de M dans ^ç définit, via le fondeur

points fixes sous H, une résolution flasque (resp. coflasque) de M dans -S^G/H-

COROLLAIRE. — Si H est un sous-groupe invariant fermé de G, SG/H ^r MW sous-monoîde
de Se ^ UG/H == UG ^ SG/H, FG/H = Pc n SG/H, FG/H = EG n ^/H- JË>Z OM^ Se ^r
/a réunion des sous-monoïdes SQ^.pour H parcourant l'ensemble des sous-groupes invariants
ouverts de G.

Notons que, d'après le lemme, les diverses propriétés (iv) à (ix) se vérifient toutes à un
niveau fini, i. e. dans -^G/H P0111' H invariant ouvert convenable. Les assertions du lemme
se vérifient aisément : on commence par (i) et (iv), d'où (v), (vi) et (ix); on prouve (ii) par
inflation, d'où (iii), puis (viii) par inflation-restriction, d'où (vii) par dualité (en supposant G
fini, ce qui est possible, vu la définition de « flasque »). Pour (x) et (xi), montrons simplement
que, si 0 -> M —^ P -^ F —> 0 est une résolution flasque dans ^ç (run G/H-module M,
alors la suite exacte 0 —> M —> P11 ~> F" -> 0 est une résolution flasque de M dans ^G/H-
Pour voir que F" est flasque, on peut supposer G fini. Pour tout sous-groupe G' de G,
on obtient la suite exacte 0-^H~1 (G', F^-^H0 (G', M)-^ H0 (G', P11). Or, l'hypo-
thèse H~1 (G', F) = 0 implique l'injectivité de H° (G', M) ~> H° (G', P), donc celle de i,
soit H-1 (G', F") =0. D

Remarques.

R2. Soient H un sous-groupe fermé de G et Res la restriction usuelle J^G-^-^H-
Soit ^ l'une quelconque des propriétés (iv) à (ix) du lemme 2, ou même la propriété (j) :
M est îP-trivial (je Z et, pour G infini, j ^ -1). Il est immédiat que, si M (ou M et N)
vérifie la propriété ̂  dans J^c» n en est de même pour Res (M) [pu Res (M) et Res (N)]
dans J^H. La restriction oSfc "^ °^H induit donc des morphismes de restriction <DG~^ ^H
pour 0 = S, U, F, F°, F1 et F2. Plus généralement, cette remarque et le lemme 2 montrent
le caractère fonctoriel contravariant de S, U, F, F°, F1 et F2, n

R 3. Soient H un sous-groupe d'indice fini de G et Ind l'induction usuelle ^^ -^ ^Q.
Soit 9 l'une des propriétés (iv) à (ix) ou (j). On voit aisément que, si M (ou M et N) vérifie
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la propriété 9 dans oSf^ il en est de même pour Ind (M) \pu Ind (M) et Ind (N)] dans SQ
[via le lemme de Shapiro pour (j)]. On obtient donc des morphismes d'induction OH-^G
pour 0 = S, U, F, F°, F1 et F2.

Si M est dans J^, le H-module Res o Ind (M) contient M comme facteur direct. Un
facteur direct d'un module flasque (resp. coflasque, inversible) est du même type. On en
déduit que l'application Res o Ind : OH—^H est injective pour 0 = F1 et F2. Les induc-
tions FH —> Fç et F2; -> F2, sont donc injectives. D

Le lemme 3 ci-dessous, facile, mais important pour la suite, est déjà utilisé par
Lenstra [18] (démonstration de la proposition 1.2).

LEMME 3 [12]. - Tout G-module admet une résolution flasque et une résolution coflasque.
Il suffit, bien sûr (argument de dualité), de prouver l'existence d'une résolution coflasque.

On peut supposer G fini. Une surjection R->M avec R de permutation, ou simplement
coflasque, a un noyau coflasque, si et seulement si, pour tout sous-groupe G' de G, l'appli-
cation R0' —» M0' est encore surjective. Pour obtenir une résolution coflasque de M,
il suffit donc de prendre la somme, pour tous les sous-groupes G' de G, des morphismes
Z [G/G'] ® M0' —> M, où l'on considère M0' comme G-module trivial. D

LEMME 4. — Soient 0 - > M - ^ > N — > F — > 0 une résolution flasque du G-module M et
0 - ^ Q — > R — > M — ^ 0 une résolution coflasque. Si P est un module de permutation, tout
morphisme de M dans P se factorise par f, tout morphisme de P dans M se factorise par 7.

On peut ainsi dire que l'injection i est « verselle » parmi tous les morphismes M —> P
avec P de permutation. Prouvons simplement l'assertion relative à j : le produit fibre
de R et P au-dessus de M définit une extension de P par Q, qui, d'après le lemme 1 (viii),
est triviale. D

On a ensuite un « lemme de Schanuel », énoncé indépendamment par Voskresenskiï [36] ;
ce lemme assure qu'une résolution flasque d'un module M est essentiellement unique :

LEMME 5. - Soient 0 — ^ M — ^ P — ^ F — ^ O une résolution flasque du G-module M et
0 — > Q — > R — ^ M — ^ 0 une résolution coflasque. Les classes de similitude de F et Q ne
dépendent que de la classe de M : on les note respectivement p (M) et <; (M).

On devrait les noter, pour plus de précision, pç (M) et ÇQ (M), mais il n'y a pas d'inconvé-
nient à « oublier » G, car, si H est un sous-groupe invariant fermé de G agissant trivia-
lement sur M, alors pç/n (M) coïncide avec po (M) via le plongement naturel de Sç/n
dans SG et, de même, ÇQ/H (M) coïncide avec Çç (M); de plus [c/. lemme 2 (xi)], avec les
notations de l'énoncé, p (M) = [F] = [F"] et ç (M) = [Q] = [Q11].

Prouvons le lemme pour les résolutions coflasques. Si 0 —> Q' —» R' —> M —> 0 est
une autre résolution coflasque de M, le produit fibre de R et R' au-dessus de M est extension
de R par Q' et de R' par Q; or, ces extensions sont triviales d'après le lemme 1 (viii), d'où
[Q]=m. n

LEMME 6. — Les applications p et <; sont additives et duales Vune de Vautre : p (df = ç (û°).
L'application p est un épimorphisme de Sç sur Pc ^ ç ^st ̂  épimorphisme de Sç sur F^.
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182 J.-L. COLLIOT-THÉLÈNE ET J.-J. SANSUC

La restriction de p à F^ ^f ^ isomorphisme de F^ ^r Fç : son inverse est la restriction
de ç à Pc. 5'Mr fe sous-groupe VQ, p et c, coïncident avec la symétrie a^-> —a.

Il suffit de noter que, si la suite 0—>M—>P—>1^—>Oesi exacte, avec P de permutation,
M coflasque et N flasque, alors [N] = p (M) et [M] = ç (N). D

Observons que, si la suite 0 ->M->P->N^O est exacte, avec simplement P de
permutation, on trouve p (M) = p ç (N) et ç (N) = ç p (M).

LEMME 7. - Si la suite 0 — > M - > N — ^ Q — ^ 0 est exacte et si Q est inversible, alors
p(M) = p(N)+[Q]. En particulier, si Q est de permutation, p (M) = p (N).

Noter que la première égalité s'écrit encore p (N) = p (M)+ p (Q) et qu'elle résulte aisé-
ment de la seconde assertion.

Introduisons une résolution flasque 0 — ^ N — ^ P — > F - ^ 0 de N. La suite
0 —> Q --> coker (M —> P) --> F —> 0 est exacte et, comme Q est inversible et que F est
flasque, elle est scindée [lemme 1 (vii)']. Le terme médian est donc flasque et sa classe,
qui vaut [Q]+[F] = [Q]+p (N), n'est autre que p (M). D

Module traduction (cf. § 2, R 6), ce lemme est simplement une forme faible de la propo-
sition 1.5 de [18], proposition qui, en termes de tores, est un corollaire direct du théo-
rème 90 : un torseur sous un tore facteur direct d'un tore quasi trivial est localement
(Zariski) trivial.

LEMME 8. — Soient M et N deux G-modules. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) p(M)=p(N);
(ii) il existe deux suites exactes 0—>M—>E—>P—>0 et 0~>N-^E->R->0

avec P et R de permutation,

L'implication (ii) => (i) résulte du lemme 7. Inversement, l'égalité (i) implique
l'existence de deux suites exactes 0 — ^ M — > P — ^ F — > 0 et 0 — > N — ^ R — » F — » 0 avec P
et R de permutation. Il suffit alors de considérer le produit fibre E de P et R au-dessus
de F. D

Noter que, module traduction (cf. R 6), ce lemme 8 n'est autre que la proposition 2
de [35] (cf. déjà [3l], lemmes 7 et 8).

LEMME 9 (Lenstra [18]). - Soit G un groupe fini. Pour M dans SQ, les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) M est inversible;
(ii) M est Gp-înversible pour chaque sous-groupe de Sylow Gp ;
[iii) Ext^ (M, Q) = 0 pour tout G-module coflasque Q;
(iv) Ext^ (F, M) = 0 pour tout G-module flasque F.

Précisons que, dans (ii), il suffit de considérer un seul /^-sous-groupe de Sylow Gp par
nombre premier p divisant l'ordre de G. Ce lemme revient à affirmer que la restriction
F^ —> © F^ est injective. Notons que la restriction Fç -> © Fç est également injective,

P p p

mais c'est là un résultat immédiat.
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L'implication (i) =?> (ii) est évidente (cf. R 2). D'après le lemme 1 (viii)', la condition (ii)
implique la nullité de Extç^ (M, Q) pour chaque nombre premier p, d'où (iii). Si M
vérifie (iii), considérons une résolution coflasque de M : elle se décompose et M est donc
inversible. Le même argument appliqué à une résolution flasque de M prouve l'implication
(iv) => (i) et le lemme 1 (vii)' prouve la réciproque. D

PROPOSITION 1. - Soient G un groupe fini et 8 l'augmentation Z [G] —> Z ;
(i) toute suite exacte de G-modules 0 —> Q —^ L -^ Z [G] -^ Z —^ 0, où L est un

G-module libre donne
^-[Q] et P(JG)=[Q°];

(ii) en particulier, pour tout sous-groupe G' de G :

H^G'.paGy^H^G'.Z).

On peut, par exemple, prendre pour © l'application Z [G x G] -> Z [G] définie par
œ feo» §1) = gi-§o' Rappelons que ïç est le noyau de e et que Jç = 1 .̂ Remarque :
la définition même de Iç montre que p (Iç) = 0; plus généralement, si H et H' sont deux
sous-groupes de G tels que H c H', p vaut 0 sur le noyau de l'augmentation, notée encore e,
Z [G/H] -> Z [G/H'].

Il est immédiat que, pour tout sous-groupe G' de G et tout n e Z, la suite exacte de
l'énoncé définit un isomorphisme H" (G', Q) ̂ - H""2 (G', Z). On en déduit, pour n = 1,
que Q est coflasque, d'où (i). L'isomorphisme ci-dessus pour n = — 1 donne (ii) par dualité :
module R 6, cette assertion (ii) est déjà dans [33], mais sous une apparence quelque peu
restrictive. D

Cette proposition 1, quoique facile, est très intéressante pour la suite : le calcul précis (i)
de l'invariant p (Jç) intervient dans les démonstrations des propositions 2 et 3 et dans les
calculs explicites de R-équivalence sur les tores R^G^ pour K/k galoisienne finie
(§ 6, prop. 15 et coroll.); la proposition ci-dessus est également utilisée pour le calcul
de l'équivalence de Brauer sur ces tores [§ 7, coroll. 2 (prop. 17)] et pour les corollaires
ci-dessous, mais alors (ii) suffit.

COROLLAIRE 1. — Soit G un groupe fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) tout sous-groupe de Sylow de G est cyclique ou quaternionien généralisé;

(ii) tout sous-groupe abélien de G est cyclique;
(iii) H3 (G', Z) = 0 pour tout sous-groupe G' de G;
(iv) p (Jç) est coflasque.
Cette dernière condition s'écrit encore p (Jç) e Fç n F^ ou, par dualité, ç (Iç) e Fç.

L'équivalence de (iii) et fiv) est un corollaire immédiat de la proposition 1 (ii).
L'équivalence de (i), (ii) et (iii) est bien connue : (iii) ==> (ii) car H3 (ZpX Zp, Z) = Zp;
pour (ii) => (i), voir [3] (chap. XII, § 11, th. 11.6) et pour (i) => (iii), voir [3] (chap. XII, § 7).
Il résulte de ce corollaire que si G ne vérifie pas l'une des conditions ci-dessus, alors
FG ^ 0, puisque p (Jç) est flasque et non coflasque. Ce résultat est déjà dans [35] (th. 3)
module traduction par R 6. D
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COROLLAIRE 2. — Soit G un groupe fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) G est métacyclique, i. e. a ses sous-groupes de Sylow cycliques;
(iï) FQ == 0, i. e. tout G-module flasque est coflasque.
L'implication (i) => (ii) est évidente pour G cyclique. Comme F^ se plonge dans la somme

directe des F^ pour les divers sous-groupes de Sylow Gp, l'assertion (ii) pour G méta-
cyclique en résulte. Supposons inversement Fç = 0 : la condition (iv) du corollaire 1
est donc vérifiée et tout sous-groupe de Sylow de G est cyclique sauf éventuellement G^
qui peut être quatemionien généralisé. Or, on aurait alors (cf. R 3 et le corollaire du
lemme 2) Fç => F^ =? F^, car un groupe quatemionien généralisé admet ¥4 (= Z^ x Z^)
pour quotient. Mais ¥4 ne vérifie pas les conditions du corollaire 1, d'où F^ ^ 0 et cette
éventualité est à exclure. D

La proposition 6 du paragraphe 2 (cf. R 6) montre qu'il y a coïncidence entre la relation
d'équivalence -^ définie par Endo-Miyata [12] sur ^Q et celle définie par l'application
p : ̂ Q -^ FG- On peut ainsi traduire les résultats de [12] au moyen de p et ç. En parti-
culier, le monoïde noté T (G) en [12] s'identifie à Fç via p et le sous-groupe T9 (G) au
groupe UG.

PROPOSITION 2 (Endo-Miyata [12]). - Soit G un groupe fini. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) G est métacyclique;
(ii) Pc est un groupe^ î. e. tout module flasque est inversible;

(in) p (Jç) e UG, L e. p (Jç) est inversible.
La condition (ii) s'écrit encore FQ = Vç et la condition (iii) équivaut, par dualité, à

ç (Iç) e UG. On vient de voir [corollaire 2 (ii) de la proposition 1] une quatrième condition
équivalente : Fç = Fç, condition a priori plus faible que la condition (ii) (l'implication
^o = ̂  => ^G = UQ est déjà dans [35], théorème 4, mais la démonstration contient
un argument faux).

Montrons d'abord l'implication (iii) => (i). Soit Q comme dans la proposition 1. S'il
existe N tel que Q © N soit un module de permutation P, alors, pour tout sous-groupe G'
de G, H2 (G', Q) = H° (G', Z) se plonge dans H2 (G', P) et ce dernier contient donc
un élément d'ordre celui de G'; or cela n'est possible, dans le cas où G' est un/?-groupe,
que s'il est cyclique.

Pour montrer l'implication (i) => (ii), il suffit, d'après le lemme 9 (ii), de traiter le cas
d'un ^-groupe cyclique G. La démonstration se fait par récurrence sur l'ordre p" de G.
Soit/(X) = X^- l/X^"1-1 le polynôme cyclotomique d'indice p0. Soient s un générateur
de G, M un G-module, M'le noyau def(s) : M -+ M et M" l'image. Supposons M flasque :
comme G est cyclique, M est aussi coflasque. Comme M' est sans Z-torsion, ^pa"1 a pour
seul point fixe 0 dans M', qui est donc H°-trivial. On en déduit, au moyen de la suite
exacte O-^M'-^M-^M^O, que M" est flasque. Comme M" est un G/^0"1)-
module, l'hypothèse de récurrence s'applique à M", qui est donc inversible [cf. lemme 2 (vii)
et (vi)]. Ainsi (lemme 7), p (M) = p (M')--^] et p(M) inversible o p(M7) inversible.
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Comme (lemme 6), M étant déjà coflasque, M inversible o p (M) inversible, il reste
simplement à prouver que p (M') est inversible. Or M' est un Z [Ç]-module pour Ç
une racine primitive p^ième de 1. C'est un module sans torsion sur Z, donc sur Z [Ç] :
comme Z [Ç] est de Dedekind, M' est donc un Z [Ç]-module projectif. Ainsi suffit-il
de traiter le cas de Z [Ç] qui n'est autre que Mo pour Mo == Z [G]. Or, les raisonnements
initiaux appliqués à Mo au lieu de M montrent que p (Mo) = [M'o] est inversible. D

COROLLAIRE. — Soit G un 2'groupe quaternionîen généralisé : les monoîdes Fç et F^
sont tous les deux non triviaux.

Ajoutons que pour le groupe quatemionien d'ordre 8 le groupe Vç est trivial (cf. R 5).
Le résultat pour Fç est déjà connu (corollaire 2 de la proposition 1). D'après le corollaire 1
de la proposition 1, p (Jç) est flasque et coflasque; mais, d'après la proposition 2, il n'est
pas inversible, d'où F^ ^ 0. D

Notons que ce corollaire contredit l'assertion F^ = 0 indiquée en [36], i. e., avec les
notations de [36] et module R 6, le fait que, pour L/k galoisienne finie quelconque,
Z° (L/k) soit un groupe : il n'en est pas toujours ainsi, même pour k p-adique (considérer
sur Qa l'exemple C du paragraphe 8).

PROPOSITION 3 (Endo-Miyata [12]). - Soit G un groupe fini. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) G = < s, Q avec ^ = s2^ = 1 et sts~1 = t ' , pour m impair et r2 = 1 mod m;
(ii) p (Je) = 0;

(iii) p (Jç) d'ordre fini.
On peut, en (ii) et (iii), remplacer p (Jç) par ç (Iç). Notons d'abord que la condition (i)

équivaut à la condition
(iv) G est métacyclique et H4 (G, Z) = H° (G, Z).
En effet, un groupe métacyclique G est le produit semi-direct G' x| F d'un groupe cyclique

invariant G' = < 0, d'ordre m, et d'un groupe cyclique F = < s >, d'ordre / premier
à m ([37], p. 145). Soit Z, l'image de F^Au^G'). Ainsi, s agit sur G' via r et
sur H4 (G', Z) via r2. Comme H4 (G, Z) = H4 (G', Ïf © H4 (F, Z), l'égalité
H4 (G, Z) = H° (G, Z) équivaut à la condition r2 =. 1 mod m. Ainsi (i) => (iv). Inver-
sement, r= r ' x r " avec F d'ordre impair et T" 2-primaire; comme l'image de
F -> Aut G' est d'ordre 2 au plus, F est central dans G et G = (G' x F') x| F " , d'où (i),
en prenant pour «nouveaux» s et t des générateurs respectifs de F" et G'xF".
Rappelons ([3], chap. XII, § 11) que la condition H4 (G, Z) = H° (G, Z) signifie que
la cohomologie de G admet 4 pour période.

Pour (i)=>(ii), voir [12] (th. 2.3) : le cas cyclique (r == Imodw) est immédiat
puisqu'alors Jç = IG [p(Io) vaut toujours 0]; le cas G = Sa est explicité au para-
graphe 6, b. Montrons l'implication (iii) => (i), i. e. (iii) ==^ (iv). Si p (Jç) est d'ordre fini,
il est a fortiori inversible et G est métacyclique (prop. 2). Soit Q comme dans la pro-
position 1. Il existe, par hypothèse, deux modules de permutation P et R et un entier
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n > 0, tels que (Q0)" 9 P = R. On en déduit Q» C P = R et, par simplification (dans
les groupes abéliens finis). H1 (G, Q) = H1 (G, Q°) pour tout f e Z . En particulier,
H° (G, Z) = H2 (G, Q) = H2 (G, Q°) = H4 (G, Z). D

Remarque.

R 4. Supposons a priori le groupe G produit semi-direct G' x[ F de deux groupes cycliques
G' = < t >, invariant, et F = < s >, d'ordres respectifs //" et 2" avec p premier impair.
Pour un tel groupe G, les conditions de la proposition 3 sont encore équivalentes aux
suivantes :

(V) P (Jo/r) = 0;
(vi) P (Jo/r) d'ordre fini.

Quitte à diviser G et F par le noyau du morphisme F ̂  Aut G', on peut, pour la démons-
tration, supposer ce morphisme injectif (corollaire du lemme 2). Cela impose n = 0 ou 1
dans la condition (i). L'implication (i) => (v) est déjà connue pour n = 0 (proposition
ci-dessus); elle est prouvée pour n = 1 au paragraphe 6, à 1. Inversement, la suite exacte
0 ~> Q -> Z [G] -^ Z [G/F] -8» Z -^ 0 définie par © (1) = 1 -t donne une résolution
coflasque de Iç/r, i. e. p(Je/r) = [Q°] (§6, rf2). On trouve ainsi

H2 (G, Q) = H1 (G, Io/r) = Z^ et H2 (G, Q°) = H3 (G, Jç/r);

or H3 (G, Jç/r) est le noyau de la restriction H4 (G, Z) -> H4 (F, Z), noyau qui s'identifie,
par la restriction, à H4 (G', Z)1'. La condition (vi) implique, comme (iii) précédemment,
l'égalité H2 (G, Q) = H2 (G, Q°), ce qui impose que F agisse trivialement sur H4 (G', Z),
i. e. F d'ordre 1 ou 2. D

PROPOSITION 4. - Pour G = V4 le monoîde Fç est non trivial, mais Fç n F^ = 0.
Autrement dit, tout module flasque et coflasque est stablement de permutation,

i. e. F^ = UG = 0. Montrons d'abord que, si M est flasque, p (M) = 0, i. e. il existe
une suite exacte O-^M-^Pi-^P^-^O avec Pi et P^ de permutation. Le groupe G
est engendré par deux éléments s et t d'ordre 2 qui commutent. Soient M' le noyau de
la multiplication par 1 +s dans M et M" son image. Comme H"1 (G, M) = H° (G, M') == 0,
la suite exacte 0-> M' -> M—>M"-^0 donne H~1 (G, M") = 0. Le G/5-module M"
est donc de permutation (les seuls Z [< Q]-modules indécomposables sont Z, L ( > et
Z [< t >]) et, d'après le lemme 7, p (M) = p (M'). Comme s vaut -id sur M', la décompo-
sition de M' en somme de < t >-modules indécomposables est stable par s et montre que
le G-module M' est somme de facteurs Iç^, ïç^ et ker (Z [G] -8» Z [G/^]). Or, p vaut 0
sur chacun de ces modules. En conclusion, p (M) = 0. Si, en outre, M est coflasque
[ M ] = ç p ( M ) = 0 . D

Remarque.
R 5. L'étude, pour G fini, du monoîde Fç peut se décomposer en celles des monoïdes

sans torsion Fç et F^ et du groupe Uç. Nous avons donné quelques résultats fort minces
sur Fç et F^ et on peut se demander, par exemple, s'ils sont de type fini. Le groupe UQ
en revanche est assez bien connu. C'est un groupe abélien de type fini (Jacobinski, cf. [12],
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[10]), mais non nécessairement fini. En effet, si G est métacyclique, mais si sa cohomologie
n'a pas pour période 4, p (Jç) est, d'après les propositions 2 et 3, un élément d'ordre
infini de Vç •' on peut prendre pour G le groupe d'ordre 20 défini par t 5 = s4 = 1 et
sts~1 = t2 ou le groupe d'ordre 21 défini par t7 = s3 = 1 et sts~1 = t2. Le rang du
groupe VQ a d'ailleurs été calculé de façon précise par A. W. M. Dress [10] (Uç y est
désigné sous le nom de permutation class group). En particulier, VQ est un groupe fini
lorsque G est un ̂ -groupe. Endo et Miyata ont même énuméré de nombreux cas (cf. [11]
et [12], th. 3.2 et 3.3), où Uç est égal au groupe C (Q ;̂ ̂ ) des classes d'un ordre maximal
de Q [G] contenant Z [G] : il en est ainsi pour un /^-groupe abélien, pour un /^-groupe
d'ordre impair, pour le groupe diédral Dpc (pour p premier + 2), pour le groupe quater-
nionien Ha d'ordre 8, . . . Ainsi, pour p premier ^ 2, si Ç = ^f, F^ = C (Z [Ç]) et
FD? = ^^Ç+Ç"1]); pour N2, l'anneau des quatemions d'Hurwitz" étant principal,
UH.=O. D

2. Lien avec les problèmes birationnels

Fixons d'abord quelques notations et terminologies. Étant donné un corps k, on note k
une clôture séparable et 9 le groupe de Galois de îc/k. On appelle k-varîété un À-schéma
algébrique, géométriquement intègre. Etant donné une k-variété X et une extension K/k,
on note X^ = X x ^ K , X = Xx^fe, K [X] l'anneau des fonctions régulières sur X^,
K (X) le corps des fonctions rationnelles sur X^. Soit en outre Y un fermé de X. On note
Div X (resp. DivyX) le groupe des diviseurs de Cartier (resp. à support dans Y) de X,
Pic X le groupe de Picard de X, Z1 (X) [resp. ï\ (X)] le groupe des diviseurs de Weil
(resp. à support dans Y), i. e. des cycles de codimension 1, de X et Cl X le groupe des classes
de tels cycles pour l'équivalence rationnelle. Deux fc-variétés X et Y sont dites fc-biration-
nellement équivalentes si k (X) et k (Y) sont ^-isomorphes, i. e. s'il existe des ouverts non
vides U dans X et V dans Y qui sont ^-isomorphes. On dit que X et Y sont k-stablement
birationnellement équivalentes si, A^ désignant SpecÂ; [Ti, . . . , TJ, les variétés Xx^A;
et YXfeA^ sont ^-birationnellement équivalentes pour r et s convenables. On dit que X
est K-rationnelle si K (X) est transcendant pur sur K. On appelle k-compactification lisse
de X une fc-immersion ouverte de X dans une variété complète et lisse : il en existe en carac-
téristique 0 d'après Hironaka [15].

Soit G^ le groupe multiplicatif Spec Z [T, T~1]. Soit ̂  (resp. ^/fc) la catégorie
des fc-tores algébriques (resp. la sous-catégorie de ceux déployés par l'extension K/A:).
Étant donné un k-iore algébrique T, on note T le g-module Z-libre de type fini formé de
ses caractères, i. e. l'ensemble des morphismes de groupes algébriques Hom (T, G^ ^).
Inversement, si M est dans J^g, on note D(M) le fc-tore Spec A: [M]8. On obtient ainsi
une dualité entre ̂  et Jêfg qui induit, pour toute sous-extension galoisienne K/k de
groupe G, une dualité entre ^/fc et J^ç. On dit que T est trivial, ou déployé, si 9 agit•̂  /\
trivialement sur T, quasi trivial si T est un g-module de permutation, anisotrope si^- ^^
H (9, T) = 0, flasque (resp. coflasque) si T est un g-module flasque (resp. coflasque).
Si K/Â: est une sous-extension finie de k / k , correspondant au sous-groupe ouvert l) de g,
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on note RK/^G^ le tore obtenu à partir de G^K P^ restriction des scalaires (à la Weil)
de K à k : son module des caractères est Z [g/t)]. Un tore trivial est A-isomorphe à une
puissance de G^, un tore quasi trivial à un produit de tores du type RK/^G^. Tout tore
quasi trivial est une variété A-rationnelle : c'est un ouvert d'un espace affine. Soient
Rè/fc G^ le noyau de la norme N^/fc : RK/J^ G^ —> G^ et R^ GJG^ le conoyau de
l'inclusion naturelle de G^ dans RK/^GOT : leurs modules des caractères sont respec-
tivement Jg^ et Ig^.

Si k est un corps global, i. e. un corps de nombres ou de fonctions algébriques d'une
variable sur un corps fini, une extension galoisieime K/k de groupe G définit une distri-
bution (G*^g^ de (classes de conjugaison de) sous-groupes G" (groupe de décomposition
d'un prolongement de v à K) de G, indexée par l'ensemble ûj^ des places v de k. Si M est
un G-module continu quelconque (non nécessairement dans o^o)? on note, pour feN,
ou même i e Z si G est fini, III1 (K/k, M), ou par abus ni1 (G, M), le noyau de la restriction
H1 (G, M) -^ ]"[ H1 (G", M). Si M est dans J^o, ou si M et i vérifient H1 (G", M) = 0

v e ftfc
pour presque toute place v, on note ̂  (K/k, M), ou par abus H1 (G, M), le conoyau de
cette même application de restriction. Ces notations seront utilisées ultérieurement pour
les calculs sur les corps globaux. Notons que, pour un k-iore quasi trivial E, III2 (k, E) = 0
(principe de Hasse pour le groupe de Brauer d'un corps global) et, que, pour T dans ^K/&
avec K/k galoisienne, III2 (k, T) = III2 (K/k, T) d'après le théorème 90 et la remarque
précédente. Enfin, pour un G-module de permutation M, on trouve III2 (G, M) = 0
par réduction au cas M == Z et application du théorème de Cebotarev à des sous-
extensions finies convenables de K/k. On en déduit que, si L/k est la sous-extension galoi-
sienne de K/Â: définie par le sous-groupe invariant H et si M est dans «^G/H? alors
ffl2 (K/k, M) = m2 (L/k, M).

LEMME 10 (Rosenlicht [24]). - Si X est une k-variété, U^ (X) = k [X]*/Â;* est un
groupe abélien Z-libre de rang fini. Le fondeur contravariant X \-> U^ (X) est additif sur
la catégorie des k-variétés : Vj, (X) © U^ (Y) -^ U^ (Xx^Y).

Pour la première assertion, on peut se restreindre à un ouvert affine normal Y de X,
car Ujfc (X) c? Ufe (Y). Une fc-compactification normale Y —> Y' plonge Vj, (Y) dans le
groupe abélien libre de rang fini Z^_y 00- L'additivité de Uj^ est bien connue (cf. [24])
pour des variétés ayant des points rationnels. On s'y ramène par descente galoisienne,
car X (k) + 0 (k clôture séparable!) et, d'autre part, H° [9, U^ (X)] = U^ (X) d'après
le théorème 90. D

LEMME 11. — Si X et Y sont deux k-variétés lisses et si Y est k-rationnelle, le morphîsme
canonique Pic X © Pic Y —> Pic X x^Y est un îsomorphisme.

Montrons d'abord que, pour deux A-variétés quelconques X et Y, le morphisme ci-dessus
est injectif : c'est évident si X et Y ont des points rationnels; comme c'est le cas sur k,
on s'y ramène par descente galoisienne via la suite exacte

0 ̂  H1 (9, fe [X]*) -. PicX -^ H° (9, PicX),
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en utilisant l'injection H1 (9, k [X]* ® k [Y]*) -^ H1 (9, k [X x Y]*) (lemme 10 et th. 90).
Soient désormais X et Y lisses et V un ouvert non vide de Y. Considérons le diagramme

DiVxxy-xxvX x Y —> PicX x Y ——> PicX x V —> 0
[« 'VY [<Pv

Divy_vY———^ PicX ©PicY-^ PicX® Pic V-^0.

La flèche de gauche est un isomorphisme, d'où (py surjective o (py surjective. Par triple
application de cette remarque, on est ramené, lorsque Y est fc-rationnelle, au cas où X
est affine (= SpecA) et Y l'espace affine, ou même la droite affine Spec k [?], auquel
cas l'assertion Pic A —> Pic A [^] est bien connue (pour A régulier). D

Les deux propositions ci-dessous permettent de faire le lien entre les considérations
purement algébriques du paragraphe 1 et les problèmes birationnels, spécialement pour
les tores. A la terminologie près, elles sont dues essentiellement à Swan [31] et
Voskresenskiï ([33], [35]) : cf. pour plus de détails la remarque R 6.

PROPOSITION 5. — Soient X une k-variété lisse et K/fe une extension galoîsienne de
groupe G. On suppose Pic X^ de type fini. Si U est un ouvert non vide de X tel que
Pic UK = 0, Vêlement p (K [U]*/K*) de Fç ne dépend que de la classe de k-équivalence
birationnelle stable de X. On le note p^/k (X), ou simplement p (X) s^il n'y a pas d'ambiguïté.
Cet invariant vaut 0 pour X k-rationnelle.

Tout d'abord, X étant lisse et Pic X^ de type fini, il existe des ouverts non vides U tels
que Pic U^ = 0 et, si U est l'un deux, il en est de même de tout ouvert non vide qu'il
contient. Il suffit donc, pour prouver l'indépendance vis-à-vis de U, de considérer
le cas de deux ouverts emboîtés U =? V de ce type : la suite exacte de G-modules
0 ̂  UK (U) ̂  UK (V)—ï-DiVy^ UK-> 0, où Y = U-V, donne le résultat en vertu
du lemme 7, puisque, X étant lisse, le terme de droite est un module de permutation.
L'invariance par fe-isomorphisme birationnel se déduit de l'existence d'ouverts
fc-isomorphes. Si W est ^-rationnelle, l'invariance p (X x ^W) = p (X) se déduit des
lemmes 10 et 11. D

PROPOSITION 6. — Soient T un k-tore algébrique et p (T) = pj^ (T). L'invariant p (T)
caractérise les classes de k-équivalence birationnelle stable dans ST^. Il est trivial pour T/\
k-stablement rationnelle, additif et coïncide avec p (T). Si T est déployé par V'extension
galoisîenne K/k de groupe G, /'invariant p (T) est dans Fç; il coïncide avec p^ (T) et, en
caractéristique 0, avec [PicXgJ, X désignant un k-compactifié lisse de T.

Désignons, comme Voskresenskiï [35], par Z (K/Â:) l'ensemble des classes de fe-équiva-
lence birationnelle stable de fe-tores déployés par l'extension galoisienne K/fe de groupe G.
L'énoncé ci-dessus affirme que l'application p : y^ —>' FG définie par T [-> p (T) via
la proposition 5 induit un isomorphisme de monoïdes

p : Z(K/fe)^Fo.

L'égalité p (T) = p (T) résulte de la définition de p (T) : en effet, Pic T = 0 et U^(T)
s'identifie au g-module T (Rosenlicht [24]). De même, p^ (T) = pç (T) et pç (T)
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coïncide avec p(T)^dans F^. Soient T et T dans ^, tels que p(T) = p(T).
L'égalité p (T) = p (T') implique (cf. lemme 8) l'existence, dans ̂ , de deux suites exactes
1-^S->M-^T->1 et l -^S'-^M-^T^l avec S et S' quasi triviaux. D'après le
théorème 90, ces deux fibrations M ̂  T et M ̂  T sont localement triviales, ce qui donne
un ^-isomorphisme birationnel de TxS sur T'xS'; comme S et S' sont ^-rationnelles,
les variétés T et T sont ^-stablement birationnellement équivalentes.

__ En caractéristique 0, on sait, via Hironaka (cf. [33]), que Pic X est dans ^ si X est
fc-rationnelle et qu'en général la classe de similitude du g-module Pic X (non nécessairement
dans ^) est un invariant des classes de ^-équivalence birationnelle stable de Â:-variétés
complètes et lisses, invariant nul pour les variétés fc-stablement rationnelles. Soient X
une fe-compactification lisse de T, Y le fermé complémentaire et K/k comme dans l'énoncé.
La suite exacte de G-modules

W 0 -> t -> Divy^ XK -> PicXK -^ 0,

a pour terme médian un G-module de permutation, puisque X est lisse. L'assertion
p (T) = [Pic XK] équivaut donc au fait que Pic XK est un G-module flasque. Quitte à
passer au quotient par un sous-groupe ouvert de G agissant trivialement sur la suite (B)
ci-dessus, on peut supposer G fini. Montrons simplement que H~1 (G', Pic X^) = 0
pour G' = G, la démonstration étant la même pour un autre sous-groupe G' de G, à
condition de remplacer k par l'extension k' correspondante. La suite exacte

0 = H-1 (G, DH^XK) -^ H-1 (G, PicX^) ̂  H°(G, T)

prouve le résultat pour T anisotrope. Pour T quelconque, il existe une suite exacte de
Stores 1 -> T -^ T -^ T' -> 1 avec T' trivial et T" anisotrope. Soient X' et X" des
^-compactifications lisses de T' et T" respectivement. La fibration T^T' est localement
triviale (th. 90). Ainsi, X est fc-birationnellement équivalente à X'x^X". Comme X' est
^-rationnelle, [Pic X] = [Pic X"]. Si G = Q/I), le G-module PicX,, n'est autre
que (Pic X)^; de même pour X', ce qui donne [Pic XK] = [Pic X^]. Comme
H^1 (G, PicXK) = 0 d'après l'étude du cas anisotrope, on a donc également
H~1 (G, Pic XK) = 0. Ainsi, Pic XK est un G-module^flasque et, par suite, p (T) = [Pic XK].
Quitte à réduire î) pour qu'il agisse trivialement sur Pic X, on obtient de même
p (T) = [Pic X]. D'ailleurs, d'après le lemme 2 (xi), l'égalité p (T) = [Pic X] implique
p(T)=[PicXK]. D

Remarque.

R 6. La proposition 6 ci-dessus montre que la relation d'équivalence r- définie sur ^ç
par Endo-Miyata [12] coïncide avec celle définie par l'application p : J^G-^FG» ce qui
induit des isomorphismes T (G) -^ Fç et V (G) ̂  Uç. On voit de même que, pour K/k
galoisienne de groupe G, l'application T ̂  p (T) coïncide avec l'application/? : ST^ -^ Sç
de Voskresenskiï [35] et induit des isomorphismes Z (K/k) -^ Fç et Z° (K/Â:) -^ Fç n F^.
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Comme déjà indiqué, les arguments utilisés dans les deux dernières propositions
sont essentiellement dus à Swan [31] et Voskresenskiï [33] (cf. aussi Ono [2l],
prop. 4.5.1). Indiquons, en bref, la démarche de Voskresenskiï. Soit K/k galoisienne
de groupe G : Voskresenskiï montre ([35], th. 1 et 2) qu'on peut définir une appli-
cation injective p : Z(K/k)—>SG en posant pÇT) = [Pic X^] en caractéristique 0
(cf. déjà [33] pour k / k ) et, sinon, par transfert à partir d'une extension auxilaire Ko/ko

^
de même groupe en caractéristique 0 via ^/fc —> ̂  Ko/ko ' L'image de p est caractérisée
dans la note [36] (th. 1, 2, 3) : c'est Fç.

La représentation adoptée ici, purement algébrique, a l'avantage de fournir, via le
lemme 3, une procédure effective (cf. § 6) pour le calcul de l'invariant p (T) et d'éviter ainsi
le calcul du g-module Pic X, pour une fe-compactifiée lisse X de T, calcul qui se révèle
fort compliqué, même avec l'aide de la théorie des éventails (Demazure) : cette facilité
de calcul (non mentionnée dans [36]) est par exemple essentielle pour obtenir dans la
proposition 1 la valeur précise de [Pic X] pour T = R^ G^ avec K/k galoisienne [cf. (i)]
et non seulement la valeur de H1 (g, Pic X). La méthode géométrique de calcul de l'inva-
riant p (T) serait simplifiée par l'usage d'une fc-compactification normale X, mais alors,
ni Pic X, ni Cl X ne donnent en général des g-modules convenables, comme on le voit
déjà pour l'adhérence de R^G^ dans Ric/fcP1 avec K/k galoisienne cubique : pour
les diviseurs de Cartier, Div X n'est pas un module de permutation; pour les diviseurs
de Weil, Cl X a de la Z-torsion. D

Voici un exemple d'application de la proposition 6 :

PROPOSITION 7. — Soit K/k une extension galoisienne finie de groupe G. Soit T le tore
R^GOT. Pour tout sous-groupe G' de G, H1 [G', p (T)] = H3 (G', Z).

C'est un corollaire immédiat des propositions 1 et 6. Ce résultat est démontré en [33]
pour k de caractéristique 0 sous la forme H1 (G', Pic X^) = H3 (G', Z) par une méthode
assez détournée. D

COROLLAIRE. — Soient K et K' deux extensions galoisîennes de degré 4, non cycliques,
d'un corps k. Soient T = R^G^ et T = R^/feG^. Si K ^ K', ces deux tores T et T',
de dimension 3, sont k-birationnellement inéquivalents.

Ils ne sont même pas ^-stablement birationnellement équivalents. En caractéristique
différente de 2, K est de la forme k^^ = k (^/a, ̂ /b) pour a et b dans k : on note T^
le tore RK/^G^ correspondant. L'assertion ci-dessus répond à une question de
Voskresenskiï [33] qui traitait uniquement le cas d'extensions Qa,VQ ayant un groupe de
décomposition non cyclique.

Soient L le corps engendré par K et K\ k ' leur intersection, G, H et H' les groupes
de Galois respectifs de L/k, L/K et L/K', F un G-module H-trivial de classe p (T) et F'
un G-module H'-trivial de classe p (T). Si K ^ K', k ' / k est de degré 1 ou 2. Dans le
premier cas, G = H x H'. D'après la proposition ci-dessus,

H1 (G/H, F) = H3 (G/H, Z) = Z^ puisque G/H = V4.
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Ainsi H1 (H', F) = Z^, alors que H1 (H', F') == 0. A fortiori, p (T) ^ p (T) dans Sç
et, d'après la proposition 6, T et T' ne sont donc pas sfablement fc-birationnellement
équivalents. Dans le second cas, G est le produit direct de H, H' et d'un troisième
sous-groupe tT d'ordre 2. Comme ci-dessus. H1 (G/H, F) = Z^ et par suite
H1 (H' x ET, F) = Z^. Au contraire, n désignant la projection G —>• G/H', la propo-
sition ci-dessus appliquée au sous-groupe cyclique n (H") de G/H' donne

H1 [Te (H"), F'] = H3 [TC(H"), Z] = 0,

si bien que H1 (H' x H", F') = 0. On conclut alors comme dans le premier cas. D

3. Les tores flasques
/\.

Rappelons qu'un tore flasque est un A-tore S tel que S soit un g-module flasque. Si S
est déployé par l'extension galoisienne K/k de groupe G, il revient au même [lemme 2 (vii)]
de dire que S est G-flasque. Le premier résultat sur les tores flasques est une conséquence
du théorème de finitude suivant :

THÉORÈME (Roquette [23]). — Soit A une Z-algèbre commutative réduite de type fini :
(i) le groupe des unités A* de A est de type fini;

(ii) si A est normale, le groupe Cl A des classes de diviseurs est de type fini. D
Voir également [16] et, pour (i), [25]. Le résultat sur les unités généralise le théorème

des unités de Dirichlet, celui sur Cl A utilise de façon essentielle le théorème de Mordell-Weil
élargi par Néron au cas d'un corps de base de type fini sur le corps premier.

COROLLAIRE. — Soient k un corps de type fini sur le corps premier et K/k une extension
galoisienne finie de groupe de Galois G. // existe alors un anneau A, de type fini sur Z, de
corps des fractions K, stable par G, régulier et tel que Pic A = 0.

Soit B un sous-anneau de K, de corps des fractions K, de type fini sur Z, stable par G.
Comme B est une Z-algèbre intègre, de type fini, l'ensemble Reg B des points réguliers
de Spec B est, d'après Nagata {cf. [14] EGA IV 6.12.6), un ouvert non vide. Quitte
à inverser une partie finie convenable, stable par G, on peut donc supposer l'anneau B
régulier. D'après le théorème ci-dessus. Pic B est de type fini : il existe donc un ensemble
fini £ de points de codimension 1 de Spec B définissant des diviseurs dont les classes
engendrent Pic B et on peut prendre S stable par G. Soit F son adhérence : il suffît d'inverser
un système fini, stable par G, d'équations définissant F pour obtenir un anneau A ayant
les propriétés requises. D

THÉORÈME 1. — Soit k un corps de type fini sur le corps premier. Si S est un k-tore flasque,
le groupe H1 (k. S) est fini.

Soit K/k une extension galoisienne finie de groupe G déployant S. Soit A un sous-
anneau de K ayant les propriétés indiquées dans le corollaire ci-dessus. La suite exacte
de G-modules 0 -^ A* —> K* —> Div A —> 0 reste exacte par tensorisation sur Z par S°.
Comme S (K) = S° ®^ 1̂ *» on obtient ainsi la suite exacte

H1 (G, S° ®z A*) -> H1 (k. S)-> H1 (G, S° ®z Div A).
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Or Div A est un G-module de permutation (non de type fini sur Z, mais c'est sans impor-^\
tance ici) et S est flasque : le terme de droite est donc nul d'après le lemme 1 (vi). Le terme
de gauche est fini, quel que soit S, car A* est de type fini (théorème précédent). D

Remarques.
R 7. Si l'on suppose seulement A normal (au lieu de l'hypothèse « A régulier et

Pic A = 0 »), la valeur de H1 (k. S) est donnée par la suite exacte

N -^ H1 (G, S° ®z A*) -> H1 (fe, S) -> Q,

avec pour définition de N et Q, la suite exacte

0 -^ N -^ Homo(S, Div A) -> Homo (S, C1A) -> Q -^ 0. D

R 8. Dans le cas d'un corps global (corps de nombres ou corps de fonctions algébriques
d'une variable sur un corps fini), le résultat de finitude se déduit aussi de l'évaluation précise
de H1 (k. S) via le corps de classes [§ 5, coroll. 5 (th. 2)]. Il faut d'ailleurs noter que, dans
ce cas. H1 (k. S) peut être fini sans que S soit flasque (cf. § 6, c) : si S est un fc-tore déployé
par l'extension galoisienne finie K/k de groupe G, une condition nécessaire et suffisante
de finitude de H1 (k. S) est la nullité de H1 (G', S) pour tout sous-groupe cyclique G'
de G (§ 5, R 10). On en déduit, au moyen de la proposition 2, que, pour G métacyclique,
H1 (k. S) fini o H1 (k. S) = 0. Comme autre corollaire, on voit que le théorème 5 de [33]
assure déjà que, pour une fe-compactification lisse X d'un tore défini sur un corps de
nombres k. H1 [k, D (Pic X)] est fini.

Dans le cas d'un corps local à corps résiduel fini, la finitude de H1 (fe. S) vaut pour
un fe-tore S quelconque. Le corps de classes en donne la valeur exacte, mais, pour la finitude,
il suffit de connaître l'existence d'un sous-groupe ouvert du groupe A* des unités de K
qui soit cohomologiquement trivial : la même méthode de démonstration que pour le
théorème ci-dessus s'applique encore. D

Étant donné un ^-schéma X et un fe-tore S, on désigne par H1 (X, S) le premier groupe
de cohomologie étale de X à valeurs dans S : ses éléments s'identifient aux classes d'isomor-
phisme d'espaces principaux homogènes (i. e. torseurs représentables) sur X sous S, classes
qu'on appellera, par abus de langage, torseurs sur X sous S. Sauf mention du contraire,
la cohomologie employée dans la suite est la cohomologie étale.

PROPOSITION 8. — Soit U un ouvert de l'espace affine A^ contenant un point rationnel.
Si S est un k-tore flasque, Vhomomorphisme

H^fe.S^H^U.S),

déduit du morphisme structural V—>k, est un isomorphisme.
Autrement dit, tout torseur sur U sous le tore flasque S est « constant ». La démonstration

utilise uniquement les propriétés suivantes de X = A^ : X est lisse, k [X]* = k* et
Pic X = 0. Considérons en effet la suite spectrale de Leray :

H^fe.H^U.S)] => H"(U,S),

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



194 J.-L. COLLIOT-THÉLÈNE ET J.-J. SANSUC

relative au morphisme structural U —>- k. Comme Pic X = 0 et que X est lisse, a fortiori
Pic U = 0 et par suite H1 (U, S) = 0. Le morphisme naturel

H1 [fe, H°(U, S)] = H1 [fe, Hom(S, fe[U]*)] -^ H1 (U, S)

est donc bijectif. D'après les hypothèses faites sur X, k [U]*/^* s'identifie au g-module
de permutation des diviseurs de X à support en dehors de U; comme S est flasque,
H1 [k, Hom (S, ~k [U]*/fe*)] vaut 0 d'après le lemme 1 (v). L'application

H1 (fe, S) = H1 [fe, Hom (S, fe*)] -> H1 [fe, Hom (S, k[U]*)]

est donc surjective; il en est de même de l'application composée H1 (k. S) —> H1 (U, S).
Si U (k) + 0, cette même application est évidemment injective. D

Remarque.

R 9. Si X est une A:-variété, non nécessairement lisse, l'application naturelle
H1 (k. S) —> H1 (X, S) est encore bijective, quel que soit le A-groupe de type multi-
plicatif S, pourvu que k [X]* = k*. Pic X = 0 et X (k) ^ 0, ce qui est le cas pour
X = À Ï (c/.[8]). D

Indiquons une dernière propriété des tores flasques qui sera uniquement utilisée aux
propositions 13 et 14, mais qui justifie la terminologie employée :

PROPOSITION 9. — Soit U un ouvert d'une k-variété lisse X. Si S est un k-tore flasque,
l'application naturelle de restriction

H^S^H^U.S)

est surjective.
Autrement dit, tout torseur sur U sous le tore flasque S s'étend à X. Comme on le verra

en [8], cette proposition permet aussi de faire le lien entre la méthode exposée ici pour
l'étude de T(Â:)/R et celle résumée en [7].

La démonstration utilise (il s'agit toujours de cohomologie étale) la suite exacte

H1 (X, S) -> H1 (U, S) -> Extg1 (S, DivyX)

prouvée en [8] pour un k-iore S quelconque, U un ouvert d'une /^-variété lisse X et Y
le fermé complémentaire. Comme X est lisse, DiVy X est un g-module de permutation.
Ainsi, pour S flasque, le terme de droite de la suite exacte ci-dessus est nul [lemme 1 (vii)].
Noter que la proposition 8 résulte aussi de cette suite exacte et de R9. D

4. R-équivalence et équivalence rationnelle

Rappelons la définition de la R-équivalence (c/. l'introduction et [20], chap. II, § 14).
Soit X un schéma algébrique sur le corps k. On dit que deux points rationnels x et y de X
sont directement ^.-équivalents, si on peut les joindre par un arc À-rationnel, i. e. s'il existe
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une ^-application rationnelle (p de P^ dans X telle que q> (0) = x et (p (oo) = y; on le
note x ^ y. On dit que x et y sont ^.-équivalents lorsqu'on peut les joindre par
un nombre fini d'arcs ^-rationnels, i. e. s'il existe jq, ...,^ dans X (A:) tels que
x ^ x^ ^ ... - x^ ^ y. On note X (k)/R l'ensemble des classes, pour la R-équivalence,
de points rationnels du /^-schéma X. Si K est une extension de k, on note simplement
X (K)/R l'ensemble X^ (K)/R des classes pour le K-schéma X^. Tout fc-morphisme X —> Y
induit une application X (fc)/R —> Y (Â;)/R. Si K/k est une extension finie séparable et
si X esc un K-schéma algébrique, la définition même du foncteur « descente » R^ montre
que (R^/fc X) (k)/R = X(K)/R. Pour deux A-schémas X et Y, l'application naturelle
(XXfcY)(fe)/R-^X(Â;)/RxY(Â:)/R est une bijection. Notons enfin (voir [20]) que, si k
est infini et si X est une fe-variété spéciale, i. e. une A:-variété dont tout point possède un
voisinage ouvert fe-isomorphe à un ouvert d'un espace affine, alors X(Â:)/R = {0} .

PROPOSITION 10. — Soit k un corps de caractéristique 0. Soient X et Y deux k-variétés
complètes et lisses. Toute k-application rationnelle f de X dans Y définit une application
/R : X (k)/R —> Y (k)/R qui coïncide avec l'application naturelle là où f est définie et qui
dépend fonctoriellement de /. Tout k-isomorphisme birationnel induit une bijection

w
X (A:)/R —> Y (^)/R, i. e. X(fe)/R est un invariant k-birationnel des k-variétés complètes
et lisses, invariant trivial pour X k-rationnelle.

Comme cet invariant est « additif », c'est même un invariant des classes de ^-équivalence
birationnelle stable.

Montrons d'abord que l'éclatement X->Y d'un sous-Â:-schéma fermé Z de Y, lisse
et de codimension r+1, induit une bijection X (k)/R —» Y (k)/R. Cette application est
surjective, puisque la fibre d'un point rationnel de Y est un espace projectif sur k de dimen-
sion 0 ou r. Ainsi, dans une telle fibre tous les points rationnels sont R-équivalents et, pour
montrer l'injectivité de^, il suffit de prouver le résultat suivant : tout arc ^-rationnel
joignant deux points y ' et y " de Y (k) se relève dans X en une chaîne finie d'arcs fe-rationnels
joignant successivement des points rationnels x\ . . . , x" avec x' au-dessus de y ' et x"
au-dessus de y\ Comme Y est complète, un arc ^-rationnel joignant y ' et y " est l'image
d'un A-morphisme (p : P^ --> Y tel que (p (0) = y ' et (p (oo) = y " . Si cet arc n'est pas
contenu dans Z, (p admet un ^-relèvement unique v|/ : P^ —> X, d'où l'assertion. Sinon,
supposons d'abord que y ' et y " appartiennent à un même ouvert U de Z, tel que UXy X
soit ^-isomorphe à Ux^P^ : il suffit alors de considérer, pour z fixé dans P''(fe), le
fe-morphisme \1/ : P^ —> X défini, sur un ouvert, par t\-^ [(p (t\ z]. En général, Z étant
lisse, il existe un recouvrement fini de Z par des ouverts ayant la propriété ci-dessus, ce
qui permet d'obtenir le relèvement annoncé.

Montrons ensuite qu'un morphisme A:-birationnel X —> Y définit une bijection
fy

X (fe)/R —> Y (ÂQ/R. D'après [15], il existe un diagramme commutatif de morphismes
fe-birationnels

X'———>Y

X-——.Y
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dans lequel les deux flèches verticales sont composées d'un nombre fini d'éclatements
du type étudié ci-dessus. D'après l'étude initiale, les deux verticales du diagramme

X'(fe)/R——>Y(k)IR

X (k)fR——.Y (fe)/R

sont bijectives; on en déduit que la diagonale l'est aussi, donc également les horizontales
(type d'argument utilisé par Deligne).

Soit/une ^-application rationnelle de X dans Y. Soit ^y la catégorie des triples (Z, n, g),
où Z désigne une ^-variété complète et lisse et n et g des /:-morphismes rendant commutatif
le diagramme

Z

n étant supposé birationnel. Un tel triple définit une application X (Â:)/R —> Y (k)/R
par g^ o îÇ1. H est clair qu 'un autre triple dominant le précédent définit la même application.
Comme, d'après [15], la catégorie ^y est non vide et filtrante, la procédure indiquée
permet de définir sans ambiguïté l'application /R. D

COROLLAIRE. — Soient k de caractéristique 0 et X une k-variété lisse :
(i) toute k-applicatîon rationnelle/ de X dans une k-variété lisse et complète Y définit

une application /R : X (k)/ÎL -> Y(fe)/R;
(ii) soit X —> Y une k-compactificatîon lisse de X. Le fait que l'application

ÎR : X (A:)/R —> Y(Â:)/R soit bijective (resp. injective, surjective) ne dépend pas de la compac-
tificatîon choisie.

Soit d'abord ^x la catégorie des ^-compactifications lisses i : X —> X' de X. Un objet
de %x définit/R via X(fc)/R—>X'(Â:)/R-^Y(Â:)/R par application de la proposition
à l'application rationnelle de X' dans Y définie par/. Comme, d'après [15], ^x est non

vide et filtrante, on voit que /R ne dépend pas du choix de la compactification.
Soient i et i ' deux compactifications de X. Si f domine i viaj : Y' —> Y, on a ̂  = YR ° i^

avec ̂  bijective d'après la proposition. L'assertion (li) résulte alors du fait que ^x es^
filtrante. D

Lorsque X est A-unirationnelle, il existe une R-classe partout dense, mais il n'est pas
évident a priori que toute R-classe soit dense.

PROPOSITION 11. — Soit k un corps infini. Soit G un k-groupe algébrique linéaire connexe,
k-unirationnel (hypothèse toujours vérifiée pour k parfait ou G réductif). Si U est un ouvert
non vide de G, Inapplication naturelle

U(fe)/R-^G(fe)/R
est une bijection.
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Par hypothèse, il existe un fc-morphisme dominant q> d'un ouvert i2 de P^ dans G.
Quitte à faire une translation par un élément de G (k\ on peut supposer que l'élément
neutre e de G (k) appartient à l'image de Q (k) par (p. L'ensemble Z des points de G (k)
directement R-équivalents à e contient (p [iï (fe)] et, comme k est infini, Z est donc Zariski-
dense. Par translation, on en déduit que toute R-classe est dense. L'application
U (k)/R -> G (k)/R est donc surjective.

Soient x et y deux points de U (k) liés dans G (k) par une chaîne d'équivalences directes

x = XQ - x^ - ... ̂  x^ ^ ^+i == y.

Comme Z est dense, il rencontre l'intersection des ouverts Vx^1 pour 0 ^ i ̂  M + L
Soit g un élément de Z appartenant à cette intersection. Par définition de Z, x ~ gx et
Y ^ gy, d'où la chaîne d'équivalences directes

x ^ gx = gxo ̂  gx^ ^ ... - gx^ - g^+i = g^ ̂  }/,

avec, pour tout i, gx, dans U(fc). Les points x et y sont donc R-équivalents dans U et
l'application U (k)/R -> G (k)/R est injective. D

COROLLAIRE. — Soit k infini. Soient G et G' deux k-groupes algébriques linéaires
connexes, k-unirationnels. Si G et G' sont k-birationnellement équivalents, alors il existe une
bijection

G(fe)/R^G'(fe)/R.

C'est un corollaire immédiat de la proposition, puisqu'il existe dans G un ouvert non
vide, fe-isomorphe à un ouvert de G'. D

Un argument direct montre que la structure de groupe de G (A;) est compatible avec
la R-équivalence. On peut, par translation, supposer que la bijection de G(Â:)/R sur
G' (k)/R respecte les éléments neutres. Mais il n'est pas évident a priori qu'elle respecte
alors les structures de groupe.

Pour une fc-variété X quelconque, il est plus commode de considérer, au lieu de la
R-équivalence sur X(fe), l'équivalence rationnelle sur le groupe ZQ (X) des 0-cycles de X :
c'est le groupe libre engendré par les points fermés de X et tout sous-A;-schéma fermé
fini Y de X définit un 0-cycle positif [Y]. On dit qu'un 0-cycle W est rationnellement
équivalent à 0, s'il existe un ouvert U de P^, deux points rationnels a et b de U et un
cycle Z de la ^-variété Ux^X, fini et plat sur U, tels que W = Z^-Z^, où l'on désigne
par Z^ (resp. Z^) le 0-cycle de X que définit, par projection sur X, la fibre de Z en a (resp. é).
Les 0-cycles rationnellement équivalents à 0 forment un sous-groupe Z^1 (X) de ZQ (X)
et le quotient Ao (X) est le groupe des 0-cycles de X module l'équivalence rationnelle.
Notons que, dans la définition ci-dessus, on peut se limiter, lorsque X est complète,
à U = P^, l'adhérence schématique Z de Z dans P^x^X étant encore un cycle fini et
plat au-dessus de P^ ([14] EGA IV 2.8.5, 13.2.12 et 8.11.1).

L'application naturelle X(k)—>Ao{X) définit l'équivalence rationnelle sur X (fe),
a priori moins fine que la R-équivalence. Il revient au même de considérer, 0 étant fixé
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dans X (k), l'application de X (k) dans le sous-groupe des classes de 0-cycles de degré 0
donnée par Ph-^P-O.

Soit S un k-toTe quelconque. On peut prolonger l'accouplement (défini par foncto-
rialité) X (k) x H1 (X, S) -^ H1 (k. S) en un accouplement

Zt^xH^X.S^H^fc.S),

en prolongeant par linéarité l'accouplement [ainsi défini pour un point fermé P c? X de
corps résiduel K : on considère l'application composée de la flèche H1 (X, S) —> H1 (K, S)
définie par fonctorialité et de la norme N^ : H1 (K, S) -> H1 (k. S). Si l'on introduit
la notion de trace d'un torseur ([9], SGA 4, XVII 6.3.21) Tr^ : H1 (Y', S) -> H1 (Y, S)
pour u fini localement libre Y'^Y, on trouve que, pour un 0-cycle défini par un
sous-fe-schéma fini Y c^ X, l'accouplement ci-dessus s'obtient par composition de l'appli-
cation naturelle H1 (X, S) -> H1 (Y, S) et du morphisme trace Try/fc : H1 (Y, S) -^ H1 (À;, S).

PROPOSITION 12. — Soient S un tore défini sur le corps k et X une k-variété vérifiant
au moins l'une des conditions suivantes :

(i) S est un k-tore flasque;
(ii) X est une k-variété complète.

L'accouplement naturel entre les 0-cycles de X et les torseurs sur X sous S passe alors
au quotient par l'équivalence rationnelle et définit donc un accouplement

Ao(X)xH l(X,S)^H l(fe,S)

et, a fortiori, un accouplement

X(fe)/R x H1 (X, S) -> H1 (fe, S).

Soient en effet U un ouvert de A^ contenant un point rationnel a et Z un sous-fe-schéma
fermé de U x^ X, fini et plat sur U. En vertu de la compatibilité de la trace Tr au chan-
gement de base ([9], SGA 4, XVII 6.3.26), on obtient un diagramme commutatif

H^S)
i

H^Z.S^H^.S)i- i"
H^U.S^H^a.S) =}^(k,S)

qui donne précisément l'application H1 (X, S) —> H1 (k. S) définie par [Zj. Si S
est flasque, ou si U = A^, ce qui est loisible pour X complète, l'application naturelle
H1 (k. S) -^ H1 (U, S) est bijective (prop. 8 et R 9), si bien que l'application
H1 (X, S) -> H1 (k. S) définie par [ZJ ne dépend pas de a e U (k). D

COROLLAIRE. — On conserve les mêmes hypothèses sur X et S. Supposons qu'il existe
un torseur sur X sous S tel que l'application X (k)/R —> H1 (k. S) qu'il définit soit injective.
Alors, l'équivalence rationnelle coïncide sur X(k) avec la ^-équivalence.
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D'après la proposition ci-dessus, l'application X (k) —> H1 (k. S) définie par le torseur
se factorise par X (Â:)/R ~> X (fe)/Rat -> H1 (k. S), d'où l'assertion. D

5. La R-équivalence sur un tore

On appelle résolution flasque d'un A-tore T toute suite exacte de Stores 1 —> S —^ E —> T-> 1
telle que E soit quasi trivial et S flasque et résolution quasi triviale une telle suite où S
est quasi trivial. La dualité entre ̂  et oâ? établit une bijection entre les résolutions flasques
de T et celles du g-module T. Si T est déployé par l'extension galoisienne K/k de groupe G,

.A.

la dualité établit une bijection entre les résolutions flasques de T dans ^"K/fc e^ celles de T
dans oâfç. Il résulte des lemmes 3, 4 et 5 que T admet une résolution flasque (qu'on peut
prendre dans ^^/h) essentiellement unique et universelle. De façon précise, si
1->S->E~^T-»1 et 1 —»- S' ~> E' ~> T —ï-1 sont deux résolutions flasques de T, il
existe deux Â:-tores quasi triviaux F et F7 tels que S x F et S' x F' soient A-isomorphes.
On en déduit en particulier H1 (k. S) -^ H1 (k. S') et, lorsque k est un corps global,
m2 (k. S) ̂  ffl2 (k. S') et m2 (G, S) -^ m2 (G, S') : en effet, pour un tore quasi trivial E
dans ^"K/k> HI2 (^ E) = m2 (G, Ê) = 0 (cf. § 2). Le caractère « versel » d'une résolution
flasque flemme 4) se traduit par l'énoncé suivant : si 1 —> S —> E -^ T —> 1 est une réso-
lution flasque de T, tout k-morphisme M --> T d'un tore quasi trivial M dans T se factorise
par p.

THÉORÈME 2. - Soit T un k-tore. Toute résolution flasque 1 - ^ S — ^ E — ^ T - > 1 de T
induit un isomorphisme de groupes

TW/R^H^.S).

Chaque R-classe de T(fe) est paramétrée par l'ensemble E(k) des points rationnels de
la k-variété E qui est un ouvert d'un espace affine. Deux points de T(k) qui sont
1^-équivalents le sont directement.

La suite exacte 1 — > S — > E - - ^ T — > 1 définit un torseur E sur T sous S, localement
trivial pour la topologie étale. Soit Ç sa classe dans H1 (T, S). Le cobord T (k) —»• H1 (k. S)
déduit de la résolution flasque n'est autre que l'application x ^ x * ( Q obtenue par
fonctorialité. Le tore S étant flasque, on sait déjà (prop. 12) que cette application
T (À;) —> H1 (k. S), définie par le torseur E, est constante sur chaque R-classe : si U est
un ouvert de A^ tel que U (k) ^ 0 et si (p est un Â:-morphisme de U dans T, l'application
composée U (À:) —» T (À:) —> H1 (k. S) est l'application déduite, par fonctorialité, du
torseur Ex-yU sur U sous S; comme ce torseur est «constant» (prop. 8), l'appli-
cation U (k) —> H1 (k. S) qu'il définit est également constante. Ainsi, les R-classes de T (k)
sont contenues dans les fibres de l'application T (k) —> H1 (fe. S). Comme E est quasi
trivial. H1 (k, E) = 0 (th. 90) et on a la suite exacte

E(k) -^ T(fe)-^H1 (fe, S) ̂  H1 (fe, E) = 0.
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L'application ô est donc surjective. Chacune de ses fibres est translatée par un élément
de T (k) de la fibre de l'élément neutre qui est l'image de E (k). Comme, E étant un ouvert
d'un espace affine, tous les points de E (k) sont directement R-équivalents, il en est de
même des points de la fibre de l'élément neutre de T (k) et aussi, par translation, des points
de toute autre fibre de 8. D

COROLLAIRE 1. — Soient k un corps de caractéristique 0 et T un k-tore déployé par
l'extension galoisienne K/k de groupe G. Soit X une k-compactification lisse de T. Alors,
si S est le k-tore dual du G-module Pic X^, on a un isomorphisme

TW/R^H^.S).

Précisons que le morphisme ci-dessus se déduit de la suite exacte de tores obtenue par
dualité à partir de la suite exacte de G-modules

(B) 0-^f-^M^PicXK->0,

où M désigne le G-module de permutation des diviseurs de X^ à support hors de T^.
L'assertion est une conséquence immédiate du théorème ci-dessus et de la proposition 6
qui assure que la suite ci-dessus est une résolution flasque de f. D

COROLLAIRE 2. — Soit T un k-tore. Si k est de type fini sur le corps premier, ou un corps
local à corps résiduel fini, l'ensemble des classes T(k)/R est fini.

En effet, ï^Çk, S) est fini dans le premier cas d'après le théorème 1, S étant flasque,
et dans le second cas d'après R 8. D

Noter que, sur R, tout tore T est produit de G^, RC/RG^ et R^/nG^ : c'est donc un
ouvert d'un Ag et T(R)/R = 0. On a d'ailleurs le résultat suivant :

COROLLAIRE 3. - Si T est déployé par une extension métacyclique, T(Â:)/R = 0.
/\

Comme S est un G-module flasque, il est inversible si G est métacyclique (prop. 2).
Il existe donc un fe-tore S' avec S x S' quasi trivial, ce qui implique H1 (k. S) = 0. D

COROLLAIRE 4. — Le groupe T(k)/R est un invariant des classes de k-équivalence bira-
tionnelle stable de k-tores T. C'est un groupe de torsion. Si T est déployé par l'extension
galoisienne finie K/k de groupe G, le groupe T(k)/R est annulé par la multiplication par nie,
où n est l'ordre de G et e son exposant.

L'exposant e est le p.p.c.m. des ordres des éléments de G : il est égal à n, si et seulement
si G est métacyclique. Pour prouver que nie annule T(Â;)/R, il suffit de traiter le cas d'un
^-groupe : en effet, si G' est un/y-sous-groupe de Sylow de G et k' le sous-corps des éléments
de k fixes par G', n(G')le(G') est la /^-partie de n (G)/e (G) et la restriction
H1 (k. S) (p) -^ H1 (k\ S) est injective. Si G est un ^-groupe, il existe un sous-groupe
cyclique d'ordre e. L'extension correspondante L/k est de degré n/e. L'application composée
T (k)/R —> T (L)/R —> T (k)/R correspondant à la composée de l'inclusion naturelle
T —> ^/fcT e! de la norme N^ : RI^T -^ T est la multiplication par le degré n/e. Or elle
vaut 0, car, d'après le corollaire précédent, T (L)/R = 0. Noter que ce même type
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d'argument donne directement que T(fe)/R est annulé par n, puisque, T^ étant trivial,
T(K)/R = 0.

Le fait que le groupe T(fe)/R soit un invariant résulte aussitôt du théorème ci-dessus
et de la proposition 6 : en effet. H1 (k, S) ne dépend que de [S], puisque H1 (k, E) = 0
pour un tore E quasi trivial. Noter qu'il est évident a priori que T (fe)/R est un groupe.
On sait également déjà que l'ensemble T(Â;)/R est un invariant : pour k infini, voir le corol-
laire de la proposition 11 et, pour k fini, T (fc)/R = 0 (conséquence directe d'un théorème
de Lang, c/. corollaire 5). Mais le fait que le groupe T(Â:)/R soit un invariant ne semble
pas évident a priori. D

COROLLAIRE 5. — Soit T un k-tore déployé par l'extension galoisienne K/k de groupe G.
Soit S dans ^/k tel ̂  [S] = P (T) ;

(i) si k est un corps fini, ou, plus généralement, un corps de dimension cohomologique ^ 1 :
T(fe)/R=0;

(ii) si k est un corps local à corps résiduel fini, T(fe)/R s'identifie au dual du groupe
fini H1 (G, S);

(iii) si k est un corps de nombres, ou un corps de fonctions algébriques d'une variable
sur un corps fini, on a une suite exacte naturelle de groupes finis

0 -> III2 (G, Sf -^ T(fe)/R -^ H1 (G, Sf -> 0.

Pour les notations III1 et H^, cf. le paragraphe 2. Observons que, S étant flasque,
H1 (G", S) = 0 pour presque toute place v de k; ainsi, ^î1 (G, S) est bien un groupe fini.
Précisons que la notation A désigne, pour un groupe abélien fini A, son dual Hom (A, Q/Z).
Les résultats ci-dessus permettent le calcul explicite de T(fe)/R dans des cas particuliers
(cf. § 6 et 8) : on choisit, en général, pour K/k la sous-extension finie de k / k correspondant
à %•

D'après le théorème, T(Â;)/R = H1 (k. S) = H1 (K/Â;, S). La démonstration
consiste donc à évaluer H1 [G, S (K)]. Soient H un sous-groupe invariant ouvert de
G agissant trivialement sur S et T et L/k l'extension correspondante : l'inflation
définit des isomorphismes H1 [G/H, S (L)] ̂  H1 [G, S (K)], H1 (G/H, S) -^ H1 (G, S),
^ (G/H, S) ^ H1 (G, S), m2 (G/H, S) ̂  ffl2 (G, S) (cf. § 2), compatibles avec les
accouplements définissant les morphismes «naturels» de l'énoncé (cf. ci-après). On
peut donc supposer G fini.

L'assertion (i) résulte de la nullité de H1 (k. S) pour un corps k de dimension cohomo-
logique ^ 1 et un fe-tore S quelconque ([28], résultat dû à Lang [17] pour k fini). On peut
prouver (i) sans le théorème, en considérant la norme RK^T -NK^ T, qui reste surjectivc
sur les points rationnels, son noyau N vérifiant H1 (k, N) = 0 d'après [28] (c'est un tore).

Pour k local, la composée H1 [G, S (K)] x H1 (G, S) -^ H2 (G, K*) Ï Q/Z du cup-
produit u et de inv^ établit une dualité (de Tate-Nakayama [21]) entre les groupes
finis H1 [G, S (K)] et H^G, S).
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Dans le cas global, soient A^fresp. 1 ,̂ C^) l'anneau des adèles (resp. le groupe des
idèles, celui des classes d'idoles) de K, S (A^ le G-module Hom (S, IK) et S (C^ le
G-module S (AK)/S (K) = Hom (S, C^. Soit f e Z . Pour une place v de k, on note w
un prolongement à K et G" son groupe de décomposition. Le morphisme (p :
H1 [G, S (A,,)] -^ H1 [G, S (CK)] s'écrit encore [J H1 [G^, S (K,)] -^ H1 [G, S (C^

v
Dans le diagramme commutatif ci-dessous (c/. [32]) :

[UH^, SO^MnH2-^, S^^UH^G-, K^^Q/Z
v v v

1' î' h II
H^G, S(CK)] x H^^G, S)——.H2 (G, CK) —n^ Q/Z

on désigne par u le cup-produit, par ^ la restriction, par ̂  inv,, la somme des invariants
locaux et par inv l'invariant global. D'après Tate-Nakayama ([2l], [32]), les deux appli-
cations composées horizontales sont des accouplements non dégénérés. Ainsi, l'applica-
tion duale de (p est la restriction H et la suite exacte

H° [G, S (AK)] -^ H° [G, S (CK)] - H1 [G, S (K)] -> H1 [G, S (A^] -^ H1 [G, S (CJ]

donne l'extension « naturelle »

0 -> ffl2 (G, Sf -. H1 [G, S (K)] -^ (G, Sf -^ 0. D

Remarque.

R 10. Pour un tore S défini sur un corps global k et déployé par l'extension galoisienne
finie K/k de groupe G, une condition nécessaire et suffisante de finitude de H1 (k. S)
est la nullité de H1 (G', S) pour tout sous-groupe cyclique G' de G (c'est le cas pour S
flasque et S coflasque). En effet, la finitude de H1 (k. S) équivaut à celle de ^î1 (G, S),
i. e. à la nullité de H1 (G*", S) pour presque toute place v de k. Or, les places v telles
que G" soit non cyclique sont en nombre fini et celles pour lesquelles G" est conjugué
d'un sous-groupe cyclique G' donné sont en nombre infini, d'après Cebotarev. D

COROLLAIRE 6. - Soit G un groupe algébrique linéaire connexe, défini sur un corps k
fini ou, plus généralement, sur un corps parfait de dimension cohomologique ^ 1. Alors

G(fe)/R=0.

Le corps k étant parfait, le radical unipotent N de G est défini et déployé sur k. La
fibration G —> G/N est donc triviale sur k et, N étant un espace affine, N (k)/R = 0.
On a donc une bijection G (k)/R ̂  (G/N) (k)/R, ce qui permet de supposer G réductif.
Comme k est parfait de dimension ^ 1, il résulte (par un argument de Serre) d'un
théorème de Steinberg ([29], th. 1.9), dû à Lang [17] pour k fini, que G possède un sous-
groupe de Borel B défini sur k. Soient T un tore maximal de B défini sur k, V le radical
unipotent de B, défini et déployé sur k, et U~ l'unipotent opposé. D'après Borel-Tits
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([2], prop. 6.25), l'application produit U x U ~ x B - > G est surjective sur les points
rationnels. Or U (k)/R = U~ (Â:)/R = 0 et, comme B = Tx U, B(Â:)/R = T (Â:)/R = 0
d'après le corollaire 5 (ï). Ainsi G (k)/R =0. D

PROPOSITION 13. — Soit T un tore défini sur le corps k :
(i) la ^-équivalence et l'équivalence rationnelle coïncident sur T(Â:)/
(ii) si k est de caractéristique 0 et si T—>X est une k-compactification lisse de T,

Inapplication
T(fe)/R-^X(fe)/R

est bijective et la ^-équivalence et l'équivalence rationnelle coïncident sur X(k).
L'assertion (i) résulte aussitôt du corollaire de la proposition 12, dont les hypothèses

sont vérifiées d'après le théorème 2. Pour montrer que l'application T (Â:)/R —> X (Â:)/R
est bijective, on utilise le lemme suivant :

LEMME 12. - Si T est anisotrope, X(k) = T(fe).
Supposons connue une fc-compactification particulière Xi, non nécessairement lisse,

pour laquelle Xi (k) = T (k). On sait [15] qu'étant donné Xi et X, il existe, dans la caté-
gorie des fc-compactifications de T, une Ar-compactification lisse X' qui domine X et Xi ;
on peut même supposer le morphisme X' —> X composé d'éclatements de sous-fe-variétés
lisses (ne rencontrant pas T). Comme Xi n'a pas de point rationnel en dehors de T, il en
est de même a fortiori pour X'. Si X avait un point rationnel hors de T, il en serait de même
à chaque éclatement, la fibre d'un point rationnel étant un espace projectif P^.

Exhibons Xi. Le tore T est déployé par une extension galoisienne finie K/k de/\
groupe G. Comme T est quotient d'un G-module libre de rang fini, T se plonge dans un
I^KA G^ et même dans le noyau de la norme R^ G^ —> G^ puisqu'il est anisotrope.
L'adhérence de R^ G^ dans R^P1 n'a pas de point rationnel « à l'infini » :
si { e^, . . . , ̂  } désigne une base de K sur k, cette adhérence est définie par l'équation
NK/jk(^i <?i+ . . . +^^) = ^ et, pour (x^, .... x^ dans k^ cette norme n'est nulle
que pour x^ = . . . = x^ = 0. Il en est donc de même pour l'adhérence X^ de T dans
(R^P1)". D

II résulte aussitôt de ce lemme que, pour T anisotrope, l'application T (Â;)/R —> X (fe)/R
est bijective. Pour T quelconque, il existe une suite exacte de tores 1 -> T —> T -» T' —> 1
avec T trivial et T" anisotrope. La fibration T —> T" est localement triviale (th. 90).
Soit X' (resp. X") une fe-compactification lisse de T (resp. T"). Il existe donc un ouvert
non vide U de T admettant pour A;-compactification lisse X'Xj^X" : on peut prendre U
de la forme T x^ U" où U" est un ouvert convenable de T". Comme T' (Â;)/R = X' (Â:)/R = 0
(cf. prop. 10), l'application U (k)/R -> (X7 x^ X") (Â:)/R coïncide avec l'application
IT (k)/R -> X" (k)/R. Elle est donc bijective, car il en est ainsi des applications
irW/R^rW/R (prop. 11) et T" (Â:)/R -^ X" (k)/R (conséquence du lemme 12).
Comme U — ^ X est une autre ^-compactification lisse de U, l'application

U(A:)/R->X(Â;)/R
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est également bijective [corollaire de la proposition 10, (ii)]; il en est donc de même de
l'application T (Â:)/R -> X (k)/R, puisque l'application U (Â:)/R —> T (k)/R est bijective
(prop. 11).

Considérons enfin une résolution flasque 1 — ^ S — > E — » T — > 1 du tore T. Elle définit
un torseur E sur T sous S qui se prolonge, S étant flasque (prop. 9), en un torseur E sur X
sous S. Celui-ci définit (prop. 12) une application X (k)/R —> H1 (k. S) qui, composée
avec la bijection T (Â:)/R —> X (fe)/R, redonne l'application T (Â:)/R —> H1 (k. S) définie
par le torseur E. Comme cette dernière est bijective (th. 2), il en est de même de l'appli-
cation X (Â:)/R —> H1 (k. S) définie par le torseur E. Il en résulte que la R-équivalence
et l'équivalence rationnelle coïncident sur X(k) (corollaire de la proposition 12). D

PROPOSITION 14. — Soit G un k-groupe algébrique linéaire connexe possédant un sous-
groupe de Borel B défini sur k. On suppose k parfait ou G réductif :

(i) si T est un tore maximal de B défini sur k. Inapplication

T(fc)/R->G(fe)/R

est un isomorphisme de groupes. L'équivalence rationnelle et la ^-équivalence coïncident
sur G(k);

(ii) si k est de type fini sur le corps premier, G (k)/R est fini;
(iii) soit k de caractéristique 0. Si G —> X est une k-compactification lisse de G, l'appli-

cation G (fc)/R —> X (fc)/R est bijective et l'équivalence rationnelle et la ^-équivalence
coïncident sur X (k).

On va également prouver l'assertion suivante :
(i)' il existe un torseur sur G sous un tore flasque S, tel que l'application

GW/R-^H^S)

qu'il définit soit un isomorphisme.
La question se pose de savoir si l'assertion (ii) est encore vraie sans l'hypothèse

« G quasi déployé ».
Si k est parfait, on peut se ramener au cas où G est réductif en le divisant par son radical

unipotent U, la fibration G —> G/U étant triviale sur k et U étant un espace affine. On peut
également supposer k infini, le cas fini étant trivial d'après le corollaire 6 du théorème 2.
Soient B et T comme dans l'énoncé. Le radical unipotent N de B est défini et déployé
sur k (cf. [2], 3.13 et 3.18). Il en est de même du sous-groupe unipotent opposé N~.
L'application produit N ~ x T x N — > G est une ^-immersion ouverte ayant pour image
la « grosse cellule » 0. On en déduit aussitôt que l'application T (k)/R —> G (A:)/R est
bijective (prop. 11). Pour obtenir (i)', considérons le torseur E sur T défini par une
résolution flasque 1—>S-^E~->T^1 . Il se prolonge trivialement à N~ x T x N, donc
à Q. Puis, S étant flasque, il se prolonge en un torseur Eç sur G et, en caractéristique 0,
en un torseur Ex sur X (prop. 9). Ces torseurs successifs définissent, S étant flasque
(prop. 12), des applications de T (Â;)/R, 0 (A:)/R, G (k)/R et X (k)/R dans H1 (k. S) compa-
tibles avec les flèches naturelles T (fe)/R -^ 0 (k)/R -> G (k)/R -^ X (/c)/R. Comme les
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applications T (k)/R -> H1 (k. S) et T (fe)/R -^ G (k)/R sont bijectives [th. 2 et (i)], il
en est de même de l'application G (Â:)/R -> H1 (k, S) définie par Eç, d'où (i)'. En carac-
téristique 0, on peut considérer comme /;-compactification lisse de N~ x T x N le produit
de fe-compactifications lisses des facteurs. On obtient ainsi une A-compactification lisse Xo
de 0 pour laquelle 0 (k)/R —> Xo (k)/R est bijective (prop. 13); il en est donc de
même de Q (k)/R -> X (k)/R (corollaire de la proposition 10). Ainsi, l'application
G (k)/R —> X (k)/R est bijective et le torseur Ex définit donc une bijection

X(k)|R^ïïl(k,S).

La coïncidence entre l'équivalence rationnelle et la R-équivalence sur G (k) et X (k) résulte
alors du corollaire de la proposition 12. D

COROLLAIRE. — Soit k un corps de nombres ou un corps de fonctions algébriques d'une
variable sur un corps fini. Soit G un k-groupe algébrique linéaire connexe, supposé réductif
en caractéristique non nulle. Alors, pour presque toute place v de k :

G(fe,)/R=0.

On peut se ramener au cas où G est réductif. Supposons d'abord G quasi déployé et
soit K/k une extension galoisienne finie déployant G. D'après (i)', il existe un fe-tore flasque S
dans ^"K/k» tel que, pour toute extension k ' / k , G (k')/R soit égal à H1 ( k ' . S). Si K k ' / k ' est
cyclique, Sj^ est facteur direct d'un fc'-tore quasi trivial (proposition 2, voir la démonstration
du corollaire 3 au théorème 2), d'où G (k')/R = H1 (k\ S) = 0. Ainsi, pour toute place v
non ramifiée dans K/Â:, G (ky)/R == 0.

Si G est réductif quelconque, considérons le groupe quasi déployé Go dont G est une
forme interne. Les formes internes de Go sont classées par H1 (k, G^), où G^ désigne
le groupe adjoint. Le groupe G étant connexe, G^ l'est aussi et un Â:-espace principal
homogène sous G^ a donc un point à valeurs dans ky pour presque tout v (cf. [l], prop. 7.6).
Autrement dit, G est ^y-isomorphe à Go pour presque toute place u, ce qui permet de
conclure. D

Remarque.

R 11. Dans son livre [20] sur les surfaces cubiques, Manin pose un certain nombre
de questions à propos de la R-équivalence sur les surfaces cubiques. Les résultats de ce
paragraphe montrent qu'on peut en général y répondre dans le cas des tores, cas qui se
révèle nettement plus simple que celui des surfaces cubiques. En particulier :

(i) il y a un théorème de finitude pour T(fe)/R dans le cas global (problème 11.12) et
même dans le cas d'un corps de type fini sur le corps premier;

(ii) il est possible de paramétrer toute R-classe par un nombre fini de paramètres
(problème 11.13), toujours le même d'ailleurs (voir aussi problème 46.3) : chaque R-classe
est paramétrée par un ouvert d'un espace affine et on peut prendre le même ouvert pour
toutes les classes ; les « variétés de première descente » sont toutes isomorphes à cet ouvert
et ont donc toutes des points rationnels, ce qui n'est pas le cas pour les surfaces cubiques
(voir la fin du paragraphe 45);
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(iii) le groupe T(fe)/R est un invariant birationael (voir remarque 14.4);
(iv) le calcul de T(À;)/R est parfaitement effectif (remarque 14.5);
(v) l'invariant p (T), égal en caractéristique 0 à [Pic X^], détermine la classe de A-équiva-

lence birationnelle stable de T [c/. 23.13 (iii)];
(vi) pour un tore sur un corps de nombres, la R-équivalence est localement presque

partout triviale (c/. 44.2.5). D

6. Quelques calculs explicites de R-équivalence

Le calcul explicite de la R-équivalence sur un tore T, défini sur le corps k et déployé
par l'extension galoisienne finie K/k de groupe G, se décompose en plusieurs étapes.
On doit successivement :

(i) exhiber une résolution flasque 0 - ^ T — > E - ^ S — > 0 du G-module T;
(ii) calculer H1 (À;, S);
(iii) expliciter le paramétrage E(Â:)—>T(fe) de la classe de l'élément neutre de T(k);
(iv) exhiber, s'il en existe, une résolution quasi triviale de T.

Les étapes (i) et (iii) sont parfaitement effectives (cf. lemme 3). Le calcul de H1 (fc. S) est
facile dans le cas local, un peu plus délicat pour un corps global (corollaire 5 du théorème 2).

a. LE CAS DE R^^ G^ POUR K/k GALOISIENNE. — C'est le cas le plus simple et le plus
intéressant. On a le résultat suivant :

PROPOSITION 15. — Soit K/k une extension galoisienne finie de groupe G, engendré par
{ • y » } i ^ » ^ r - Si T est le tore R^G^,, on trouve

^(k)|R=îî^l(G,K*).

De façon précise. Inapplication

^K/k Gm ""> ^K/k GW î

définie sur le i-ième facteur par x i-> •y, (x)/x, fournit une résolution flasque de T.
Le paramétrage de l'élément neutre de T (k) = K*1, sous-groupe de K* formé des

éléments de norme 1, est donc donné par l'application

(K*y^K*1,

définie par

(^i)l^r^ fi [^( î)/̂ ]-
l̂ r

^-/\ 8Le G-module T est le noyau Iç de l'augmentation Z [G] —> Z. Il est facile de voir que
le morphisme © :

L= U Z[G].^Z[G]
l^r
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défini par œ (e^ = ^ — 1, a pour image Iç. Il résulte alors de la proposition 1 que le noyau Q
de ce morphisme œ est coflasque. Par la dualité M h-> M° on en déduit une résolution

y\

flasque de I^ = Jç = T; puis, par la dualité Mi->D(M), on obtient, en changeant s^
en •y,"1, la résolution flasque de T indiquée dans l'énoncé. D

COROLLAIRE 1. — Soit T = RK/J^G^ pour K/k galoisienne finie de groupe G :
(i) si k est un corps p-adique, T(fe)/R = H3 (G, Z)";

(li) si k est un corps de nombres, on a la suite exacte naturelle

0 ̂  m4 (G, Zf ^ T (fe)/R -^ H3 (G, Zf -^ 0.

Cela résulte aussitôt du corollaire 5 au théorème 2, moyennant l'identification
H1 (G', S) = H^2 (G', Z) pour tout i et tout sous-groupe G' de G avec S = Q°
(cf. prop. 1). D

COROLLAIRE 2. - Pour un tore T défini sur Q et de dimension 3, l'ordre de T (Q)/R
peut être arbitrairement grand. D'autre part, il existe de tels tores T pour lesquels l'ordre
de T (A:)/R n'est pas borné lorsque [k : Q] tend vers l'infini.

Considérons en effet T = R^ G^ pour K/k extension de corps de nombres galoisienne
de groupe G = ¥4, i. e. T du type Ta, b considéré au corollaire de la proposition 7. Désignons
par s le nombre de places v de k telles que G*" = G. Comme H3 (G, Z) = Z^, on trouve
que H3 (G, Z) vaut 0 si s ^ 1 et Z;~1 si s ^ 1. D'autre part. H4 (G, Z) = Zj et l'on voit,
par exemple par Kùnneth, que les morphismes de restriction relatifs à chacun des trois
sous-groupes cycliques non nuls de G s'identifient aux trois projections Zj —^ Z2, ce qui
implique III4 (G, Z) = 0. Ainsi, T(A;)/R vaut 0 si s ^ 1 et Z^~1 sinon.

Comme -y(Qa.b/Q) est arbitrairement grand, l'ordre de T^ (Q)/R l'est également :
considérer par exemple T^ pour a = 2 et b = p^ . . . / ?„ , où les p^ sont des nombres
premiers 2 à 2 distincts et congrus à 3 mod 8; alors s = n+1 pour n impair et n pour n pair,
soit, en posant n = îm' ou 2m—1, T2.fr(Q)/R = Z^"^

Considérons T = T^i 2 sur Q. Ici s = 1, car 2 est le seul nombre premier p pour lequel
G^ = G dans l'extension Q (f, ^/2)/Q. On a donc T (Q)/R = 0. Soient p ^ , . . . , /?„, ...
des nombres premiers 2 à 2 distincts et congrus à 1 mod 8 (ce sont des carrés dans Q^)
et k^ = Q (^pi, . . . , ̂ 7). On trouve s [̂  (f, ^/2)/Â:J = 2". L'ordre de T(^)/R n'est
donc pas borné. D

b. LE CAS DE RK/^G^ POUR K/fc GALOISIENNE DE GROUPE ©3. — Le gTOUpe
G = ©3 = < s, 0 avec s2 = t3 = 1 et sts = t2 est métacyclique diédral. Le tore R^ G^
admet donc, d'après la proposition 3, une résolution quasi triviale : il en est d'ailleurs
de même pour tout tore déployé par K/fc, car F^ = 0 (cf. § 1, R 5). On doit donc exhiber
une telle résolution quasi triviale de RK/^G^, afin d'obtenir un paramétrage E (k) -^ K*1

du groupe K*1 des éléments de K de norme 1 dont le noyau se décrive simplement. La pro-
position 15 fournit, par exemple, la suite exacte

O-^Q^Z^j^Z^j-^Z^O
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définie par œ (1, 0) = s-1 et œ (0, 1) = t2—!. Le module Q est coflasque, mais non de
permutation, car H° (G, Q) = Z^, et H2 (G, Q) = Ze. Toutefois, par addition de Z,
on en déduit la suite exacte

O^Z[G|s]QZ[G|st]QZ[G|t]•^Z[G]2QZ-^Z[G]-^Z^O,

définie par
i(l, 0. 0) = (1+s, 0, 1), ii(l, 0, 0) = 5-1.

1(0, 1,0) =(l+s^, -l~5f,0), ii(0,l,0)=ï2-!,

i(0, 0, 1) = (0, 1+^2, 1), TI(O, 0, 1) = 0.

On note Ky le sous-corps fixe par l'élément u de G. La suite exacte ci-dessus fournit, par
la double dualité M »-> D(M°), une résolution quasi triviale de R^/k G^, qui, sur les points
rationnels, donne la présentation suivante de K*1 :

P ^* ,.* .* n
l^K,*xK^xK*->K' l txK*xfe l l t->K* l^l,

où

p(x, y , z) = x y , 2 , NK./k(x).NK,/k(z) ,
y

7c(a, b, c)= s(d).t(b)
ab

On peut se demander si ce tore est une variété ^-rationnelle.

c. LA NÉCESSITÉ D'UNE RÉSOLUTION FLASQUE. — Cherchons, sur un corps de nombres k,
une suite exacte de tores 1 — ^ S — » E — > T — > 1 avec E quasi trivial. H1 (k. S) fini, mais
T(Â:)/R ^ H^A:, S). Rappelons (R 10) que, pour S dans ^/k et K/^ galoisienne finie
de groupe G,

^
H1 (k. S) fini o H1 (G', S) = 0 pour tout sous-groupe cyclique G' de G.

Considérons T = G^, puis une extension galoisienne finie K/k de groupe
G = ¥4 = < s, t y et la suite exacte

O^S°->Z[Gls]QZ[Glt]9Z[Glst]^Z-^0,

où e désigne la somme des augmentations. On vérifie aisément que H1 (G', S°) = 0 pour
tout sous-groupe cyclique G'. Soient k^, k^, k^ les sous-corps de K fixes par s, t et st respec-
tivement et N, la norme î^^/k P0111* i = L 2, 3. On trouve

H1 (À:, S) = ^/N,(^).N^).N3(^)

qui vaut Z^ sur un corps de nombres si, pour chaque place v. G" ^ G (et 0 sinon) : c'est
par exemple le cas pour l'extension Q(^/13, ^/17)/Q. Or, T(A:)/R = 0.
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d. LE TORE R^/t G^ EN GÉNÉRAL. — Le tore Rj^ G^ est défini comme le noyau d'un
fe-épimorphisme de tores quasi triviaux, ce qui explique l'utilité du lemme ci-dessous
pour reconnaître, dans ce genre de situation, si une résolution est flasque, ou non.

LEMME 13. - Soit 0 —> M -^ P -> Pi -> ?2 —> 0 une suite exacte de G-modules avec P,
PI et P^ de permutation. Le G-module M est coflasque, si et seulement si, pour tout sous-
groupe G' de G, la suite

Û°(G\ P) -> Û°(G\ Pi) -^ H0 (G', Pa)

est exacte. D

Pour savoir que M est coflasque, il suffit (cf. § 1) de vérifier la condition H~ 1 (G', M) == 0
pour un sous-groupe G' par classe de conjugaison, en se limitant aux ^-sous-groupes.
Il en est donc de même pour la condition du lemme.

Soit L/K une extension telle que L/fe soit galoisienne finie de groupe G et soit H le
groupe de Galois de L/K. Trouver une résolution flasque de R^G^ revient, d'après
le lemme 13, à trouver un morphisme n, tel que la suite

P-^Z[G/H]-^Z-^0

soit exacte, avec P de permutation, et que, pour tout sous-groupe G' de G, la suite

H°(G', P) -^ H°(G', Z [G/H]) -> H° (G', Z)

soit exacte. On commence donc par exhiber un épimorphisme Pô —> IG/H avec PO de permu-
tation. Comme Iç/n est engendré par les 1-g pour g dans G et même dans une partie y
telle que y H engendre G, le morphisme

PO=UZ[G].^Z|G/H],
S 6 Y

défini par e, i-̂  s — 1 convient. Il se trouve que, pour H trivial (exemple a), le noyau de
ce morphisme est coflasque, i. e. les conditions d'exactitude figurant au lemme 13 et rela-
tives aux divers sous-groupes G' de G sont automatiquement vérifiées. Il n'en est rien
en général. Nous allons juste considérer trois exemples particuliers du type G = < s, Q
avec H = < s > et avec < t > invariant.

à 1. Soit d'abord G = Dn avec n impair : s2 = f " = 1 et sts = t^1. Ce cas est semblable
à l'exemple b. La résolution fournie par Pô, à savoir

avec
Z[G]-^Z[Gls]-^Z^O,

œ(l)=f-l .

donne une résolution coflasque de Iç/,, i. e. le noyau de CD est coflasque : en effet, comme n
est impair, il suffit de vérifier la condition du lemme 13 pour G' = < s > ou un sous-groupe

y\

de < Q; dans ce deuxième cas, H°(G', Z [G/sJ) = 0, car, en tant que Mnodule, Z [G/s]
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est libre de rang 1 ; la condition relative à un tel sous-groupe G' est donc automatiquement
vérifiée; il en est de même pour G' = < s >, car, en tant que .y-module,

Z[G/^] = zez^p-^2,
si bien que l'application H° (s, s) est injective. La résolution ci-dessus donne sur les points
rationnels, par double dualité et changement de t en t~\ l'application

* _^ y*t7t: L'-^K
définie par

"oo =N^00/4
Comme G est métacyclique, on sait a priori (prop. 2) que le noyau de o est inversible.

Il est même stablement de permutation, car, par addition de Z à la résolution initiale,
on trouve la suite exacte

O^Z[GAs]eZ[G/f]-^Z[G]©Z^Z[G/s]^Z^O

i(l,0)=(l+(s,l), ii(l,0)=(-l,

avec

i(o,i)=^,"^!V ,1(0, i)=o,

où N, = 1 +t+ ... +t"~1. On peut ainsi préciser le paramétrage n : L* ->• K*1 en indi-
quant la suite exacte

1 -» K ' * x k'*-^ L* x k* -"- K*1 -+ 1
définie par

p0c, y) = [xy, IW .̂N^C/'-^2)],

it(a,&)=Ni./KO(a)/a],

où K' = L,( et k' = L(. En fait, une étude directe montre que dans ce cas le tore R.1/» G^
est une variété A-rationnelle.

d 2. Soit ensuite le cas où G = < s, f > avec s d'ordre 2", t d'ordre p" pour
p premier impair et sts-1 = t ' . Quitte à diviser G et H par le noyau du morphisme
H = < s > ->. Aut « t », ce qui n'altère pas IQ/H, on peut supposer que H opère fidèlement
sur le sous-groupe < t >. On vérifie alors aisément que Z [G/s] est isomorphe, en tant
que .y-module, à la somme directe de Z et d'un module libre. Ce résultat permet de repro-
duire l'argumentation utilisée dans le cas précédent pour prouver que la résolution fournie
par Pô, à savoir

avec
Z[G]-<">.Z[G/s]-6*Z->.0,

œ(l)=f-l,
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donne une résolution coflasque de Içy, (on se limite aux sous-groupes G' de < s > ou
de < t ». On obtient ainsi une surjection (G étant métacyclique)

T C : L^K*1,
ou

^-N^W].

Noter que, si H —> Aut « 0 a un noyau non nul Ho, il suffit de remplacer dans
l'application ci-dessus le corps L par le sous-corps Lo fixe par Ho. Le groupe G étant
métacyclique, on sait a priori (prop. 2) que le noyau de © est inversible, d'où T(fe)/R = 0.
Mais, comme on l'a noté en R 4, ce noyau n'est stablement de permutation que si l'image
du morphisme H —> Aut « t » est triviale ou d'ordre 2, ce qui nous ramène au cas où G
est cyclique ou diédral métacyclique (exemple précédent).

Notons que, pour G = < s, t > avec s4 = t15 = 1 et s t s " 1 = t2, la résolution fournie
par Pô n'est plus coflasque. En revanche, la suite exacte

définie par
Z [G] C Z [G/s2] -^ Z [G/s] -^ Z -> 0,

i l( l ,0)=f-l et ii(0, l)^5-!,

fournit une résolution coflasque de Iç/,.
rf3. Soit enfin le cas, plus instructif, où G = D4 : s2 = f4 = 1 et sts == t~1. Dans ce

cas, K/k est donc de degré 4, sa clôture galoisienne L/Â: a pour groupe D^ et K = L,.
La résolution donnée par Pô est loin de convenir. On vérifie que la résolution

définie par

œ -r^, -. e
Z[G]eZ[G/s]^Z[G/s]->Z-^0,

œ(l ,0)=f-- l et (o(0,l)=f2-!,

a un noyau presque coflasque, i. e. H1 (G', .) = 0 pour tout sous-groupe cyclique G'
de G, mais non coflasque, car la condition relative au sous-groupe ( s , t 2 > n'est pas
vérifiée. On doit donc considérer la suite exacte

définie par
Z[G]QZ[G|s]QZ[G|(s,t2)']-^Z[G|s}-^Z-^0,

5C = G) sur les deux premiers facteurs,

^(O.O.^O+^O-l),

pour obtenir un noyau coflasque. Par double dualité et changement de t en t~1, ces deux
résolutions donnent respectivement, sur les points rationnels, les applications

L^xK'^K*1,

L^xK^xfe'^K*1,
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définies par

M ,̂ &, c) == NL/KE^^/^.^W/fcJ.^^/c],

7r(a,fc)=^(a,&,l),

^ désignant le sous-corps L,^ d'indice 2 dans K. Soient M et ÎN les conoyaux respectifs
de x° et œ°. Soit G'o le sous-groupe < st, t2 >. On trouve H1 (G', M) = Z^ pour G' = Gç
et 0 sinon. Cela implique [M] ^ 0 et, comme [M] = p (T), le tore T n'est pas ^-stablement
rationnel (prop. 6). D'autre part, la restriction H2 (G, M) -> ]~[ H2 « g >, M) est
• • « Q G G

mjective. On obtient les mêmes résultats pour ÎM (ces calculs demandent une analyse
précise de divers morphismes d'inflation et de restriction). En résumé :

ASSERTION. - Soit K/k une extension séparable de degré 4, dont la clôture galoisienne
ait pour groupe G == D4. Alors, le tore T = R^ G^, de dimension 3, n'est pas k-rationnel.
Si en outre k est un corps de nombres, les applications K et K ont la même image, à savoir
la R-classe de Vêlement neutre, et pour conoyau commun T(Â:)/R : si r désigne le nombre
de places v de k telles que G" = Gç, on obtient T(k)/R= Z;.

7. L'équivalence de Brauer sur un tore

L'objet de ce paragraphe est le calcul précis, au moins sur un corps de nombres, de
l'équivalence de Brauer sur un tore, en vue de la comparer, dans ce cas, à la R-équivalence.

a. QUELQUES RAPPELS. - Soit X une ^-variété. On note Br X le groupe de Brauer
étale H2 (X, GJ. Si K est une extension de k, on désigne par Br (X, K) le noyau
de Br X -> Br XK. On pose Br^ X = Br (X, k), Br^ X = Im (Br k-^ Br X) et
Br^ X = Bri X/Bro X.

DÉFINITION. - Soit X une k-variété lisse et complète. On appelle ^-équivalence, ou
équivalence de Brauer, sur X(k) la relation d'équivalence définie par l'accouplement

X(fe)xBrX-^Brfe.

Si X est une k-variété lisse et si k est de caractéristique 0, on désigne ainsi la restriction
à X(k) de la ^-équivalence sur l'ensemble des points rationnels d'une k-compactification
lisse de X.

On note X(k)/Br l'ensemble des classes d'équivalence pour la ^-équivalence.
Pour X non complète, l'hypothèse sur la caractéristique de k sert à assurer l'existence

d'une fc-compactification lisse de X; mais elle sert aussi à montrer que, lorsqu'il en existe,
la définition adoptée pour la Br-équivalence sur X (k) ne dépend pas de la Â:-compacti^
fication lisse choisie : cela résulte de la ^-invariance birationnelle du groupe de Brauer
en caractéristique 0 ([13], «Brauer III», coroll. 7.3). Les B-équivalences, introduites
par Manin ([19], [20]) et a priori moins fines, s'obtiennent de la même façon, en
considérant, au lieu de Br X tout entier, certains sous-groupes B particuliers, tels que
Br(X,K) ou Br^X.
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PROPOSITION 16. — Soit X une k-variété lisse, supposée complète si k est de caractéristique
non nulle. L'équivalence de Brauer sur X(k) est moins fine que la ^-équivalence. Si k est
de caractéristique 0, V ensemble X(A:)/Br est un invariant k-birationnel des k-variétés lisses
et complètes : cet invariant est trivial pour X k-rationnelle.

L'application naturelle Br k —> Br P^ est un isomorphisme : en effet, d'après le
lemme 15 (i), Bi-i P^ = 0 et, d'après «Brauer III» ([13], coroll. 5.8), Br P^ === 0. Cela
prouve la première assertion et définit donc une surjection canonique X (fc)/R —> X (A:)/Br.
Soit k de caractéristique 0. Un morphisme fc-birationnel X —> Y induit une application
X(/;)/Br—>Y(fe)/Br qui est injective, d'après l'invariance A-birationnelle du groupe
de Brauer Br Y -^ Br X, et surjective, par réduction, comme dans la proposition 10,
au cas d'un éclatement d'une sous-A-variété lisse; on peut aussi bien utiliser la surjectivité,
déjà connue, de X (fe)/R —> Y (fc)/R. On voit enfin, par le même argument que dans la
proposition 10, qu'une A-application rationnelle de X dans Y induit une application
naturelle X (k)/Br —> Y (fe)/Br. Ainsi, un fcdsomorphisme birationnel induit une bijection
X(À:)/Br-^Y(Â:)/Br. D

Rappelons le résultat suivant [19], dû à Lichtenbaum dans le cas des courbes :

LEMME 14. — Soient X une k-variété lisse et complète et K/fe une extension galoisienne
de groupe G. On a la suite exacte naturelle

0 -^ Br (X, K) ̂  H2 [G, K (X)*] -> H2 (G, Div XK).

Soient, en topologie étale, M^ le faisceau des fonctions rationnelles sur X et Qiv^ le
faisceau quotient .^^/G^x ^es diviseurs de Cartier sur X. D'après «Brauer II»
([13], lemme 1.9), X étant lisse. H1 (X, Qiv^ = 0, ce qui donne la suite exacte

0 -> Br X -> H2 (X, ^x) -^ H2 (X, Qfivy).

On a la suite analogue sur XK. Comme, d'après « Brauer II » ([13], lemmes 1.6 et 1.9),
H1 (XK,^XK) == Hl ^K» ^xic) :!= ^ les deux suites spectrales d'Hochschild-Serre
relatives au revêtement galoisien X^ —> X de groupe G et aux faisceaux M^ et Qiv^ donnent
les deux suites exactes horizontales du diagramme commutatif

0-ï-H^G, K(X)*]-^ H^X, ^x) -^ H^XK, ^XK)
1 l i

0 -^ H2 (G, Div XK) -^ H2 (X, Qiv^) -^ H2 (XK , Qfiv^

d'où le résultat via la suite exacte des noyaux. D

LEMME 15. — Soit K/Â: une extension galoisienne de groupe G :
(i) si X est une k-variété lisse et complète^ telle que X (k) ̂  0, on a la suite exacte

0 -> Br(fe, K) -^ Br(X, K) -> H1 (G, PicX^ -^ 0

et tout point rationnel de X en définit un scindage;
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(ii) si X est une k-variété telle que Pic X^ = 0 :

BrC^K^H^KlX]*);

(iii) soit X une k-variété lisse et complète. On suppose qu'il existe un ouvert U de X
possédant un point rationnel 0 et tel que Pic UK = 0; soit Y fe/<^ complémentaire.
Considérons le diagramme

0-^Br(fe, K)->Br(X, ^——^(G, PicX^——.0il i- , i-«
0 ̂  Br(fe, K) ̂  Br(U, K)-> H2 (G, K [U]*/K*) ̂  0

Dans ce diagramme, K désigne la restriction de X à V, b est le cobord déduit de la suite exacte
de G-modules

0 ̂  K [U]*/K* ̂  Divy^ XK -* Pic X^O

et la seconde ligne provient de Végalité Br (U, K) = H2 (G, K [U]*). Ce diagramme
est commutatif;

(iv) considérons, sous les hypothèses (iii), le diagramme

X (fe) x H1 (G, Pic XK) -^ Br (k, K)
-b

U^xH^G, K[U]*/K*)-.Br(fe, K)

Les flèches horizontales sont définies respectivement par les accouplements avec Br (X, K)
et Br(U, K) via les sections de a et P définies par le point 0. Ce diagramme est commutatif.
La seconde flèche horizontale est la composée

U (k) x H2 (G, K [U]*/K*) -» U (k) x H2 (G, K [U]*) -^ Br (k, K)

de la flèche induite par la section définie par 0 et du cup-produit.
Notons que Br(Â-, K) = H2 (G, K*). Ces diverses assertions proviennent simplement

de la suite spectrale d'Hochschild-Serre relative au revêtement galoisien XK-»-X de
groupe G et au faisceau G,,, à savoir

H^G.H^XK.GJ] => H"(X,GJ.

Les assertions (i) et (ii) en sont des conséquences immédiates : la suite exacte (i) est la
suite O-^Ej^ke^E^Ej-2)-^.!-^ qui est exacte en raison de l'existence
d'un point rationnel définissant, X étant complète, des rétractions E^E^etE3—»^3'0;
pour X quelconque, l'edge Ej- ° -r E2 induit le morphisme naturel H2 (G, K [X]*) -^ Br X
et l'isomorphisme (ii) est donné par la flèche Ej^-t.kertE2-»^'2), l'hypothèse
Pic XK = 0 impliquant E^-1 = E^« l = 0. Notons que, pour X quelconque, le cup-produit
X (k) x H2 (G, K [X]*) ̂  H2 (G, K-) et l'accouplement X (k) x Br (X, K) -^ Br (k, K)
sont compatibles via le morphisme naturel H2 (G, K [X]*) -> Br (X, K). En (iii), l'hypo-
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thèse (ii) est vérifiée pour U et la suite inférieure du diagramme résulte de l'isomorphisme
H2 (G, K [U]*) -^ Br (U, K) et de la suite exacte de G-modules

0 -, K* -^ K [U]* -> K [U]*/K* -^ 0,

suite exacte dont le point rationnel 0 définit un scindage. La première ligne provient de(i).
Pour la commutativité du diagramme, voir annexe. L'assertion (iv) résulte aussitôt des
précédentes, le diagramme

X (fe) x Br(X, K) -^ Br(fe, K)

t P IIu 4- II
U(fe) x Br(U, K) -> Br(fe, K)

étant évidemment commutatif : on a déjà noté que le second accouplement n'est
autre que le cup-produit U (k) x H2 (G, K [U]*) -^ H2 (G, K*) via l'identification
H^G.KCT^B^U.K). D

LEMME 16. — Soit X une k-variété lisse et complète sur un corps k de caractéristique 0,
k-rationnelle et telle que X (k) + 0. Soit K/k une extension galoîsienne de groupe G = Q/I)
telle que H^t), PicX) = 0. Alors BrX = Br<;+Br(X, K) et la ^-équivalence coïncide
sur X (k) avec la Br (X, ̂ -équivalence. Elle coïncide aussi avec V'équivalence donnée par
l^ accouplement

X^xH^G, PicXiJ^Brfe,

défini par un point 0 de X(k).
Notons d'abord que, X étant fc-rationnelle. Pic X est dans -S?g. Il existe donc K/k finie

telle que H1 (t). Pic X) == 0 : il suffît que Pic X soit t)-trivial, ou simplement I)-stablement
de permutation. D'autre part BrX == 0 en vertu de l'invariance birationnelle du groupe
de Brauer ([13], «Brauer III», coroll. 7.3) et de sa nullité pour l'espace projectif
(B2-p = 0). Par suite, d'après le lemme 15 (i), Br X^ = Br^ X^ = BrK. Si KQ est
la projection BrX—>Br k définie par 0, A~ïto (A)eBr(X, K) pour A dans BrX,
d'où BrX = Br fe+Br(X, K). L'accouplement X^xH^G, Pic X^) -> Br (k, K) se
déduit, par définition, de l'accouplement de X (k) avec Br (X, K) via la section
H1 (G, Pic XK) -> Br (X, K) définie par 0. D

b. LE CAS DES TORES. — Soit T un tore défini sur un corps k de caractéristique 0 et
déployé par l'extension galoisienne K/k de groupe G. Soient T —» X une A-compactification
lisse de T et S le A-tore dual du G-module Pic X^. Les hypothèses des lemmes 15 (lii)y\
et 16 sont vérifiées pour X, K/k et U = T. Par définition de S, les G-modules S et PicX^
coïncident. La section K [T]*/K*-^ K [T]* définie par l'élément neutre de T(À;)
s'identifie (cf. prop. 6 ou [24]) au plongement naturel de T dans K [T]*. Considérons
les applications

T(fe) x H1 (G, S) -^ T(fe) x H2 (G, T)-^ Br(fe, K),
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définies respectivement par id^), par le cobord tiré de la suite exacte de G-modules^ /\
0—>T-^M—>S--^0, où M désigne le G-module des diviseurs de X^ à support hors
de TK, et, enfin, par le cup-produit u. Il résulte des lemmes 15 (iv) et 16 que l'application
composée définit sur T (k) l'équivalence de Brauer. La bilinéarité du cup-produit implique
aussitôt la compatibilité de l'équivalence de Brauer avec la structure de groupe de T (k),
mais cela est évident directement pour tout groupe algébrique et toute relation d'équivalence
compatible avec les A:-isomorphismes (ce qui est le cas pour l'équivalence de Brauer).
Notons enfin que, d'après le lemme 5, on peut remplacer la résolution de f ci-dessus
par n'importe quelle autre résolution flasque.

PROPOSITION 17. - Soient T un tore défini sur un corps k de caractéristique 0, déployé
par l'extension galoisienne K/k de groupe G, 0 — ^ T - ^ M — ^ S — ^ O une G-résolution
flasque du G-module f et 8 : H1 (G, S) q: H2 (G, f) le monomorphisme qu'elle définit :

(i) soit P : T (k) x H1 (G, S) -> Br (fc, K) l'accouplement bilinéaire induit, via 8, par
le cup-produit T(k)xîî2 (G, T) -^ Br(fe, K). Cette application P définit sur T (k)
l'équivalence de Brauer;

(ii) le diagramme
T(fe)/R——————..T(fe)/Br4' r'
H1 (fe, S)-^ Hom [H1 (G, S), Br(fe, K)]

dans lequel 8 provient de la suite exacte de tores 1 —> S —> D (M) -^ T -^ 1, y de P et © du
cup-produit, est un diagramme anticommutatif d'homomorphismes de groupes. Il identifie
le groupe T(k)/Br à l'image de œ;

(iii) le groupe T (A:)/Br est un invariant des classes de k-équivalence birationnelle stable
de k-tores T;

(iv) si X est une k-compactification lisse de T, l'application induite T(fe)/Br -^ X (A:)/Br
est une bijection.

L'assertion (i) a été déjà prouvée. Pour (ii), rappelons que ô est un isomorphisme d'après
le théorème 2 et que l'application T (fe)/R-^ T (Â;)/Br est bien définie d'après la
proposition 16. Le fait que y soit un plongement traduit l'assertion (i). L'anticommu-
tativité du diagramme (ii) se réduit à celle du diagramme

T(fc) xH^G.T)
\u

» s H^G.K*)
u/

H^fe^xH^G.S)

défini par ô, 8 et les cup-produits et celle-ci résulte aisément de la formule

d(aub) = daub+audb pour aeD(M)(K) et &eC l(G,M).
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L'invariance du groupe T (k)/Br résulte de son identification à l'image de œ et de l'inva-
riance de [S] (prop. 6). En (iv) enfin, l'application T (Â:)/Br -^ X (k)/Br est injective par
définition de la Br-équivalence sur T(fe). Le diagramme commutatif

T(fe)/R-^T(fe)/Bri" i
X(fe)/R-^X(fc)/Br

montre qu'elle est également surjective puisqu'il en est ainsi de T(A;)/R^X(fc)/R
(prop. 13). D

COROLLAIRE 1. — On conserve tes mêmes hypothèses et notations :
(i) si k est de type fini sur Q, T(fc)/Br est un groupe fini;

(ii) si k est un corps p-adique, l'équivalence de Brauer coïncide sur T(Jk) avec la
^.-équivalence et le groupe des classes est le groupe fini

TW/Br^CG.Sr;

(iii) si k est un corps de nombres, soit p Inapplication composée

H^G, S^nH^G, S^riH^, S),
v v

de l'application diagonale A et du produit À, des restrictions de G à G", pour l'ensemble
des places v de k. Alors

T(fe)/Br=[imÀyimuT.

L'assertion (i) résulte aussitôt du corollaire 2 au théorème 2, via la surjection
T (fc)/R —> T (À;)/Br. Si k est un corps p-adique, l'application (o du diagramme de la pro-
position 17 est bijective en vertu de la dualité locale de Tate-Nakayama [2l], d'où
l'assertion (ii). Dans le cas global, supposons, ce qui est loisible, G fini et complétons
ce même diagramme par le morphisme i :

Hom [H1 (G, S), Br fe] q: Hom [H1 (G, S), [J Br fej,
v

ce qui donne le morphisme % = 10 :

H1 (fc. S) ̂  Hom [H1 (G, S), [J Br fej,
v

morphisme dont l'image est encore isomorphe à T (fc)/Br. Ce morphisme se factorise en

H^fe, S^UHomlH^, S), BrkJ-^IjHomp^G, S), BrfcJ,
v v

où le second morphisme est défini par les restrictions de G à G" et le premier par la
restriction H1 (k. S) —> ]J H1 (ky. S) composée avec le produit des morphismes locaux

v

H1 (k^ S) -> Hom [H1 (G^, S), BrÀ:J définis par cup-produit. Soient IK le G-module
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des idèles de K, S (A^) le G-module Hom (S, 1̂ ) et S (CK) = S (AK)/S (K). La suite exacte
de groupes finis (S est flasque!)

H1 (fe, S) -^ H1 [G, S (AK)] ̂  H1 [G, S (CJ]

donne, par les dualités locales et globale de Tate-Nakayama ([2l], [32]) (voir la démons-
tration du corollaire 5 du théorème 2), la suite exacte

H^G, S^nH^, S^H1^, Sf.
v

L'image de %, canoniquement isomorphe à T(A:)/Br, a donc pour duale

im îc == im î o X == Ç (im X) = im À^/im H. D

Ce corollaire 1 donne en particulier, par la proposition 7 :

COROLLAIRE 2. — Soient K/k une extension galoisienne finie de groupe G et T = R^« G^ ;
(i) si k est un corps p-adique,

TO/Br^^G.Zf;

(ii) si k est un corps de nombres,

T(fc)/Br=[im;Vimnf,

où p, désigne Inapplication composée

H3 (G, Z^nH^G, Z^nH^, Z)
v v

de l'application diagonale A et du produit À, des restrictions de G à G". D

8. Comparaison de quelques critères de rationalité

On dispose, pour l'étude des problèmes fc-birationnels sur une Â:-variété X, d'un certain
nombre d'invariants ^-birationnels, définis éventuellement sous des hypothèses restrictives
sur X ou k. La proposition 5, par exemple, définit, pour X convenable, l'invariant/\
p (X) = [S] et, par suite, d'autres invariants, moins fins, mais plus « calculables », tels que
H^fe, S), H1 (G, S), H~1 (G, S) et, sur un corps global, m2 (k. S) et ffl2 (G, S) : voir
le début du paragraphe 2. En caractéristique 0, on dispose encore, comme invariants
des /^-variétés complètes et lisses, de X(À:)/R (prop. 10), du groupe BrX([13],
«Brauer III», coroiï. 7.3) et de X(Â;)/Br (prop. 16). L'objet de ce paragraphe est de
comparer ces divers invariants sur l'exemple des tores.

Pour un tore T défini sur un corps global k, on peut encore considérer le Jk-défaut du
principe de Hasse m (T) = m1 (k, T) et le Â:-défaut d'approximation faible A (T) :
si i désigne l'application diagonale de T (k) dans le produit, pour toutes les places v de k,
des groupes topologiques T(^), A(T) est, par définition, le quotient de f] T(Â:,) par

v
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l'adhérence de l'image de i. Voskresenskiï ([33], th. 6) a montré, en caractéristique 0,
l'existence d'une suite exacte

0 ̂  A(T)-^ H1 (fe, PicXf-> ffl(T)-^ 0,

mettant en relation, de manière un peu inattendue, A (T) et III (T) [voir prop. 19 (iB)];
il en a déduit en particulier la nullité de III (T) pour T ^-rationnelle. En fait, les
groupes A (T) et III (T) sont, dans le cas global, deux invariants Â;-birationnels supplé-
mentaires pour les tores T définis sur k :

PROPOSITION 18. — Soit T un tore défini sur un corps de nombres k, ou un corps de
fonctions algébriques d'une variable sur un corps fini, et déployé par l'extension galoîsienne
finie K/k de groupe G. Soient 1 -» S —> E —> T -^ 1 une résolution flasque de T dans ^/fc
et n : H1 (G, S) -> ]"] H1 (G", S) l'application de restriction :

v

(i) cette résolution définit des isomorphismes de groupes finis

A^-^H^fe, S) et A(Tf^imH,

niCD^m2^, S) et IU(Tf^kerH;

(ii) les groupes finis A (T) et m (T) sont des invariants des classes de k-équivalence
birationnelle stable de tores T définis sur le corps k.

Tout d'abord, l'assertion (ii) est une conséquence immédiate des isomorphismes
A (T) w im H et m (T) w ker \i et de l'invariance de [S] (prop. 6). L'isomorphisme

{y
A (T) —> H1 (k. S) est donné par le diagramme

E(k)——.T(fe)——^H^.S)—^i i' . i-nE(t.)-">n'r(t.)-'>nn'(t., s)<o
y v v

II suffit de voir que i [T(fc)] est dense dans le sous-groupe ouvert 8~1 (im v). Or, si U est
un ouvert de n^^) tel q11'11 existe x dans T ( k ) avec Si(x)e8(U), 7i~1 p^'^U]

v

est un ouvert non vide de ]~]E(fc,,); comme A(E) = 0, le tore E étant quasi trivial,
v

cet ouvert rencontre l'image de E (k), d'où U n i [T (k)'] ^ 0. L'isomorphisme
in (T) -^ III2 (k. S) est donné par le diagramme

0 —^ H^fe, T)——>îi2(k, S)——. H2^, E)
l l lo^nH^T^nH^s^nH^E)

v v v

compte tenu de m2 (k, E) = 0, le tore E étant quasi trivial. Les isomorphismes
A (TT —> im [i et ffl (T)'" —> ker ^ proviennent alors des dualités, données par le corps
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de classes, entre ^î1 (k, S) = coker v et im [i = ker î (cf. la démonstration du corollaire 1
de la proposition 17) d'une part, m2 (k, S) et ker \i d'autre part. D

La proposition ci-dessous résume les relations qui existent entre les divers invariants
introduits dans le cas d'un tore sur un corps global.

PROPOSITION 19. — On conserve les notations et hypothèses de la proposition précédente.
On considère, en outre, sur un corps de nombres, une k-compactification lisse T —>• X de T :

(i) on a deux suites exactes naturelles

(iR) o -. ffl(S) -> T(fe)/R ̂  nT(fe.)/R ̂  A(T) ̂  0,
v

(iB) O-^AW-fH^G.Sf^mCO-^O;

(iï) sur un corps de nombres, on a un diagramme naturel

0 -»ni(Tf -»• Br^X-^riSra^-^TW/R^ -). m(S)~ ->• 0
V

\-nar.x
v

Dans ce diagramme, la suite horizontale est exacte et

A (Tf = im [i, T (k)/Br^ == im TA,.

Rappelons (§ 7, à) que Br^X désigne le quotient du noyau de Br X —> Br X par l'image
de Br k —^ Br X. Si X est une Â-compactification lisse d'un tore T défini sur un corps k
de caractéristique 0 et déployé par l'extension galoisienne K/fe de groupe G, on a des
isomorphismes canoniques [cf. lemmes 15 (i) et 16]

Br^X-^H^fe, PicX^H^G, PicX^.

Comme on l'a déjà signalé, la suite (iB) est due, en caractéristique 0, à Voskresenskiï [33],
sous la forme

0 -> A(T) ̂  H1 (k, PicXf -^ in(T) -^ 0.

La considération d'accouplements avec des groupes de Brauer convenables permet alors
de l'interpréter naturellement [26] sous la forme

0 -^ A(T) ̂  Br^ -^ m(T) -> 0.

La suite (iR) est la simple traduction, via le théorème 2 et la proposition 18 (i), de la suite

0 -^ ffl(S) -. H1 (k. S) ̂  fi H1 (^ S) ̂  H1 (fe. S) ̂  0,
v

qui est exacte par définition. La suite (iB) est la conséquence immédiate des isomorphismes
A (T)" -^ im n et ni (T)" -^ ker n donnés par la résolution flasque et le corps de classes
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[prop. 18 (i)]. Par assemblage de ces deux suites et dualité, on obtient donc la suite exacte
longue

0^m(Tf^Hl(G,S)^^Iil(G^S)^T(fe)/R^-^I^(sf--*o»
v

étant donné les résultats locaux

TCk^/R^H1^, S)-^ ,̂ Sf

et les compatibilités des dualités locales et globale. Voici inversement comment se découpe
cette suite, en fonction de III (T), A(T), T(Â;)/R et de la cohomologie de S :

0 -> m(Tf -> H1 (G, S) -^ A(Tf -^ 0,

0 ̂  A(Tf -^ ?! Hl (G^ s) -> Hl (G» S) -^ 0,
v

0 -> H1 (G, S) -^ [T (fe)/R]^ -^ in2 (G, S) -^ 0.

Sur un corps de nombres. H1 (G, S) == Br<,X et H1 (G*', S) == Br^X,,, puisque/< ^\
[S] = [Pic XiJ (c/'. ci-dessus) : on peut prendre pour G-résolution flasque de T la suite
exacte

(B) 0-^T-^M-^PicXK-^O,

où M désigne le G-module des diviseurs de X^ à support hors de T^ (prop. 6). Enfin,
l'assertion sur T (k)/Br est la traduction du corollaire 1 (iii) de la proposition 17. D

On se restreint désormais au cas d'un corps de nombres k, en conservant les hypothèses
et notations des deux propositions précédentes. On se propose, pour finir, de préciser
le diagramme d'implications reliant, en général, les critères de rationalité suivants (critères
relatifs au Â-tore T) :

(i) T est une variété A-rationnelle;
(ii) T est une variété fc-stablement rationnelle, i. e., pour n assez grand, T x G^ ^ est

fe-rationnelle;
_ ^

(iii) T est le quotient d'un tore quasi trivial par un sous-tore quasi trivial, i. e. [S] = 0;
__ /V

(iv) T" est, pour n > 0 convenable, A-stablement rationnelle, i. e. [S] est d'ordre fini;
(v) il existe un k-iore T tel que TxT soit Â-rationnelle, i. e. [S] est inversible;

(vi) Br^X = 0 et T(fe)/R = 0, i. e. H1 (G, S) = 0 et H1 (fe. S) = 0;
(vii) T(Â;)/R = 0, i. e. H^fe, S) = 0;

(viii) Br^X = 0, i. e. H1 (G, S) = 0;
(ix) T(fe)/Br = 0;
(x) A(T)=0;

(xi) H! (T) =0.
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Ces diverses propriétés sont liées par le diagramme d'implications ci-dessous

(vii)
^(i) => (il) o (iiï) => (iv) => (v) => (vi) <s> (ix)

(viii) ^
L v^ y

^[(x)et(xi)]

Ces mêmes propriétés et implications subsistent pour k quelconque de caractéristique 0,
à condition de supprimer (x) et (xi), et, pour k quelconque, si l'on supprime (ix) et la
mention Br^X dans (vi) et (viii). Pour chacune des propriétés (vi) à (xi), on note respecti-
vement (vi)', . . . , (xi)' la propriété plus forte obtenue en exigeant la propriété corres-
pondante, non seulement pour k et G, mais aussi pour toute extension finie k'fk et tout
sous-groupe G' de G.

PROPOSITION 20. - // n'y a pas, dans le diagramme d'implications ci-dessus, d'autre
relation que celles indiquées, hormis éventuellement la réciproque de (Ï) => (ii).

La question de savoir si cette réciproque est vraie ou non est, bien entendu, la question
essentielle : c'est le problème de Zariski pour les tores (voir [34]). Il semble que
Voskresenskiï [33] ait le premier posé la question sous la forme (iii) => (i) : le quotient
d'un tore quasi trivial par un sous-tore quasi trivial est-il une variété fc-rationnelle ?

Les implications indiquées dans le diagramme ci-dessus résultent essentiellement de
remarques déjà faites : l'équivalence de (ii) et (iii) est prouvée dans la proposition 6 et
remonte à Voskresenskiï [33] en caractéristique 0 et Swan [31]; si A(T) = 0, chaque
restriction H1 (G, S) -> H1 (G\ S) est nulle et l'application À, est donc nulle, d'où (x) => (ix).

Nous allons montrer par des contre-exemples que la plupart des implications du
diagramme ont leur réciproque fausse, même au sens fort, i. e. (vii)' n'implique pas (viii),
(viii)' n'implique pas (vii), etc. L'exemple généralement utilisé est celui du tore R 1 . G...

ff 11 . &/IC ——

pour K/k galoisienne finie de groupe G sur un corps de nombres k. Rappelons les résultats
obtenus dans ce cas (corollaire 1 de la proposition 15, corollaire 2 de la proposition 17
et proposition 18) : on désigne par X une A-compactification lisse de T, par k'\k une exten-
sion finie (sauf mention du contraire), par G' le groupe de Galois de K k ' / k ' (c'est un
sous-groupe de G); alors :

Br, X,, = H1 (G', S) = H3 (G', Z), que k ' / k soit finie ou non;
T(/:')/R est extension du dual de ^3 (G', Z) par celui de ffl^G', Z);
T (/0/Br est le dual de l'image dans ^î3 (G', Z) du produit f] H3 (G', Z) (on peut

s'y limiter aux i/ ramifiées dans K k ' / k ' ) ; vf

A^(T) est le dual de l'image de H3 (G', Z) dans le produit des H3 (G'17', Z);
ffl (k\ T) est le dual de m3 (G', Z).

A. LA CONDITION (iv) N'IMPLIQUE PAS (iii). — Cela signifie simplement que le sous-
groupe de torsion de Uç peut être non trivial, ce qui est déjà le cas pour G = Z^
(d'après R 5, U^ = C (Z [23/!]) = Za). Exhibons dans ce cas, grâce à Swan [31] (voir
aussi [33]), un k-îoie qui convienne. Soient I l'idéal de Z [G] noyau de la surjection

4e SÉRIE — TOME 10 — 1977 — N° 2 .



R-ÉQUIVALENCE SUR LES TORES 223

Z [G] —> Z47 obtenue en faisant opérer un générateur s de G sur Z^-j via 1 ̂  2 et T le
tore dual. L'idéal 1 = <5--2,47> n'est pas principal [3l], mais il est projectif, car
cohomologiquement trivial (Nakayama). Ainsi, [I] est d'ordre fini dans Uç (cf. [22]).
En revanche, il n'existe pas de modules de permutation P et Q, tels que 1 © P = Q :
s'il en était ainsi, P et Q seraient chacun la somme d'un facteur libre et d'un même facteur V
et 1 serait alors libre (par simplification, cf. [22]). Comme [S] = p(I) = —[I], on a

y\

bien [S] d'ordre fini, mais non nul.

B. LA CONDITION (v) N'IMPLIQUE PAS (iv). — Cela revient à dire que le groupe Uç peut
être infini. En effet, si G est métacyclique et si 4 n'est pas une période de sa cohomologie,
p (Jo) est, d'après les propositions 2 et 3, un élément d'ordre infini de Uç. On peut donc
prendre pour exemple T = R^^G^, pour K/fe galoisienne de groupe G = < s, t > avec
s4' == t5 = 1 et sts~1 = t2 (cf. R 5) : il existe de telles extensions pour k = Q.

C. LA CONDITION (vi) N'IMPLIQUE PAS (v). — Soit T = Rj^G^ pour K/Jfc = Q (^/Ô/Q
avec Ç = 6+3 ̂ /2+2 ^/3+2 ̂ /6 : cette extension est galoisienne de groupe G le groupe/<
quatemionien d'ordre 8. Comme G n'est pas métacyclique, [S] = p(Jo) n'est pas inversible
(prop. 2). Comme Z est H^trivial dans ^ç (E3]» ^P- xn» §7)» oti a, d'une part,
Br^ Xfc. = 0 pour toute extension k ' / k (finie ou non), d'où a fortiori (viii), et, d'autre part,
T(fe)/R = II!4 (G, Z)". Or, ce groupe vaut 0, car il existe une place v de k = Q, à savoir 2,
pour laquelle G*" = G. Ainsi, ce tore T vérifie (vi) sans vérifier (v).

D. LA CONDITION (vii)' N'IMPLIQUE PAS (xi). — A fortiori, (vii)' n'implique pas (viii) !
On a déjà considéré au paragraphe 6 (corollaire 2 de la proposition 15) le cas du tore
T = R^ G^ pour G = ¥4. Si K/k est telle que G" 9*= G quelle que soit v, on trouve
A (T) = T (Â;)/R = T (fc)/Br = 0 et cela reste vrai pour toute extension finie k'fk : c'est
évident si K k ' / k ' est cyclique et, sinon, on a encore G"' ^ G pour toute place v ' de k ' .
Pourtant ffl(T) = Z^. On peut prendre K/k = Q(^/13, ^/17)/Q.

E. LA CONDITION (viiy IMPLIQUE (x), MAIS (vii) N'IMPLIQUE PAS (x). — Soit T déployé
par K/k galoisienne finie de groupe G. Si A(T) ^ 0, il existe [cf. prop. 19 (iR)]
une place v de fe, telle que T(A^)/R = H^G", Sf + 0. Soit k'\k quadratique, disjointe
de K et telle que v ait deux prolongements distincts v\ et v^ à k\ Alors Gai ( K k ' / k ' ) = G,
G^ = G"2 = G". L'application H1 (G, S) -> f] H1 (G^, S) n'est pas surjective, car

H1 (G", S) -> H1 (G^, S) © H1 (G^, S) ne l'est pas, d'où T (A/)/R + 0. On peut toutefois
avoir (vii) sans avoir (x). Soient T = R^ G^ avec G = ¥4 et s == s (K/k) le nombre
de places t; de À: telles que G" = G. Si s = 1, par exemple pour Q (i, ^/2)/Q, alors
T(Â:)/R = 0, mais A(T) = Z^. Noter toutefois que, pour Kfk = Q (f, ^/2)/Q, on a certes
T(Q)/R = 0, mais T (Q^/R == T [Q (^VJ)]IR = Z^.

F. LA CONDITION (viii)" N'IMPLIQUE PAS (vii). — On désigne par (viii)" la condi-
tion : Br^ Xj^. = 0 pour toute extension k ' / k , finie ou non. Soit T == R^ G^ pour
K/A: = Q (^/0/Q avec Ç = 221+26^/i7+6^/22Î : cette extension est galoisienne
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de groupe G le groupe quaternionien d'ordre 8. Le même argument qu'en C prouve que T
vérifie (viii)'. Comme Q (^/Ç) contient Q (^/Î3, ^/Î7), pour toute place v de Q, G" ̂  G.
Or, H (G, Z) = Zg, tandis que, pour un sous-groupe G' de G autre que G»
H4 (G', Z) = Z4, Zî ou 0. On en déduit ffl4 (G, Z) = Z^ et, par suite, T(Q)/R = Z^

G. LES CONDITIONS (ix), (x), (xi) SONT UNIQUEMENT LIÉES PAR (x) => (ix). — Reprenons
l'exemple de R^ G^ pour G = ¥4 (cf. E). Si s = 0, par exemple pour Q (^/Î3, ^/Î7)/Q,
on trouve ffl (T) = Z^, mais A (T) = T (k)/Bî = 0. Si s = 1, comme pour Q (f, ^/2)/Q,
alors A(T) = Z^, mais ffl(T) = T(fe)/Br = 0. Enfin, si s > 1, par exemple pour
QG/2, ^/3)/Q, A(T) et T(Â:)/Br sont non nuls, alors que ffl (T) = 0. D

Remarques.

R 12. Comme on le voit sur la suite exacte (iR) (prop. 19), deux points rationnels de T
peuvent être partout localement R-équivalents sans l'être globalement. C'est manifeste
sur l'exemple F, car dans ce cas T(Q)/R = Z^ alors que, pour tout nombre premier p,
I^QpVR = 0 et, évidemment, T(R)/R = 0. De même, d'après la proposition 13 (ii),
X (Q)/R = Z2 et X (Q^)/R = 0 pour toute place v de Q. D

R 13. L'exemple E, où_T(Q)/R = T(Q^)/R = 0 pour tout p premier impair, alors
que T(Q2)/R = T [Q (^/17)]/R == Z^ est typique de la variation de T(fc)/R avec k
(voir aussi le corollaire 2 de la proposition 15). D

PROPOSITION 21. — Soient T un tore défini sur Q et X une Q-compactifiée lisse de T.
On peut avoir

(i) l'équivalence de Brauer triviale sur X(k) pour tout corps k de caractéristique 0 et
pourtant X(Q)/R ^ 0;

(ii) la ̂ .-équivalence triviale sur X(k) pour tout corps k de caractéristique 0 et pourtant X
non Q-rationnelle.

La démonstration utilise dans les deux cas la bijection T (Â:)/R -^ X (Â:)/R [prop. 13 (ii)].
Pour l'assertion (i), il suffit de considérer le tore de dimension 7 décrit en F : en effet, pour
toute extension fc/Q, Br^Xfc==0, mais T(Q)/R = Z^. Pour (ii), l'exemple de
Voskresenskiï ([33], cf. A) convient : c'est un Q-tore, de dimension 23, non Q-rationnel,
mais facteur direct d'un tore quasi trivial, d'où aussitôt T(fe)/R = 0 pour toute
extension k/Q. Pour un exemple plus simple, on peut considérer une extension
galoisienne L/Q de groupe G = <^, Q avec S4' = t5 = 1 et sts"1 = t2, puis la sous-
extension K/Q fixe par s et le tore T = RK/QÔ^ de dimension 4 (l'exemple B n'est autre
^w ^l/q °m et convient aussi) : d'après R 4 et la proposition 6, ce tore T n'est pas une
variété Q-stablement rationnelle et, pourtant (corollaire 3 du théorème 2), T(Â:)/R = 0
pour toute extension k/Q, puisque T, et donc T^, est déployé par une extension métacy-
clique. D

Remarque.

R 14. On aurait pu raffiner la définition de l'équivalence de Brauer donnée au para-
graphe 7, a, en considérant, non seulement l'accouplement X(Â:)xBr X—^Brk, mais
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également tous les accouplements X (fc) x Br X^ —> Br K pour toutes les extensions K/fe
finies (ou même quelconques). Or, même avec cette définition, on obtient encore, pour
l'exemple (i) ci-dessus, une équivalence triviale, alors que X (Q)/R n'est pas trivial. D

Annexe

On se propose de prouver l'anticommutativité du diagramme [cf. §7, lemme 15 (iii)]

BrCX.IO-^H^G.PicXK)

H^G.KCU]*) ^Br(U,K) ^

H2(G,K[U]*/Ki't)

Rappelons les deux suites spectrales

(HSx) H^G.H^X^G,)) => H"(X,GJ,

(HSu) H^G.H^U^GJ) => H^U.GJ

et la suite exacte de G-modules

(B) 0 -^ K [U]*/K* -> M ̂  PicXic -> 0,

où M désigne le G-module des diviseurs de X^ à support hors de U^. Dans le diagramme
ci-dessus. À, et n sont les flèches évidentes, y est l'edge Ej'0 —^ E2 tiré de (HSu), a est le
morphisme ker (E2 —> E^'2) -> E^1 tiré de (HSx) et b est le cobord tiré de (B). Noter
que y coïncide avec le morphisme naturel.

Soient Y le fermé complémentaire de U,j l'immersion de U dans X, ^f^ (resp. H^)
les faisceaux (resp. groupes) de cohomologie à support dans Y. Pour un faisceau étale F
sur X, on note simplement j^ F le faisceau j^j* F et, pour un élément b de H° (X, F)
ou H° (XK, F), on note éy sa restriction à U ou U^.

Soit G^x —+1* une résolution injective du faisceau étale G^x» oû note ^ ^a différentielle
de I*. Pour un G-module Q, on note 8 la différentielle du complexe C* (G, Q) des cochaînes
de G à valeurs dans Q. Les suites spectrales (HSx) et (HSy) sont respectivement données
par les bicomplexes Lx et Ly avec Lx'4 = H° (X^, Ig) et L{^ == H° (U^, Ig), la notation X^
(resp. U{[) désignant le produit fibre au-dessus de X (resp. U) de p-\-1 exemplaires de X^
(resp. U^). Chaque complexe «simplicial» HO(X^,Iç) fournit une résolution exacte
de H° (X, ïq) et s'identifie au complexe C' [G, H° (X^, Ig)]; de même en remplaçant X
par U et X^ par U^. On prend pour différentielle totale d ^ d ' + d " avec à' = ô et
^=(-I)P§.
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a. DESCRIPTION DE (B) via I*. — La suite exacte de cohomologie tirée de la suite exacte
de complexes

O-.^(XK,D-.IX,-J,IX,-O,
commence par

O^G^XK^G^XK-^(XK,GJ^O,

ce qui donne l'identification Qiv^ X^ -^^(XK, GJ. Par application du foncteur
H°(XK, .) à la suite de complexes ci-dessus, on obtient la suite exacte de complexes

O^HÎ(XK, I')~>H°(XK, r)^H°(UK, I^O.

La suite exacte de cohomologie qu'on en tire commence (sans hypothèse particulière
sur la ^-variété X et l'ouvert U) par la suite exacte naturelle

O^K^^Kl^Up^M^PicXK^PicUK,

comme il résulte de l'identification ci-dessus 2iv^ X^ -^ ̂  (XK, GJ et de l'isomorphisme
H^(XK, GJ^H°(XK,^(XK, GJ) dû à la nullité de ^(X^, GJ.

b. LE DIAGRAMME (D). — Ce diagramme est en partie extrait du diagramme obtenu
en considérant le morphisme de restriction H' (G, H* (X^, GJ) -> H' (G, H* (UK, GJ) :

a—>
s| C^KCU]*)

H°(XK,II)^H°(XK,II) ^
i ^-^^^ ^^^H°(ULlo)^H°(U^Io)

H^X.^-^H^XK,^) ^"^ ^ i
^^ "^^^ H°(UK,II)^H°(UK,II)

-^H^U.^^H^UK,!,)

c. DESCRIPTION DE a. — Un élément de Br (X, K) se représente par un élément b de
H°(X, I^) tel qu'il existe c dans H°(XK, Ii) avec i(b) = §c et que 8é = 0. Comme
de = ôc+Sc, l'élément i(b) est homologue pour d à —ôc et l'image par a de la classe
de b dans Br (X, K) est la classe de -Se dans H1 (G, Pic X^) : noter que C' (G, Pic X^
est l'homologie de H° (X', Io) -^ H° (X', Ii) -> H0 (X', I^).

d. DESCRIPTION DE b. — Un élément de H1 (G, Pic Xg) se représente par un élément/»
de H° (X^, Ii) tel qu'il existe q dans H° (X^, Io) avec Sq = ôp et que Sp = 0. D'après a,
la suite exacte C1 (G, (B)) provient naturellement du diagramme

J 0-^H?(XL Io)-*H°(XL IO)^H°(UK. Io)^0
l i l l

0-^ H? (XK , Ii)^ H° (XK , Ii)-» H° (UK , Ii)-» 0
l i l

0 -^ Hî (XK , Iz) -^ H° (XK , lî) ̂  H° (UK , la) -» 0.
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Comme Pic U^ = 0, la colonne de droite est exacte. Il existe donc r dans H°(X^, Io)
tel que 8/y = j?y. Ainsi, p—6r appartient à l'image de T| et définit un relèvement dans
C1 (G, M) de la classe de p dans C1 (G, Pic X^). Par application de 8, on obtient donc un
élément du noyau C2 (G, K [U]*) de H° (U^, Io) -^ H° (U^, Ii), à savoir ^-^, car
ô (p—6r) = 8 (q—Sr). Finalement, la classe de p dans H1 (G, Pic X^) a pour image par b
la classe de q^-ôr^ dans H2 (G, K [U]*/K*).

e. DESCRIPTION DE X. — C'est l'application induite par la restriction
^(X.I^H^U,!,).

f. DESCRIPTION DE y. — Un élément de H2 (G, K [U]*) se représente par un élément s
de C2 (G, K [U]*) tel que os = 0. Dans le diagramme ci-dessous, il existe une chaîne
d'éléments joignant, comme indiqué, s à un élément w de H° (U, 12) :

-» C^G.KlU]*)

4 \ j
t 4. s

(^ H°(ULlo)^H°(Ui,Io) i
v ; l t^

H°(UK,Ii)^H°(ULli) i
1

H°(U.I,)^H°(UK,l2) i
w -

L'existence d'une telle chaîne provient de l'exactitude des complexes horizontaux et on
peut la remonter en raison de l'hypothèse PicUR = 0. Comme dt = ôt—St et que
dv = 8v+6v,j(s) est homologue pour d à —i(w\ L'image par y de la classe de s dans
H^G.KI^J]*) est donc la classe de -w dans Br(U,K).

g. BILAN. — Soient b et c comme en c. Prenons, en d, p = ôc; on peut alors
prendre q = 0. Soit /•„ un relèvement de pu dans H° (U^, Io) : il existe alors un élément s
dans C2 (G, K [U]*) tel quej(s) = ôr^ D'après c et d, l'image par ba de la classe de b
dans Br (X, K) est la classe de s dans H2 (G, K [U]*/K*).

Par ailleurs, l'élément 6y de H° (U, ï^) est connecté à s comme indiqué ci-dessous :

(D)

D'après e et f, la classe de b dans Br (X, K) a donc pour image par y"1 X la classe de —s
dans H2 (G, K [U]*) d'où l'anticommutativité annoncée. D
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