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LA R-EQUIVALENCE SUR LES TORES

PAR Jean-Louts COLLIOT-THELENE et JEaN-JACQUEs SANSUC

Introduction

Les tores algébriques appartiennent & la classe générale des variétés algébriques
rationnelles, i. e. rationnelles sur la cloture algébrique du corps de définition k. Cette classe
contient plus généralement les groupes algébriques linéaires connexes; elle contient aussi
les surfaces cubiques lisses. Soit X une telle variété définie sur le corps k. Dans le cas ou
I’on connait ’existence d’un point rationnel de X, I’étude des points rationnels de X peut
s’ordonner autour de deux types de questions connexes :

(i) des questions birationnelles : la variété X est-elle k-unirationnelle, k-rationnelle, ...?

(ii) des questions sur l’existence et la nature précise de divers paramétrages possibles
de ’ensemble X (k) de tous les points rationnels de X : peut-on trouver un nombre fini
de k-morphismes X; — X de variétés k-rationnelles X; dans X, tels que X (k) soit la réunion
des images des X, (k), peut-on en trouver un seul X, — X tel que X (k) soit I'image de
Xo (k), ...?

Les questions du type (i) ont été considérées en particulier par B. Segre [27] qui a étudié
de fagon précise le cas des surfaces cubiques lisses sur un corps parfait. Le cas général
des surfaces rationnelles, définies sur un corps parfait, a été ensuite traité par Manin
et Iskovskih. Pour les tores algébriques, qui sont k-unirationnels, le premier exemple
non k-rationnel est di & Chevalley [6] et plusieurs auteurs ont, & sa suite, étudié les pro-
blémes du type (i) sur les tores, en introduisant divers invariants k-birationnels et en formu-
lant quelques critéres de k-rationalité (c¢f. [34]).

Le deuxiéme type de questions a conduit Manin [20] & introduire plusieurs relations
d’équivalence sur X (k). La relation fondamentale, qui formalise en partie les questions
du type (ii), est la R-équivalence, engendrée par la relation élémentaire suivante : deux
points x et y de X (k) sont dits directement R-équivalents, ce qu’on note x ~ y, lorsqu’il
existe une k-application rationnelle ¢ de P} dans X telle que ¢ (0) = x et ¢ () = y.
En raison des difficultés d’un calcul direct de la R-équivalence, en particulier sur les
surfaces cubiques, Manin a introduit la notion d’équivalence de Brauer, qu’on peut définir
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par ’accouplement des points rationnels avec les classes d’algébres d’Azumaya sur X,
et, plus généralement, la notion de B-équivalence : il s’agit 12 d’équivalences plus gros-
siéres que la R-équivalence; leur avantage est d’étre plus faciles a calculer et de fournir
ainsi une approximation par défaut de la R-équivalence. En outre, dans le cas des surfaces
de Chitelet ([5], [20]), I’équivalence de Brauer coincide avec la R-équivalence, ce qui
donne, sur un corps de nombres k, des exemples de variétés rationnelles, pour lesquelles
I’ensemble des points rationnels est partagé en un nombre fini de classes pour la R-équiva-
lence, chacune d’elles étant paramétrée, de fagon multivoque, par les points rationnels
d’une méme variété k-rationnelle (de dimension 4). Manin observe dans son livre sur les
surfaces cubiques ([20], chap. II, remarque 14.5) que c’est 12 la seule classe (non triviale)
de variétés rationnelles (ou, du moins, de surfaces cubiques) pour laquelle on parvienne
4 des résultats relativement explicites pour la R-équivalence.

L’objet de cet article est ’étude des questions du type (ii) dans le cas des tores, cas qui
ne semble pas avoir été considéré en dehors d’une tentative de F. Chitelet sur un exemple
particulier [4]. Le calcul de la R-équivalence sur un tore se révéle encore plus explicite
que pour les surfaces de Chitelet : la méthode est directe et parfaitement effective. On
obtient en particulier, pour un tore T défini sur le corps k, les résultats suivants :

(@) si T est déployé par une extension métacyclique, T(k)/R = {0 };

(b) si k est de type fini sur le corps premier, T (k)/R est fini;

(¢) chaque R-classe est paramétrée par les points rationnels d’une méme variété
k-rationnelle;

(d) pour le tore T des éléments de norme 1 d’une extension galoisienne finie K/k de
groupe G, la surjection évidente H™!(G, K¥) — T (k)/R est une bijection.

En outre, la R-équivalence coincide avec [’équivalence rationnelle. Mais, contrairement
au cas des surfaces de Chatelet, elle différe en général de 1’équivalence de Brauer. On trouve
ainsi des exemples de Q-variétés projectives, lisses et rationnelles, pour lesquelles 1a R-équi-
valence n’est pas triviale, alors que 1’équivalence de Brauer 1’est, et d’autres, non
Q-rationnelles, pour lesquelles la R-équivalence est triviale.

La méthode utilisée pour la détermination de T(k)/R repose sur la considération de
torseurs sous des tores particuliers, les tores flasques, dont 1’étude fait, en partie, 1’objet
des paragraphes 1-3 et qui sont étroitement liés & des notions introduites par Swan [31],
Voskresenskii [33], Lenstra [18] et Endo-Miyata [12] dans I’étude des questions bira-
tionnelles sur les tores.

Voici, en bref, comment on est amené a introduire ces notions dans 1’étude de T (k)/R.
On observe d’abord qu’étant donné, en caractéristique 0, une k-compactification lisse
T — X, la suite exacte de modules galoisiens

(B) 0 - T - Divg_5X = PicX - 0,

mise en valeur initialement par Voskresenskii [33] dans I’étude des problémes birationnels,

définit, par dualité, un torseur sur T, sous le tore dual de Pic X, torseur qui se prolonge
2 X et « donne » ainsi la R-équivalence sur T (k) (¢f. [7], proposition 6 et théoréme 2).
Puis, en vue de s’affranchir de I’hypothése de caractéristique et du recours a une k-compacti-
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fication lisse X et au calcul du module galoisien Pic X, on repére une propriété algébrique
de (B) qui suffit pour I’étude du probléme : (B) est une résolution flasque du module

galoisien T et toute résolution flasque de T définit, par dualité, un torseur sur T qui se
prolonge a une k-compactification lisse éventuelle et, en tout cas, « donne » la R-équivalence
sur T (k). II suffit donc, pour le calcul de T (k)/R, de considérer a priori une résolution

flasque quelconque de T :on dispose d’une procédure effective pour calculer une telle
résolution et, méme en caractéristique 0, cette procédure est bien plus simple que celle
consistant & calculer une suite du type (B). Cette méthode permet aussi le calcul effectif
de P'invariant k-birationnel p(T) considéré par Voskresenskii [35]. Ceci ne semble pas
avoir été noté par Voskresenskii qui, cependant, comme nous 1’a signalé le rapporteur,
a observé indépendamment [36] ('), & propos des problémes birationnels, le caractére
flasque d’une suite du type (B).

L’étude de la R-équivalence sera reprise dans [8] dans un cadre non limité a celui des
tores, suivant la méthode indiquée en [7]. Le plan de I’article est le suivant :
1. Modules et résolutions flasques;
Lien avec les problémes birationnels;
Les tores flasques;
R-équivalence et équivalence rationnelle;
La R-équivalence sur un tore;
Quelques calculs explicites de R-équivalence;
L’équivalence de Brauer sur un tore;

e A o

Comparaison de quelques critéres de rationalité;
Annexe;
Bibliographie.

1. Modules et résolutions flasques

Les résultats de ce paragraphe sont essentiellement dus, moyennant parfois quelques
traductions (voir a ce sujet § 2, R 6), a Lenstra [18], Endo-Miyata [12] et Voskresenskii
([33], [35]), mais la présentation et les démonstrations (notamment celle figurant a la pro-
position 3) sont parfois différentes. La présentation adoptée ici, strictement algébrique,
a l’avantage d’€tre complétement dégagée de considérations géométriques ou birationnelles.
Le lien avec les problémes birationnels est établi au paragraphe 2 (¢f. prop. 5 et 6 et R 6).

L’objet de ce paragraphe est d’introduire la notion de résolution flasque d’un G-module,
d’en assurer l’existence (lemme 3), le caractére essentiellement unique (lemme 5) et
(uni)versel (lemme 4), puis d’entreprendre, au moins dans des cas particuliers, 1’étude
du monoide Fg des classes de similitude de G-modules flasques (prop. 1-4, coroll. et R 5).

(*) Nous n’avons pu prendre connaissance des démonstrations, publiées, semble-t-il, dans Etudes de
théorie des nombres, Université de Saratov, n°s 5 et 6, 1975, p. 14-21 et 18-33.
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Soit G un groupe profini. Sauf mention du contraire, on se place dans la catégorie £ des
G-modules (a gauche) continus Z-libres de rang fini. Si M et N sont deux tels modules,
on désigne par Hom (M, N) le G-module Hom, (M, N), par M ® Nle G-module M ®, N
et par M° le G-module dual Hom (M, Z). On a de multiples isomorphismes canoniques :
M = M%° Hom (M, N) = Hom (N° M° = M° ® N, Hom (M, N)° = Hom (N, M)
et, si H est un sous-groupe ouvert de G, Z[G/H]® = Z [G/H]. L’application duale
de I'augmentation €4 : Z[G/H] — Z est la norme Ngy : Z— Z [G/H] définie par

Ngu (1) = Y gH. On note Iy le noyau de I’augmentation &gy et Jg 4 le conoyau de
G/H

la norme Ngy @ Jou = Ig;y. Si M est un G-module, le sous-groupe Gy des éléments
de G agissant trivialement sur M est un sous-groupe ouvert invariant de G et £ est ainsi
la réunion des £y pour tous les sous-groupes ouverts invariants H de G. Si G est fini
et si i€ Z, on note H' (G, M) le i-iéme groupe de cohomologie A la Tate, groupe noté

e (G, M) si i vaut explicitement 0. On sait ([3], chap. XIL, § 6) que le cup-produit met
en dualité les groupes finis H! (G, M) et H™ ! (G, M°). Pour G profini, M étant sans
Z-torsion, on peut encore considérer, outre les groupes de cohomologie ordinaires, le
groupe H™! (G, M) défini par exemple comme _1_1£n> H™!(G/H, MY), pour H sous-groupe
H

ouvert invariant quelconque de G, avec pour morphismes de transition les inclusions
naturelles : pour H inclus dans Gy et invariant dans G, ce groupe coincide avec
H™'(G/H, M).

Un G-module est dit de permutation s’il admet une Z-base permutée par G. Il est donc
isomorphe & son dual. Si G est fini, un module a la fois projectif et de permutation est libre.
Un facteur direct d’un module de permutation est dit inversible. On dit que deux modules
sont semblables lorsqu’on obtient des modules isomorphes par addition de modules de
permutation convenables. Un module semblable a 0 est dit stablement de permutation.
Les classes de similitude forment, pour la somme directe, un monoide commutatif S;.
Soit [M] la classe de similitude du G-module M : c’est la classe neutre 0 lorsque M est
stablement de permutation, c’est un élément du sous-groupe Ug des éléments inversibles
de Sg lorsque M est un module inversible. La dualité M — M? induit sur Sg une involution
qui conserve Ug. Les groupes H! (G, M) et H™' (G, M) ne dépendent que de [M].

Remarque.

R 1. Un module stablement de permutation n’est pas nécessairement de permutation.
C’est déja le cas pour G = G3 = (5, ¢t ) avec s = t3 =1 et sts =t : le noyau M de
I’application Z [G] 5 Z[G/s] définie par o (1) = 1—¢ n’est pas de permutation,
car H° (G, M) = 0 (si M était de permutation, il serait donc libre) et H> (G, M) = Z,,
et pourtant M @ Z = Z [G/s] ® Z [G/t] (cf. §6,d1). Voici un autre exemple [30]
pour G le groupe quaternionien d’ordre 8 : I’idéal I = ¢ 3, Ng > de Z [G] n’est pas
de permutation, car projectif, mais non libre; pourtant, I® Z =Z[G]D Z. O

Soit i€ Z. Dans le cas ou G est fini, le G-module M est dit H'-trivial lorsque
H!(G’, M) = 0 pour tout sous-groupe G’ de G : pour vérifier cette condition, il suffit
de considérer les sous-groupes des sous-groupes de Sylow et, parmi eux, un seul sous-
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groupe par classe de conjugaison. Pour i = —1, on dit que M est flasque et, pour i = 1,
que M est coflasque. Ces deux derniéres définitions s’étendent au cas ou G est profini,
en se limitant aux sous-groupes ouverts G’ de G : il revient au méme [cf. lemme 2 (vii)
et (viii)] de considérer M dans Z,; pour H contenu dans Gy, et invariant ouvert dans G.
On note Fg (resp. F2) le sous-monoide de Sg formé des classes de similitude de G-modules
flasques (resp. coflasques). Un module inversible est 2 la fois flasque et coflasque :
Fg n F contient donc le sous-groupe Ug. On note

ce sont deux monoides commutatifs sans torsion. On appelle résolution flasque d’un
G-module M toute suite exacte de G-modules

0-M-P->F-0,

ou P est de permutation et F flasque. On appelle résolution coflasque de M toute suite exacte
de G-modules

0-Q—->R->M-0,
ou R est de permutation et Q coflasque.

LeMME 1. — Soit M dans L. Les conditions ci-dessous sont équivalentes :
(i) M est flasque;
(ii) MO est coflasque;
(iii) H™*(G’, M) = O pour tout sous-groupe ouvert G' de G;
(iv) H*(G’, M®) = 0 pour tout sous-groupe ouvert G’ de G;
(v) H'[G, Hom (M, P)] = 0 pour tout module de permutation P;
(vi) H' (G, M° ® P) = 0 pour tout module de permutation P;
(vii) Exty(M, P) = 0 pour tout module de permutation P;
(viii) Ext} (P, M®) = O pour tout module de permutation P. [
Les conditions (v)', ..., (viii)’ obtenues en remplagant dans (v), ..., (viii) I’expression

« pour tout module de permutation » par « pour tout module inversible » sont encore
équivalentes aux précédentes.

Ainsi, toute résolution flasque de M définit par dualité une résolution coflasque de M°
et la dualité induit un isomorphisme Fg — FS.

LEMME 2. — Soient M un G-module et H un sous-groupe invariant fermé de G :
(i) si M est de permutation dans £, M™ est de permutation dans Lgy;
(ii) si M est G-coflasque, M" est G/H-coflasque;
(iii) si 0-Q—>R—->M—0 est une résolution coflasque de M dans g,
0— Q" — R¥— M" — 0 est une résolution coflasque de M" dans &g y.
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Soient M et N dans £y 1l est équivalent, pour M et N, de posséder la propriété 2
dans £ ou dans £ gy, pour chacune des propriétés P ci-dessous :

(iv) M est de permutation;
(v) M est stablement de permutation;
(vi) M est inversible;
(vii) M est flasque;
(viii) M est coflasque;
(ix) M et N sont semblables.
Enfin, pour M dans Lgpy :

(x) toute résolution flasque (resp. coflasque) de M dans &L gy est une résolution flasque
(resp. coflasque) de M dans L,

(xi) toute résolution flasque (resp. coflasque) de M dans & définit, via le foncteur
points fixes sous H, une résolution flasque (resp. coflasque) de M dans &g y.

CoROLLAIRE. — Si H est un sous-groupe invariant fermé de G, Sgy est un sous-monoide
de Sg et Ugy = Ug N S, Fom = Fg 0 S, Fam = F& N Sgyy. En outre, Sg est
la réunion des sous-monoides Sgy, pour H parcourant I’ensemble des sous-groupes invariants
ouverts de G. _

Notons que, d’aprés le lemme, les diverses propriétés (iv) a (ix) se vérifient toutes a4 un
niveau fini, i. e. dans £y pour H invariant ouvert convenable. Les assertions du lemme
se vérifient aisément : on commence par (i) et (iv), d’ou (v), (vi) et (ix); on prouve (ii) par
inflation, d’ou (iii), puis (viii) par inflation-restriction, d’ou (vii) par dualité (en supposant G
fini, ce qui est possible, vu la définition de « flasque »). Pour (x) et (xi), montrons simplement
que, si 0 > M — P — F — 0 est une résolution flasque dans #5 d’un G/H-module M,
alors la suite exacte 0 — M — P* — F¥ — 0 est une résolution flasque de M dans L.
Pour voir que F" est flasque, on peut supposer G fini. Pour tout sous-groupe G’ de G,

on obtient la suite exacte 0— H~!(G’, F¥) — HC (G’, M) 2> H° (G', PH). Or, I’hypo-
thése H™! (G, F) = 0 implique V’injectivité de H® (G, M) — H° (G, P), donc celle de i,
soit H-* (G, F) =0. O

Remarques.

R 2. Soient H un sous-groupe fermé de G et Res la restriction usuelle L5 — ZLy.
Soit 2 ’'une quelconque des propriétés (iv) a (ix) du lemme 2, ou méme la propriété (j) :
M est Hi-trivial (je€ Z et, pour G infini, j = —1). 1l est immédiat que, si M (ou M et N)
vérifie la propriété 2 dans %, il en est de méme pour Res (M) [ou Res (M) et Res (N)]
dans #y. La restriction £ — £y induit donc des morphismes de restriction ®g— Py
pour ® = S, U, F, F°, F! et F2. Plus généralement, cette remarque et le lemme 2 montrent
le caractére fonctoriel contravariant de S, U, F, F°, F! et F2. O

R 3. Soient H un sous-groupe d’indice fini de G et Ind I’'induction usuelle £y — L.
Soit 2 ’'une des propriétés (iv) & (ix) ou (j). On voit aisément que, si M (ou M et N) vérifie
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la propriété 2 dans Ly, il en est de méme pour Ind (M) [ou Ind (M) et Ind (N)] dans L4
[via le lemme de Shapiro pour (j)]. On obtient donc des morphismes d’induction &y — @g
pour ® =S, U, F, F° F! et F2

Si M est dans £y, le H-module Res o Ind (M) contient M comme facteur direct. Un
facteur direct d’un module flasque (resp. coflasque, inversible) est du méme type. On en
déduit que ’application Res o Ind : &y — @y est injective pour ® = F! et F2. Les induc-
tions F}; — F} et FZ — FZ% sont donc injectives. []

Le lemme 3 ci-dessous, facile, mais important pour la suite, est déja utilisé par
Lenstra [18] (démonstration de la proposition 1.2).

LemMmE 3 [12]. — Tout G-module admet une résolution flasque et une résolution coflasque.,

11 suffit, bien s@ir (argument de dualité), de prouver 1’existence d’une résolution coflasque.
On peut supposer G fini. Une surjection R— M avec R de permutation, ou simplement
coflasque, a un noyau coflasque, si et seulement si, pour tout sous-groupe G’ de G, 1’appli-
cation R® — M% est encore surjective. Pour obtenir une résolution coflasque de M,
il suffit donc de prendre la somme, pour tous les sous-groupes G’ de G, des morphismes
Z[G/G'] ® M® - M, ou l’on considére M® comme G-module trivial. []

LemMmE 4. — Soient 0 - M -—i>N — F — 0 une résolution flasque du G-module M et

0—-Q— R—j> M — 0 une résolution coflasque. Si P est un module de permutation, tout
morphisme de M dans P se factorise par i, tout morphisme de P dans M se factorise par j,

On peut ainsi dire que ’injection i est « verselle » parmi tous les morphismes M — P
avec P de permutation. Prouvons simplement 1’assertion relative & j : le produit fibré
de R et P au-dessus de M définit une extension de P par Q, qui, d’aprés le lemme 1 (viii),
est triviale. [

On a ensuite un « lemme de Schanuel », énoncé indépendamment par Voskresenskii [36];
ce lemme assure qu’une résolution flasque d’un module M est essentiellement unique :

LEMME 5. — Soient 0 M — P — F — 0 une résolution flasque du G-module M et
0— Q— R — M — 0 une résolution coflasque. Les classes de similitude de F et Q ne
dépendent que de la classe de M : on les note respectivement p (M) et ¢ (M).

On devrait les noter, pour plus de précision, pg (M) et g5 (M), mais il n’y a pas d’inconvé-
nient 4 « oublier » G, car, si H est un sous-groupe invariant fermé de G agissant trivia-
lement sur M, alors pg; (M) coincide avec pg (M) via le plongement naturel de Sy
dans Sg et, de méme, ggy (M) coincide avec ¢ (M); de plus [¢f. lemme 2 (xi) ], avec les
notations de 1’énoncé, p (M) = [F] = [F*] et ¢ (M) = [Q] = [Q¥].

Prouvons le lemme pour les résolutions coflasques. Si 0 - Q"= R'—->M — 0 est
une autre résolution coflasque de M, le produit fibré de R et R’ au-dessus de M est extension
de R par Q' et de R’ par Q; or, ces extensions sont triviales d’aprés le lemme 1 (viii), d’olt

[Ql=[Q] O

LEMME 6. — Les applications p et ¢ sont additives et duales I'une de I’autre : p (a)° = ¢ (a°).
L’application p est un épimorphisme de Sg sur Fg et ¢ est un épimorphisme de Sg sur FQ.
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La restriction de p @ FQ est un isomorphisme de F2 sur Fg : son inverse est la restriction
de ¢ a Fg. Sur le sous-groupe Ug, p et ¢ coincident avec la symétrie ar— —a.

11 suffit de noter que, si la suite 0 — M — P — N — 0 est exacte, avec P de permutation,
M coflasque et N flasque, alors [N] = p(M) et [M] =¢(N). O

Observons que, si la suite 0 - M — P— N — 0 est exacte, avec simplement P de
permutation, on trouve p (M) = pg(N) et ¢ (N) = ¢ p (M).

LeMME 7. — Si la suite 0 > M — N — Q — 0 est exacte et si Q est inversible, alors
pM) = pMN)+[Q]. En particulier, si Q est de permutation, p (M) = p (N).

Noter que la premiére égalité s’écrit encore p (N) = p (M) + p (Q) et qu’elle résulte aisé-
ment de la seconde assertion.

Introduisons une résolution flasque 0 > N —>P—>F —>0 de N. La suite
0 — Q — coker (M — P) —» F — 0 est exacte et, comme Q est inversible et que F est
flasque, elle est scindée [lemme 1 (vii)’]. Le terme médian est donc flasque et sa classe,
qui vaut [Q]+[F] = [Q]+p (N), n’est autre que p(M). O

Modulo traduction (¢f. § 2, R 6), ce lemme est simplement une forme faible de la propo-
sition 1.5 de [18], proposition qui, en termes de tores, est un corollaire direct du théo-
réme 90 : un torseur sous un tore facteur direct d’un tore quasi trivial est localement
(Zariski) trivial.

LeMME 8. — Soient M et N deux G-modules. Les conditions suivantes sont équivalentes :

@O pM) =p®N);

(ii) il existe deux suites exactes 0 M —>E—-P—-0 ¢ 0>N—->E—-R—0
avec P et R de permutation.

L’implication (i) = (i) résulte du lemme 7. Inversement, 1’égalité (i) implique
I’existence de deux suites exactes 0 > M —-P—-F—->0et 0—->N—->R—>F—0 avec P

et R de permutation. Il suffit alors de considérer le produit fibré E de P et R au-dessus
de F. O

Noter que, modulo traduction (¢f. R 6), ce lemme 8 n’est autre que la proposition 2
de [35] (¢f. déja [31], lemmes 7 et 8).

LeMME 9 (Lenstra [18]). — Soit G un groupe fini. Pour M dans %, les conditions
suivantes sont équivalentes :
(i) M est inversible;
(i) M est G,-inversible pour chaque sous-groupe de Sylow G,;
fiii) Exty M, Q) = 0 pour tout G-module coflasque Q;
(@iv) Ext} (F, M) = 0 pour tout G-module flasque F.
Précisons que, dans (ii), il suffit de considérer un seul p-sous-groupe de Sylow G, par

nombre premier p divisant ’ordre de G. Ce lemme revient & affirmer que la restriction
F3 — @ Fg_ est injective. Notons que la restriction F§ — @ Fg, est également injective,
14 p

mais c’est 14 un résultat immédiat.
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L’implication (i) = (ii) est évidente (¢f. R 2). D’aprés le lemme 1 (viii)’, la condition (ii)
implique la nullité¢ de Extép M, Q) pour chaque nombre premier p, d’ou (iii). Si M
vérifie (iii), considérons une résolution coflasque de M : elle se décompose et M est donc
inversible. Le méme argument appliqué & une résolution flasque de M prouve 1’implication
(iv) = (i) et le lemme 1 (vii)’ prouve la réciproque. [

PROPOSITION 1. — Soient G un groupe fini et € I’augmentation Z [G] —Z:

() toute suite exacte de G-modules 0-Q—-L>Z [G]—s-> Z—-0, ou L est un
G-module libre donne

sle)=[Q] e pUa)=[Q"];
(ii) en particulier, pour tout sous-groupe G’ de G :
H'[G', p(Jo)] =H* (G, 2).

On peut, par exemple, prendre pour o I’application Z [Gx G] — Z [G] définje par
© (g0, &1) = &1 —8o- Rappelons que I est le noyau de € et que Jg = I3. Remarque :
la définition méme de I; montre que p (Ig) = 0; plus généralement, si H et H' sont deux
sous-groupes de G tels que H = H’, p vaut 0 sur le noyau de 1’augmentation, notée encore ¢,
Z[G/H] — Z[G/H'].

Il est immédiat que, pour tout sous-groupe G’ de G et tout n € Z, la suite exacte de
I’énoncé définit un isomorphisme H" (G’, Q) < H? (G', Z). On en déduit, pour n = 1,
que Q est coflasque, d’ot1 (i). L’isomorphisme ci-dessus pour n = — 1 donne (ii) par dualité :
modulo R 6, cette assertion (ii) est déja dans [33], mais sous une apparence quelque peu
restrictive. [J

Cette proposition 1, quoique facile, est trés intéressante pour la suite : le calcul précis (i)
de I'invariant p (Jg) intervient dans les démonstrations des propositions 2 et 3 et dans les
calculs explicites de R-équivalence sur les tores R}(/k G,, pour K/k galoisienne finie
(§ 6, prop. 15 et coroll.); la proposition ci-dessus est également utilisée pour le calcul
de I’équivalence de Brauer sur ces tores [§ 7, coroll. 2 (prop. 17)] et pour les corollaires
ci-dessous, mais alors (ii) suffit.

COROLLAIRE 1. — Soit G un groupe fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) tout sous-groupe de Sylow de G est cyclique ou quaternionien généralisé;

(ii) tout sous-groupe abélien de G est cyclique;

(iii) H3 (G, Z) = 0 pour tout sous-groupe G' de G;

@iv) p(Jg) est coflasque.

Cette derniére condition s’écrit encore p (Jg) € Fg n Fg ou, par dualité, ¢ (Ig) € Fg.
L’équivalence de (iii) et (iv) est un corollaire immédiat de la proposition 1 (ii).
L’équivalence de (i), (i) et (iii) est bien connue : (iii) = (ii) car H? (Z,xZ,,7)=Z,;
pour (ii) = (i), voir [3] (chap. XII, § 11, th. 11.6) et pour (i) = (iii), voir [3] (chap. XII, § 7).
Il résulte de ce corollaire que si G ne vérifie pas I'une des conditions ci-dessus, alors
F% # 0, puisque p (J;) est flasque et non coflasque. Ce résultat est déja dans [35] (th. 3)
modulo traduction par R6. []
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COROLLAIRE 2. — Soit G un groupe fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :

() G est métacyclique, i.e. a ses sous-groupes de Sylow cycliques;
(i) F§ =0, i.e. tout G-module flasque est coflasque.

L’implication (i) = (ii) est évidente pour G cyclique. Comme F} se plonge dans la somme
directe des Fép pour les divers sous-groupes de Sylow G, I’assertion (ii) pour G méta-
cyclique en résulte. Supposons inversement F§ = 0 : la condition (iv) du corollaire 1
est donc vérifiée et tout sous-groupe de Sylow de G est cyclique sauf éventuellement G,
qui peut étre quaternionien généralisé. Or, on aurait alors (¢f. R 3 et le corollaire du
lemme 2) Fg > F§, > Fy,, car un groupe quaternionien généralisé admet V, (= Z, x Z,)
pour quotient. Mais V, ne vérifie pas les conditions du corollaire 1, d’ol1 F}, # 0 et cette
éventualité est & exclure. [J

La proposition 6 du paragraphe 2 (¢f. R 6) montre qu’il y a coincidence entre la relation
d’équivalence 3 définie par Endo-Miyata [12] sur & et celle définie par 1’application
p : L — Fg. On peut ainsi traduire les résultats de [12] au moyen de p et ¢. En parti-
culier, le monoide noté T (G) en [12] s’identifie & Fg via p et le sous-groupe T? (G) au
groupe Ug.

ProrosITION 2 (Endo-Miyata [12]). — Soit G un groupe fini. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) G est métacyclique;
(ii) Fg est un groupe, i. e. tout module flasque est inversible;
(iii) p (Jg) € Ug, i. e. p (Jg) est inversible.

La condition (ii) s’écrit encore Fg = Ug et la condition (iii) équivaut, par dualité, a
¢ (Ig) € Ug. On vient de voir [corollaire 2 (ii) de la proposition 1] une quatriéme condition
équivalente : Fg = F{, condition a priori plus faible que la condition (i) (I’implication
Fg = Fg = Fg = Ug est déja dans [35], théoréme 4, mais la démonstration contient
un argument faux).

Montrons d’abord I’implication (iii) = (i). Soit Q comme dans la proposition 1. S’il
existe N tel que Q @ N soit un module de permutation P, alors, pour tout sous-groupe G’
de G, H2 (G, Q) = H° (G, Z) se plonge dans H? (G, P) et ce dernier contient donc
un élément d’ordre celui de G’; or cela n’est possible, dans le cas ol G’ est un p-groupe,
que s’il est cyclique.

Pour montrer ’implication (i) = (ii), il suffit, d’aprés le lemme 9 (ii), de traiter le cas
d’un p-groupe cyclique G. La démonstration se fait par récurrence sur ’ordre p® de G.
Soit f(X) = XP*—1/X?*"*—1 le polynéme cyclotomique d’indice p°. Soient s un générateur
de G, M un G-module, M’ le noyau de f(s) : M — M et M” I’image. Supposons M flasque :
comme G est cyclique, M est aussi coflasque. Comme M’ est sans Z-torsion, s?* " a pour
seul point fixe 0 dans M’, qui est donc HO-trivial. On en déduit, au moyen de la suite
exacte 0 >M' > M —M"—0, que M” est flasque. Comme M” est un G/{ s?* " )-
module, I’hypothése de récurrence s’applique &8 M”, qui est donc inversible [ ¢f. lemme 2 (vii)
et (vi)]. Ainsi (lemme 7), p (M) = p (M')—[M"] et p (M) inversible <> p (M’) inversible.
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Comme (lemme 6), M étant déja coflasque, M inversible <> p (M) inversible, il reste
simplement & prouver que p (M’) est inversible. Or M’ est un Z [{]-module pour §
une racine primitive p*iéme de 1. C’est un module sans torsion sur Z, donc sur Z [(] :
comme Z [(] est de Dedekind, M’ est donc un Z [{]-module projectif. Ainsi suffit-il
de traiter le cas de Z [{] qui n’est autre que M pour My = Z [G]. Or, les raisonnements
initiaux appliqués & M, au lieu de M montrent que p (Mg) = [Mj] est inversible. [

COROLLAIRE. — Soit G un 2-groupe quaternionien généralisé : les monoides F, et F
sont tous les deux non triviaux.

Ajoutons que pour le groupe quaternionien d’ordre 8 le groupe Ug est trivial (¢f. R 5).
Le résultat pour F} est déja connu (corollaire 2 de la proposition 1). D’aprés le corollaire 1
de la proposition 1, p (J) est flasque et coflasque; mais, d’aprés la proposition 2, il n’est
pas inversible, d’ot F3 # 0. [

Notons que ce corollaire contredit ’assertion FZ = 0 indiquée en [36], i. e., avec les
notations de [36] et modulo R 6, le fait que, pour L/k galoisienne finie quelconque,
Z° (L/k) soit un groupe : il n’en est pas toujours ainsi, méme pour k p-adique (considérer
sur Q, I’exemple C du paragraphe 8).

ProposiTION 3 (Endo-Miyata [12]). — Soit G un groupe fini. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

@) G={(s,t) avec t"=s*n1 =1 et sts™' =1t", pour m impair et r*> = 1 mod m;

() pUJo) =0;

(iii) p (Jg) d’ordre fini.

On peut, en (ii) et (iii), remplacer p (Jg) par ¢ (I5). Notons d’abord que la condition (i)
équivaut a la condition

(iv) G est métacyclique et H* (G, Z) = H° (G, Z).

En effet, un groupe métacyclique G est le produit semi-direct G’ X I" d’un groupe cyclique
invariant G’ = (¢ ), d’ordre m, et d’un groupe cyclique I' = (s ), d’ordre / premier
a m ([37], p. 145). Soit Z, I’image de FI—niAut (G'). Aibsi, s agit sur G’ via r et
sur H* (G, Z) via r’. Comme H*(G, Z) = H*(G, Z)F @ H*(T, Z), I’égalité
H*G, Z) = H° (G, Z) équivaut 2 la condition 72 = 1 mod m. Ainsi (i) = (iv). Inver-
sement, I' = I'"xI'" avec I" d’ordre impair et I'” 2-primaire; comme 1’image de
I’ = Aut G’ est d’ordre 2 au plus, I'"” est central dans G et G = (G’ xI"") X/ I'", d’ou (i),
en prenant pour «nouveaux» s et ¢ des générateurs respectifs de I'” et G'xI".
Rappelons ([3], chap. XII, § 11) que la condition H* (G, Z) = H° (G, Z) signifie que
la cohomologie de G admet 4 pour période.

Pour (i) = (ii), voir [12] (th. 2.3) : le cas cyclique (r = 1 mod m) est immédiat
puisqu’alors Jg = Ig [p (Ig) vaut toujours 0]; le cas G = S, est explicité au para-
graphe 6, b. Montrons I’implication (iii) = (i), i. e. (iil) = (iv). Si p (Jg) est d’ordre fini,
il est a fortiori inversible et G est métacyclique (prop. 2). Soit Q comme dans la pro-
position 1. Il existe, par hypothése, deux modules de permutation P et R et un entier
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n > 0, tels que (Q°)" @ P = R. On en déduit Q" @ P = R et, par simplification (dans
les groupes abéliens finis), H'(G, Q) = H!(G, Q° pour tout ie Z. En particulier,
H°(G, Z) = H*(G,Q = H*(G, Q) = H*(G, 2). O

Remarque.

R 4. Supposons a priori le groupe G produit semi-direct G’ X|I" de deux groupes cycliques
G’ = (t), invariant, et ' = { s ), d’ordres respectifs p™ et 2" avec p premier impair.
Pour un tel groupe G, les conditions de la proposition 3 sont encore équivalentes aux
suivantes :

™ pUgp =0;
(vi) p Jgp) d’ordre fini.

Quitte & diviser G et I" par le noyau du morphisme I = Aut G, on peut, pour la démons-
tration, supposer ce morphisme injectif (corollaire du lemme 2). Cela impose » = 0 ou 1
dans la condition (i). L’implication (i) = (v) est déja connue pour n = 0 (proposition
ci-dessus); elle est prouvée pour n = 1 au paragraphe 6, d 1. Inversement, la suite exacte
0-Q— Z[G] 5z [G/T] =2, Z— 0 définie par o (1) = 1—¢ donne une résolution
coflasque de Ig, i.e. p(Jg)) = [Q°] (§6, d2). On trouve ainsi

H*(G, Q=H'(G Ign=Z,» et H (G, Q)=H*G,Isr);

or H3 (G, J,r) est le noyau de la restriction H* (G, Z) —» H* (', Z), noyau qui s’identifie,
par la restriction, 8 H* (G’, Z)'. La condition (vi) implique, comme (iii) précédemment,
’égalité H? (G, Q) = H? (G, Q°), ce qui impose que I" agisse trivialement sur H* (G, Z),
i.e. ' d’ordre 1 ou 2. O

PROPOSITION 4. — Pour G =V, le monoide FY est non trivial, mais Fg n Fg = 0.

Autrement dit, tout module flasque et coflasque est stablement de permutation,
i.e. F4 = Ug = 0. Montrons d’abord que, si M est flasque, p (M) = 0, i.e. il existe
une suite exacte 0 —- M — P, —» P, —» 0 avec P; et P, de permutation. Le groupe G
est engendré par deux éléments s et ¢ d’ordre 2 qui commutent. Soient M’ le noyau de
la multiplication par 1+ s dans M et M” son image. Comme H™! (G, M) = H° (G, M’) = 0,
la suite exacte 0 > M’ —>M — M” — 0 donne H™! (G, M") = 0. Le G/s-module M”
est donc de permutation (les seuls Z [< ¢ )]-modules indécomposables sont Z, I,y et
Z [{t)]) et, d’apres le lemme 7, p (M) = p (M’). Comme s vaut —id sur M’, la décompo-
sition de M’ en somme de ¢ ¢ »-modules indécomposables est stable par s et montre que

le G-module M’ est somme de facteurs I, I/ et ker (Z [G] = Z[G/s]). Or, p vaut 0
sur chacun de ces modules. En conclusion, p (M) = 0. Si, en outre, M est coflasque,
Ml=cpM) =0 0O

Remarque.

R 5. L’étude, pour G fini, du monoide Fg peut se décomposer en celles des monoides
sans torsion F§ et Fg et du groupe Ug. Nous avons donné quelques résultats fort minces
sur F} et FZ et on peut se demander, par exemple, §’ils sont de type fini. Le groupe Ug
en revanche est assez bien connu. C’est un groupe abélien de type fini (Jacobinski, ¢f. [12],
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[10]), mais non nécessairement fini. En effet, si G est métacyclique, mais si sa cohomologie
n’a pas pour période 4, p (J;) est, d’aprés les propositions 2 et 3, un élément d’ordre
infini de Ug : on peut prendre pour G le groupe d’ordre 20 défini par t°> = s* =1 et
sts™!' =12 ou le groupe d’ordre 21 défini par t” =53 =1 et sts™! = ¢t2. Le rang du
groupe Ug a d’ailleurs été calculé de fagon précise par A. W. M. Dress [10] (Ug y est
désigné sous le nom de permutation class group). En particulier, Ug est un groupe fini
lorsque G est un p-groupe. Endo et Miyata ont méme énuméré de nombreux cas (cf. [11]
et [12], th. 3.2 et 3.3), ot Ug est égal au groupe C (Q ;) des classes d’un ordre maximal
de Q[G] contenant Z [G] : il en est ainsi pour un p-groupe abélien, pour un p-groupe
d’ordre impair, pour le groupe diédral D . (pour p premier # 2), pour le groupe quater-
nionien H, d’ordre 8, ... Ainsi, pour p premier # 2, si { = i/l_, F,,=C(Z [ED et
Fp, = C(Z [€+¢71']); pour H,, l’anneau des quaternions d’Hurwitz étant principal,
Uy, =0 0O

2. Lien avec les problémes birationnels

Fixons d’abord quelques notations et terminologies. Etant donné un corps k, on note k

une cl6ture séparable et g le groupe de Galois de I;/k. On appelle k-variété un k-schéma
algébrique, géométriquement intégre. Etant donné une k-variéré X et une extension K/k,
on note Xg = XX, K, X = X Xy k, K [X] l’anneau des fonctions réguliéres sur X,
K (X) le corps des fonctions rationnelles sur Xy . Soit en outre Y un fermé de X. On note
Div X (resp. DivyX) le groupe des diviseurs de Cartier (resp. a4 support dans Y) de X,
Pic X le groupe de Picard de X, Z! (X) [resp. Z} (X)] le groupe des diviseurs de Weil
(resp. a support dans Y), i. e. des cycles de codimension 1, de X et Cl X le groupe des classes
de tels cycles pour I’équivalence rationnelle. Deux k-variétés X et Y sont dites k-biration-
nellement équivalentes si k (X) et k (Y) sont k-isomorphes, i. e. s’il existe des ouverts non
vides U dans X et V dans Y qui sont k-isomorphes. On dit que X et Y sont k-stablement
birationnellement équivalentes si, A} désignant Spec k [Ty, ..., T,], les variétés X x, Af
et Y x, Aj sont k-birationnellement équivalentes pour r et s convenables. On dit que X
est K-rationnelle si K (X) est transcendant pur sur K. On appelle k-compactification lisse
de X une k-immersion ouverte de X dans une variété compléte et lisse : il en existe en carac-
téristique 0 d’aprés Hironaka [15].

Soit G,, le groupe multiplicatif Spec Z [T, T™']. Soit J (resp. T ;) la catégorie
des k-tores algébriques (resp. la sous-catégorie de ceux déployés par 1’extension K/k).
Ftant donné un k-tore algébrique T, on note Tle g-module Z-libre de type fini formé de
ses caractéres, i. e. I’ensemble des morphismes de groupes algébriques Hom (i G, o
Inversement, si M est dans &, on note D(M) le k-tore Spec E[M]ﬁ. On obtient ainsi
une dualité entre J, et &£, qui induit, pour toute sous-extension galoisienne K/k de
groupe G, une dualité entre I ¢, et £;. On dit que T est trivial, ou déployé, si g agit
trivialement sur ’i‘, quasi trivial si T est un g-module de permutation, anisotrope si
H° (g, 'f‘) = 0, flasque (resp. coflasque) si T est un g-module flasque (resp. coflasque).
Si K/k est une sous-extension finie de k/k, correspondant au sous-groupe ouvert by de g,
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on note Ry, G,, le tore obtenu a partir de G,, g par restriction des scalaires (2 la Weil)
de K a k : son module des caractéres est Z [g/h]. Un tore trivial est k-isomorphe 4 une
puissance de G, i, un tore quasi trivial & un produit de tores du type Rg, G,. Tout tore
quasi trivial est une variété k-rationnelle : c’est un ouvert d’un espace affine. Soient
R,I(,k G, le noyau de la norme Ngj, : Rg;G,— G, et Rg;G,/G, le conoyau de
Pinclusion naturelle de G, ; dans Rg; G, : leurs modules des caractéres sont respec-
tivement J , et I .

Si k est un corps global, i. e. un corps de nombres ou de fonctions algébriques d’une
variable sur un corps fini, une extension galoisienne K/k de groupe G définit une distri-
bution (G"), ., de (classes de conjugaison de) sous-groupes G” (groupe de décomposition
d’un prolongement de v & K) de G, indexée par I’ensemble Q, des places v de k. Si M est
un G-module continu quelconque (non nécessairement dans %), on note, pour i€N,
ouméme i € Zsi G est fini, III* (K/k, M), ou par abus III' (G, M), le noyau de la restriction
H'(G, M) —» [] H'(G®% M). Si M est dans %, ou si M et i vérifient H (G°, M) = 0

veQx

pour presque toute place v, on note U’ (K/k, M), ou par abus U (G, M), le conoyau de
cette méme application de restriction. Ces notations seront utilisées ultérieurement pour
les calculs sur les corps globaux. Notons que, pour un k-tore quasi trivial E, I (k, E) = 0
(principe de Hasse pour le groupe de Brauer d’un corps global) et, que, pour T dans I,
avec K/k galoisienne, 112 (k, T) = W2 (K/k, T) d’aprés le théoréme 90 et la remarque
précédente. Enfin, pour un G-module de permutation M, on trouve II? (G, M) = 0
par réduction au cas M = Z et application du théoréme de Cebotarev & des sous-
extensions finies convenables de K/k. On en déduit que, si L/k est la sous-extension galoi-
sienne de K/k définie par le sous-groupe invariant H et si M est dans Ly, alors
m? (K/k, M) = m? (L/k, M).

LemMe 10 (Rosenlicht [24]). — Si X est une k-variété, U, (X) = k [X]*/k* est un
groupe abélien Z-libre de rang fini. Le foncteur contravariant X +— U, (X) est additif sur
la catégorie des k-variétés : U, (X) @ U, (Y) = U, X%, Y).

Pour la premiére assertion, on peut se restreindre a un ouvert affine normal Y de X,
car U, (X) ¢ U, (Y). Une k-compactification normale Y — Y’ plonge U, (Y) dans le
groupe abélien libre de rang fini Z},_y (Y’). L’additivité de Uy est bien connue (cf. [24])
pour des variétés ayant des points rationnels. On s’y raméne par descente galoisienne,
car X (k) # & (k cloture séparable!) et, d’autre part, H [g, U (X)] = U, (X) d’aprés
le théoréme 90. [

LemME 11. — Si X et Y sont deux k-variétés lisses et si Y est k-rationnelle, le morphisme
canonique Pic X @ Pic Y — Pic Xx, Y est un isomorphisme.

Montrons d’abord que, pour deux k-variétés quelconques X et Y, le morphisme ci-dessus

est injectif : c’est évident si X et Y ont des points rationnels; comme c’est le cas sur &,
on s’y raméne par descente galoisienne via la suite exacte

0 H'(g, k[X]*) - PicX - H° (g, PicX),
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en utilisant I’injection H' (g, k [X]* @ k [Y]*) — H! (g, k [X x Y]*) (lemme 10 et th. 90).
Soient désormais X et Y lisses et V un ouvert non vide de Y. Considérons le diagramme

Divygxy-xxyXXY — PicXxY —— PicXxV — 0

~ T Py v

Divy_yY —— PicX @ PicY — PicX @ PicV—0.

La fleche de gauche est un isomorphisme, d’oll @y surjective <> @y surjective. Par triple
application de cette remarque, on est ramené, lorsque Y est k-rationnelle, au cas ou X
est affine (= Spec A) et Y I’espace affine, ou méme la droite affine Spec k [¢], auquel

cas l’assertion Pic A - Pic A[¢] est bien connue (pour A régulier). [

Les deux propositions ci-dessous permettent de faire le lien entre les considérations
purement algébriques du paragraphe 1 et les problémes birationnels, spécialement pour
les tores. A la terminologie prés, elles sont dues essentiellement a Swan [31] et
Voskresenskii ([33], [35]) : ¢f. pour plus de détails la remarque R 6.

PROPOSITION 5. — Soient X une k-variété lisse et K/k une extension galoisienne de
groupe G. On suppose Pic Xy de type fini. Si U est un ouvert non vide de X tel que
Pic U = 0, I’élément p (K [U]*/K*) de Fg ne dépend que de la classe de k-équivalence
birationnelle stable de X. On le note py, (X), ou simplement p (X) s’il n’y a pas d’ambiguité.
Cet invariant vaut 0 pour X k-rationnelle.

Tout d’abord, X étant lisse et Pic Xy de type fini, il existe des ouverts non vides U tels
que Pic Uy = 0 et, si U est I’un deux, il en est de méme de tout ouvert non vide qu’il
contient. Il suffit donc, pour prouver I'indépendance vis-a-vis de U, de considérer
le cas de deux ouverts emboités U > V de ce type : la suite exacte de G-modules
0— Ug (U) — Ug (V) = Divy, U —0, ot Y =U-V, donne le résultat en vertu
du lemme 7, puisque, X étant lisse, le terme de droite est un module de permutation.
L’invariance par k-isomorphisme birationnel se déduit de I’existence d’ouverts
k-isomorphes. Si W est k-rationnelle, I’invariance p (Xx,W) = p(X) se déduit des
lemmes 10 et 11. O

PROPOSITION 6. — Soient T un k-tore algébrique et p (T) = p; (T). L’invariant p (T)
caractérise les classes de k-équivalence birationnelle stable dans J . 1l est trivial pour T

k-stablement rationnelle, additif et coincide avec p (i‘). Si T est déployé par I’extension
galoisienne K/k de groupe G, I'invariant p (T) est dans Fg; il coincide avec pyy (T) et, en
caractéristique 0, avec [Pic Xy, X désignant un k-compactifié lisse de T.

Désignons, comme Voskresenskii [35], par Z (K/k) I’ensemble des classes de k-équiva-
lence birationnelle stable de k-tores déployés par 1’extension galoisienne K/k de groupe G.
L’énoncé ci-dessus affirme que I’application p : g, — Fg définie par T+ p (T) via
la proposition 5 induit un isomorphisme de monoides

p: Z(K/k)=Fg.

L’égalité p(T) = p (f') résulte de la définition de p (T) : en effet, Pic T=0et Uz (T)
s’identifie au g-module T (Rosenlicht [24]). De méme, pgy (T) = pg (T) et pg (T)
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coincide avec p (&‘) dans F,. Soient T et T’ dans 7, tels que p(T) = p(T).
L’égalité p (”1\") =p (’i") implique (cf. lemme 8) 1’existence, dans 7, de deux suites exactes
l-S—>M-o5T—-oletl>S>M->T —1 avec S et S’ quasi triviaux. D’aprés le
théoréme 90, ces deux fibrations M — T et M — T’ sont localement triviales, ce qui donne
un k-isomorphisme birationnel de Tx S sur T'xS’; comme S et S’ sont k-rationnelles,
les variétés T et T’ sont k-stablement birationnellement équivalentes.

En caractéristique 0, on sait, via Hironaka (¢f. [33]), que Pic X est dans Z, si X est
k-rationnelle et qu’en général la classe de similitude du g-module Pic X (non nécessairement
dans £ ) est un invariant des classes de k-équivalence birationnelle stable de k-variétés
complétes et lisses, invariant nul pour les variétés k-stablement rationnelles. Soient X
une k-compactification lisse de T, Y le fermé complémentaire et K/k comme dans 1’énoncé.
La suite exacte de G-modules

(B) 0— T - Divy, Xg - PicXg -0,

a pour terme médian un G-module de permutation, puisque X est lisse. L’assertion
p (T) = [Pic Xg] équivaut donc au fait que Pic Xy est un G-module flasque. Quitte a
passer au quotient par un sous-groupe ouvert de G agissant trivialement sur la suite (B)
ci-dessus, on peut supposer G fini. Montrons simplement que H™! (G’, Pic Xg) = 0
pour G’ = G, la démonstration étant la méme pour un autre sous-groupe G’ de G, a
condition de remplacer k par ’extension k' correspondante. La suite exacte

0 = H™!(G, Divy, Xg) = H™1(G, PicX,) - H°(G, T)

prouve le résultat pour T anisotrope. Pour T quelconque, il existe une suite exacte de
k-tores 1 > T'"—>T—>T"—1 avec T’ trivial et T" anisotrope. Soient X' et X" des
k-compactifications lisses de T’ et T” respectivement. La fibration T — T” est localement
triviale (th. 90). Ainsi, X est k-birationnellement équivalente & X’ x; X”. Comme X' est
k-rationnelle, [Pic X] = [Pic X"]. Si G = g/h, le G-module PicXy mn’est autre
que (Pic X)"; de méme pour X’, ce qui donne [Pic Xg] = [Pic Xg]. Comme
H™' (G, Pic Xp) =0 d’aprés 1’étude du cas anisotrope, on a donc également
H™! (G, Pic Xy) = 0. Ainsi, Pic Xg est un G-module;ﬂasque et, par suite, p (T) = [Pic Xg].
Quitte & réduire h pour qu’il agisse trivialement sur Pic X, on obtient de méme
p (T) = [Pic )—(] Dr’ailleurs, d’aprés le lemme 2 (xi), 1’égalité p (T) = [Pic )~(] implique
p(T) =[Pic Xg]. O

Remarque.

R 6. La proposition 6 ci-dessus montre que la relation d’équivalence =y définie sur £
par Endo-Miyata [12] coincide avec celle définie par 1’application p : £¢ — Fg, ce qui
induit des isomorphismes T (G) 5 Fg et T? (G) i Ug. On voit de méme que, pour K/k
galoisienne de groupe G, I’application T + p (T) coincide avec I’application p : T — Sg
de Voskresenskil [35] et induit des isomorphismes Z (K/k) — Fg et Z° (K/k) 5 Fg n FY.
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Comme déja indiqué, les arguments utilisés dans les deux derniéres propositions
sont essentiellement dus & Swan [31] et Voskresenskii [33] (¢f. aussi Ono [21],
prop. 4.5.1). Indiquons, en bref, la démarche de Voskresenskii. Soit K/k galoisienne
de groupe G : Voskresenskii montre ([35], th. 1 et 2) qu’on peut définir une appli-
cation injective p : Z(K/k) — Sg en posant p(T) = [Pic Xgx] en caractéristique 0
(¢f. déja [33] pour E/k) et, sinon, par transfert & partir d’une extension auxilaire Ko/k,
de méme groupe en caractéristique 0 via I K/ki T koo~ L'image de p est caractérisée
dans la note [36] (th. 1, 2, 3) : c’est Fg.

La représentation adoptée ici, purement algébrique, a 1’avantage de fournir, via le
lemme 3, une procédure effective (cf. § 6) pour le calcul de I’invariant p (T) et d’éviter ainsi
le calcul du g-module Pic X, pour une k-compactifiée lisse X de T, calcul qui se révéle
fort compliqué, méme avec I’aide de la théorie des éventails (Demazure) : cette facilité
de calcul (non mentionnée dans [36]) est par exemple essentielle pour obtenir dans la
proposition 1 la valeur précise de [Pic )—(] pour T = R, G,, avec K/k galoisienne [cf. (i)]
et non seulement la valeur de H! (g, Pic X). La méthode géométrique de calcul de I’'inva-
riant p (T) serait simplifiée par 1’usage d’une k-compactification normale X, mais alors,
ni Pic ?(, ni Cl X ne donnent en général des g-modules convenables, comme on le voit
déja pour I’adhérence de Rg, G, dans Rg,P' avec K/k galoisienne cubique : pour
les diviseurs de Cartier, Div X n’est pas un module de permutation; pour les diviseurs
de Weil, Cl X a de la Z-torsion. O

Voici un exemple d’application de la proposition 6 :

PROPOSITION 7. — Soit K/k une extension galoisienne finie de groupe G. Soit T le tore
RixG,,. Pour tout sous-groupe G' de G, H'[G’, p(D)] = H* (G, Z).

C’est un corollaire immédiat des propositions 1 et 6. Ce résultat est démontré en [33]
pour k de caractéristique 0 sous la forme H! (G’, Pic Xy) = H? (G’, Z) par une méthode
assez détournée. []

CorOLLAIRE. — Soient K et K’ deux extensions galoisiennes de degré 4, non cycliques,
d’un corps k. Soient T = Rg, G, et T' = Rg., G,,. Si K # K, ces deux tores T et T,
de dimension 3, sont k-birationnellement inéquivalents.

Ils ne sont méme pas k-stablement birationnellement équivalents. En caractéristique
différente de 2, K est de la forme &, , = k (\/;, \/ b) pour a et b dans k : on note T, ,
le tore Rg, G, correspondant. L’assertion ci-dessus répond a une question de
Voskresenskii [33] qui traitait uniquement le cas d’extensions Q, ',/Q ayant un groupe de
décomposition non cyclique.

Soient L le corps engendré par K et K’, k’ leur intersection, G, H et H' les groupes
de Galois respectifs de L/k, L/K et L/K’, F un G-module H-trivial de classe p (T) et F’
un G-module H'-trivial de classe p (T"). Si K # K, k'/k est de degré 1 ou 2. Dans le
premier cas, G = HxH’. D’aprés la proposition ci-dessus,

H'(G/H,F)=H*(G/H,Z)=2Z, puisque G/H=V,.
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Ainsi H' (H', F) = Z,, alors que H! (H’, F') = 0. 4 fortiori, p (T) # p (T’) dans Sg
et, d’aprés la proposition 6, T et T’ ne sont donc pas stablement k-birationnellement
équivalents. Dans le second cas, G est le produit direct de H, H' et d’un troisiéme
sous-groupe H” d’ordre 2. Comme ci-dessus, H!(G/H, F) = Z, et par suite
H! (H’'xH", F) = Z,. Au contraire, © désignant la projection G — G/H’, la propo-
sition ci-dessus appliquée au sous-groupe cyclique © (H”) de G/H’ donne

H'[r(H"), F'] = H*}[r(H"), Z] =0,

si bien que H! (H'xH”, F) = 0. On conclut alors comme dans le premier cas. []

3. Les tores flasques

Rappelons qu’un tore flasque est un k-tore S tel que S soit un g-module flasque. Si S
est déployé par I’extension galoisienne K/k de groupe G, il revient au méme [lemme 2 (vii) ]
de dire que S est G-flasque. Le premier résultat sur les tores flasques est une conséquence
du théoréme de finitude suivant :

TatorEME (Roquette [23]). — Soit A une Z-algébre commutative réduite de type fini :

(i) le groupe des unités A* de A est de type fini;
(ii) si A est normale, le groupe Cl A des classes de diviseurs est de type fini. [

Voir également [16] et, pour (i), [25]. Le résultat sur les unités généralise le théoréme
des unités de Dirichlet, celui sur Cl A utilise de fagon essentielle le théoréme de Mordell-Weil
élargi par Néron au cas d’un corps de base de type fini sur le corps premier.

COROLLAIRE. — Soient k un corps de type fini sur le corps premier et K/k une extension
galoisienne finie de groupe de Galois G. 1l existe alors un anneau A, de type fini sur Z, de
corps des fractions K, stable par G, régulier et tel que Pic A = 0.

Soit B un sous-anneau de K, de corps des fractions K, de type fini sur Z, stable par G.
Comme B est une Z-algébre intégre, de type fini, I’ensemble Reg B des points réguliers
de Spec B est, d’aprés Nagata (¢f. [14] EGA IV 6.12.6), un ouvert non vide. Quitte
a inverser une partie finie convenable, stable par G, on peut donc supposer I’anneau B
régulier. D’aprés le théoréme ci-dessus, Pic B est de type fini : il existe donc un ensemble
fini £ de points de codimension 1 de Spec B définissant des diviseurs dont les classes
engendrent Pic B et on peut prendre X stable par G. Soit F son adhérence : il suffit d’inverser
un systéme fini, stable par G, d’équations définissant F pour obtenir un anneau A ayant
les propriétés requises. [

THEOREME 1. — Soit k un corps de type fini sur le corps premier. Si S est un k-tore flasque,
le groupe H'(k, S) est fini.

Soit K/k une extension galoisienne finie de groupe G déployant S. Soit A un sous-
anneau de K ayant les propriétés indiquées dans le corollaire ci-dessus. La suite exacte

de G-modules 0 — A* — K* — Div A — 0 reste exacte par tensorisation sur Z par S°.
Comme S (K) = S°® @, K*, on obtient ainsi la suite exacte

H!(G, §° ®7A%) - H! (k, S) » H! (G, S° ®, DivA).
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Or Div A est un G-module de permutation (non de type fini sur Z, mais c’est sans impor-

tance ici) et S est flasque : le terme de droite est donc nul d’aprés le lemme 1 (vi). Le terme
de gauche est fini, quel que soit S, car A* est de type fini (théoréme précédent). []

Remargques.

R 7. Si 'on suppose seulement A normal (au lieu de I’hypothése « A régulier et
Pic A = 0»), la valeur de H!(k, S) est donnée par la suite exacte

N-H!(G, $°®,A%) > H! (k, S)~ Q,
avec pour définition de N et Q, la suite exacte
0 - N - Homg (S, DivA) » Homg (S, CIA)» Q »0. [

R 8. Dans le cas d’un corps global (corps de nombres ou corps de fonctions algébriques
d’une variable sur un corps fini), le résultat de finitude se déduit aussi de 1’évaluation précise
de H* (k, S) via le corps de classes [§ 5, coroll. 5 (th. 2)]. Il faut d’ailleurs noter que, dans
ce cas, H! (k, S) peut étre fini sans que S soit flasque (cf. § 6, ¢) : si S est un k-tore déployé
par l’extension galoisienne finie K/k de groupe G, une condition nécessaire et suffisante
de finitude de H'(k, S) est la nullité de H! (G’, §) pour tout sous-groupe cyclique G’
de G (§ 5, R 10). On en déduit, au moyen de la proposition 2, que, pour G métacyclique,
H!(k, S) fini <> H! (k, S) = 0. Comme autre corollaire, on voit que le théoréme 5 de [33]
assure déja que, pour une k-compactification lisse X d’un tore défini sur un corps de
nombres k, H' [k, D (Pic X)] est fini.

Dans le cas d’un corps local & corps résiduel fini, la finitude de H' (k, S) vaut pour
un k-tore S quelconque. Le corps de classes en donne la valeur exacte, mais, pour la finitude,
il suffit de connaitre 1’existence d’un sous-groupe ouvert du groupe A* des unités de K
qui soit cohomologiquement trivial : la méme méthode de démonstration que pour le
théoréme ci-dessus s’applique encore. [J

Etant donné un k-schéma X et un k-tore S, on désigne par H! (X, S) le premier groupe
de cohomologie étale de X a valeurs dans S : ses €léments s’identifient aux classes d’isomor-
phisme d’espaces principaux homogénes (i. e. torseurs représentables) sur X sous S, classes
qu’on appellera, par abus de langage, torseurs sur X sous S. Sauf mention du contraire,
la cohomologie employée dans la suite est la cohomologie étale.

ProPOSITION 8. — Soit U un ouvert de I’espace affine A} contenant un point rationnel.
Si S est un k-tore flasque, I’homomorphisme

H'(k, S)-»H'(U, S),
déduit du morphisme structural U — k, est un isomorphisme.
Autrement dit, tout torseur sur U sous le tore flasque S est « constant ». La démonstration

utilise uniquement les propriétés suivantes de X = A} : X est lisse, k [X]* = k* et
Pic X = 0. Considérons en effet la suite spectrale de Leray :

[k, HY(U, S)] = H'(U,9),

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



194 J.-L. COLLIOT-THELENE ET J.-J. SANSUC

relative au morphisme structural U — k. Comme Pic X = 0 et que X est lisse, a fortiori
Pic U = 0 et par suite H! (U, S) = 0. Le morphisme naturel

H' [k, H°(U, S)] = H! [k, Hom (S, k[U]*] - H' (U, S)

est donc bijectif. D’aprés les hypothéses faites sur X, & [U]*/IE* s’identifie au g-module
de permutation des diviseurs de X a support en dehors de U; comme S est flasque,
H! [k, Hom (S, K [U]*/k*)] vaut O d’aprés le lemme 1 (v). L’application

H' (k, S) = H! [k, Hom (S, k*)] » H! [k, Hom (S, k[U]%]
est donc surjective; il en est de méme de I’application composée H! (k, S) — H! (U, S).
Si U (k) # O, cette méme application est évidemment injective. []
Remarque.

R9. Si X est une k-variété, non nécessairement lisse, 1’application naturelle
H! (k, S) — H! (X, S) est encore bijective, quel que soit le k-groupe de type multi-
plicatif S, pourvu que k [X]* = k*, Pic X =0 et X(k) # @, ce qui est le cas pour
X =A] (¢ [8). O

Indiquons une derniére propriété des tores flasques qui sera uniquement utilisée aux
propositions 13 et 14, mais qui justifie la terminologie employée :

PROPOSITION 9. — Soit U un ouvert d’une k-variété lisse X. Si S est un k-tore flasque,
Papplication naturelle de restriction
H'(X, S)-» H! (U, S)
est surjective.

Autrement dit, tout torseur sur U sous le tore flasque S s’étend @ X. Comme on le verra
en [8], cette proposition permet aussi de faire le lien entre la méthode exposée ici pour
I’étude de T (k)/R et celle résumée en [7].

La démonstration utilise (il s’agit toujours de cohomologie étale) la suite exacte
H'(X, S)» H' (U, S) - Ext! (S, Divy X)

prouvée en [8] pour un k-tore S quelconque, U un ouvert d’une k-variété lisse X et Y

le fermé complémentaire. Comme X est lisse, Divy X est un g-module de permutation.
Ainsi, pour S flasque, le terme de droite de la suite exacte ci-dessus est nul [lemme 1 (vii)].
Noter que la proposition 8 résulte aussi de cette suite exacte et de R9. [J

4. R-équivalence et équivalence rationnelle

Rappelons la définition de la R-équivalence (¢f. I’introduction et [20], chap. II, § 14).
Soit X un schéma algébrique sur le corps k. On dit que deux points rationnels x et y de X
sont directement R-équivalents, si on peut les joindre par un arc k-rationnel, i. e. s’il existe
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une k-application rationnelle ¢ de P} dans X telle que ¢ (0) = x et @ (c0) = y; on le
note x ~ y. On dit que x et y sont R-équivalents lorsqu’on peut les joindre par
un nombre fini d’arcs k-rationnels, i.e. s’il existe x;, ..., x, dans X (k) tels que
X~Xx3~ ... ~Xx,~ ¥ Onnote X (k)/R ’ensemble des classes, pour la R-équivalence,
de points rationnels du k-schéma X. Si K est une extension de k, on note simplement
X (K)/R I’ensemble X (K)/R des classes pour le K-schéma X . Tout k-morphisme X — Y
induit une application X (k)/R — Y (k)/R. Si K/k est une extension finie séparable et
si X esi un K-schéma algébrique, la définition méme du foncteur « descente » Ry montre
que (Rg, X) (k)/R = X(K)/R. Pour deux k-schémas X et Y, I’application naturelle
X%, Y) (k)/R — X (k)/RxY (k)/R est une bijection. Notons enfin (voir [20]) que, si k
est infini et si X est une k-variété spéciale, i. e. une k-variété dont tout point posséde un
voisinage ouvert k-isomorphe a un ouvert d’un espace affine, alors X(k)/R = {0 }.

PRrOPOSITION 10. — Soit k un corps de caractéristique 0. Soient X et Y deux k-variétés
compleétes et lisses. Toute k-application rationnelle f de X dans Y définit une application
Jr : X (k)/R =Y (k)/R qui coincide avec I’application naturelle la ot f est définie et qui
dépend fonctoriellement de f. Tout k-isomorphisme birationnel induit une bijection

X(k)/Ri Y (k)/R, i.e. X(k)/R est un invariant k-birationnel des k-variétés complétes
et lisses, invariant trivial pour X k-rationnelle.

Comme cet invariant est « additif », c’est méme un invariant des classes de k-équivalence
birationnelle stable.

Montrons d’abord que I’éclatement X — Y d’un sous-k-schéma fermé Z de Y, lisse
et de codimension r+1, induit une bijection X (k)/R — Y (k)/R. Cette application est
surjective, puisque la fibre d’un point rationnel de Y est un espace projectif sur k de dimen-
sion 0 ou r. Ainsi, dans une telle fibre tous les points rationnels sont R-équivalents et, pour
montrer I’injectivité de fz, il suffit de prouver le résultat suivant : tout arc k-rationnel
joignant deux points y’ et y” de Y (k) se reléve dans X en une chaine finie d’arcs k-rationnels
joignant successivement des points rationnels x’, ..., x” avec x’ au-dessus de )’ et x”
au-dessus de y”. Comme Y est compléte, un arc k-rationnel joignant y’ et y” est ’image
d’un k-morphisme ¢ : P} — Y tel que ¢ (0) = y’ et ¢ (00) = »y”. Si cet arc n’est pas
contenu dans Z, ¢ admet un k-relévement unique { : P} — X, d’ol I’assertion. Sinon,
supposons d’abord que y’ et y” appartiennent & un méme ouvert U de Z, tel que UXxy X
soit k-isomorphe a Ux, P} : il suffit alors de considérer, pour z fixé dans P'(k), le
k-morphisme { : P} — X défini, sur un ouvert, par ¢t [ (¢), z]. En général, Z étant
lisse, il existe un recouvrement fini de Z par des ouverts ayant la propriété ci-dessus, ce
qui permet d’obtenir le relévement annoncé.

Montrons ensuite qu’un morphisme k-birationnel X — Y définit une bijection

X(k)/RiY (k)/R. D’aprés [15], il existe un diagramme commutatif de morphismes
k-birationnels

X’_’Y,

|/

X—Y
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dans lequel les deux fléches verticales sont composées d’un nombre fini d’éclatements
du type étudié ci-dessus. D’aprés I’étude initiale, les deux verticales du diagramme

X' (k)/R— Y’ (k)/R

X (k))R—>Y (k)/R

sont bijectives; on en déduit que la diagonale 1’est aussi, donc également les horizontales
(type d’argument utilisé par Deligne).

Soit f une k-application rationnelle de X dans Y. Soit %, la catégorie des triples (Z, =, g),
ou Z désigne une k-variété compléte et lisse et « et g des k-morphismes rendant commutatif

le diagramme
Z
7N
f

X --mmmmmmen e ->Y

n étant supposé birationnel. Un tel triple définit une application X (k)/R — Y (k)/R
par gg omy L. Il est clair qu’un autre triple dominant le précédent définit la méme application.
Comme, d’aprés [15], la catégorie %, est non vide et filtrante, la procédure indiquée
permet de définir sans ambiguité 1’application fr. [

COROLLAIRE. — Soient k de caractéristique 0 et X une k-variété lisse :

(i) toute k-application rationnelle f de X dans une k-variété lisse et compléte Y définit
une application fy : X (k)/R — Y (k)/R;

(i) soit X 5Y une k-compactification lisse de X. Le fait que [I’application
ip : X (k)/R — Y (k)/R soit bijective (resp. injective, surjective) ne dépend pas de la compac-
tification choisie.

Soit d’abord ¥x la catégorie des k-compactifications lisses i : X — X’ de X. Un objet
de ¥x définit fy vie X (k)/R — X' (k)/R — Y (k)/R par application de la proposition
a ’application rationnelle de X’ dans Y définie par f. Comme, d’aprés [15], ¥x est non
vide et filtrante, on voit que fz ne dépend pas du choix de la compactification.

Soient i et i’ deux compactifications de X. Si i’ domine i viaj : Y'— Y, ona iz = jpoig
avec jp bijective d’aprés la proposition. L’assertion (ii) résulte alors du fait que #x est
filtrante. [

Lorsque X est k-unirationnelle, il existe une R-classe partout dense, mais il n’est pas
évident a priori que toute R-classe soit dense.

PROPOSITION 11. — Soit k un corps infini. Soit G un k-groupe algébrique linéaire connexe,
k-unirationnel (hypothése toujours vérifiée pour k parfait ou G réductif). Si U est un ouvert
non vide de G, Dapplication naturelle

U (k)R - G(k)/R
est une bijection.
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Par hypothése, il existe un k-morphisme dominant ¢ d’un ouvert Q de P} dans G.
Quitte a faire une translation par un élément de G (k), on peut supposer que 1’élément
neutre e de G (k) appartient a I’image de Q (k) par ¢. L’ensemble Z des points de G (k)
directement R-équivalents a e contient ¢ [Q (k)] et, comme k est infini, Z est donc Zariski-
dense. Par translation, on en déduit que toute R-classe est dense. L’application
U (k)/R — G (k)/R est donc surjective,

Soient x et y deux points de U (k) liés dans G (k) par une chaine d’équivalences directes

x=x0~x1~...~x,,~x"+1=y.

Comme Z est dense, il rencontre I’intersection des ouverts Ux; ! pour 0 < i < n+1.
Soit g un élément de Z appartenant a cette intersection. Par définition de Z, x ~ gx et
y ~ gy, d’ou la chaine d’équivalences directes

X~ BX=8Xg~ 8Ny~ .. N EXy~ EXpy1 =8V~

avec, pour tout i, gx; dans U(k). Les points x et y sont donc R-équivalents dans U et
I’application U (k)/R — G (k)/R est injective. []

COROLLAIRE. — Soit k infini. Soient G et G’ deux k-groupes algébriques linéaires
connexes, k-unirationnels. Si G et G’ sont k-birationnellement équivalents, alors il existe une
bijection

G (k)/R—= G’ (k)R.

C’est un corollaire immédiat de la proposition, puisqu’il existe dans G un ouvert non
vide, k-isomorphe & un ouvert de G'. [

Un argument direct montre que la structure de groupe de G (k) est compatible avec
la R-équivalence. On peut, par translation, supposer que la bijection de G (k)/R sur
G’ (k)/R respecte les éléments neutres. Mais il n’est pas évident a priori qu’elle respecte
alors les structures de groupe.

Pour une k-variété X quelconque, il est plus commode de considérer, au lieu de la
R-équivalence sur X (k), 1’équivalence rationnelle sur le groupe Z, (X) des 0-cycles de X :
c’est le groupe libre engendré par les points fermés de X et tout sous-k-schéma fermé
fini Y de X définit un O-cycle positif [Y]. On dit qu’un O-cycle W est rationnellement
équivalent & 0, s’il existe un ouvert U de P;, deux points rationnels a et b de U et un
cycle Z de la k-variété U x, X, fini et plat sur U, tels que W = Z,—Z,, ou 1’on désigne
par Z, (resp. Z;) le 0-cycle de X que définit, par projection sur X, la fibre de Z en a (resp. b).
Les O-cycles rationnellement équivalents & 0 forment un sous-groupe Zg* (X) de Z, (X)
et le quotient A, (X) est le groupe des O-cycles de X modulo 1’équivalence rationnelle.
Notons que, dans la définition ci-dessus, on peut se limiter, lorsque X est compléte,

a U = P}, 'adhérence schématique Z de Z dans P; X, X étant encore un cycle fini et
plat au-dessus de P} ([14] EGA 1V 2.8.5, 13.2.12 et 8.11.1).

L’application naturelle X (k) — Aq (X) définit 1’équivalence rationnelle sur X (k),
a priori moins fine que la R-équivalence. Il revient au méme de considérer, O élant fixé
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dans X (k), I’application de X (k) dans le sous-groupe des classes de 0-cycles de degré 0
donnée par P+ P-0.

Soit S un k-tore quelconque. On peut prolonger 1’accouplement (défini par foncto-
rialité) X (k) x H! (X, S) — H! (k, S) en un accouplement
Z,(X)xH' (X, S) - H! (K, S),

en prolongeant par linéarité 1’accouplement |ainsi défini pour un point fermé P g X de
corps résiduel K : on considére 1’application composée de la fleche H! (X, S) — H! (K, S)
définie par fonctorialité et de la norme Ny : H! (K, S) — H! (k, S). Si I’on introduit
la notion de trace d’un torseur ([9], SGA 4, XVII 6.3.21) Tr, : H! (Y, S) > H! (Y, S)
pour u fini localement libre Y' — Y, on trouve que, pour un O-cycle défini par un
sous-k-schéma fini Y g X, I’accouplement ci-dessus s’obtient par composition de 1’appli-
cation naturelle H' (X, S) —» H' (Y, S) et du morphisme trace Try, : H* (Y, S) — H! (£, S).

PROPOSITION 12. — Soient S un tore défini sur le corps k et X une k-variété vérifiant
au moins ’une des conditions suivantes :

(i) S est un k-tore flasque;

(ii) X est une k-variété compléte.

L’accouplement naturel entre les O-cycles de X et les torseurs sur X sous S passe alors
au quotient par I’équivalence rationnelle et définit donc un accouplement

A,X)xH (X, S)-»H! (L, S)
et, a fortiori, un accouplement

X (k)/R xH'(X, S) -» H!(k, S).

Soient en effet U un ouvert de Al contenant un point rationnel a et Z un sous-k-schéma
fermé de U x, X, fini et plat sur U. En vertu de la compatibilité de la trace Tr au chan-
gement de base ([9], SGA 4, XVI[6.3.26), on obtient un diagramme commutatif

H'(X, )

H'(Z, 8) »H'(Z,, S)
Tr lTr

H'(U, S)— H!'(a, S) =H!(k, S)

qui donne précisément l’application H' (X, S) — H' (k, S) définie par [Z,]. Si S
est flasque, ou si U = A}, ce qui est loisible pour X compléte, I’application naturelle
H! (k, S)— H' (U, S) est bijective (prop. 8 et R9), si bien que I’application
H! (X, S) — H! (k, S) définie par [Z,] ne dépend pas de ae U (k). O

COROLLAIRE. — On conserve les mémes hypothéses sur X et S. Supposons qu’il existe
un torseur sur X sous S tel que Iapplication X (k)/R — H* (k, S) qu’il définit soit injective.
Alors, Iéquivalence rationnelle coincide sur X (k) avec la R-équivalence.
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D’aprés la proposition ci-dessus, 1’application X (k) — H' (k, S) définie par le torseur
se factorise par X (k)/R — X (k)/Rat — H* (k, S), d’ou l’assertion. []

5. La R-équivalence sur un tore

On appelle résolution flasque d’un k-tore T toute suite exacte de k-tores | - S—E—T—1
telle que E soit quasi trivial et S flasque et résolution quasi triviale une telle suite ou S
est quasi trivial. La dualité entre 7, et £ établit une bijection entre les résolutions flasques
de T et celles du g-module T.Si Test déployé par I’extension galoisienne K/k de groupe G,
la dualité établit une bijection entre les résolutions flasques de T dans I et celles de T
dans Zg. Il résulte des lemmes 3, 4 et 5 que T admet une résolution flasque (qu’on peut
prendre dans Jg,) essenticllement unique et universelle. De fagon précise, si
1-S—>E—->T—>1let1—>S—>E —>T—1 sont deux résolutions flasques de T, il
existe deux k-tores quasi triviaux F et F’ tels que Sx F et S’ x F’ soient k-isomorphes.

On en déduit en particulier H! (k, S) = H! (k, S') et, lorsque k est un corps global,
W2 (k, S) > I12 (k, S") et 2 (G, S) > m? (G, S’ : en effet, pour un tore quasi trivial E
dans Jg,, II? (k, E) = I? (G, ﬁ) = 0 (¢f. §2). Le caractére « versel » d’une résolution
flasque (lemme 4) se traduit par 1’énoncé suivant : si 1 - S — E 2T — 1 est une réso-
lution flasque de T, tout k-morphisme M — T d’un tore quasi trivial M dans T se factorise
par p.

THEOREME 2. — Soit T un k-tore. Toute résolution flasque 1 S —E—>T—>1de T
induit un isomorphisme de groupes

T (k)/R=>H (k, S).

Chaque R-classe de T (k) est paramétrée par I’ensemble E (k) des points rationnels de
la k-variété E qui est un ouvert d’un espace affine. Deux points de T (k) qui sont
R-équivalents le sont directement.

La suite exacte 1 =S — E — T — 1 définit un torseur E sur T sous S, localement

trivial pour la topologie étale. Soit { sa classe dans H! (T, S). Le cobord T (k) S (%, S)
déduit de la résolution flasque n’est autre que I’application x+— x* ({) obtenue par
fonctorialité. Le tore S étant flasque, on sait déja (prop. 12) que cette application
T (k) — H! (k, S), définie par le torseur E, est constante sur chaque R-classe : si U est
un ouvert de A} tel que U (k) # @ et si ¢ est un k-morphisme de U dans T, I’application
composée U (k) = T (k) — H'(k, S) est I’application déduite, par fonctorialité, du
torseur Ex; U sur U sous S; comme ce torseur est « constant » (prop. 8), ’appli-
cation U (k) — H' (k, S) qu’il définit est également constante. Ainsi, les R-classes de T (k)
sont contenues dans les fibres de 1’application T (k) — H'(k, S). Comme E est quasi
trivial, H* (k, E) = 0 (th. 90) et on a la suite exacte

E(k)- T(k)>H' (k, S)— H! (k, E) = 0.
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L’application 9 est donc surjective. Chacune de ses fibres est translatée par un élément
de T (k) de la fibre de 1’élément neutre qui est ’image de E (k). Comme, E étant un ouvert
d’un espace affine, tous les points de E (k) sont directement R-équivalents, il en est de
méme des points de la fibre de 1’élément neutre de T (k) et aussi, par translation, des points
de toute autre fibre de 4. [

COROLLAIRE 1. — Soient k un corps de caractéristique O et T un k-tore déployé par
Iextension galoisienne K/k de groupe G. Soit X une k-compactification lisse de T. Alors,
si S est le k-tore dual du G-module Pic Xy, on a un isomorphisme

T (k)R> H! (&, S).

Précisons que le morphisme ci-dessus se déduit de la suite exacte de tores obtenue par
dualité a partir de la suite exacte de G-modules

(B) 0-T - M - PicXg -0,

ou M désigne le G-module de permutation des diviseurs de Xy a support hors de Tj.
L’assertion est une conséquence immédiate du théoréme ci-dessus et de la proposition 6

qui assure que la suite ci-dessus est une résolution flasque de T. []

COROLLAIRE 2. — Soit T un k-tore. Si k est de type fini sur le corps premier, ou un corps
local a corps résiduel fini, I’ensemble des classes T (k)/R est fini.

En effet, H' (k, S) est fini dans le premier cas d’aprés le théoréme 1, S étant flasque,
et dans le second cas d’aprés R8. [J

Noter que, sur R, tout tore T est produit de G,,, R¢/z G, et R{z G,, : c’est donc un
ouvert d’'un Aj et T(R)/R = 0. On a d’ailleurs le résultat suivant :

COROLLAIRE 3. — Si T est déployé par une extension métacyclique, T (k)|R = 0.

Comme S est un G-module flasque, il est inversible si G est métacyclique (prop. 2).
Il existe donc un k-tore S’ avec Sx S’ quasi trivial, ce qui implique H*(k, S) = 0. [J

COROLLAIRE 4. — Le groupe T (k)/R est un invariant des classes de k-équivalence bira-
tionnelle stable de k-tores T. C’est un groupe de torsion. Si T est déployé par I’extension
galoisienne finie K [k de groupe G, le groupe T (k)[R est annulé par la multiplication par nle,
o n est 'ordre de G et e son exposant.

L’exposant e est le p.p.c.m. des ordres des éléments de G : il est égal a n, si et seulement
si G est métacyclique. Pour prouver que n/e annule T (k)/R, il suffit de traiter le cas d’un
p-groupe : en effet, si G’ est un p-sous-groupe de Sylow de G et &’ le sous-corps des éléments
de k fixes par G’, n(G')/e(G’) est la p-partic de n(G)/e (G) et la restriction
H!(k, S) (p) = H'(k’, S) est injective. Si G est un p-groupe, il existe un sous-groupe
cyclique d’ordre e. L’extension correspondante L/k est de degré n/e. L’application composée
T (k)/R —» T (L)/R — T (k)/R correspondant a la composée de l’inclusion naturelle
T — Ry 4T et de la norme Ny, : Ry ;T — T est la multiplication par le degré n/e. Or elle
vaut 0, car, d’aprés le corollaire précédent, T (L)/R = 0. Noter que ce méme type
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d’argument donne directement que T (k)/R est annulé par », puisque, Ty étant trivial,
T(K)/R = 0.

Le fait que le groupe T (k)/R soit un invariant résulte aussitot du théoréme ci-dessus
et de la proposition 6 : en effet, H! (k, S) ne dépend que de [§], puisque H!(k, E) = 0
pour un tore E quasi trivial. Noter qu’il est évident a priori que T (k)/R est un groupe.
On sait également déja que ’ensemble T (k)/R est un invariant : pour k infini, voir le corol-
laire de la proposition 11 et, pour k fini, T (k)/R = 0 (conséquence directe d’un théoréme
de Lang, cf. corollaire 5). Mais le fait que le groupe T (k)/R soit un invariant ne semble
pas évident a priori. []

COROLLAIRE 5. — Soit T un k-tore déployé par I’extension galoisienne K|k de groupe G.
Soit S dans T, tel que [§] = p(’f) :

(i) si k est un corps fini, ou, plus généralement, un corps de dimension cohomologique < 1:
T(k)R=0;

(ii) si k est un corps local a corps résiduel fini, T (k)/R s’identifie au dual du groupe
fini H'(G, S);

(iii) si k est un corps de nombres, ou un corps de fonctions algébriques d’une variable
sur un corps fini, on a une suite exacte naturelle de groupes finis

0-II2(G, S)” - T(k)/R - 4! (G, §)” = 0.

~

Pour les notations III' et U, cf. le paragraphe 2. Observons que, S étant flasque,
H!(G", §) = 0 pour presque toute place v de k; ainsi, 4! (G, §) est bien un groupe fini.
Précisons que la notation A désigne, pour un groupe abélien fini A, son dual Hom (A, Q/Z).
Les résultats ci-dessus permettent le calcul explicite de T (k)/R dans des cas particuliers
(cf. § 6 et 8) : on choisit, en général, pour K/k la sous-extension finie de I;/k correspondant
a gs.

D’aprés le théoréme, T(k)/R = H' (k,S) = H! (K/k, S). La démonstration
consiste donc a évaluer H' [G, S (K)]. Soient H un sous-groupe invariant ouvert de
G agissant trivialement sur SetTet L/k Dextension correspondante : I’inflation

définit des isomorphismes H! [G/H, S (L)] > H! [G, S (K)], H! (G/H, §) > H! (G, §),
u! (G/H, S) 5 4! (G, S), W? (G/H, S) > M2 (G, S) (¢f. § 2), compatibles avec les
accouplements définissant les morphismes « naturels» de 1’énoncé (¢f. ci-aprés). On’
peut donc supposer G fini.

L’assertion (i) résulte de la nullité de H' (k, S) pour un corps k de dimension cohomo-
logique < 1 et un k-tore S quelconque ([28], résultat dd & Lang [17] pour £ fini). On peut
prouver (i) sans le théoréme, en considérant la norme Rg,T Rere T, qui reste surjective
sur les points rationnels, son noyau N vérifiant H! (k, N) = 0 d’aprés [28] (c’est un tore).

Pour k local, la composée H! [G, S (K)]xH! (G, S) % H2 (G, K*) 5 Q/Z du cup-
produit U et de inv, établit une dualité (de Tate-Nakayama [21]) entre les groupes
finis H'[G, S (K)] et H'(G, S).
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Dans le cas global, soient Ag (resp. Ix, Cg) I’anneau des adéles (resp. le groupe des
ideles, celui des classes d’idéles) de K, S (Ag) le G-module Hom (§, Iy) et S(Cy) le

G-module S (Ag)/S (K) = Hom (§, Cy). Soit i€ Z. Pour une place v de k, on note w
un prolongement 3 K et G® son groupe de décomposition. Le morphisme ¢
H'[G, S (Ap)] — H' [G, S (Cy)] sécrit encore [[ H'[G', S(K,)]— H'[G, S (Co]

Dans le diagramme commutatif ci-dessous (¢f. [32]) :
_ v A v X invy
[I1H'(G", sSK )] x[[IH>7(G", 9] =] H*(G", KH—> Q/Z

I+ £ [+ H
H'[G,S(CY] x H*7(G,§)——H*(G, C) —— Q/Z

on désigne par U le cup-produit, par p la restriction, par Y inv, la somme des invariants
locaux et par inv 'invariant global. D’aprés Tate-Nakayama ([21], [32]), les deux appli-
cations composées horizontales sont des accouplements non dégénérés. Ainsi, ’applica-
tion duale de ¢ est la restriction p et la suite exacte

ﬁ° [G, S(AK)] - ﬁ" [G, S(CK)] - H! [G, S (K)] - H! [G, S(AK)] - H! [G, S(CK)]
donne I’extension « naturelle »

0-11%(G, )" > H'[G, S(K)] » 4! (G, S)” 0. O

Remarque.

R 10. Pour un tore S défini sur un corps global k et déployé par I’extension galoisienne
finie K/k de groupe G, une condition nécessaire et suffisante de finitude de H! (k, S)
est la nullité de H' (G, §) pour tout sous-groupe cyclique G’ de G (c’est le cas pour S
flasque et S coflasque). En effet, la finitude de H! (k, S) équivaut a celle de 4! (G, §),

i.e. 2 la nullité de H'(G", §) pour presque toute place v de k. Or, les places v telles
que G* soit non cyclique sont en nombre fini et celles pour lesquelles G* est conjugué
d’un sous-groupe cyclique G’ donné sont en nombre infini, d’aprés Cebotarev. []

COROLLAIRE 6. — Soit G un groupe algébrique linéaire connexe, défini sur un corps k
fini ou, plus généralement, sur un corps parfait de dimension cohomologique < 1. Alors
G (k)/R =0.

Le corps k étant parfait, le radical unipotent N de G est défini et déployé sur k. La
fibration G — G/N est donc triviale sur k et, N étant un espace affine, N (k)/R = 0.

On a donc une bijection G (k)/R 5 (G/N) (k)/R, ce qui permet de supposer G réductif.
Comme k est parfait de dimension < 1, il résulte (par un argument de Serre) d’un
théoréme de Steinberg ([29], th. 1.9), d& a Lang [17] pour & fini, que G posséde un sous-
groupe de Borel B défini sur k. Soient T un tore maximal de B défini sur k, U le radical
unipotent de B, défini et déployé sur k, et U™ I'unipotent opposé. D’aprés Borel-Tits
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([2], prop. 6.25), I’application produit Ux U~ xB — G est surjective sur les points
rationnels. Or U (k)/R = U™ (k))R =0 et, comme B=TxU, Bk)/R=T (k)R =0
d’aprés le corollaire 5 (i). Ainsi G (k)/R =0. [J

ProposITION 13. — Soit T un tore défini sur le corps k :
(i) la R-équivalence et I’équivalence rationnelle coincident sur T (k);

(i) si k est de caractéristique O et si T— X est une k-compactification lisse de T,
I’application

T (k)R - X (k)R

est bijective et la R-équivalence et I’équivalence rationnelle coincident sur X (k).

L’assertion (i) résulte aussitot du corollaire de la proposition 12, dont les hypothéses
sont vérifiées d’aprés le théoréme 2. Pour montrer que ’application T (k)/R — X (k)/R
est bijective, on utilise le lemme suivant :

LemMme 12. — Si T est anisotrope, X (k) = T (k).

Supposons connue une k-compactification particuliére X;, non nécessairement lisse,
pour laquelle X, (k) = T (k). On sait [15] qu’étant donné X, et X, il existe, dans la caté-
gorie des k-compactifications de T, une k-compactification lisse X' qui domine X et X, ;
on peut méme supposer le morphisme X' — X composé d’éclatements de sous-k-variétés
lisses (ne rencontrant pas T). Comme X, n’a pas de point rationnel en dehors de T, il en
est de méme a fortiori pour X'. Si X avait un point rationnel hors de T, il en serait de méme
a chaque éclatement, la fibre d’un point rationnel étant un espace projectif Pf.

Exhibons X;. Le tore T est déployé par une extension galoisienne finie K/k de
groupe G. Comme T est quotient d’un G-module libre de rang fini, T se plonge dans un
Rg ) G, et méme dans le noyau de la norme Rg, G — G, puisqu’il est anisotrope.
L’adhérence de Rk, G, dans Ry, P' n’a pas de point rationnel « & I'infini » :
si {eg, ..., e } désigne une base de K sur k, cette adhérence est définie par I’équation
Ngp (Xg 64+ ... +x5e) = t* et, pour (x4, ..., Xx,) dans k4, cette norme n’est nulle
que pour x; = ... = x; = 0. Il en est donc de méme pour I’adhérence X, de T dans
R P O

Il résulte aussitot de ce lemme que, pour T anisotrope, I’application T (k)/R — X (k)/R
est bijective. Pour T quelconque, il existe une suite exacte de tores 1| > T'>T—->T"— 1
avec T’ trivial et T” anisotrope. La fibration T — T” est localement triviale (th. 90).
Soit X’ (resp. X”) une k-compactification lisse de T’ (resp. T”). 1l existe donc un ouvert
non vide U de T admettant pour k-compactification lisse X’ x, X” : on peut prendre U
de la forme T’ x, U” ol U” est un ouvert convenable de T”. Comme T’ (k)/R = X' (k)/R =0
(¢f. prop. 10), P’application U (k)/R — (X’ %, X") (k)/R coincide avec 1’application
U” (k)/R — X" (k)/R. Elle est donc bijective, car il en est ainsi des applications
U” (k)/JR = T" (k)/R (prop. 11) et T" (k)/R — X" (k)/R (conséquence du lemme 12).
Comme U — X est une autre k-compactification lisse de U, I’application

U (k)/R = X (k)/R
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est également bijective [corollaire de la proposition 10, (ii)]; il en est donc de méme de
I’application T (k)/R — X (k)/R, puisque I’application U (k)/R — T (k)/R est bijective
(prop. 11).

Considérons enfin une résolution flasque 1 - S — E — T — 1 du tore T. Elle définit
un torseur E sur T sous S qui se prolonge, S étant flasque (prop. 9), en un torseur E sur X
sous S. Celui-ci définit (prop. 12) une application X (k)/R — H! (k, S) qui, composée
avec la bijection T (k)/R — X (k)/R, redonne I’application T (k)/R — H! (k, S) définie
par le torseur E. Comme cette derniére est bijective (th. 2), il en est de méme de I’appli-
cation X (k)/R — H! (k, S) définie par le torseur E. Il en résulte que la R-équivalence
et ’équivalence rationnelle coincident sur X (k) (corollaire de la proposition 12). []

PROPOSITION 14. — Soit G un k-groupe algébrique linéaire connexe possédant un sous-
groupe de Borel B défini sur k. On suppose k parfait ou G réductif :

(i) si T est un tore maximal de B défini sur k, I’application
T(k)/R - G(k)/R

est un isomorphisme de groupes. L’équivalence rationnelle et la R-équivalence coincident
sur G (k);

(ii) si k est de type fini sur le corps premier, G (k)/R est fini;

(iii) soit k de caractéristique 0. Si G — X est une k-compactification lisse de G, I'appli-
cation G (k)|JR — X (k)/R est bijective et I’équivalence rationnelle et la R-équivalence
coincident sur X (k).

On va également prouver l’assertion suivante :
(i)’ il existe un torseur sur G sous un tore flasque S, tel que I’application

G (k)/R — H! (k, S)

qu’il définit soit un isomorphisme.

La question se pose de savoir si l’assertion (ii) est encore vraie sans I’hypothése
« G quasi déployé ».

Si k est parfait, on peut se ramener au cas ou G est réductif en le divisant par son radical
unipotent U, la fibration G — G/U étant triviale sur k et U étant un espace affine. On peut
également supposer k infini, le cas fini étant trivial d’aprés le corollaire 6 du théoréme 2.
Soient B et T comme dans 1’énoncé. Le radical unipotent N de B est défini et déployé
sur k (¢f. [2], 3.13 et 3.18). Il en est de méme du sous-groupe unipotent opposé N™.
L’application produit N™ xTxN — G est une k-immersion ouverte ayant pour image
la « grosse cellule» Q. On en déduit aussitét que ’application T (k)/R — G (k)/R est
bijective (prop. 11). Pour obtenir (i), considérons le torseur E sur T défini par une
résolution flasque 1 - S — E — T — 1. Il se prolonge trivialement 4 N~ x T x N, donc
a Q. Puis, S étant flasque, il se prolonge en un torseur Eg sur G et, en caractéristique 0,
en un torseur Ex sur X (prop. 9). Ces torseurs successifs définissent, S étant flasque
(prop. 12), des applications de T (k)/R, Q (k)/R, G (k)/R et X (k)/R dans H! (k, S) compa-
tibles avec les fléches naturelles T (k)/R — Q (k)/R — G (k)/R — X (k)/R. Comme les
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applications T (k)/R — H' (k, S) et T (k)/R — G (k)/R sont bijectives [th. 2 et (i)], il
en est de méme de ’application G (k)/R — H* (k, S) définie par Eg, d’ol (i)’. En carac-
téristique 0, on peut considérer comme k-compactification lisse de N~ x T x N le produit
de k-compactifications lisses des facteurs. On obtient ainsi une k-compactification lisse X,
de Q pour laquelle Q (k)/R — X, (k)/R est bijective (prop. 13); il en est donc de
méme de Q (k)/R — X (k)/R (corollaire de la proposition 10). Ainsi, 1’application
G (k)/R — X (k)/R est bijective et le torseur Ey définit donc une bijection

X (k)/R = H! (k, S).

La coincidence entre 1’équivalence rationnelle et la R-équivalence sur G (k) et X (k) résulte
alors du corollaire de la proposition 12. []

COROLLAIRE. — Soit k un corps de nombres ou un corps de fonctions algébriques d’une
variable sur un corps fini. Soit G un k-groupe algébrique linéaire connexe, supposé réductif
en caractéristique non nulle. Alors, pour presque toute place v de k :

G(k,)/R = 0.

On peut se ramener au cas ou G est réductif. Supposons d’abord G quasi déployé et
soit K/k une extension galoisienne finie déployant G. D’aprés (i)', il existe un k-tore flasque S
dans I, tel que, pour toute extension k'/k, G (k')/R soit égal a H! (k', S). Si Kk'/k’ est
cyclique, S;. est facteur direct d’un k’-tore quasi trivial (proposition 2, voir la démonstration
du corollaire 3 au théoréme 2), d’ott G (k')/R = H! (k’, S) = 0. Ainsi, pour toute place v
non ramifiée dans K/k, G (k,)/R = 0.

Si G est réductif quelconque, considérons le groupe quasi déployé G, dont G est une
forme interne. Les formes internes de G, sont classées par H' (k, G&%, ot G§' désigne
le groupe adjoint. Le groupe G étant connexe, G3® I’est aussi et un k-espace principal
homogene sous G3* a donc un point a valeurs dans k, pour presque tout v (¢f. [1], prop. 7.6).
Autrement dit, G est k,-isomorphe & G, pour presque toute place v, ce qui permet de
conclure. [J

Remarque.

R 11. Dans son livre [20] sur les surfaces cubiques, Manin pose un certain nombre
de questions a propos de la R-équivalence sur les surfaces cubiques. Les résultats de ce
paragraphe montrent qu’on peut en général y répondre dans le cas des tores, cas qui se
révéle nettement plus simple que celui des surfaces cubiques. En particulier :

(i) il y a un théoréme de finitude pour T (k)/R dans le cas global (probléme 11.12) et
méme dans le cas d’un corps de type fini sur le corps premier;

(i) il est possible de paramétrer toute R-classe par un nombre fini de paramétres
(probléme 11.13), toujours le méme d’ailleurs (voir aussi probléme 46.3) : chaque R-classe
est paramétrée par un ouvert d’un espace affine et on peut prendre le méme ouvert pour
toutes les classes; les « variétés de premiére descente » sont toutes isomorphes a cet ouvert
et ont donc toutes des points rationnels, ce qui n’est pas le cas pour les surfaces cubiques
(voir la fin du paragraphe 45);
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(iii) le groupe T (k)/R est un invariant birationnel (voir remarque 14.4);
(iv) le calcul de T(k)/R est parfaitement effectif (remarque 14.5);

(v) P'invariant p (T), égal en caractéristique 0 a [ Pic X |, détermine la classe de k-équiva-
lence birationnelle stable de T [¢f. 23.13 (iii)];

(vi) pour un tore sur un corps de nombres, la R-équivalence est localement presque
partout triviale (¢f. 44.2.5). O

6. Quelques calculs explicites de R-équivalence

Le calcul explicite de la R-équivalence sur un tore T, défini sur le corps k et déployé
par I’extension galoisienne finie K/k de groupe G, se décompose en plusieurs étapes.
On doit successivement :

(i) exhiber une résolution flasque 0 — T—E—>S—0 du G-module 'f;

(ii) calculer H!(k, S);
(iii) expliciter le paramétrage E (k) — T (k) de la classe de 1’élément neutre de T (k);
(iv) exhiber, s’il en existe, une résolution quasi triviale de T.

Les étapes (i) et (iii) sont parfaitement effectives (¢f. lemme 3). Le calcul de H* (, S) est
facile dans le cas local, un peu plus délicat pour un corps global (corollaire 5 du théoréme 2).

a. LE cas DE R, G,, POUR K/k GALOISIENNE. — C’est le cas le plus simple et le plus
intéressant. On a le résultat suivant :

ProroSITION 15. — Soit K/k une extension galoisienne finie de groupe G, engendré par
{si}1gigr Si T est le tore R, G, on trouve

T(k)/R = H (G, K*).
De fagon précise, I’application
RK/k G, Rll(/k G,

définie sur le i-iéme facteur par x i\ s; (x)/x, fournit une résolution flasque de T.

Le paramétrage de 1’élément neutre de T (k) = K*!, sous-groupe de K* formé des
éléments de norme 1, est donc donné par I’application

(K*)r —)K*l,
définie par

(x4 <izr gy [si (xi)/xi]-

Le G-module T? est le noyau I de ’augmentation Z [G] - Z. Il est facile de voir que
le morphisme o :

L= [[ Z[G].e;~Z[G]

1<isr
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défini par @ (e;) = 5;— 1, a pourimage I;. Il résulte alors de la proposition 1 que le noyau Q
de ce morphisme o est coflasque. Par la dualité M+ M° on en déduit une résolution
flasque de I = J; = T ; puis, par la dualité M — D(M), on obtient, en changeant s,
en s;', la résolution flasque de T indiquée dans I’énoncé. []

COROLLAIRE 1. — Soit T = Rl’(,k G,, pour K[k galoisienne finie de groupe G :
() si k est un corps p-adique, T (k)R = H3(G, Z)";
(ii) si k est un corps de nombres, on a la suite exacte naturelle

0-II*(G, Z) > T(k)/R > 43(G, Z) - 0.

Cela résulte aussitét du corollaire 5 au théoréme 2, moyennant l’identification
H!{(G', S) = H"*2 (G, Z) pour tout i et tout sous-groupe G’ de G avec S = Q°
(¢f prop. 1). O

COROLLAIRE 2. — Pour un tore T défini sur Q et de dimension 3, I'ordre de T (Q)/R
peut étre arbitrairement grand. D’autre part, il existe de tels tores T pour lesquels I’ordre
de T (k)/R n’est pas borné lorsque [k : Q] tend vers Iinfini.

Considérons en effet T = Rg, G,, pour K/k extension de corps de nombres galoisienne
de groupe G = V,, i. e. T du type T,, , considéré au corollaire de la proposition 7. Désignons
par s le nombre de places v de & telles que G* = G. Comme H*(G, Z) = Z,, on trouve
que U° (G, Z) vaut Osis < 1 et Z5 ' sis = 1. D’autre part, H*(G, Z) = Z3 et ’on voit,
par exemple par Kiinneth, que les morphismes de restriction relatifs & chacun des trois
sous-groupes cycliques non nuls de G s’identifient aux trois projections Z3 — Z,, ce qui
implique III* (G, Z) = 0. Ainsi, T(k)/R vaut 0 si s <1 et Z5 ' sinon.

Comme s(Q,,,/Q) est arbitrairement grand, ’ordre de T, , (Q)/R I’est également :
considérer par exemple T, , pour a =2 et b = p; ... p,, ou les p; sont des nombres
premiers 2 & 2 distincts et congrus & 3 mod 8; alors s = n+ 1 pour »n impair et n pour » pair,
soit, en posant n = 2m ou 2m—1, T, , (Q)/R = ZZ"~1,

Considérons T = T_; , sur Q. Ici s = 1, car 2 est le seul nombre premier p pour lequel
G? = G dans I’extension Q (i, \/ 2)/Q. On a donc T (Q)/R = 0. Soient p,, ..., pp, - ..
des nombres premiers 2 a 2 distincts et congrus & 1 mod 8 (ce sont des carrés dans Q,)
et k,=Q (\/;Tl, . \/1;) On trouve s [k, (i, \/5)/k,,] = 2". L’ordre de T (k,)/R n’est
donc pas borné. []

b. LE cas DE Rg,G, POUR K/k GALOISIENNE DE GROUPE &;. — Le groupe
G =8; = (s,t)avec s> =t* = 1et sts = t? est métacyclique diédral. Le tore Rg, G,
admet donc, d’aprés la proposition 3, une résolution quasi triviale : il en est d’ailleurs
de méme pour tout tore déployé par K/k, car Fg, = 0 (¢f. § 1, R 5). On doit donc exhiber
une telle résolution quasi triviale de Rg,, G,,, afin d’obtenir un paramétrage E (k) — K*!
du groupe K*! des éléments de K de norme 1 dont le noyau se décrive simplement. La pro-
position 15 fournit, par exemple, la suite exacte

0—>Q—)Z[G]2—?»Z[G]—E-»Z—>0
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définie par ® (1, 0) = s—1 et ® (0, 1) = t2—1. Le module Q est coflasque, mais non de
permutation, car H° (G, Q) = Z, et H? (G, Q) = Z4. Toutefois, par addition de Z,
on en déduit la suite exacte

0-Z[G/s]® Z[G/st]® Z[G/t] > Z[G]* ® Z>Z[G]>Z ~0,

définie par
1(1,0,0) = (1+s, 0, 1), n(1,0,0) =s—1,
1(0,1,0)=(1+st, —1—s1,0), 1(0,1,0)=*-1,
1(0,0, 1) = (0, 1+¢+12, 1), n(0, 0, 1) = 0.

On note K, le sous-corps fixe par 1’élément u de G. La suite exacte ci-dessus fournit, par
la double dualité M — D (MP°), une résolution quasi triviale de Ry 1k Gims qui, sur les points
rationnels, donne la présentation suivante de K*! :

1 K*xKEx K DK*xK*xk*SK* > 1,

p(x, y, z) = l:xy,f,, NK,/I: (x)-NK,/k (z)],

n(a, b, ¢) =§—(QLb£—(~bz.
a

On peut se demander si ce tore est une variété k-rationnelle.

¢. LA NECESSITE D’UNE RESOLUTION FLASQUE. — Cherchons, sur un corps de nombres k,
une suite exacte de tores 1 =S — E— T —1 avec E quasi trivial, H' (k, S) fini, mais
T(k)/R # H'(k, S). Rappelons (R 10) que, pour S dans T, et K/k galoisienne finie
de groupe G,

H!'(k,S) fini < H!(G, §) =0 pour tout sous-groupe cyclique G’ de G.

Considérons T = G,,,;, puis une extension galoisienne finie K/k de groupe
G=V,={st) et la suite exacte

0-8°> Z[G/s] ® Z[G/t] ® Z[G/st]>Z 0,

ol1 & désigne la somme des augmentations. On vérifie aisément que H!(G’, §°) = 0 pour
tout sous-groupe cyclique G’. Soient k, , k,, k5 les sous-corps de K fixes par s, et st respec-
tivement et N; la norme N, , pour i = 1,2,3. On trouve

H' (k, 8) = k*/N, (k7). N, (k3).N; (k%)

qui vaut Z, sur un corps de nombres si, pour chaque place v, G* # G (et 0 sinon) : c’est
par exemple le cas pour l’extension Q (\/ 13, \/ 17)/Q. Or, T (k)/R = 0.
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d. LE TORE Rg; G, EN GENERAL. — Le tore Ry, G, est défini comme le noyau d’un
k-€épimorphisme de tores quasi triviaux, ce qui explique I’utilité du lemme ci-dessous
pour reconnaitre, dans ce genre de situation, si une résolution est flasque, ou non.

LeMME 13. — Soit 0 > M — P — P; — P, — 0 une suite exacte de G-modules avec P,
P, et P, de permutation. Le G-module M est coflasque, si et seulement si, pour tout sous-
groupe G’ de G, la suite

H°(G, P)» H°(G', P,) » H(G', P,)
est exacte. [
Pour savoir que M est coflasque, il suffit (cf. § 1) de vérifier la condition H™!(G’, M) = 0

pour un sous-groupe G’ par classe de conjugaison, en se limitant aux p-sous-groupes.
Il en est donc de méme pour la condition du lemme.

Soit L/K une extension telle que L/k soit galoisienne finie de groupe G et soit H le
groupe de Galois de L/K. Trouver une résolution flasque de R, G,, revient, d’aprés
le lemme 13, & trouver un morphisme =, tel que la suite

PSZ[G/H]>Z—0
soit exacte, avec P de permutation, et que, pour tout sous-groupe G’ de G, la suite
H(G', P)» H*(G', Z[G/H]) » H°(G', Z)

soit exacte. On commence donc par exhiber un épimorphisme Py — I/ avec Py de permu-
tation. Comme Iy est engendré par les 1-g pour g dans G et méme dans une partie y
telle que YH engendre G, le morphisme -
Po =11 Z[G].e,~ Z[G/H],
sey

défini par e, s—1 convient. Il se trouve que, pour H trivial (exemple a), le noyau de
ce morphisme est coflasque, i. e. les conditions d’exactitude figurant au lemme 13 et rela-
tives aux divers sous-groupes G’ de G sont automatiquement vérifiées. Il n’en est rien
en général. Nous allons juste considérer trois exemples particuliers du type G = (s, ¢ )
avec H = (s ) et avec (¢ ) invariant.

d 1. Soit d’abord G = D, avec n impair : s> = t" = 1 et sts = ¢t~ 1. Ce cas est semblable
a ’exemple b. La résolution fournie par Py, a savoir
Z[G]>Z[G/s]>Z—0,
avec

o) =t-1,

donne une résolution coflasque de I/, i. €. le noyau de w est coflasque : en effet, comme n
est impair, il suffit de vérifier la condition du lemme 13 pour G’ = { s ) ou un sous-groupe

de {t); dans ce deuxiéme cas, H° (G', Z[G/s]) = 0, car, en tant que -module, Z [G/s]
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est libre de rang 1; la condition relative 4 un tel sous-groupe G’ est donc automatiquement
vérifiée; il en est de méme pour G’ = (s ), car, en tant que s-module,

Z[G/s] = Z @ Z[s]* V7,

si bien que ’application H® (s, €) est injective. La résolution ci-dessus donne sur les points
rationnels, par double dualité et changement de ¢ en ¢~!, I’application
n: L*> K*,
définie par
n(x) = N [t(x)/x].

Comme G est métacyclique, on sait a priori (prop. 2) que le noyau de @ est inversible.
Il est méme stablement de permutation, car, par addition de Z a la résolution initiale,
on trouve la suite exacte

0-Z[G/ts]® Z[G/t]—Z[G] ® Z> Z[G[s] >Z—0

avec
(1, 0) = (1+1s, 1), n{, 0 =r—1,
1(0, 1) =(N,, ""1), n(0, 1) =0,
ou N, = 14+¢+ ... +¢" L. On peut ainsi préciser le paramétrage © : L* — K*! en indi-

quant la suite exacte
1> K*xk* SL*xk* SK* o 1
définie par
p(x, y)= [xy, NK’/k (x). Nk (}’(”— 1)/2)],
n(a, b) = Nk [t(a)/a],

ou K’ = L, et ¥’ = L,. En fait, une étude directe montre que dans ce cas le tore R,l(/k G,
est une variété k-rationnelle.

d 2. Soit ensuite le cas ou G = (s,t) avec s d’ordre 2", ¢t d’ordre p™ pour
p premier impair et sts”! =t". Quitte 3 diviser G et H par le noyau du morphisme
H = (s ) — Aut ({ t }), ce qui n’altére pas I, on peut supposer que H opére fidélement
sur le sous-groupe ¢ ¢ ). On vérifie alors aisément que Z [G/s] est isomorphe, en tant
que s-module, & la somme directe de Z et d’un module libre. Ce résultat permet de repro-
duire I’argumentation utilisée dans le cas précédent pour prouver que la résolution fournie
par Py, a savoir

Z[G]>Z[G/s]>Z -0,
avec

o()=t-1,

4° SERIE — TOME 10 — 1977 — N° 2



R-EQUIVALENCE SUR LES TORES 211

donne une résolution coflasque de I, (on se limite aux sous-groupes G’ de (s ) ou
de {¢)). On obtient ainsi une surjection (G étant métacyclique)

n: L*¥->K*,

m(x) = Ny [1(x)/x].

Noter que, si H— Aut ({¢)) a un noyau non nul Hy, il suffit de remplacer dans
I’application ci-dessus le corps L par le sous-corps L, fixe par H,. Le groupe G étant
métacyclique, on sait a priori (prop. 2) que le noyau de o est inversible, d’ou T (k)/R = 0.
Mais, comme on I’a noté en R 4, ce noyau n’est stablement de permutation que si I’image
du morphisme H — Aut ({ ¢ }) est triviale ou d’ordre 2, ce qui nous raméne au cas ot G

est cyclique ou diédral métacyclique (exemple précédent).

Notons que, pour G = (s, ) avec s*=1'% = 1 et sts™! = ¢t?, la résolution fournie

par P, n’est plus coflasque. En revanche, la suite exacte

Z[G] ® Z[G/s*] > Z[G/s]—>Z 0,
définie par

n1,0=t—1 e 10O, )=2-1,
fournit une résolution coflasque de Ig.

d 3. Soit enfin le cas, plus instructif, ot G = D, : 5% = t* = 1 et sts = t*. Dans ce
cas, K/k est donc de degré 4, sa cloture galoisienne L/k a pour groupe D, et K = L.,
La résolution donnée par P, est loin de convenir. On vérifie que la résolution

Z[G] ® Z[G/s]>Z[G/s]>Z 0,
définie par
o(1,00=t—1 e @@, 1)=r-1,

a un noyau presque coflasque, i. e. H! (G/, .) = 0 pour tout sous-groupe cyclique G’
de G, mais non coflasque, car la condition relative au sous-groupe ¢ s,?2 ) n’est pas
vérifiée. On doit donc considérer la suite exacte

Z[G]® Z[G/s] ® Z[G/<s, *>] > Z[G[s] > Z — 0,
définie par
x =@ sur les deux premiers facteurs,

%(0,0, 1) =1+ (t-1),

pour obtenir un noyau coflasque. Par double dualité et changement de ¢ en ¢~ %, ces deux
résolutions donnent respectivement, sur les points rationnels, les applications

L*xK* 5 K*,
L*xK*x k'* HK*,
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definies par
A(a, b, ¢) = Ny [t(a)/a].[£* (b)/b].[t(c)/c],
n(a, b) =A(a, b, 1),

k’ désignant le sous-corps L ,. d’indice 2 dans K. Soient M et N les conoyaux respectifs
de 1° et @°. Soit G}, le sous-groupe ¢ st, 2 >. On trouve H'(G’, M) = Z, pour G’ = G,
et 0 sinon. Cela implique [M] # O et, comme [M] = p (T), le tore T n’est pas k-stablement
rationnel (prop. 6). D’autre part, la restriction H? (G, M) — I1 H?2 (g ), M) est

geG
injective. On obtient les mémes résultats pour N (ces calculs demandent une analyse

précise de divers morphismes d’inflation et de restriction). En résumé :

ASSERTION. — Soit K/k une extension séparable de degré 4, dont la cléture galoisienne
ait pour groupe G = D,. Alors, le tore T = R,l(,k G,,, de dimension 3, n’est pas k-rationnel.
Si en outre k est un corps de nombres, les applications n et A ont la méme image, & savoir
la R-classe de I’élément neutre, et pour conoyau commun T (k)/R : si r désigne le nombre
de places v de k telles que G = Gy, on obtient T (k)/R = Z,.

7. L’équivalence de Brauer sur un tore

L’objet de ce paragraphe est le calcul précis, au moins sur un corps de nombres, de
I’équivalence de Brauer sur un tore, en vue de la comparer, dans ce cas, a la R-équivalence.

a. QUELQUES RAPPELS. — Soit X une k-variété. On note Br X le groupe de Brauer
étale H* (X, G,). Si K est une extension de k, on désigne par Br (X, K) le noyau
de Br X — Br Xx. On pose Br; X = Br (X, I;), Bry X =Im(Br k— Br X) et
Br, X = Br; X/Br, X.

DEFINITION. — Soit X une k-variété lisse et compléte. On appelle Br-équivalence, ou
équivalence de Brauer, sur X (k) la relation d’équivalence définie par I’accouplement

X(k)xBrX — Brk.

Si X est une k-variété lisse et si k est de caractéristique 0, on désigne ainsi la restriction
a X(k) de la Br-équivalence sur I’ensemble des points rationnels d’une k-compactification
lisse de X.

On note X(k)/Br I’ensemble des classes d’équivalence pour la Br-équivalence.

Pour X non compléte, I’hypothése sur la caractéristique de k sert a assurer 1’existence
d’une k-compactification lisse de X; mais elle sert aussi & montrer que, lorsqu’il en existe,
la définition adoptée pour la Br-équivalence sur X (k) ne dépend pas de la k-compacti-
fication lisse choisie : cela résulte de la k-invariance birationnelle du groupe de Brauer
en caractéristique O ([13], « Brauer III », coroll. 7.3). Les B-équivalences, introduites
par Manin ([19], [20]) et @ priori moins fines, s’obtiennent de la méme fagon, en
considérant, au lieu de Br X tout entier, certains sous-groupes B particuliers, tels que
Br (X, K) ou Br;X.
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PROPOSITION 16. — Soit X une k-variété lisse, supposée compléte si k est de caractéristique
non nulle. L’équivalence de Brauer sur X (k) est moins fine que la R-équivalence. Si k est
de caractéristique 0, I’ensemble X (k)/Br est un invariant k-birationnel des k-variétés lisses
et complétes : cet invariant est trivial pour X k-rationnelle.

L’application naturelle Br kK — Br P} est un isomorphisme : en effet, d’aprés le
lemme 15 (i), Br, P} = 0 et, d’aprés « Brauer III » ([13], coroll. 5.8), Br P% = 0. Cela

prouve la premicre assertion et définit donc une surjection canonique X (k)/R — X (k)/Br.
Soit k de caractéristique 0. Un morphisme k-birationnel X — Y induit une application
X (k)/Br — Y (k)/Br qui est injective, d’aprés l’invariance k-birationnelle du groupe
de Brauer Br Y 5 BrX, et surjective, par réduction, comme dans la proposition 10,
au cas d’un éclatement d’une sous-k-variété lisse; on peut aussi bien utiliser la surjectivité,
déja connue, de X (k)/R — Y (k)/R. On voit enfin; par le méme argument que dans la
proposition 10, qu’une k-application rationnelle de X dans Y induit une application
naturelle X (k)/Br — Y (k)/Br. Ainsi, un k-isomorphisme birationnel induit une bijection
X (k)/Br — Y (k)/Br. O

Rappelons le résultat suivant [19], dd a Lichtenbaum dans le cas des courbes :
LEMME 14. — Soient X une k-variété lisse et compléte et K[k une extension galoisienne
de groupe G. On a la suite exacte naturelle

0- Br(X, K)-» H*[G, K(X)*] » H?(G, DivXy).

Soient, en topologie étale, # 5 le faisceau des fonctions rationnelles sur X et Divy le
faisceau quotient #¥/G, x des diviseurs de Cartier sur X. D’aprés « Brauer II»
([13], lemme 1.9), X étant lisse, H! (X, Qivy) = 0, ce qui donne la suite exacte

0-BrX - H*(X, #%) - H*(X, Divy).

On a la suite analogue sur Xg. Comme, d’aprés « Brauer I » ([13], lemmes 1.6 et 1.9),
H!' (X, #3%) = H' (Xg, Divy,) = 0, les deux suites spectrales d’Hochschild-Serre
relatives au revétement galoisien Xy — X de groupe G et aux faisceaux .#% et Divy donnent
les deux suites exactes horizontales du diagramme commutatif

0-H?[G, KX)*]» H*(X, #%) - H*(Xk, #%)
i) i !
0 - H?(G, DivXy) - H2 (X, Qivy) » H?> (X¢ , Divy,)

d’ou le résultat via la suite exacte des noyaux. [J

LemMe 15. — Soit K/k une extension galoisienne de groupe G :

() si X est une k-variété lisse et compléte, telle que X (k) # @, on a la suite exacte
0 - Br(k, K) » Br (X, K) » H' (G, PicXg) -0

et tout point rationnel de X en définit un scindage;
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(i) si X est une k-variété telle que Pic Xy =0 :
Br(X, K) = H*(G, K[X]%:

(iii) soit X une k-variété lisse et compléte. On suppose qu’il existe un ouvert U de X
possédant un point rationnel O et tel que Pic Uy = 0; soit Y le fermé complémentaire.
Considérons le diagramme

0 Br(k, K) - Br(X, K) — H*(G, PicXg) — 0
A -
0- Br(k, K) - Br (U, K)->H?(G, K [U]*/K*) > 0
Dans ce diagramme, \ désigne la restriction de X a U, b est le cobord déduit de la suite exacte
de G-modules
0 - K [U]*/K* - DiVYK XK b d PiCXK - 0

et la seconde ligne provient de I'égalité Br (U, K) = H? (G, K [U]*). Ce diagramme
est commutatif;

(iv) considérons, sous les hypothéses (iii), le diagramme

X (k)x H!(G, Pic Xg) — Br (k, K)
"y l

U (k) xH*(G, K[U]*/K*) - Br (k, K)

Les fleches horizontales sont définies respectivement par les accouplements avec Br (X, K)
et Br(U, K) via les sections de o, et B définies par le point O. Ce diagramme est commutatif.
La seconde fleche horizontale est la composée

U (k) x H? (G, K[UJ*/K*) = U (k) x H? (G, K [U]*) > Br (%, K)

de la fleche induite par la section définie par O et du cup-produit.
Notons que Br (k, K) = H? (G, K*). Ces diverses assertions proviennent simplement

de la suite spectrale d’Hochschild-Serre relative au revétement galoisien Xg — X de
groupe G et au faisceau G,,, & savoir

H?[G, H'(Xk, G,)] = H'(X, Gp).

Les assertions (i) et (ii) en sont des conséquences immédiates : la suite exacte (i) est la
suite 0— E2'® —ker (E2—E3'?) —E}'1 >0 qui est exacte en raison de 1’existence
d’un point rationnel définissant, X étant compléte, des rétractions E> — E2:° et E® — E3'°;
pour X quelconque, I’edge E2+°® — E? induit le morphisme naturel H? (G, K [X]*) — BrX
et lisomorphisme (ii) est donné par la fleche E2'° — ker (E* — E3:2), I’hypothése
Pic Xg = 0 impliquant EJ'! = E}'! = 0. Notons que, pour X quelconque, le cup-produit
X (k)x H2 (G, K [X]*) > H2 (G, K*) et I’accouplement X (k) x Br (X, K) — Br (k, K)
sont compatibles via le morphisme naturel H? (G, K [X]*) — Br (X, K). En (iii), I’hypo-
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thése (ii) est vérifiée pour U et la suite inférieure du diagramme résulte de I’isomorphisme
H? (G, K[UJ*) 5 Br (U, K) et de la suite exacte de G-modules

0— K* > K[U]* - K[UJ*/K* — 0,

suite exacte dont le point rationnel O définit un scindage. La premiére ligne provient de (i).
Pour la commutativité du diagramme, voir annexe. L’assertion (iv) résulte aussitot des
précédentes, le diagramme

X (k) x Br(X, K)— Br(k, K)

Loofo

U(k)xBr(U, K) - Br(k, K)

étant évidemment commutatif : on a déja noté que le second accouplement n’est
autre que le cup-produit U (k)xH?2 (G, K [U]* - H? (G, K*) via I’identification
H?(G,K[U]» 3 Br(U,K). O

LeMME 16. — Soit X une k-variété lisse et compléte sur un corps k de caractéristique 0,
k-rationnelle et telle que X (k) # Q. Soit K|k une extension galoisienne de groupe G = gfb,
telle que H' (h, Pic X) = 0. Alors Br X = Br k+Br (X, K) et la Br-équivalence coincide

sur X (k) avec la Br (X, K)-équivalence. Elle coincide aussi avec I’équivalence donnée par
I’accouplement

X (k) x H' (G, PicXg) — Brk,

défini par un point O de X (k).

Notons d’abord que, X étant k-rationnelle, Pic X est dans .Z,. Il existe donc K/k finie
telle que H! (p, Pic i) = 0 : il suffit que Pic X soit -trivial, ou simplement §-stablement
de permutation. D’autre part Br X = 0 en vertu de 'invariance birationnelle du groupe
de Brauer ([13], « Brauer III», coroll. 7.3) et de sa nullit¢ pour l’espace projectif
(B,—p = 0). Par suite, d’aprés le lemme 15 (i), Br Xg = Br; Xg = BrK. Si =, est
la projection Br X — Br k définie par O, A—n, (A) € Br (X, K) pour A dans BrX,
d’ott Br X = Br k+Br (X, K). L’accouplement X (k)x H!(G, Pic Xg) — Br (k, K) se
déduit, par définition, de 1’accouplement de X (k) avec Br (X, K) via la section
H! (G, Pic Xg) — Br (X, K) définie par O. [

b. LE cAs DES TORES. — Soit T un tore défini sur un corps k de caractéristique O et
déployé par I’extension galoisienne K/k de groupe G. Soient T — X une k-compactification
lisse de T et S le k-tore dual du G-module Pic Xg. Les hypothéses des lemmes 15 (iii)

et 16 sont vérifiées pour X, K/k et U = T. Par définition de S, les G-modules S et Pic Xk
coincident. La section K [T]*/K* — K [T]* définie par 1’élément neutre de T (k)
s’identifie (¢f. prop. 6 ou [24]) au plongement naturel de T dans K [T]*. Considérons
les applications

T(k)x H! (G, S) - T (k) x H2(G, T)> Br (k, K),
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définies respectivement par idyy), par le cobord tiré de la suite exacte de G-modules
0—»T—M—8§—0, ot M désigne le G-module des diviseurs de Xg & support hors
de Ty, et, enfin, par le cup-produit L. Il résulte des lemmes 15 (iv) et 16 que I’application
composée définit sur T (k) I’équivalence de Brauer. La bilinéarité du cup-produit implique
aussitot la compatibilité de 1’équivalence de Brauer avec la structure de groupe de T (k),
mais cela est évident directement pour tout groupe algébrique et toute relation d’équivalence
compatible avec les k-isomorphismes (ce qui est le cas pour 1’équivalence de Brauer).

Notons enfin que, d’aprés le lemme 5, on peut remplacer la résolution de T ci-dessus
par n’importe quelle autre résolution flasque.

PROPOSITION 17. — Soient T un tore défini sur un corps k de caractéristique 0, déployé
par Iextension galoisienne K[k de groupe G, 0>T—>M—S—0 une G-résolution
flasque du G-module T et 3: H! (G, S) ¢ H2 (G, T) le monomorphisme qu’elle définit :

@) soit B: T (k)xH! (G, §) — Br (k, K) P’accouplement bilinéaire induit, via 8, par

le cup-produit T (k)xH? (G, "I\') Y Br (k, K). Cette application B définit sur T (k)
I’équivalence de Brauer;

(ii) le diagramme
T (k)R ————» T (k)/Br
|- f

H! (k, §)= Hom [H!(G, §), Br (k, K)]

dans lequel & provient de la suite exacte de tores 1 S —>DM)—>T—1,yde P et ® du
cup-produit, est un diagramme anticommutatif d’homomorphismes de groupes. 1l identifie
le groupe T (k)/Br a l'image de ®;

(iii) /e groupe T (k)/Br est un invariant des classes de k-équivalence birationnelle stable
de k-tores T,

(iv) si X est une k-compactification lisse de T, I’application induite T (k)/Br — X (k)/Br
est une bijection.

L’assertion (i) a été déja prouvée. Pour (ii), rappelons que d est un isomorphisme d’aprés
le théoréme 2 et que l’application T (k)/R — T (k)/Br est bien définie d’aprés la
proposition 16. Le fait que y soit un plongement traduit I’assertion (i). L’anticommu-
tativité du diagramme (ii) se réduit & celle du diagramme

T(k) xH*(G, T
(k) xH( )\

]

8 0 ™ H?(G, K*
V]

H!(k, S)x H!(G, S)
défini par 8, d et les cup-produits et celle-ci résulte aisément de la formule
d@ub)=daub+audb pour aeDM)(K) et beC!' (G, M).
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L’invariance du groupe T (k)/Br résulte de son identification & I'image de ® et de I’inva-

riance de [§] (prop. 6). En (iv) enfin, ’application T (k)/Br — X (k)/Br est injective par
définition de la Br-équivalence sur T (k). Le diagramme commutatif

T (K)/R — T (k)/Br

=~

X (k)/R— X (k)/Br

montre qu’elle est également surjective puisqu’il en est ainsi de T(k)/R — X (k)/R
(prop. 13). O

COROLLAIRE 1. — On conserve les mémes hypothéses et notations :
(i) si k est de type fini sur Q, T (k)/Br est un groupe fini;

(ii) si k est un corps p-adique, I’équivalence de Brauer coincide sur T (k) avec la
R-équivalence et le groupe des classes est le groupe fini

T(k)/Br = H! (G, §);
(iii) si k est un corps de nombres, soit | I’application composée
H'(G, §)>[H' G, HSH! (G, 5),

de I’application diagonale A et du produit A des restrictions de G a G°, pour I’ensemble
des places v de k. Alors

T(k)/Br = [imAfimp].

L’assertion (i) résulte aussitdt du corollaire 2 au théoréme 2, via la surjection
T (k)/R — T (k)/Br. Si k est un corps p-adique, I’application @ du diagramme de la pro-
position 17 est bijective en vertu de la dualité locale de Tate-Nakayama [21], d’ou
I’assertion (ii). Dans le cas global, supposons, ce qui est loisible, G fini et complétons
ce méme diagramme par le morphisme 1 :

Hom[H! (G, S), Brk]  Hom [H'(G, S), [ [ Brk,],
ce qui donne le morphisme ¥ = w® : ”
H' (k, S) > Hom [H! (G, S), [ [ Brk,],
morphisme dont ’image est encore isomorphe a T (k)/Br. Ce morphisme se factorise en
H' (k, $)— [ [ Hom [H! (G", §), Br k,,]E»]_[Hom [H'(G, S), Brk,],

ou le second morphisme est défini par les restrictions de G & G® et le premier par la
restriction H! (k, S) — 1 H' (k,, S) composée avec le produit des morphismes locaux

H! (k,, S) — Hom [H! (G*, S), Br k,] définis par cup-produit. Soient Iy le G-module
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des ideles de K, S (Ag) le G-module Hom (§, Ix) et S (Cy) = S (Ag)/S (K). La suite exacte
de groupes finis (S est flasque!)

H'(k, S)-» H'[G, S(AY)] - H'[G, S(CY)]

donne, par les dualités locales et globale de Tate-Nakayama ([21], [32]) (voir la démons-
tration du corollaire 5 du théoréme 2), la suite exacte

H'(G, §) BT]HA(G", §)HH (k, S)".
L’image de y, canoniquement isomorphe a T (k)/Br, a donc pour duale
imy =imVolA=9v(@{mA) =imMimp. 0O

Ce corollaire 1 donne en particulier, par la proposition 7 :
COROLLAIRE 2. — Soient K/k une extension galoisienne finie de groupe G et T = R}(/k G,:
() si k est un corps p-adique,

T(k)/Br =H*(G, Z)';
(ii) si k est un corps de nombres,

T (k)/Br = [imA/imp],

ot 1 désigne I'application composée
H(G, 2)5[H(G, 2)>[[H (G, 2)

de I’application diagonale A et du produit \ des restrictions de G a G*. [J

8. Comparaison de quelques critéres de rationalité

On dispose, pour I’étude des problémes k-birationnels sur une k-variété X, d’un certain
nombre d’invariants k-birationnels, définis éventuellement sous des hypothéses restrictives
sur X ou k. La proposition 5, par exemple, définit, pour X convenable, 1’invariant
pX) = [é] et, par suite, d’autres invariants, moins fins, mais plus « calculables », tels que
H!(k, S), H' (G, S), H! (G, S) et, sur un corps global, II? (k, S) et I (G, §) : voir
le début du paragraphe 2. En caractéristique 0, on dispose encore, comme invariants
des k-variétés complétes et lisses, de X (k)/R (prop. 10), du groupe Br X ([13],
« Brauer III », coroll. 7.3) et de X (k)/Br (prop. 16). L’objet de ce paragraphe est de
comparer ces divers invariants sur 1’exemple des tores.

Pour un tore T défini sur un corps global k, on peut encore considérer le k-défaut du
principe de Hasse II(T) = II' (k, T) et le k-défaut d’approximation faible A (T) :
si i désigne ’application diagonale de T (k) dans le produit, pour toutes les places v de k,
des groupes topologiques T(k,), A (T) est, par définition, le quotient de [] T(k,) par
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I’adhérence de I'image de i. Voskresenskii ([33], th. 6) a montré, en caractéristique 0,
I’existence d’une suite exacte

0 A(T) - H! (k, PicX)" - II(T) - 0,

mettant en relation, de maniére un peu inattendue, A (T) et II (T) [voir prop. 19 (iB)];
il en a déduit en particulier la nullit¢é de II (T) pour T k-rationnelle. En fait, les
groupes A (T) et III (T) sont, dans le cas global, deux invariants k-birationnels supplé-
mentaires pour les tores T définis sur k :

PROPOSITION 18. — Soit T un tore défini sur un corps de nombres k, ou un corps de
Sfonctions algébriques d’une variable sur un corps fini, et déployé par I’extension galoisienne
Jfinie K[k de groupe G. Soient 1 =S — E — T — 1 une résolution flasque de T dans T g

et u:H! (G, §) — H H! (G°, §) Papplication de restriction :
(i) cette résolutio:t définit des isomorphismes de groupes finis
AMSUl(k,S) e AT Simp,
III(T)—z>III2 (k, S) et 1H(T)~—z> kerp;

(ii) les groupes finis A (T) et II (T) sont des invariants des classes de k-équivalence
birationnelle stable de tores T définis sur le corps k.

Tout d’abord, I’assertion (ii) est une conséquence immédiate des isomorphismes
A(T) ~imp et HI(T) ~ ker p et de I'invariance de [S] (prop. 6). L’isomorphisme
A(T) S ul (k, S) est donné par le diagramme

E (k) > T (k) >H'(k, S)— 0

TTEGk) STIT (k) >TTH (k,, S) >0

Il suffit de voir que i [T (k)] est dense dans le sous-groupe ouvert 8~ * (im v). Or, si U est
un ouvert de [] T(k,) tel qu’il existe x dans T (k) avec i (x)€d (U), =~ '[i(x)"*.U]

est un ouvert non vide de [] E (k,); comme A (E) = 0, le tore E étant quasi trivial,
cet ouvert rencontre I’image de E (k), d’ou Uni[T (k)] # 9. L’isomorphisme
I (T) 5 m1? (k, S) est donné par le diagramme

0 — H'(k, T)—— H?*(k, S)—— H?(k, E)
l ! !
0-[]H'(k,, T) > [[H?(k,, S) - [ H?(k,, E)

compte tenu de III?(k, E) =0, le tore E étant quasi trivial. Les isomorphismes
A (T)" —imp et II (T)” — ker p proviennent alors des dualités, données par le corps
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de classes, entre U! (k, S) = coker v et im p = ker v (¢f. la démonstration du corollaire 1
de la proposition 17) d’une part, II? (k, S) et ker p d’autre part. [J

La proposition ci-dessous résume les relations qui existent entre les divers invariants
introduits dans le cas d’un tore sur un corps global.

PROPOSITION 19. — On conserve les notations et hypothéses de la proposition précédente.
On considére, en outre; sur un corps de nombres, une k-compactification lisse T — X de T :

(i) on a deux suites exactes naturelles
(iR) 0-II(S) - T(k)/R—-][][T(k,)/R - A(T) -0,
v
(iB) 0- A(T) - H'(G, S)” » II(T) - 0;
(ii) sur un corps de nombres, on a un diagramme naturel
0 - II(T)" - Br, X [ Br, X,— T (k)/R” > OI(S)" - 0
A
[1Br. X
Dans ce diagramme, la suite horizontale est exacte et
A(T) =imp, T(k)/Br =im7A.

Rappelons (§ 7, a) que Br,X désigne le quotient du noyau de Br X — Br X par I'image
de Br k — Br X. Si X est une k-compactification lisse d’un tore T défini sur un corps k
de caractéristique 0 et déployé par I’extension galoisienne K/k de groupe G, on a des
isomorphismes canoniques [¢f. lemmes 15 (i) et 16]

Br, X— H! (k, PicX) < H' (G, PicXy).

Comme on I’a déja signalé, la suite (iB) est due, en caractéristique 0, 3 Voskresenskii [33],
sous la forme

0 - A(T) - H! (k, PicX)™ — II(T) - 0.

La considération d’accouplements avec des groupes de Brauer convenables permet alors
de l’interpréter naturellement [26] sous la forme

0> A(T)- Br,X - II(T)- 0.
La suite (iR) est la simple traduction, via le théoréme 2 et la proposition 18 (i), de la suite
0-II(S) - H!(k, S) » [[H' (k,, S) = Y’ (k, S) =0,
qui est exacte par définition. La suite (iB) est la conséquence immédiate des isomorphismes
AT S im H et oI (T)” 5 ker p donnés par la résolution flasque et le corps de classes
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[prop. 18 (i)]. Par assemblage de ces deux suites et dualité, on obtient donc la suite exacte
longue

0 II(T) - H!(G, §) - [[H (G, §) » T(K)/R™ > IL(S)” -0,

étant donné les résultats locaux
T(k,)/R>H! (k,, S)=H'(G", S)”

et les compatibilités des dualités locales et globale. Voici inversement comment se découpe
cette suite, en fonction de I (T), A(T), T (k)/R et de la cohomologie de S :

0 II(T)" - H!(G, §)~» A(T)" -0,
0—A(T)" > [[H'(G", §) - 9!(G, §) -0,

0-4'(G, §) - [T(K)/R] - II*(G, S) 0.

Sur un corps de nombres, H!(G,S)=Br,X et H! (G’ S)=Br,X,, puisque

[§] = [Pic X¢] (¢f. ci-dessus) : on peut prendre pour G-résolution flasque de T la suite
exacte

(B) 0-T - M - PicXg -0,

ou M désigne le G-module des diviseurs de Xy a support hors de Tx (prop. 6). Enfin,
I’assertion sur T (k)/Br est la traduction du corollaire 1 (iii) de la proposition 17. O

On se restreint désormais au cas d’un corps de nombres k, en conservant les hypothéses
et notations des deux propositions précédentes. On se propose, pour finir, de préciser
le diagramme d’implications reliant, en général, les critéres de rationalité suivants (critéres
relatifs au k-tore T) :

(i) T est une variété k-rationnelle;

(ii) T est une variété k-stablement rationnelle, i. e., pour n assez grand, T x G, , est
k-rationnelle;

(iii) T est le quotient d’un tore quasi trivial par un sous-tore quasi trivial, i. e. [§] = 0;
(iv) T" est, pour n > 0 convenable, k-stablement rationnelle, i. e. [§] est d’ordre fini;
(v) il existe un k-tore T’ tel que T x T’ soit k-rationnelle, i.e. [§] est inversible;
(vi) Br,X =0 et T(k))R =0, i.e. H'(G, S) = 0 et H!(k, S) = 0;

(vii)) T(k)/R =0, i.e. H' (k, S) = 0;

(viii) Br,X = 0, i. e. H!(G, §) = 0;

(ix) T(k)/Br = 0;
(x) A(T) =0;

(xi) II(T) = 0.
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Ces diverses propriétés sont liées par le diagramme d’implications ci-dessous :

(vii) N
B = @) <« @(i) = @G = (v) = (v « (ix)
(vii) / 7
N [®) et (xi)]

Ces mémes propriétés et implications subsistent pour k quelconque de caractéristique O,
a condition de supprimer (x) et (xi), et, pour k quelconque, si I’on supprime (ix) et la
mention Br,X dans (vi) et (viii). Pour chacune des propriétés (vi) a (xi), on note respecti-
vement (vi), ..., (xi)’ la propriété plus forte obtenue en exigeant la propriété corres-
pondante, non seulement pour k et G, mais aussi pour toute extension finie k'/k et tout
sous-groupe G’ de G.

ProrosiTioN 20. — Il n’y a pas, dans le diagramme d’implications ci-dessus, d’autre
relation que celles indiquées, hormis éventuellement la réciproque de (i) = (ii).

La question de savoir si cette réciproque est vraie ou non est, bien entendu, la question
essentielle : c’est le probléeme de Zariski pour les tores (voir [34]). Il semble que
Voskresenskii [33] ait le premier posé la question sous la forme (iii) = (i) : le quotient
d’un tore quasi trivial par un sous-tore quasi trivial est-il une variété k-rationnelle ?

Les implications indiquées dans le diagramme ci-dessus résultent essentiellement de
remarques déja faites : 1’équivalence de (ii) et (iii) est prouvée dans la proposition 6 et
remonte & Voskresenskii [33] en caractéristique 0 et Swan [31]; si A (T) = 0, chaque
restriction H! (G, §) — H! (G’, §) est nulle et I’application A est donc nulle, d’oti (x) = (ix).

Nous allons montrer par des contre-exemples que la plupart des implications du
diagramme ont leur réciproque fausse, méme au sens fort, i. e. (vii)’ n’implique pas (viii),
(viii)’ n’implique pas (vii), etc. L’exemple généralement utilisé est celui du tore R}(/k G,
pour K/k galoisienne finie de groupe G sur un corps de nombres k. Rappelons les résultats
obtenus dans ce cas (corollaire 1 de la proposition 15, corollaire 2 de la proposition 17
et proposition 18) : on désigne par X une k-compactification lisse de T, par k’/k une exten-
sion finie (sauf mention du contraire), par G’ le groupe de Galois de Kk'/k’ (c’est un
sous-groupe de G); alors :

Br, X, = H! (G, S) = H3 (G, Z), que k’/k soit finie ou non;
T (kK')/R est extension du dual de 4 (G’, Z) par celui de II1* (G’, Z);

T (k')/Br est le dual de ’image dans 43 (G’, Z) du produit H H3 (G, Z) (on peut
s’y limiter aux v’ ramifiées dans Kk'/k');

A, (T) est le dual de I'image de H?(G’, Z) dans le produit des H? (G'”, Z);
I (k', T) est le dual de uI® (G, Z).

A. LA conDITION (iv) NIMPLIQUE PAs (iii). — Cela signifie simplement que le sous-
groupe de torsion de U, peut €tre non trivial, ce qui est déja le cas pour G = Z,,

(d’aprés R 5, Uy, = C(Z [*3/1]) = Z,). Exhibons dans ce cas, grice & Swan [31] (voir
aussi [33]), un k-tore qui convienne. Soient I I'idéal de Z [G] noyau de la surjection
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Z [G] — Z,, obtenue en faisant opérer un générateur s de G sur Z,, via 1—>2et T le
tore dual. L’idéal I = { s—2, 47 ) n’est pas principal [31], mais il est projectif, car
cohomologiquement trivial (Nakayama). Ainsi, [I] est d’ordre fini dans Ug (¢f. [22]).
En revanche, il n’existe pas de modules de permutation P et Q, tels que I P =Q :
s’il en était ainsi, P et Q seraient chacun la somme d’un facteur libre et d’un méme facteur Z"
et I serait alors libre (par simplification, ¢f. [22]). Comme [§] =p(@M=—[I],ona
bien [§] d’ordre fini, mais non nul.

B. LA CONDITION (V) N’IMPLIQUE PAS (iv). — Cela revient a dire que le groupe Ug peut
étre infini. En effet, si G est métacyclique et si 4 n’est pas une période de sa cohomologie,
p (Jg) est, d’aprés les propositions 2 et 3, un élément d’ordre infini de Ug. On peut donc
prendre pour exemple T = Rg, G,,, pour K/k galoisienne de groupe G = (s, t ) avec
s*=1t5=1etsts™! =12 (¢f. RS5): il existe de telles extensions pour k = Q.

C. LA CONDITION (Vi) N’IMPLIQUE PAS (V). — Soit T = R}qk G,, pour K/k = Q (\/ 0/Q
avec { = 643 \/ 242 \/ 342 \/ 6 : cette extension est galoisienne de groupe G le groupe
quaternionien d’ordre 8. Comme G n’est pas métacyclique, [§] = p(Jg) n’est pas inversible
(prop. 2). Comme Z est H*-trivial dans £ ([3], chap. XII, §7), on a, d’une part,
Br, X,. = 0 pour foute extension k'/k (finie ou non), d’ou a fortiori (viii), et, d’autre part,
T(k)/R = W* (G, Z)". Or, ce groupe vaut 0, car il existe une place v de k = Q, & savoir 2,
pour laquelle G* = G. Ainsi, ce tore T vérifie (vi) sans vérifier (v).

D. LA cONDITION (Vii)’ N’IMPLIQUE PAS (xi). — A fortiori, (vii)’ n’implique pas (viii) !
On a déja considéré au paragraphe 6 (corollaire 2 de la proposition 15) le cas du tore
T= R}(/k G,, pour G = V,. Si K/k est telle que G” # G quelle que soit v, on trouve
A(T) = T (k)/R = T (k)/Br = 0 et cela reste vrai pour toute extension finie k'/k : c’est
évident si Kk'/k’ est cyclique et, sinon, on a encore G* # G pour toute place v’ de k'.

Pourtant II(T) = Z,. On peut prendre K/k = Q(\/13, /17)/Q.

E. LA CONDITION (Vii)’ IMPLIQUE (X), MAIS (Vii) N’IMPLIQUE PAS (x). — Soit T déployé
par K/k galoisienne finie de groupe G. Si A(T) # 0, il existe [¢f. prop. 19 (iR)]
une place v de k, telle que T(k,)/R = H!(G", §)~ # 0. Soit k’'/k quadratique, disjointe
de K et telle que v ait deux prolongements distincts v} et v, & k’. Alors Gal (Kk'/k’) = G,
G" = G* = G°. L’application H' (G, §) —[]H' (G", S) n’est pas surjective, car
H! (G’, §) — H1(G%, §) @ H!'(G%, §) ne 1’estvpas, d’ou T (k')/R # 0. On peut toutefois
avoir (vii) sans avoir (x). Soient T = Rg, G,, avec G =V, et s = 5 (K/k) le nombre
de places v de k telles que G* = G. Si s = 1, par exemple pour Q (i, \/5)/Q, alors
T (k)/R = 0, mais A(T) = Z,. Noter toutefois que, pour K/k = Q (i, \/ 5)/Q, on a certes
T(Q)R = 0, mais T(Q)/R = T[Q(/INIR = Z,.

F. LA CONDITION (Viii)” N’IMPLIQUE PAS (vii)). — On désigne par (viii)” la condi-
tion : Br, X,. = 0 pour toute extension k'/k, finie ou non. Soit T = R}(,,, G,, pour
K/k =Q (\/ £)/Q avec { = 221+26./17+4+6./221 : cette exten,si'on est _galoisienne
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de groupe G le groupe quaternionien d’ordre 8. Le méme argument qu’en C prouve que T
vérifie (viii)”. Comme Q (\/ ) contient Q (\/1—3;, \/1_7), pour toute place v de Q, G® # G-
Or, H*(G, Z) = Zg, tandis que, pour un sous-groupe G’ de G autre que G»
H*(G’, Z) = Z,, Z, ou 0. On en déduit II* (G, Z) = Z, et, par suite, T(Q)/R = Z,-

G. Les CONDITIONS (ix), (X), (xi) SONT UNIQUEMENT LIEES PAR (X) = (ix). — Reprenons
I’exemple de Ry, G, pour G = V, (¢f. E). Si s = 0, par exemple pour Q (\/ 13, J ﬁ)/Q,
on trouve I (T) = Z,, mais A (T) = T (k)/Br = 0. Si s = 1, comme pour Q (i, ﬁ)/Q,
alors A(T) = Z,, mais OI(T) = T(k)/Br = 0. Enfin, si s > 1, par exemple pour
Q (/2 /3)/Q, A(T) et T(k)/Br sont non nuls, alors que HI(T) = 0. [J

Remarques.

R 12. Comme on le voit sur la suite exacte (iR) (prop. 19), deux points rationnels de T
peuvent étre partout localement R-équivalents sans 1’€tre globalement. C’est manifeste
sur I’exemple F, car dans ce cas T(Q)/R = Z, alors que, pour tout nombre premier p,
T(Q,)/R = 0 et, évidemment, T(R)/R = 0. De méme, d’aprés la proposition 13 (ii),
X(Q)/R = Z, et X(Q,)/R = 0 pour toute place v de Q. [

R 13. L’exemple E, ou T(Q)/R = T(Q,)/R = 0 pour tout p premier impair, alors

que T(Q)R=T[Q (\/ ﬁ)]/R = Z, est typique de la variation de T (k)/R avec k
(voir aussi le corollaire 2 de la proposition 15). [

PROPOSITION 21. — Soient T un tore défini sur Q et X une Q-compactifiée lisse de T.
On peut avoir

(i) P’équivalence de Brauer triviale sur X (k) pour tout corps k de caractéristique 0 et
pourtant X(Q)/R # 0;

(i) la R-équivalence triviale sur X (k) pour tout corps k de caractéristique O et pourtant X
non Q-rationnelle.

La démonstration utilise dans les deux cas la bijection T (k)/R = X (k)/R [prop. 13 (ii)].
Pour I’assertion (i), il suffit de considérer le tore de dimension 7 décrit en F : en effet, pour
toute extension k/Q, Br,X, =0, mais T(Q)/R = Z,. Pour (ii), l’exemple de
Voskresenskii ([33], ¢f. A) convient : c’est un Q-tore, de dimension 23, non Q-rationnel,
mais facteur direct d’un tore quasi trivial, d’ou aussitét T(k)/R = 0 pour toute
extension k/Q. Pour un exemple plus simple, on peut considérer une extension
galoisienne L/Q de groupe G = (s5,t) avec s* =5 =1 et sts”! = ¢t2, puis la sous-
extension K/Q fixe par s et le tore T = Rg o G, de dimension 4 (I’exemple B n’est autre
que R,{,Q G,, et convient aussi) : d’aprés R 4 et la proposition 6, ce tore T n’est pas une
variété Q-stablement rationnelle et, pourtant (corollaire 3 du théoréme 2), T(k)/R =0
pour toute extension k/Q, puisque T, et donc T,, est déployé par une extension métacy-
clique. O

Remarque.

R 14. On aurait pu raffiner la définition de 1’équivalence de Brauer donnée au para-
graphe 7, a, en considérant, non seulement 1’accouplement X (k) x Br X — Br k, mais
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également tous les accouplements X (k) x Br Xy — Br K pour toutes les extensions K/k
finies (ou méme quelconques). Or, méme avec cette définition, on obtient encore, pour
I’exemple (i) ci-dessus, une équivalence triviale, alors que X (Q)/R n’est pas trivial. []

Annexe
On se propose de prouver I’anticommutativité du diagramme [cf. § 7, lemme 15 (iii)]

Br(X, K)— H! (G, PicXg)

|2

H*(G, K [U]* fy-’» Br(U, K)

|-

H?*(G, K[UJ*¥K* <
Rappelons les deux suites spectrales

(HSX) Hp (G’ Hq (Xl(s Gm)) = H" (X’ Gm),
(HSU) H? (G, H* (UK’ Gm)) = Hn (U: Gm)

et la suite exacte de G-modules
B) 0-K[U]*K*—>M - PicXg -0,

ou M désigne le G-module des diviseurs de Xy & support hors de Ug. Dans le diagramme
ci-dessus, A et w sont les fléches évidentes, y est I’edge E2'® — E? tiré de (HSy), o est le
morphisme ker (E2 — E3'?) — E}-! tiré de (HSy) et b est le cobord tiré de (B). Noter
que v coincide avec le morphisme naturel.

Soient Y le fermé complémentaire de U, j I'immersion de U dans X, s#% (resp. HY)
les faisceaux (resp. groupes) de cohomologie a4 support dans Y. Pour un faisceau étale F
sur X, on note simplement j, F le faisceau j, j* F et, pour un élément b de H® (X, F)
ou H° (Xi, F), on note b, sa restriction 3 U ou Uy.

Soit G,, x — I une résolution injective du faisceau étale G,, x; on note J la différentielle
de I'. Pour un G-module Q, on note J la différentielle du complexe C' (G, Q) des cochaines
de G a valeurs dans Q. Les suites spectrales (HSx) et (HS) sont respectivement données
par les bicomplexes Ly et L avec L2 = H® (X2, I,) et L% = H° (Ug, L), la notation X%
(resp. UE) désignant le produit fibré au-dessus de X (resp. U) de p+1 exemplaires de Xg
(resp. Uyg). Chaque complexe « simplicial » H® (Xi,I,) fournit une résolution exacte
de H° (X, I) et s’identific au complexe C [G, H° (X, I,)]; de méme en remplagant X
par U et X par Ug. On prend pour différentielle totale d =d’'+d” avec d' = 0 et
d" = (-1)ré.
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a. DESCRIPTION DE (B) via I'. — La suite exacte de cohomologie tirée de la suite exacte
de complexes

0 #3 Xk, I) > Iy 2 g L 0,
commence par

0 Gp,xx 2 Ja G, xx fxlf(xl(, G, -0,
ce qui donne lidentification Divy, Xy 5 #y (Xg, Gp). Par application du foncteur
H® (X, .) & la suite de complexes ci-dessus, on obtient la suite exacte de complexes
0->Hy(Xg, ) > H°(Xg, I) > H* (U, I) > 0.
La suite exacte de cohomologie qu’on en tire commence (sans hypothése particuliére
sur la k-variété X et I'ouvert U) par la suite exacte naturelle
0-K[X]*—>K[U]*-> M - PicXg — Pic Uy,
comme il résulte de I’identification ci-dessus Divy, Xy 5 #L (Xg, G,) et de 'isomorphisme
H} Xk, G) 5 HO Xk, #L Xk, G,)) db 2 la nullité de # (X, Gy

b. LE DIAGRAMME (D). — Ce diagramme est en partie extrait du diagramme obtenu
en considérant le morphisme de restriction H (G, H (X¢, G,)) — H (G, H (Ui, G,)) :

2

- 2
*
. C*(G,K[U®
Ho (XK ’ Il) g Ho (Xlli ’ Il) J
l H°(Ug, I,) »H°(UZ, 1)

H°(X, I)-»H°(X¢, L) !

\ H°(Ug, I;) > H’(Ug, L))

\ . p ] l
H°(U, I,)—H" (Ug, 1)

¢. DESCRIPTION DE a. — Un élément de Br (X, K) se représente par un élément b de
H° (X, I,) tel qu’il existe ¢ dans H® (Xg, I,) avec i(b) = 8¢ et que &b = 0. Comme
dc = 0c+96c, ’élément i(b) est homologue pour d & —dc et 'image par o de la classe
de b dans Br (X, K) est la classe de —&c dans H! (G, Pic Xy) : noter que C' (G, Pic Xy)
est I’homologie de H° (X, I,) » H° (X, I,) - H° (X, L,).

d. DESCRIPTION DE . — Un élément de H! (G, Pic Xi) se représente par un élément p
de H° (XL, I,) tel qu’il existe ¢ dans H (X2, I,) avec g = dp et que 5p = 0. D’aprés a,
la suite exacte C! (G, (B)) provient naturellement du diagramme

l 0—HY(Xk, I) » H°(Xk, Ip) > H° (U, I9) > 0

! l l
0 HY (X%, 1) HO (X%, I;) » H° (U}, I,) > 0
| ! l

0 Hy (X, I,) » H* (X, 1) » H°(Ug, I,) » 0.
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Comme Pic Uy = 0, la colonne de droite est exacte. Il existe donc r dans H° (X}, I)
tel que dr, = p,. Ainsi, p—3r appartient a4 I’image de n et définit un relévement dans
C! (G, M) de la classe de p dans C! (G, Pic Xg). Par application de 9, on obtient donc un
élément du noyau C? (G, K [U]*) de H° (U2, I,) —» H° (U2, 1,), & savoir gq,—dr,, car
0 (p—3r) = 8 (qg—0r). Finalement, la classe de p dans H* (G, Pic Xg) a pour image par d
la classe de g,—dr, dans H? (G, K [U]*/K*).

e. DESCRIPTION DE A. — C’est I’application induite par la restriction
H° (X, I,) —» H° (U, L,).

f. DESCRIPTION DE y. — Un élément de H? (G, K [U]*) se représente par un élément s
de C*(G, K [U]*) tel que 8s = 0. Dans le diagramme ci-dessous, il existe une chaine
d’éléments joignant, comme indiqué, s 4 un élément w de H° (U, L,) :

= C*(G,K[U]H
J | s
(D) H° (Ulnlc , 1) » H°(Ug, Ly) t _’l
H® (U, I;) » H® Uk, 1) !
H(U, I;)—> H° (le ,1) i -

L’existence d’une telle chaine provient de I’exactitude des complexes horizontaux et on
peut la remonter en raison de I’hypothése Pic Uy = 0. Comme dt = dr—38¢ et que
dv = 0v+0v, j(s) est homologue pour d & —i(w). L’image par y de la classe de s dans
H? (G, K [U]*) est donc la classe de —w dans Br (U, K).

g. BILAN. — Soient b et ¢ comme en c. Prenons, en d, p = dc; on peut alors
prendre g = 0. Soit r, un relévement de p, dans H° (UL, I,) : il existe alors un élément s
dans C? (G, K [U]*) tel que j (s) = or,. D’aprés ¢ et d, ’image par bo de la classe de b
dans Br (X, K) est la classe de s dans H? (G, K [UJ*/K*).

Par ailleurs, 1’élément b, de H® (U, I,) est connecté i s comme indiqué ci-dessous :

c———p s

l l
b—— \ \ r, =
D) l
\\ Co—>Du
l
b,—

D’aprés e et f, la classe de b dans Br (X, K) a donc pour image par y~! A la classe de —s
dans H? (G, K[U]*) d’ol l’anticommutativité annoncée. []
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