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LE THEOREME DES ZEROS
POUR LES VARIETES ANALYTIQUES REELLES

DE DIMENSION 2

PAR J. BOCHNAK ET J.-J. RISLER

RESUME. — Si N est une variete analytique reelle de dimension 2, et si Q (N) designe Fanneau des fonctions
analytiques reelles globales sur N, nous donnons une caracterisation algebrique des ideaux de type fini
de N ayant la propriete des zeros, et montrons que si N est compacte ou verifie H1 (N, Zz) == 0 et si
fe 0 (N) est ^ 0, / est une somme de carres dans 0 (N).

I. — Introduction et enonce des resultats

a. LE THEOREME DES ZEROS.

DEFINITION I.I (cf. [B] ou [^2]). — Soient A un anneau commutatif, I un ideal de A.
a. On dit que I est reel (ou que I est un R-ideal) s'il verifie la condition suivante :

sl fi9 ' ' ">fp sont des elements de A tels que f\-\-... +/^ e I, alors /, e I (1 ^ i ^ p),
b. Si I est un ideal quelconque, on pose

^1= {aeA : 3a,eA et feeN tels que a^+S^261}
»

lyi est le plus petit ideal reel de A contenant I (racine reelle de I).

DEFINITION 1.2. — Soient N une variete analytique reelle paracompacte, 0 (N) 1'anneau
des fonctions analytiques sur N, I un ideal de 0 (N). On dit que I a la propriete des zeros
si pour toute fonction ^e^(N) s'annulant sur Z(I) [Z(I)= H/"1^) designant

/ei
1'ensemble des zeros de I], on a g e L

Un ideal ayant la propriete des zeros est evidemment reel; nous nous interessons ici
a la reciproque : un ideal reel a-t-il la propriete des zeros? Rappelons qu'un tel theoreme
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354 J. BOCHNAK ET J.-J. RISLER

est vrai dans Ie cas des polynomes sur R" [Ri] dans Ie cas des fonctions de Nash [M],
pour les germes de fonctions analytiques reelles en un point de R" [Ri], pour les ideaux
de Fanneau des fonctions C00 sur un ouvert de R" engendres par un nombre fini de
fonctions analytiques [B], et dans certains cas pour les ideaux de fonctions differentiables
fermes et de type fini [R^]; cf. aussi Ie cas formel [Me].

Nous allons demontrer un theoreme analogue pour les ideaux de Fanneau 0 (N) en
dimension 2.

THEOREME 1. — Soient N une variete analytique reelle (paracompacte) de dimension 2,
I un ideal de type fini de Q (N). Les conditions suivantes sont equivalentes :

a. I a la propriete des zeros dans Q (N);

b. I est un ideal reel.

COROLLAIRE 1. — Supposons N compacte et de dimension 2, et soit I un ideal de 0 (N);
R /—alors Videal de toutes les fonctions de (9 (N) nulles sur Z (I) est egal a ^/I.

R. I—II suffit en effet de remarquer que ^/I est de type fini puisque 0 (N) est noetherien [F]
et d'appliquer Ie theoreme 1.

6. LE 17® PROBLEME DE HILBERT

Le 17® probleme de Hilbert etait le suivant : soit Pe R [Xi, . . . , X,,] un polynome
prenant des valeurs ^ 0 sur R"; P est-il une somme de carres dans le corps des frac-
tions R(Xi, ..., X^)? Ce probleme a ete resolu par Faffirmative par E. Artin (cf. [J]).

Un theoreme analogue est vrai pour les germes de fonctions analytiques en un point
de R" [Ri] et pour les fonctions de Nash [M].

Nous allons demontrer ici le resultat suivant :

THEOREME 2. — Soient N une variete analytique de dimension 2 compacte, ou para-
compacte et verifiant H1 (N, Z^) = 0 et f : N —> R une fonction analytique positive sur N.
II existe alors f^i e Q (N)(f = 1, .. .,p)tellesquef = (p^+ . . .+ (p^ .

Soit N une variete analytique de dimension 2; notons p (N) le plus petit nombre entier
tel que toute fonction de 0 (N) positive ou nulle sur N puisse s'exprimer comme somme
de p (N) carres de fonctions de 0 (N).

Le nombre minimal de carres necessaires pour representer un polynome positif a ete
etudie dans de nombreux travaux (par exemple [Ca], [P]). Dans le cas analytique on a :

THEOREME 3. — Soit N une variete analytique reelle connexe de dimension 2. On a
p (N) = 2 si H1 (N, Z^) == H2 (N, Z) = 0, p (S2) = 3 et 2 ^ j ? ( N ) ^ 7 pour toute
variete analytique compacte.

Dans ce travail, 0 (N) designera Fanneau des fonctions analytiques sur N, (Py ou 0^ (N)
Fanneau des germes de fonctions analytiques en x e N et/^ (resp. 1̂ ) le germe en x d'une
fonction /e (B (N) [resp. d'un ideal l e d ) (N)].
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II. — Quelques proprietes algebriques des anneaux de fonctions analytiques
sur les varietes analytiques reelles de dimension 2

a. Considerons d'abord quelques proprietes valables pour une variete analytique
reelle N de dimension quelconque.

Rappelons que toute variete analytique reelle paracompacte se plonge analytiquement
dans R"[G]; il en resulte que les theoremes A et B de Cartan sont applicables [C].
Soient 0 Ie faisceau des fonctions analytiques sur N, O* Ie faisceau des fonctions inver-
sibles, M^ Ie faisceau des « fonctions meromorphes », et Q) = e^*/^* Ie faisceau des
diviseurs sur N.

On a une suite exacte de faisceaux

o-^-^^-^z^-^o,

ou e est 1'application exponentielle et Z^ Ie faisceau constant Z/2 Z sur N.
Comme d'apres Ie theoreme B, H1 (N, 0) = H2 (N, (P) == 0, on en deduit un isomor-

phisme : H1 (N, ^*) -^ H1 (N, Z^), d'ou une suite exacte

r (N, ̂ *) -> r (N, Q) -> H1 (N, z^)
(qui provient de la suite definissant les diviseurs :

0 ̂  e* ̂  M* -> Of -^ 0).

On peut operer de maniere analogue en considerant cette fois Ie faisceau 0^ des fonc-
tions analytiques sur N a valeurs complexes : la suite exacte de 1'exponentielle s'ecrit
cette fois :

0->Z-^^c-^^-^0»

d'ou par Ie meme procede la suite exacte

F(N, M^ -> F(N, ^c) -̂  H2 (N, Z).

Si x e N, un germe ^ e O^ (N) est dit elliptique si 1'on a Z (̂ ) = { x }.

LEMME 1. — Soient N une variete analytique reelle de dimension n, D un sous-ensemble
discret de N. Pour chaque xeD, soit ^ un germe elliptique dans ^(N); il existe alors
une fonction analytique (p : N —^ R telle que Z ((p) = D et que les ideaux ((p ;̂) et (^) soient
egaux dans 6^ (N) [(p^ et ^ sont alors associes dans 0^ (N)].

Demonstration. — Supposons d'abord que N = R". Considerons Ie diviseur <T definit
sur N par

_ ( O* si y<f:D,
^-{^ si ,eD.
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356 J. BOCHNAK ET J.-J. RISLER

Comme H1 (R", Z^) = 0, Ie diviseur a est defini par une section globale 5 de M^ qui
est dans ce cas la fonction cherchee.

Dans Ie cas general, on peut supposer N plongee analytiquement dans R" par Ie theo-
reme de Grauert, et ̂  ^ 0, V x e D. Pour x e D, soit y^ = (j^ i, . . . , yjc,m) un systeme
de coordonnees locales (analytiques) de R"* tel que N soit definie au voisinage de x par

^.n+l=---=^.m=0-

Posons

^==^+ £ y^i dans^R").

[Le choix des coordonnees locales a identifie Oy (N) a un sous-anneau de 6^ (R"*).]
II suffit maintenant d'appliquer la premiere partie de la demonstration aux germes

elliptiques ^ de R"*, et de prendre la restriction a N de la fonction trouvee.
c. Q. F. D.

Rappelons maintenant un resultat de 0. Forster sur les ideaux primaires; un ideal I
de Q (N) est dit primaire s'il verifie la condition suivante : si/et g e (9 (N), fg e I et/^ I,
il existe p e N tel que gp e I.

On a alors :

LEMME 2 [Fo]. — Soient I un ideal primaire de 0 (N),fun element de 0 (N). S'il existe
x e Z (I) tel quefy e 1̂ , alors fe I. [Z (I) designe P ensemble des zeros de I,fy et 1̂ - les germes
de f et I en jc.]

Demonstration. — Considerons le faisceau d'ideaux J = I : (/) (V y e N, on a
J,={q>,e^:(p,/ ,el ,}).

J est un faisceau coherent, et 1'on a J y = Oy ^ existe done par le theoreme A de Cartan
une fonction g e J telle que g (x) = 1; on a par definition/^- e I, et si 1'on avait/^ I, on
aurait ^p e I pour un entier/? convenable, ce qui est absurde puisque g (x) = 1, et x e Z (1)
par hypothese.

Signalons enfin le resultat suivant dont nous aurons besoin :

LEMME 3. — Soient N une variete analytique de dimension n, SP un ideal premier de
type fini de 6 (N). Alors Z (ffi) est non vide et connexe.

Preuve. — Si 1'on suppose ffi ^ (1), Z(^) est evidemment non vide; pour montrer
que Z (^) est connexe, raisonnons par 1'absurde : si 1'on avait une decomposition :
Z (^) == YI u Y^, YI et Y^ etant fermes et verifiant Yi n Y^ = 0, il existerait deux
fonctions g^ et g^ de 0 (N) telles que Z (g^) = Y^ et Z (g^) = Y^ d'apres le theoreme B
de Cartan; si ^ = (/i, .. ̂ f^), posons :

^i-Jifi'+^i-gy+g^gi
V »=l

^=J£/<2+(^-gj)2-^+giv 1=1
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THfoREME DBS Z^ROS 357

\|/j, et v|/^ sont analytiques et n'appartiennent pas a ̂  puisque Z (\|/i) = Y^ et Z (vj/^) = Y^;
&k
£

»=1

mais \|/i \|/2 = ^ /? e ̂ , ce qui contredit Ie fait que ^ est premier.
»= i

6. PROPRIETES SPECIALES A LA DIMENSION 2.

LEMME 4. — Soient N M^ variete analytique reelle de dimension 2, I w? frf^/ de type
fini de 0 (N); on peut alors ecrire ; I == Q ^,, fey ̂ , ̂ ^r des ideaux primal res et de type

iel
fini dans 0 (N) et verifiant Q ^, 4: ̂ ..

»^j

Demonstration. - Posons B( == { ;ceZ (T) : 3^eA,, ^/L tel que Z(^) = {;c}}.
Nous dirons que B^ est 1'ensemble des points elliptiques de I : il est evidemment discret
(si A est un anneau commutatif, A^ (A) designe Fensemble des ideaux premiers
associes a A).

a. Soit x e Bp Fideal 1̂  est alors de la forme (^) n Q^, ou ^ e ̂  et Q^ est un ideal
^-primaire ou egal a 0^ Soit ^ e Ass (^/I^) tel que ^ soit elliptique : il existe alors
un ideal de type fini ̂  de 0 (N) tel que Z (^) = { ^ } et que ̂  soit egal a la composante
^-primaire de 1̂  (pour la decomposition 1̂  = ̂  n Q^).

C'est en effet clair si ^ = M^ car grace au theoreme A de Cartan il existe un ideal
Q de type fini dans Q (N) tel que Q^ = Q^, et il existe un element fe 0 (N) tel que/, e Q^
et tel que Z(/) = { ^ } (lemme 1). II suffit alors de poser ^ = (Q,/).

Dans Ie cas ou ^ est principal, cela resulte immediatement du lemme 1. Notons
(^k)fceK ^a famille d'ideaux de 0 (N) ainsi obtenus (pour tous les points de B,).

P. Soit maintenant Z (I)—Bi = (J Zy la decomposition de Z (I)-Bi en sous-ensembles
jej

analytiques irreductibles de N [Z (I)—Bp adherence de Z (I)—Bp est egal a Z (I) auquel
on a enleve les points isoles].

Montrons que Fideal Id (Zy) des fonctions de 0 (N) nulles sur Zj est de type fini; soit
N un complexifie de N qui soit une variete de Stein (ce qui est possible : [G]), et Z, une
hypersurface analytique complexe de N complexifiee de Zj (i. e. telle que Zy n N = Zy).
L'ideal Id (Zy) est alors de type fini dans 6^ (N) (c/. [Co] : c'est Fideal des sections
globales d'un faisceau coherent dont chaque fibre est engendree par un element). L'ideal
Id (Zj) est alors engendre par les parties reelles et imaginaires des generateurs de Id (Zy);
nous noterons (/i,^-, •••»/^.j) un systeme de generateurs de Id(Zy).

y. Soit x un point de Zy\Bi tel que x t Zj^ pour k ^ j; Fideal 1̂  est alors principal et
peut s'ecrire : L, = (^'x) ou ̂  est sans facteur multiple dans 6^ (N) [̂  est un generateur
de Fideal du germe (Zy)^]. L'entier n^ est alors independant du point x choisi (on peut
en effet definir n^ pour tout point x e Zj de fa^on a ce que n^ soit localement constant;
on utilise alors Ie fait que Zy est connexe).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE I/ECOLE NOBMALE SUPEBIEURE



358 J. BOCHNAK ET J.-J. RISLER

Posons maintenant Qy = (/i"^, .. -^f^j)^ nous allons montrer que la famille d'ideaux
{ QJ L'ej u { ^k }keK repond a la question.

Les ideaux ̂  sont primaires [car Z (^) est reduit a un point x et (^)^ est primaire
par definition] ainsi que les ideaux Qy, car si fg e Qy, / par exemple s'annule sur Zy, et
done fe (/i,y, .. •yfpjj) d'ou /fc e Qy pour un k convenable.

On a d'autre part evidemment

L = (n(QA)n(n(^u vxez®,
J fc

par construction. Remarquons maintenant que si I et J sont deux ideaux de 0 (N) tels
que 1̂  <= J^, V .x: e N, et si J est de type fini, alors I c: J d'apres Ie theoreme B de Cartan.
On en deduit que I c Q .̂, Vy et I c: ̂ , V k, d'ou I <= (Q Q .̂) n (Q ̂ ) et d'autre part

J k

(H Qj) n (0 ^k) c: ^ P^isque I est de type fini, ce qui acheve de montrer Ie lemme.
j k

LEMME 5. — Soient N une variete analytique paracompacte de dimension 2, V un sous-
ensemble analytique ferme de N [c^ui est dans ce cas toujours F ensemble des zeros d'un
ideal de type fini de 0 (N)].

Alors Videal Id (V) des fonctions de (P (N) nulles sur V est engendre par trois elements,

Demonstration, — On salt que Id (V) est de type fini (cf. La demonstration du lemme 4).
Posons Id (V)=(/i, ...,/,).

Soit
V=(UY.)U(UW,)

» e l jel

la decomposition de V en composantes irreductibles (qui forment un ensemble denom-
brable), les \Vy etant des points isoles de V et les V; de dimension 1.

Pour chaque ie I, soit x^ un point de V,; 1'ensemble des (^i, . . . , X f c ) e R k tel que
/ k \
( Z^i/i) engendre Id (V)^ (qui est principal) est un ouvert dense de R^ il en est de
v=i }xi
meme pour 1'ensemble des X tels que ( ^ X,/;) soit une coordonnee locale de 0^ (N).

\i=l /W^

Le theoreme de Baire montre alors qu'il est possible de trouver X e R^ tel que si Ron
k

pose gi = ̂  ^ifh (§i)xi engendre Id (V)^, V f, et (^i)w^ soit une coordonnee locale

de ^(N).
Mais comme (gi)^ engendre Id (V)^, il engendre Id (V)y pour yeVi\Si ou S, est

au plus denombrable; posons D = (J S,, D est encore denombrable, et le meme rai-
le l

k

sonnement permet de trouver un element ^2 = E \'/» ^l que (g^y engendre Id (V)y
i=l

pour y e D, et tel que (g2)wj solt une coordonnee locale de 0^ (N) transverse a (gi)^ .
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k

Si Foil pose maintenant ^3 = ^ /^?, on a alors
»=i

Id(V)=(g,,g,,g3),
rcar

V=Z(gi,g,,g3) et Id(V),=(g,,g^g3L, V,eV.

C. Q. F. D.

III. — Demonstrations des theor^mes

a. DEMONSTRATION DU THEOR^ME 1.

LEMME 6. - Soit ^ tin ideal premier de ranneau de serie convergente R { Xi, . . . , X^ }.

a. Si ^ est un ideal reel, alors ^ C {Xi, . . . , X^ } est premier.
b. Si ^ est de hauteur n-1 et si ^ C { Xi, . . . , X^ } ̂ r premier, alors ^ est un ideal

r »reel.

Demonstration. - a. Soit {/,. },y = 1, . . . , / ? un systeme de generateurs de ^ et soient
a+ib et c+y deux elements dont Ie produit est dans ^ C { X } :

(a+ib)(c+id)= Z (^4-^,)/,,
j = i

d'ou
ac - bd == ̂  V, et ^ + &c == ̂  ̂ ,

SOlt

a (c2 + d2) = ̂ /, (c ̂  + d^\ - b (c2 + d2) = ̂  (d?i, - c ̂ ),
'̂ j

d'ou immediatement Ie resultat en utilisant Ie fait que ^ est un ideal reel et premier.

b. Nous allons raisonner par recurrence sur Ie nombre minimal p d'eclatements ponc-
tuels [Z] necessaires pour resoudre Ie germe de courbe complexe y defini par
ndeal ^ C { X }.

- Si p = 0, Z (^ C { X }) est un germe de courbe lisse dont les equations sont reelles :
sa partie reelle est done de dimension topologique 1 ce qui entraine que ^ est reel en vertu
du lemme 1 [Ri].

— Si p > 0, soit y la transformee stricte de la courbe C"; 9 est encore un germe de
courbe irreductible defini par un ideal premier ^ de C { Y } dont un systeme de gene-
rateurs est reel; par hypoth6se de recurrence, la partie reelle de ^ est de dimension topo-
logique 1, et il en est de meme pour la partie reelle de y, Feclatement etant un isomor-
phisme en dehors de 1'origine; 1'ideal ^ est done reel en vertu du lemme 1 [Ri].
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360 J. BOCHNAK ET J.-J. RISLER

LEMME 7. — a. Soil (p e ̂  MTZ germe analytique en dimension 2, .y^w facteurs mul-
tiples, tel que (p ^ 0.

(p ̂  ^/or5' necessairement elliptique et il existe (pi et (p2 fifa/^ ̂  tels que (p = (p^+(p2.
b. Soient N M^ variete analytique de dimension 2, ^//^ que H2 (N, Z) = 0, (p : N —> R

unefonction analytique ^ 0 5'Mr N ^/fc que Z ((p) 5'o^ discret. II existe alors (pi ^r (p2 ̂ ^
^(N) ^//^y ̂  (p = (p^+(p2.

c. ^v^c fey memes hypotheses que dans b, mais en ne supposant plus que H2 (N, Z) = 0,
il existe (pi, (p^ et (p3 Aw^ ^ (N) ^/fey que (p = (p^4-(pj+(p2.

Demonstration. — a. (p etant sans facteurs multiples, aucun des facteurs irreductibles
de (p n'engendre un ideal reel, car ils gardent tous un signe constant au voisinage de x
(cf. [Ri] (prop. 3)). Chacun de ces facteurs/, est alors reductible dans ^,x (lemme 6),
done egal au produit de deux facteurs imaginaires conjugues dans ^c,x : fj == ^j^j'
(p est done Ie produit de deux termes imaginaires conjugues, i. e. une somme de deux
carres dans Oy

b. Si (p est une fonction analytique ^ 0 sur N avec (p~1 (0) == D (D etant discret), on
peut ecrire pour tout xeD : (p^ = ^x^x dans ^c,x(N) == ^c,x d'apres a.

Considerons sur N Ie diviseur CT a valeurs complexes defini par

^^_j^^. si xeD,
^^i^ si x^D,

comme par hypothese H2 (N, Z) = 0, a est Ie diviseur d'une fonction analytique \|/, (p et
v|/ \|/ sont alors associes dans 0 (N), ce qui demontre Ie lemme dans ce cas puisque \|/ v|/
est une somme de deux carres dans 0 (N) [\|/v|/ = (Revl^+ymv)/)2].

c. Passons maintenant au cas general. Supposons d'abord que (p^ soit sans facteur
multiple V x e D = Z ((p); soit N un complexifie de N qui soit une variete de Stein [G]
telle que (p s'etende en une fonction holomorphe sur N notee (p; soit A = Z((?); si A^
designe la composante connexe de A passant par x, on peut en outre supposer que
A^ r\ Ay. = 0 pour x et x ' dans D, x -^ x ' et que pour x e D, Ay est reunion de deux
germes de sous-ensembles analytiques A^i et Ay^ [correspondant a la decomposition :
(p^ = v|/^ v|/^ dans Fanneau Oy (N)].

L'ensemble Ai = (J A^i est ainsi une hypersurface complexe dans N; Ie faisceau
xeD

d'ideaux formes des fonctions nulles sur A^ est done localement principal; il en resulte
que Fideal Id Ai des fonctions de 0 (N) nulles sur Ai est de type fini (cf. [Co]), engendre
par (/i, .. .,0. Soit xeD : il resulte du theor^me A de Cartan que 1'ensemble des

/ p \
(^i, ..., ̂ p) e C7 tels que ( ^ X,/i j engendre Id (Ai)y est un ouvert dense de Cp\ il

\ < = i A
existe done, par Ie theoreme de Baire, un element g = ^ ^;/, tel que g^ engendre
Id (A,)., V ^ e D .

^ g est alors une somme de deux carres dans 0 (N) telle que (g g)x soit associe a
( p y , V ^ e D ; mais g g s'annule eventuellement en des points non dans D; ^-{-gg
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THEOREME DES ZEROS 361

est alors une somme de trois carres associee a (p dans (9 (N), puisque l'on a
Z((p) = Z((p2+^i), et que V^eZ((p) les germes (p^ et (^2+gg)x sont associes, ce
qui entraine que (p = M (^-^gg), u etant une fonction inversible dans 0 (N) et positive,
done un carre.

Dans Ie cas ou (p^ n'est plus necessairement sans facteurs multiples, on peut ecrire
V x e D : (p^ = o^ ̂ lkx x ou ^ est un entier ^ 0, o^ et P^ etant sans facteurs multiples.
II existe alors/e 0 (N) telle que Z (/) <= D et que/^ soit associee a (3^, V x e D (lemme 1);
(p est divisible par/2, et on applique la demonstration qui precede a <p = (p//2 qui est
telle que (p^ soit sans facteur multiple V x e D.

c. Q. F. D.

Pour montrer Ie theoreme 1, il suffit evidemment de montrer que b => a, i. e. que si I
est un ideal reel, I a la propriete des zeros dans (9 (N).

Supposons d'abord que I soit un ideal reel premier dans 0 (N). Deux cas sont pos-
sibles : ou Z (I) = { x } pour x e N, ou dim Z (I) = 1 et Z (I) est connexe (lemme 3).

Si dim Z (I) == 1, soit y un point lisse de Z (I) tel que Ie generateur de ly ne possede
pas de facteur elliptique; si/e 0 (N) s'annule sur Z (I) il existe un entier k tel que/^ e ly,
d'ou /k e I (lemme 2) et /e I puisque I est premier.

Si Z (I) = { x }, et si 1̂  est principal, I lui-meme est principal (lemme 1) engendre par
une fonction (p que l'on peut supposer ^ 0; (p est alors une somme de carres dans 0 (N)
(lemme 7), ce qui est contradictoire avec 1'hypothese que I est un ideal reel.

Si Z (I) = { x } et si 1̂  n'est pas principal, 1̂  peut s'ecrire ^ J^. ou ^ est un germe
elliptique et J^ un ideal primaire pour Fideal maximal de 0 (N)^ (^ est un p. g. c. d. des
generateurs de ly).

D'apres Ie lemme 1, il existe (p e 0 (N) telle que Z ((p) = { x } et que (p^ soit associe
a ̂

Si v|/ e 0 (N) induit une coordonnee locale de N en x, il existe un entier k tel que
vj/* e J^; on a done ^ \|/^ e !„, d'ou (p ̂ k e I (lemme 2) d'ou \|/ e I puisque I est suppose
premier, ce qui entraine que 1̂  est 1'ideal maximal de G (N)^.

Si maintenant / s'annule en x, on a fy e 1̂  d'ou /e I toujours d'apres Ie lemme 2.
Dans Ie cas general, I est un ideal reel de type fini non necessairement premier : on

peut ecrire I = H ^i, les ^, etant premiers (car tout ideal reel est intersection d'ideaux
iel

premiers) et de type fini avec Q ^, 4: ̂ . (lemme 4).
iej

Mats si I est un ideal reel, il est facile de montrer que les ̂  aussi (cf. [Ri]) et il suffit
d'appliquer ce qui precede.

c. Q. F. D.

b. DEMONSTRATION DU THEOREME 2. — Soient N une variete analytique reelle et
/ : N —+ R une fonction ^ 0. Le lemme 1 montre que 1'on peut ecrire/ = (p g, Z (g) etant
discret et (p^ sans facteur elliptique V x e Z ((p).

Z(g) etant discret, g garde toujours un signe constant. On peut done supposer
g (x) ^ 0, V x 6 N, ce qui implique aussi (p (x) ^ 0, V x e N.
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D'apres Ie lemme 7, g est une somme de carres dans 0 (N); pour montrer que/est une
somme de carres, il suffit de montrer que (p est une somme de carres.

a. Supposons H1 (N, Z^) = 0. — Montrons que (p est alors un carre : pour x e Z ((p),
on a necessairement (p^ = r|2 ou r^e^, puisque (p^ est ^ 0 et sans facteur elliptique;
Ie diviseur a defini par

^^=f ̂  si ^^^v 7 ( ^ si x^Z((p)

est Ie diviseur d'une fonction 5 e ̂  (N) (c/. la demonstration du lemme 1), et (p est associee
a 52 dans ^ (N). Le theoreme 2 est done montre dans ce cas.

P. Cas general (N compacte). — Dans ce cas (p n'est plus necessairement un carre
(rappelons que (p est ^ 0 sur N, et q^ sans facteur elliptique V x e N).

P
Soit Z ((p) = (J Z, la decomposition de Z ((p) en sous-ensembles analytiques irre-

1=1
ductibles (les Z^ sont en nombre fini car N est supposee compacte).

Pour chaque i (1 ^ i ̂  /?), on peut definir un nombre entier n^ de la maniere suivante :
si x e Z i et (p^ = ri201 ^2P dans ^(N)^, r| et ^ etant produits d'elements premiers,
Z (r|) c: Zf et Z (^) cj: Z,, alors a = n^ (1'entier n^ que 1'on definit ainsi en un point x e Z,
est en effet localement constant, done constant puisque Z, est connexe).

D'apres le lemme 5, Id (Z;) = (^,, ̂ ,, ̂ 3^,), (g^,, ̂  ^ engendrant Id (Z,)^, V ^eZf.
p

II est alors immediat de voir que V x e Z, q^ est associe a [J [feT^+^S)2]- Remar-
i= l

quons que ce produit est une somme de deux carres dans 0 (N) :

^[fenl^)2+(gn2i*)2]=<p2+(pj
car un produit de sommes de deux carres est une somme de deux carres dans tout anneau
commutatif A (il suffit de se placer dans A [f] avec i2 = -1).

(p est alors associee a (p^+cpj+q)2 dans 0 (N), ce qui acheve la demonstration du theo-
reme 2.

c. DEMONSTRATION DU TH^OREME 3. — Rappelons que si N est une variety analytique
reelle, p (N) designe le plus petit nombre entier tel que toute fonction de 0 (N) positive
ou nulle sur N puisse s'exprimer comme somme de p (N) carres de fonctions de 0 (N).

II est d'abord clair que ^(N) ^ 2 pour toute variete analytique reelle N, il suffit de
prendre un germe elliptique en un point de N qui corresponde au germe defini par x^'+y2

a 1'origine de R2.

^.Montrons que p (N) = 2 si H1 (N, Z^) = H2 (N, Z) = 0. - Si /e 0 (N) est ^ 0
sur N,/peut s'ecrire :/= (p^, (p etant sans facteur elliptique, done un carr6 de 0 (N)
car H1 (N, Z^) = 0 (demonstration du theoreme 2), et Z (g) etant discret, ce qui entraine
que g est une somme de deux carres puisque H2 (N, Z) = 0 (lemme 7, b). On a done
bien p (N) =2.
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P. Montrons que p (S2) = 3. - Comme H1 (S2, Z^) = 0, on a p (S2) ^ 3 puisque
si / == (p ̂  est ^ 0 sur S2, (p est un carre et g une somme de trois carres (lemme 7).

II faut done voir que p (S2) ^ 3, i. e. qu'il existe g e 0 (S2) positive sur S2 non somme
de deux carres. Prenons pour g une fonction de Morse sur S2 ayant un seui minimum XQ
tel que/(^o) = 0 (si S2 est plongee de fa^on standard dans R3, la restriction a S2 de la
fonction z+1 est 1'exemple d'une telle fonction). Si 1'on pouvait ecrire/= (p^+cpj dans
0 (S2), (pi et (p2 seraient necessairement des coordonnees locales en XQ, ce qui impliquerait
que Z ((pi) n Z ((p^) = Z (/) contienne au moins deux points distincts, ce qui est impos-
sible puisque Z (/) = { XQ } par hypothese.

y. Montrons que 2 ^ p (N) ^ 7 /WMr toute variete compacte differente de S2. - Si
/est ^ 0 sur N, on ecrit comme plus haut / = (p g, (p etant ^ 0 et (p^ sans facteur ellip-
tique V ^ e N , et Z(g) etant discret. (p est alors somme de trois carres (demonstration
du theoreme 2) et g aussi (lemme 7)./est done la somme d'au plus sept carres car un produit
(a2+b2+c2) (a^+^+c'2) peut s'ecrire

(a2-^b2) (af2+bf2)-}-(a2+b2) c2+(af2+bf2) c^+c2 c'\

ce qui donne au plus sept carres, (c^+b2) (a^+b'2) etant somme de deux carres.
C. Q. F. D.
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