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APPLICATION DES TECHNIQUES L’
A LA THEORIE DES IDEAUX
D’UNE ALGEBRE DE FONCTIONS HOLOMORPHES
AVEC POIDS

Par Hexnt SKODA

InTRODUCTION. — Dans son article, L* estimates and existence theorem
for the o operator, Hormander démontre des théorémes d’existence remar-
quablement précis pour Popérateur o dans un ouvert pseudoconvexe
de G". Sa méthode est de considérer I’opérateur 0 comme un opérateur
non borné dans des espaces L* avec poids. Dans I’article qui suit, on montre

comment la méthode d’Hormander pour Iopérateur 0 peut se transposer

a Popérateur de multiplication
»

(uy by oy hy) >, g By

i=1

ou les h; et les g; sont des fonctions holomorphes dans . On considére
cet opérateur comme un opérateur linéaire continu, opérant dans des
espaces de fonctions holomorphes du type L* avec poids. On obtient par
cette méthode des théorémes d’existence trés précis dans des espaces L’
avec poids. Ces théoréemes permettent de retrouver des résultats antérieurs
d’Hormander, Cnop, Kelleher et Taylor sur les idéaux dans les algebres
de fonctions holomorphes avec poids et d’obtenir des résultats nouveaux
dans la théorie de ces 1déaux (cf. proposition 4, corollaire 5, remarque 4,
§ 4).

Dans le paragraphe 1, on rameéne le probleme de la surjectivité de opé-
rateur de multiplication par les g; & la démonstration d’une estimation
a priori. Cette estimation n’utilise que les formes différentielles de degré 1
et 2.
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Dans le paragraphe 2, on démontre cette estimation.

Le début du paragraphe 3 est consacré a la démonstration du
théoréme 1 qui est notre résultat principal; si une certaine intégrale

Jf g

la ou les g; sont petites, alors f appartient a I'idéal engendré par les g,
4 .
il existe des h; tels que f=2 gi hi et qui vérifient Pestimation suivante :

i=1

2 —20q—2

e ¥ di est finle, c’est-a-dire si f est suffisamment petite

Jirpigrretdi< +co.
Q

Les paragraphes 1 et 2, la démonstration du théoréme 1 s’inspirent
directement des méthodes d’Hérmander [4]. La principale nouveauté
semble étre le role joué par le hessien de la fonction Log | g |. A la différence
de [6], [2] et [7] nous n’utilisons pas le complexe de Koszul, car i1l semble
techniquement difficile de récupérer le théoréeme 1 par la méthode du
complexe de Koszul.

Comme les constantes de Uestimation (3.2) du théoréeme 1 sont indépen-
dantes du nombre de générateurs p dés que p > n, 1l est aisé de traiter
le cas d’une suite infinie de fonctions g, comme limite du cas fini.

Nous appliquons ensuite le théoréme 1 & Dlalgébre A, des fonctions
holomorphes f, telles qu’il existe des constantes C, et C, :

[f()|=Ciexp[C. ¥ ()], avec zeQ,

ou ¥ est une fonction positive plurisousharmonique sur Q. Plus générale-
ment, & une famille ® de fonctions poids plurisousharmoniques, on associe
une algébre de fonctions holomorphes Ag.

On suppose que 'algébre Ay (resp. Ag) peut étre décrite par des conditions
de type L* avec poids, de sorte que le théoréeme 1 s’applique. On retrouve
les résultats d’Hormander sur les générateurs de ’algebre Ay et on les étend
au cas d’une «infinité dénombrable de générateurs de Ay ». La proposition 3
montre qu’un idéal J de Ay est séquentiellement dense dans Ay si et seule-
ment si cet idéal contient une « infinité dénombrable de générateurs »,
c’est-a-dire une suite (g).en, g€ J telle que toute fonction f de Ay soit

de la forme fzz gi hiy, h; € Ay. Le corollaire 4 donne une caractérisation
de la racine de I'idéal J, engendré par g, g., ..., gp €Ay, c’est un « Null-
stellensatz global » précédemment démontré par Cnop d’une part, Kelleher



IDEAUX D'UNE ALGEBRE DE FONCTIONS 547

et Taylor d’autre part. Suivant Kelleher et Taylor, on introduit I’idéal J,
des fonctions f telles que |f|=C,|g| exp (C.¢). On a trivialement
JyCJ,. 1l existe un entier k tel que J¥cJd, et on cherche le meilleur
entier k possible. Le corollaire 5 donne k= Inf (n 4 2, p + 1), ce qui
n’est pas encore complétement satisfaisant, mais améliore déja le résultat
antérieur de Kelleher et Taylor £k = Inf (2 n + 1, 2 p — 1). L’obtention
du meilleur résultat possible k = Inf (n + 1, p) nécessite un second théo-
réeme d’existence qui fait I'objet du paragraphe 4. Nous reprenons une
1dée de Kelleher et Taylor relative au cas n = 1.

Le paragraphe 5 donne une application a certaines équations de convo-
lution : il est surtout destiné & donner un exemple d’une situation ou il
est naturel de travailler dans des espaces L* avec poids.

Une partie des résultats de cet article a été annoncée dans une Note
aux Comptes rendus [15].

1. PRELIMINAIRES D’ANALYSE FONCTIONNELLE. — Soient H,, H,, H,
trois espaces de Hilbert. On désigne par (2, y); le produit scalaire de deux
vecteurs x et y de H; (i =1, 2, 3), on désigne par || 2| la norme d’un
vecteur & de H,. On considére la situation suivante :

H,—>H,
r.|
Y

H:}

T, est un opérateur linéaire continu de H, dans H., son adjoint T7
envoie H., dans H,.

T, est opérateur linéaire non borné, fermé, a domaine dense, de H,
dans H;. On désigne par Dom T, le domaine de 'opérateur T.. On renvoie
a Dunford-Schwarz [3] (chapitre XII) ou a Martineau [13] pour I’étude
détaillée d’un tel opérateur. Rappelons seulement qu’on peut définir
Padjoint T3 de T.. T} est un opérateur fermé a domaine dense de H; dans H,.
On a (T))* = T.. L’équation T,z = y est équivalente a

(x, T% z), = (y, z2); pour tout ze Dom T%.

En particulier, z appartient & Ker T, (noyau de T.) si et seulement si

(x, T3 z2)y =0 pour tout ze Dom T%.

Soit G. un sous-espace fermé de H., contenant 'image de Ker T, par T, :

T, (Ker T,) C G..
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On a la proposition suivante :

Prorosition 1. — On a T, (Ker T.) = G, si et seulement s’il existe
une constante ¢ >0 telle que
1.1 [ TY@, + T7as [ =c 2 [

pour tout x,€G. et tout x, € Dom T;.
Pour tout z.€G.,, il existe alors x,€Ker T, tel que

=

1.2) Ta=e d |ul=l)«

Posons G, = Ker T.. Comme G; est un sous-espace fermé de H; et que
T,G.CG,, on a T, G, = G, si et seulement si

(1.3) | T} @

nd=cll 2 [ln,  2.€G..

(’est un résultat standard pour l'opératcur de G, dans G. induit par
Ti, s1 on remarque que le dual de G; peut &tre identifié a G, et que G,
peut étre identifié a H,/Gt.

Comme G, est le noyau de 'autre opérateur T., Pimage de T} est dense
dans G,, on obtient donc la condition de la proposition 1 :

T e, +Tha | =l c| 2

}:'9 z.€G,, x;€Dom T%.

On décrit maintenant la situation concréte a laquelle on appliquera
la proposition 1. On reprend les notations d’Hormander [6]. Q désigne
un ouvert de G, dA la mesure de Lebesgue sur G". Si ¢ est une fonction
réelle continue sur Q, L* (Q, ) est I’espace des fonctions de cerré inté-
grable sur Q pour la mesure e 7 dA.

Lo, (Q, @) désigne P'espace des formes v, de bidegré (0, 1), & coeflicients
dans L’ (Q, o)

n
Wl .
v = 2 v dzy,

k=1
n
9 N 2
Jol =Y vl
k=1

ol = [ o] es
Q

On aura également besoin de ’espace L;, (2, ¢) des formes de bidegré (0, 2),
a coefficients dans L* (Q, 9) :

v = 2 v dzi N\ dzy,

1=hk<l=n

ulg=/ u‘lmd}.:f T
lolis = 1] X > loulres

“tLk<lzn
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On considére Popérateur 0 comme un opérateur non borné T :
T: L2(R, o)) > Li, (2, ¢1),
f~ of,

f€Dom T si et seulement si Jf calculé au sens des distributions appartient

a L2, (Q, 9.). On considére de méme Iopérateur 0 opérant sur les formes
de bidegré (0, 1), on désigne par S 'opérateur non borné associé :

S: L3, (2, 0) L5, (2 9)),
v €Dom S si et seulement si dv calculé au sens des distributions appartient
a Lo, (Q, 9.).

On prend pour H, la puissance p*"* de L* (Q, 9,), un élément h de H,
est donc un systéme de p fonctions de L* (Q, ¢,) :

h = (hy, hy, ..., k), avec h;el? (L, 9,).

On prend pour H. P'espace L? (Q, 9,), ¢, et ¢, seront précisées plus tard.

Sigi, gs ..., gp sont p fonctions holomorphes dans Q, on leur associe
Popérateur T, :
T,: [L* (2 9] - L2 (2, 92),

¥
(hi, hg, ey h,)) '—)2 gi hi-
i=1

Pour que T, soit continu, on va supposer ( borné et les fonctions ¢,, ¢, et g;

définies dans un voisinage de Q. On prend pour H; espace [L:, (Q, ¢,)]%,
un élément v de H est un systéme de p formes dans L;, (Q, ¢,) :

U = (U1, Vay .., Up), avec v;€L}, (L2, 91),

n
D; =2 Dix dfk.
k=1

On prend pour T, la puissance p*™ de T :

Ty [L.2 (9’ (P1)]p '_>[L?),1 (Q, <P1)Jp,
h = (hi, hg, “ e ey hp) > (ahh th, “ ey ah,,),

ot h€Dom T, si et seulement h;€Dom T pour 1t =1,2, ..., p.

Ker T, n’est autre que le sous-espace des fonctions holomorphes dans

[L2 (Q, ¢,)]” et T, envoie Ker T, dans le sous-espace G, des fonctions
holomorphes de L? (Q, ¢,).

ANN. EC. NORM., (4). V. — FAsc. 4 72
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Pour que toute fonction holomorphe f dans L* (Q, ¢,) puisse s’écrire :

’
f= gih
i=1

ou les h; sont holomorphes et dans L* (Q, ¢,), il suffit de savoir démontrer
Pestimation de la proposition 1.

2. Estimations L2, — Afin de pouvoir utiliser les estimations
d’Hérmander [6], on suppose 'ouvert Q pseudoconvexe, borné, a frontiére
de classe C*. On suppose 9, et ¢, définies et de classe C* dans un voisinage

de Q. On pose ¢ = ¢, — ¢,. Pour h = (hi, hs, ..., h,) on pose
AP ={h|* + | h P 4. [ By |*

On fait ’hypothése | g | > 0 dans un voisinage de Q, c’est-a-dire que les g;
n’ont pas de zéros communs dans un voisinage de Q. On calcule T* u
pour u€L? (Q, 9,) :

r P
fz g: hi U e=%: dA =f2hi (g:ue<%)e3:dh, avec h,eL? (L, ¢1),
Q i=1 Qi:l

c’est-a-dire
(T1 hs u)ys = (h’ T’f u)?‘l;

2.1) Tru=(goue®, goue®, ...,gyue™).

Soit v;€Dom T*: v = (v, vy, ..., V), ON a

Tv = (T* vy, T* vy, ..., T* ).

Et I'inégalité (1.1) s’écrit :

p
P=Y(lgues + THo 3= C [ ul,

T u+ T
2.2
avec ueG. et pv,e€Dom T*.
On a
2.3 (Ttu+4+Tio|} =[] Tiull} +2Re(Tiu, T3 v), 4 || T3 0|5

Evaluons séparément chacun des trois termes :
P
2.4) ITtali =Y [lguespesdi=|gF u}ers—a,
i=1 Q Q
P

(2.5) 2 Re (T} u, T v)i = 2Re Y, (g: u %, T* ).,

i=1
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Comme u est holomorphe, on a
T(que?) =0(qiue?) =ud (g e?);
donc g; ue™® appartient & Dom T et on peut transposer dans (2.5) :
p p—
(2.6) 2Re (T} u, T; v), = 2Re ) (49 (gie7), 1),

i=1

n

P
o,
RCZ Z\/(;ud—z—k(gie“\’)vtke d d)\
i=1 k=1 "

2.7)

Il
N
o}
(¢’
.’O\:

S 0
u [Z Y5 @e vik] e .
k

i=1

- e, A, 1 2 s
Utilisons P'inégalité 2abé&a2 + a b* ou « est un nombre > 1, on

obtient
2.8)  2Re(T*u, Tt o)y > — 1f1_g|2|u|=z e29-% )
Q

a

—afglg\*‘l

Evaluons maintenant || T;v |’ en utilisant I'inégalité fondamentale

d’Hérmander ([6], p. 104, th. 2.1.4 et p. 100, prop. 2.1.1) :

2
- d — — 4
d_zk(gl e Y) Dir | € dA.

i=1 k=1

0?2
) *p, |12 Sz [ Y L2y by e d, .€Dom T* nDom S.
2.9) | T* o3+ vny,_fgkz‘dzmlmze v.€ Dom T* A Dom S

On obtient

(2.10) Tzl +Z”S”t ”w—fz o vubu e d),

avec 1 Zi<Zp, 1Lk 1 Zn.
Combinant (2.3), (2.4), (2.9) et (2.10), il vient

P
ITtu+ Tiol + (S vl

i=1

_.1 2 2 p—29—@y
ey o =(1 >f|gi u oo da
+f [ ozk d‘ VaDy —a|g|™ Je ® da,

avec ueG, v;€Dom T*nDom S, ax 1,

Z & o (91679 i
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Choisissons
¢ =LoglglP=Log(g:]*+[gI"+...+ 19,
=¢ +BLoglgP,

ou Y est de classe C? et plurisousharmonique, et ou 3 est une constante > 0
4 déterminer de fagon qu’on ait

@12) BN 0 oglgl)outuz=xigl| D e L (geou.

ik,

Dans tous les calculs qui vont suivre, seuls les indices k et I varient de
1 & n, tous les autres indices varient de 1 & p. Un calcul facile montre
qu'on a

d
Zdz dz( og | g[?) tu vy = |g!22‘2£’:
Zdz oz, (Logl g ") vuvu =g [EHIm

Jym

2

K

|

2?];3—3}?01% ’
Zgl—vzk

Uik

Appliquons I'identité de Lagrange :
bl + D lanb; —a;bnl = anl*] b; I~

m<j Jym

Il vient

0? _
@.13) D os Logl g vudu=1g[" X
k!l

m<j

2

dg/ dgm
Z <g —9; 02 >vik
x

D’autre part, on a
9. _ 9%, N
e?——(gi ) d—zk—d—zk g|gi2<zg/ >

_( 9g 9
=lyl"2zgf<g;£ —gé’)

a¢; 2
2.19) S o ey =g 29;(9;—9 ~ g o;)””‘
ik i,/ k
Lemme 1. — Soit ¢ = Inf (n, p — 1), on a Uinégalité
2 2
N (a;bu — @b ea| Zqlal Xy | D (@n b — a; bur) e 3
i,m<j k

2.15) {'MF
aj, bu, cx€C, 1Zij=p, 1=k=n, |aP=N ¢
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Supposons le lemme démontré et appliquons l'inégalité (2.15) avec

a; =gj, by = S—Z;’ Cik = ik
tenant compte de (2.14) et de (2.13), on voit qu’on peut prendre § = a ¢

dans I'inégalité (2.12) et d’aprés (2.11), on obtient la proposition suivante :

ProrositioNn 2. — On a U'inégalité suivante :

/ P

I Tru + Troll + 1S w3,

i=1
1 o Y
.16 —=Z 20— s N T e—S1dhe
(2.16) ><1 a>fg|u{ei°d7\+fg.;dzkdzlv,kvue d;

ik,
ex=1, ¢=Inf(m,p—1), ¢ =¢+aqloglgl,
L9 =Y+ (xqg+ 1) Log| g3 v;€ Dom T*nDom S, uekF..

Démontrons maintenant le lemme 1. Appliquons I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, a deux reprises :

2

Zlaly,

J

2711' (a; bir — a; bjx) ca

ijk

Z(a/ bix — a; bji) e

i,k

2
2((1; b — a; bjk) Cik

k

Z@-1]al)

i’i

(comme le terme correspondant a ¢ = j est nul, il n’y a que p — 1 termes
dans la sommation sur ). L’inégalité (2.15) en résulte trivialement avec
g=p—1

L’inégalité (2.15) avec ¢ = n est moins aisée & démontrer.

On considére la forme hermitienne positive sur G, qui, aux vecteurs
X=(z) et Y=(y;) =1, 2,...,p) associe

H(X,Y) =Y (@ — ;%) @ §; — @ Yu)-

m<j

On désigne par B, (k= 1,2, ..., n) le vecteur de C” de composantes
bik; b2k, e ey bp/;.

On va montrer qu’on peut toujours se ramener au cas ou les B sont
deux a deux orthogonaux pour la forme H. Considérons la restriction
de H au sous-espace V de G’ engendré par les B,. Il existe une base de V
orthogonale pour H. Rajoutant éventuellement a cette base des vecteurs
nuls, il existe donc n vecteurs B,€V (=1, 2, ..., n) et des nombres

2, €C tels que
Bk =‘2 4% B}.
/
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On a donc
bjx =N au by ott j=1,2...,p,
1A
2 b}'k Cik :2 b/]l <Z 4%} Czk>.
k ! k y
Posons
C;l =2 gt Cife
k

Il vient

Z bk cir =E bl,‘z Cir-
k !

L’inégalité cherchée s’écrit

‘ 34 (@ b — a b ¢

i/l

2
Z(am by —a; b)) ¢yl -

!

‘znjapy

i,m<j

On peut donc supposer les B, orthogonaux pour H. On a alors

2.17) D1 D@ b — a; b ca

m<j| k

2
=D H By, B) cu T

k1

=Y H BBy |cul,
k

= Z | @m b — @ bpr |2 | cix |%

km<j

(2.18) >

m<j

E(am bjr — a; bmi) Ca

k

D’autre part, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

2én2

k

2

(2.19) Ny (@) bu — a by e

ik

Zﬁ,‘ (a,~ b — a; b/k) Cik

ij

D’aprés (2.19) et (2.18), il suffit de démontrer I'inégalité

9
Zlal Z | @ bjx — @; bor 1* | €ar |2
iym<j

(2.20) 12(—1; (aj by — a; bjz) ca

ij

Posons

2

A:

za/' (a; b — a; bjx) car
i,j

Permuttant les roles de ¢ et j, on obtient
1 _ _ 2
A:}QZ(QI b — a; b,-k)(a,-c,-k-—-a,-c,»k) s

i,j

2
A=Y (abx—aby)(jenx—aicy))| -

i<
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On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
Aé<2! a; bir — a; b,'k |2> <2| ((_11' Cix — Qi Cjk 12>
i</ i<j
Utilisant I'identité de Lagrange :

2
Z =|a|2<2|cik|2>—'2aicik
i i

i<y

2

a; Cix — Q; Cjx

On obtient

Aé(EMnm—wmﬂguw<2qu

i<j i

ce qui n’est autre que I'inégalité (2.20). Le lemme 1 est donc démontré,
et nous disposons maintenant des moyens techniques pour démontrer
des théoréemes d’existence.

3. LE PREMIER THEOREME D’EXISTENCE. — Rappelons que si
9="1(99 -5 9»)
désigne un systéme de p fonctions holomorphes sur , on pose

gl =UgP+1gl+...+ g )~

On envisage également le cas d’une suite g = (g:).;ex de fonctions holo-

morphes telles que la série de fonctions Y| g [* converge uniformément
i=1

sur tout compact de Q, on pose alors

® 1/2
mm<2m@-
i—=1

TutoriME 1. — Soit Q un ouvert pseudoconvexe de C", & une fonction
plurisousharmonique dans Q. Soit gi, g ..., gp [resp. (g)iex] un systéme
de p fonctions holomorphes dans Q (resp. une suite de fonctions holomorphes).

Soit @ > 1 et q Uentier Inf (n, p — 1) (resp. ¢ = n).

Alors, pour toute fonction f holomorphe dans Q et telle que

Jirrrgler et dn < + oo,
Q
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il existe p fonctions h; holomorphes dans Q [resp. une suite (h:)ex] telles
que

3.1) f=Ygh <re3p. f=Y9 hi>;

i=1

(3.2) fihlzlgl‘“” e dkéLf!fPlgl—”H et di.
Q a—1 Q

@

La série Egi hi; converge uniformément sur tout compact de L.
i=1

On commence par démontrer le théoréme avec les restrictions trés
fortes faites pour démontrer la proposition 2.1 : Q borné, pseudoconvexe,
a frontiére de classe C”, la fonction ¢ de classe C? et définie dans un voisinage
de Q, les fonctions g; sont en nombre fini, elles sont définies dans un voi-
sinage de Q, on a | g| > 0 sur Q. En utilisant ensuite les procédés exhaus-
tifs d’Hoérmander, il sera facile de lever toutes ces restrictions.

D’aprés la proposition 2, on a l'inégalité
4 1
ITru+ Tro i+ XIS ule = (1) [lurend
i=1 =

Soit encore d’apres (2.2) :

§1§<1 —§>f|u|’e—?ndl;
Q

ueG, et v,eDom T*nDom S.

» »
3.3) guyiuew+T*vina+§us:~

Comme Ker S est fermé, il existe v, €Ker S et v; €(Ker S)* tels que

v; = 0; + v;.

Comme ST =0, on a ImTCKer S, v; est donc orthogonal & Im T,

il en résulte donc que T* »; = 0, on a donc
T* v, = T* v et Sv;=0.

Appliquons I'inégalité (3.3) aux v, il vient

P p
_ , 1
6.4 Blgues + ol =X gues + 10 =(1- &>fg| uft e d.

i=1 i=1
Soit encore
1Tt +Teo = (1-3) [lupenan,
: 2) Jq

avec u€G. et v;,€Dom T*nDom S.

(3.5)
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Dom T*NDom S contient en particulier 'espace @;, (Q) des formes
de classe C', de bidegré (0, 1), & support compact dans Q. Démontrons
que T* (@] , (Q)) est dense dans Im T*, en utilisant le théoréme de Hahn-
Banach. Si f€L’(Q, ¢,) est orthogonal a T* (®;, (Q)), cela entraine
Jf = 0 d’aprés la définition méme de la dérivation au sens des distributions,
on a donc

Tf=0,
Tf,v)y=(f T*v) =0, pour v€Dom T*,

f est orthogonal a Im T*.

L’inégalité (3.5) est donc vraie pour toute » € Dom T3, la proposition 1
entraine alors le théoréme 1.
Commencgons par éliminer ’hypothése de finitude sur le nombre des g;;

on suppose qu'on a une suite (g;),ex de fonctions holomorphes, toutes
P
définies dans un méme voisinage de Q. Comme | g| > Osur{, on a 2] g’

sur Q, pour p assez grand. Appliquons le théoréme 1 & (g, g;, ey B1)s
il existe une suite (h; ,).eyx) de fonctions telles que

hi, =0 pour i > p;

(3.6) f=9:hip

i=1

(3.7) fg/_‘\h,pl <2|g, > e—Jd>4-—fm <Z[gl > e do.

i=1

Soit encore

(3-8) fggw : lfglfv<i2_11gi|2> et di.

D’aprés le théoréme de Lebesgue sur les suites monotones, l'intégrale

de droite converge vers a% g e *d\. quand p — -+ co.

L’intégrale de gauche est donc bornée par une constante indépendante
de p; il en résulte aisément, en utilisant les propriétés de moyenne de la

fonction plurisousharmonique Z[hip]“’ que Z| hi,p|* est bornée sur
i=1

tout compact indépendamment de p (cf. Lelong [11], théoréme 3', p. 22).

Par le procédé de suite diagonale, on peut donc trouver une suite
extraite p,, telle que pour tout i, A,,, converge uniformément sur tout
compact de  vers une limite h; quand m — + 0.

ANN. EC. NORM., (4). V. — FAsc. 4 73
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Pour tout entier r et tout compact K de Q, on a

r Pm —og—1
6.9 3 [ih,. e WAL <Z1gm> et .

i=1

Faisant tendre m vers I'infini, pour r et K fixé, on en déduit :

—2ag p—Y % 2 —207 -2 p—t]
(3.10) folhi\”y! ’e-dxéa_lfgwg! -2 et dh,
i=1

Cette inégalité est vraie pour tout r et tout KCQ, on a

a

@.11) [inptgimevanz g [1fp gl eran
Q - Q

a

Remarquons que, d’aprés le théoréme de Lebesgue, on a

3.12 lim || IR )] g2 et dh = 0.
(3.12) Q<2 i>\

o .
i=r+1

Il résulte aussitot de (3.12) et des propriétés de moyenne des fonctions

9

. . , . ~
plurisousharmoniques que la série Z]hi

converge uniformément sur

i=1

tout compact de Q. Il reste & montrer que f:Zgi h; dans Q; pour cela,

i=1
o

il suffit de démontrer que la série Zgi hi,, converge uniformément sur
i=1

tout compact de Q et umformément en p; or, on a

+ o » 12 +» 1/2 » 1 )+ 1/2
Nogih, é<2|w> <21hi,p|2> é<21.«m> ( Ihi,pii>
r—+1 r—+1 r—+1 i=1

P4t
et d’aprés (3.8), 2| ki, |* est borné sur tout compact par une constante

i=1

indépendante de p et, par hypothése, la série E( g

i=1
ment sur tout compact. Ceci achéve de lever I’hypothése de finitude
sur les g

* converge uniformé-

Supposons maintenant que la fonction { est définie dans un voisinage

de Q mais n’est plus nécessairement de classe C*. D’aprés Hérmander ([5],
p. 93, théoréme 4.4.2) on peut trouver une suite décroissante ¥, de fonc-
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tions plurisousharmoniques de classe C” telle que ¢ = lim ¢,. Pour
n>+ o

tout n, on peut trouver des fonctions h;, telles que

f=2 g hin

et
memew%ﬂéJqumwm%%ﬂ
Q- x—1Jg

a

20— —
2 g e e,

Comme la suite ¢, est décroissante, cette inégalité montre que la suite
n +— h;, reste bornée sur tout compact, on peut donc extraire une sous-
suite n; telle que pour tout i, k,, converge uniformément sur tout compact
quand k — + o0, vers une fonction h;.

Répétant des arguments semblables & ceux de (3.10), on en déduit

alsément
f =Z gi hi

et
o4

12 —2a7—2 o—U g3
WJLHMmWe'M

Supposons maintenant 'ouvert { pseudoconvexe quelconque, il existe
une suite d’ouverts Q, telle que

DR g et dh =

i

Q.cQ, et U Q, = Q,

n=1

Q, est borné, pseudo-convexe, a frontiére de classe C°. Pour tout n, il
existe des h;, holomorphes sur , telles que

f =2 gih, sur Q,

et

fz[hf,nlgigkz“”e—"*dlé - f{fizig{—f“v—ﬂe—'%dx
Q.4 x—1Jo,

é a

2 —20q—2 p—Y A
WALt
Pour n > p, la suite n — h; , reste bornée sur tout compact de Q,, on
extrait une sous-suite n; telle que k,,, converge uniformément sur tout
compact de £ vers une fonction limite h;. Nous laissons les détails au soin
du lecteur.
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Eliminons enfin I’hypothése | g| > 0 sur Q. Considérons I’hypersurface
Xi : g1 (5) =0, et appliquons le théoréme a I'ouvert pseudoconvexe
Q, = Q_X,. Il existe donc des fonctions h; holomorphes dans Q,

telles que
f =Egz h;

et
o

Lirergrer a2 g [rp gl e
Q, Q,

Comme k[a et [g[ sont bornées supérieurement sur tout compact de £, et
que X, est de mesure nulle, les fonctions h; sont de carré intégrable sur
tout compact de Q, il en résulte que les fonctions h; se prolongent en des
fonctions holomorphes dans Q, en vertu du lemme suivant :

Lemme 2. — Soit Q un ouvert de G, X une hypersurface de Q et f
une fonction holomorphe dans Q \ X telle que pout tout compact K de Q

f| f|?dh < + o0. Alors f se prolonge en une fonction holomorphe dans Q.
K

Il suffit de démontrer le lemme, au voisinage d’un point régulier z, de X.
Par un isomorphisme analytique local, on se raméne au cas ou z, = 0
et ou X est défini par I’équation

z, = 0.

Ecrivons le développement de Laurent de [ :

“+ o

fEz) =Y a)zh

k=—o=
avec
2= (21,22 . .5 Zn1) et z = (2, zn).

Il existe r > 0 tel que

@2 ) (@) < + o
[z | <r
[anl<r

D’aprés le théoréme de Fubini, pour presque tout z’ tel que |z/|<<r, on a

(3.13) £ (2, 20) [P d) (22) < -+ oo

Or, un calcul élémentaire montre que

k—+2 2h+2

&) Fdh @) =27 a () PLogt +7 3 o) -

k+1
ez |<r h#—1
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Tenant compte de (3.13), on en déduit a« (z') = 0 pour k < 0. f est donc
holomorphe au voisinage de 0. La démonstration du lemme 2 et par suite
celle du théoréme 1, est terminée.

Remarque 1. — En prenant g;(z) =z (1 =1, 2,...,p; p<n), on
voit qu’on ne peut améliorer beaucoup la constante « g, sinon la fonction
| g[>*1* serait localement sommable et toute fonction holomorphe f
appartiendrait localement & 'idéal engendré par les z;, ce qui est absurde.
La seule amélioration serait « = 1. On examinera le cas « = 1 dans le para-
graphe 4.

On donne maintenant toute série d’applications du théoréme.

Dans tous les corollaires qui suivent, on suppose l’ouvert Q pseudo-
convexe, les fonctions ¢ plurisousharmoniques et on suppose éventuelle-
ment qu’on a choisi @ > 1. Lorsqu’on ne précise pas, la sommation sur ¢
peut é&tre indifféremment finie ou infinie.

Cororratre 1. — S’il existe des constantes C, et C, telles que
exp (— Ciy) =g <exp (G ),

alors pour toute fonction holomorphe telle que
JirFep (- Chdr< o, CtC@ag+Y0
Q

il existe des fonctions h; holomorphes telles que

f=291 h;

et

o —

Jinrexp (—Coydi= 2 [ifrexp(— Gy ar,
Q Q

ayvec
Ci=0Cy+2C +2aq(C + C).

Dans le paragraphe 5, nous donnerons un exemple oli nous aurons
besoin précisément de théorémes d’existence dans des espaces L? (Q, ).
En particulier, lorsque { est constante, on obtient le résultat suivant :
Cororraire 2. — S’il ewiste ¢ et M telles que M > | g| > ¢ > 0, alors,

pour toute fonction holomorphe f dans L* (Q), il existe des fonctions holo-
morphes h; telles que

f=gh e fQ|h}2dx<+oo,
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Le « Corona Problem » (cf. [1] et [14]) consiste & chercher, lorsque f est
bornée et lorsque les hypothéses du corollaire 2 sont vérifiées, des fonctions h;
bornées telles que

»
f=Z g: he.

Si Q est borné, le corollaire 2 montre qu’a défaut de fonctions bornées,
on peut trouver des fonctions h; dans L* (Q) solution du probléme.

Nous allons maintenant appliquer le théoréme 1 a certaines algébres
de fonctions holomorphes. Soit ¢ une fonction plurisousharmonique
positive sur Q. Considérons avec Hormander [6], I’algébre Ay des fonctions
holomorphes f telles qu’il existe des constantes A et B :

[ f@|<LAexp[BY(2)] pour zef.
Supposons, comme dans [6], qu’il existe des constantes K, K,, K;, K,
telles que
Z€Q, teQr, lz —¢| <L exp[— K, ¥ (2) — Ky,
entraine
e et J(O=Ksb(d + K.

Supposons de plus que Ay contient les polynémes. D’aprés Hérmander ([6],
lemme 3), f appartient 4 Ay si et seulement s’il existe C >0 telle que

fgxf|2exp<—cqz>dx<+oo.

Cecl nous améne a considérer plus généralement un ensemble @ de fonctions
plurisousharmoniques, ayant la propriété de stabilité suivante : si ¢,
et 9, €D, Sup (¢, 9.) et ¢, + 9, €DP. On associe a ¢ P’algébre Ag des fonc-
tions holomorphes f pour lesquelles 1l existe ¢ €®P et une constante C >0 :

[f(e)| < Cexplo (2)], zeX.

On supposera seulement que Ag contient les polyndmes et que Agp posséde
la propriété suivante :

feAgp si et seulement si il existe ¢ €®, fl flrPevdh < 4+ co.
Q

Autrement dit, on peut décrire Ag par des inégalités L’

En particulier, si on prend pour ® l’ensemble des fonctions C¢ avec
C > 0, on obtient 'algébre A,.
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Kelleher et Taylor ([7], définition 2.10) donnent des exemples d’algébres
qui sont du type Ag, mais qui ne sont pas du type A.. On obtient alors,
comme conséquence immédiate du théoréme 1 et du corollaire 1, le résultat
suivant d’Hérmander [6], avec une condition (iii) plus faible sur les g..

Cororraire 3 (Hormander). — Pour des fonctions g; dans As, les trots
propositions sutivanltes sont équivalentes :

(1) (g1, 82 - .5 &p) est un systéme de générateurs de U'anneau Ag;
(11) il existe une constante A et une fonction 9€® : | g|>> A exp (— 9);
(111) tl existe « > 1 et une fonction 9 €D tels que

f | g [7**7=* exp (— ¢) d2 < 4 0.
Q

Hormander (c¢f. [6]) démontre I’équivalence de (1) et de (i1). Le fait que (i)
entraine (i1) est élémentaire, comme 1€ Ag; il existe des h;€ Ay tels que

Il en résulte 1 = |g|.|h|=ZC| g|exp (?) pour une certaine constante C
et une certaine fonction ¢€®.

Remarque 2. — D’apres le théoréme 1, si on a une suite (g.).ex telle
que
Aexp(¢)=|g|=A"exp(— 92, 9, RED,

il existe une suite (h),ex telle que

f=Ygh et |h|ZA"exp(3), ou 9. €d.
i—=1

Autrement dit, le résultat d’Hoérmander s’étend au cas d’une « infinité
de générateurs ».

Nous décrivons maintenant une situation dans laquelle une telle suite
(gi):enx de fonctions apparait naturellement. On munit I’algébre Ay de sa
topologie naturelle de limite inductive. On suppose de plus que pour tout t,
Pensemble Q; = {z€Q|{ (z) < i} est relativement compact dans €.

Soit J un idéal de Ay séquentiellement dense dans Ay, 1l existe donc
une suite f; de fonctions de J, telle que f; converge vers 1 uniformément
sur tout compact quand k — + o0 et telle que

[fr @) | =< Ciexp (C2 ¥ (2)) pour ze€,

C. et C, étant indépendantes de kEN.
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Comme f; converge vers 1 uniformément sur tout compact, il existe
une fonction f;, telle que

SSf@F=) pour zef.

Posons
g=ce! fki'
On a

w©

(gl =gl < <2e—2f> Ciexp[2C.d ()]

i—=1

D’autre part, pour tout z€{2, il existe tEN tel que

i—1=9Y@<Li
On a

; 1, e
P gl = e fu @) g et g e,

Il existe donc des constantes A, B, A’, B’ telles que

Aexp(+BY)>|g|>A exp (— B ).

Réciproquement, si on peut trouver g; € J vérifiant I'inégalité qui précede,
il résulte aussitot de la remarque 2 que I'idéal engendré par les g; (et par
conséquent J) est séquentiellement dense dans Ay. On a donc la proposition
suivante :

Prorosition 3. — Soit ¢ une fonction plurisousharmonique positive
telle que pour tout ¢ >0, Q. = (z€Q | (z) < ¢) soit relativement compact
dans Q. Un idéal J de Ualgébre A, est séquentiellement dense dans Ay si
et seulement s’il existe une suite (g:).ex de fonctions de J et des constantes

A, B, A/, B, telles que

Aexp(B )=V | g:[*> A’ exp (— B'Y).

i=1

Ce critére semble assez théorique. Kelleher et Taylor (¢f. [8]) donnent
un critére plus pratique pour que J soit séquentiellement dense dans Ay. Ils
raménent le probléme a la construction de certaines fonctions plurisous-
harmoniques et donnent des conditions suffisantes pour qu’un idéal libre
soit séquentiellement dense.

Nous donnons un exemple concret ou s’applique la proposition 3.
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Soit p un multiindice p = (pi, p., ..., p.) EN". On définit f, (z) comme
un coefficient de Fouriler :

@ =g [ [Tew (- ica ) e (—idn ) ay

N —
nfois

pour zeC" et teR~™

Un calcul immédiat montre que

_ n'l—exp(—2i1rz,-)
i@ =11 2in @ +p)

j=1

D’autre part, utilisant la formule de Parseval, on a

Sih@r= ﬁffexp @Im <z 1) di

pPEN"

1 gyexp@nimz) —1
2 11> () |2_(41r)"ll Im z; '
pPEN" j=1

Lorsqu’on utilise la proposition 3, il en résulte que l'idéal engendré
par les f, est séquentiellement dense dans l’algébre Ay, avec

¢ =|Imz|+ Log (1 + |z]).

Remarquons qu’il y a toujours des zéros communs a des fonctions f,
en nombre fini.

On examine maintenant le cas ou les fonctions gi, g, ...,g,€As
ont des zéros communs. On désigne par X I’ensemble des zéros communs
aux g;. On appelle J, I'idéal de Ag engendré par g, g., ..., gp. S1 f appar-
tient a la racine de J,, il existe un entier k et des h;€Ag tels que

P
(3.14) t = gi hu

Il en résulte :

(3.15) IfE<1gl-lh|<Alglexp(9), avec ¢e®.

Inversement, supposons qu’il existe kEN, A > 0, €D tels que
(3.16) | flF<A]g]|exp(9);

alors, appliquons le théoréme 1 & la fonction f***, en choisissant « de

sorte que 1 <a=1+4 %et en choisissant convenablement {€®; on
voit que f+ €.
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On a donc le résultat suivant dit & Cnop [2], Kelleher et Taylor [7] :

Cororrare 4 (« Nullstellensatz global »). — Pour qu’une fonction f
de 'algébre Ao appartienne a la racine de U'idéal engendré par gi, g, . . ., gps
il faut et il suffit qu’il existe kEN, A > 0, 0 €D tels que

[fI*< Al g|exp (9).

Remarque 3. — Si f s’annule sur X, I'application de la formule de Taylor
montre que pour tout compact K de €, il existe une constante c telle que

If@|<Led@X) pour zeK

[d (z, X) désignant la distance de z & X]. D’aprés I'inégalité de Lojasiewicz
(cf. Malgrange [12]), il existe une constante ¢, et un entier k tels que
|9 @)= c.d* (z, X).

On a donc
If@k=cie* | g@) |

D’aprés le corollaire 3, f est localement dans la racine de I’idéal engendré
par les g;. Le corollaire 3, joint a I'inégalité de Lojasiewicz entraine donc
le Nullstellensatz classique.

Soit J, ’ensemble des fonctions f € Ag telles qu’il existe A > 0 et 0 € ®:

[f@|<LAlg@ |exp[o ()], pour zeL.

J, est manifestement un 1déal de Ag, et d’aprés (3.14) et (3.15), on a

Iy C,.

En général J, = J, (pour un contre-exemple, voir Kelleher et Taylor [7]),
mais, d’apres le théoréme 1, f¢**€J,. On a donc le résultat :

COROLLAIRE 5. — On a J,CJ, et J7°CI,, avec ¢ = Inf (n, p —1).

Kelleher et Taylor dans [7] ont démontré que JiCJI, avec
k=Inf(2n+1, 2p — 1), nous obtenons ici k= Inf (n 4 2, p 4+ 1).
Il est facile de se persuader que la meilleure valeur possible pour k est
k= Inf (n + 1, p), ou encore que &' CJ, (en général). C’est la constante
o > 1 du théoréme 1 qui nous limite & J7*CJ,, nous avons donc été
amené a chercher un autre théoréme d’existence qui fera ’objet du para-
graphe 4 et qui correspond a « = 1.

Remarque 4. — D’aprés le théoréme 1, on a une condition suffisante
pour que J; = J,, il suffit qu’il existe « > 1 et ¢ E€® tels que

f| g2 e® dA < + o0.
Q



IDEAUX D'UNE ALGEBRE DE FONCTIONS 567

C’est une condition trés forte, elle n’est jamais vérifiée lorsque n = 1 et

X 5 O elle est localement vérifiée si la matriceg%est de rang p, auquel
]

cas X est une sous-variété de €.

Remarque 5. — Nous avons travaillé avec une algébre Ap du type
limite inductive. On pourrait également travailler avec une algébre Ag

,2@@1’

©>0. On définit Ap comme 'ensemble des fonctions holomorphes f,
telles que pour toute p€®D, il existe ¢ >0 : | f(3) | < C exp [¢ (z)], pour
z€ . On suppose que Ag contient les polyndmes et que f € A si et seulement
s1 pour toute € ®P, on a

du type limite projective. On suppose alors que pour toute ¢ € P

f]f{ze'\?dl< + oo.
Q

On a alors un énoncé analogue au corollaire 4, en remplacant la condition
sur f par la condition suivante : il existe un entier k et une fonction plu-
risousharmonique V tels que [f|*| g[™* =< e" et tels que pour toute 9 € P,
il existe C : ¢" = C exp (9). Bien sir, la fonction V dépend de k et de f.
On a des énoncés analogues aux corollaires 3 et b.

4. LE SECOND THEOREME D’EXISTENCE. — Suivant une idée de Kelleher
et Taylor [7], on se propose de démontrer un théoréme d’existence corres-
pondant & « = 1 dans la proposition 2. Ce théoréme nous permettra d’en
déduire J7'C I, moyennant des restrictions supplémentaires assez
faibles sur Ag. Pour « = 1, la proposition 2 nous fournit I'inégalité sui-
vante :

“.1) | T*v 4+ T2v|? +ZHS v; [|%>f 2 dzk d" Dy Dy e~ 21 dA,

avec
ueG, v;eDom T*nDom S;
avec
g=Inf(n,p—1), o ="%+qloglgl, 9.=1¢+(¢+1)Loglgl

Comme Hormander (cf. [b], théoréme 4.4.2), remplagons ¢ par
U+ 2Log (1 + |z|*) et supposons ¢ plurisousharmonique, il vient

42 Ttu+Tio|} +2[|sz u@,ssz(l e,

avec
¢=¢+qLloglgl+2Log(1+[2[)  9:=09: +log|g,
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avec
ueF,, v;,eDom T*nDom S.

On va en déduire un théoréme d’existence pour un systéme de formes
différentielles de bidegré (0, 1).
Soit w = (wy, W,, ..., w,) un systéme de p formes différentielles w;

de bidegré (0, 1) :

n
w; ———Z Wit dz/b
k=1

P
(wlr =Y [wi =Y wa |

i=1 ik
On suppose qu’on a
[lwpa+izpyendi< o
Q
et
ow; =Sw; =0 (au sens des distributions).

On a alors
P
@, v)s, =2 Wi, v, 22 f Wy Dy €9,
i=1 ik Q

®.3) | @, v, l*é<fQIWI2(1 + 2 e dx> <fglv|2 a +|z12>—2e*1dx>.

D’apreés (4.2), il vient

wy || @oer=5([lwratizyena) <||Tru+T:vnz +2nslnnz.>,

i=1
avec u€G,, v;€eDomT*nDomS.

En particulier, lorsque v;€Dom T* N Ker S, on obtient
.5  |@w0) |4—1—(f|w|2(1+1z[2>2e—m>”ﬁ|T*u+T*,,“
. s Vgt _\/Q q 1 2 1.

Si v;€ Dom T*, on décompose v; sous la forme v; = v; + v; avec v; €Ker S
et v; orthogonal a Ker S, on a alors T*v; =0 et (w, v;),, =0; il en
résulte que l'inégalité (4.5) est vraie pour toute v, € Dom T*.
L’application du théoréme de Hahn-Banach, montre qu’il existe un
systtme de p fonctions h = (hy, ho, ..., hy) €[L* (Q, ¢,)]* tel que

(4.6) w, v)y, = (h, T¥ u + T% v),, avec u€eG, et veDom T};

@.7) fnrenazg [jwrd iz e,
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(4.6) est équivalente aux conditions :
TQ h =w,
(Ty h, u), =0, avec ue€G,.

Soit encore

(_)hi = W;
et

4
f <Z g hi> e % dl=0 pour tout u holomorphe €Lz (L, ¢,).
Q i=1

On a donc la proposition suivante pour laquelle on fait les mémes hypothéses
de régularité que pour la proposition 2.

Prorosition 4. — Soit w = (wy, W, ..., W,) un systéme de p formes

différentielles de bidegré (0, 1) telles que

w, =0 e f1w|2|g\~zve~'¢dx<+oo, ¢ =Inf(n,p —1).
Q

Il existe p fonctions h; telles que

(a) Oh; = w;;

14
(b) f <E g: h,~> ue % dh =0 pour foute fonction holomorphe ueL? (L2, ¢.),
Q i=1 /

avec
%2=1¢ +(q+1)Log|g|* + 2Log (1 +[z[*);
© [1rpigrra+izpyreraizy [wklgleta
Q Q

Soit f une fonction holomorphe; cherchons des fonctions holomorphes h;

telles que
r
f=29:h
On a B
P

4.7 leégih;, avec K =f1!9]i‘2.
Posons

w; = dh; .

Un calcul immédiat donne

dl' d ; —
(4-8) wi=flg1*Y g; <9id—gk — giag—k’> dzx.
ik
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On cherche a appliquer la proposition 4 aux w;, on a

4.9) fQ w7 e d) = fﬂ lfl”gl“””;kigl—‘

2

9 99: e~ d

giazc‘—gid_z;c

(on a utilisé l'inégalité de Cauchy-Schwarz).
Un calcul facile montre que

1 " 0? 1 dg; 00 |2
4.10)  FA(og|gl) = =5 (Loglgl) =gl g~ | 050 — 957 |-
k=1 ij,k
De (4.9) et (4.10), on déduit :
1
4.11 2 —27 g~V d) = = 2 —2q—2 A (L 9 _.:Jd)\.
@1y frwpigrrerazg 7Aoo e

D’aprés la proposition 4, il existe des fonctions A; telles que

@.12) I = w,
(4.13) f <2 g: hi’) 2e5dh=0, avec ueG
Q i
(.19 f [R" 2l g7 (14 |z ) e ¥ dh éf |w 2] g |27 e~ dA.
Q a
Posons

h=h —h", h;=h; — hj.

D’aprés (4.12), on a

Oh, = oh, — Ok, = w, — Jh, =0.
Les fonctions k; sont holomorphes.

(4.13) s’écrit encore

(Ti A", u), =0, avec Uue€@G..

Utilisant (4.7) et (4.13), on a
(T, b, u), = (T, k' — T, h", u), = (T, k', u), = (f, w)e.
Soit
(Tih — f,u), =0 pour tout ueG..

Comme h et f sont holomorphes, T, h — f est holomorphe et on peut
prendre u = T, h — f, il en résulte :

Vd
Tih =Y g:h =T.

i=1
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Il ne reste plus qu’a estimer h; utilisant (4.7), (4.14) et (4.11), il vient

SR —hp gz et a2 11 gl A+ et d
Q Q

5 1111910 Log | 1) et d.

Soit encore
(4.15) ﬁJh g (1 + |2]5) e—'ydxézfyfmgrw(l+ALog|g1)e—"«dx.
Q

On a donc le théoréeme suivant :

TutoriME 2. — Soit Q un ouvert pseudoconvexe de CG", L une fonction
plurisousharmonique dans Q. Soit g, g», ..., gp [resp. (g)iex) un systéme
de p fonctions holomorphes dans Q (resp. une suite de fonctions holomorphes).
On pose ¢ = Inf (n, p — 1) (resp. ¢ = n). Soit X ’ensemble des zéros communs
auzx fonctions gi. Pour toute fonction f holomorphe dans Q, telle que

A

il existe p fonctions h; holomorphes dans Q [resp. une suite (hi).ex] telles

que
» w
f =2 g: b <resp. f =2 g hz>

i=1

[fI?lg= (1 + ALog|g|)e ¥ dr < + oo,
X

AN

et

flhlzlyl—‘-‘"(l +iz)7 6*'4‘d1é2f [fI*lgl2>(1 + ALog|g|)e¥d
Q Qux

En fait, le théoréme 2 n’est démontré qu’avec les hypotheéses de régularité
trés fortes de la proposition 2 (Q régulier borné, ¢ de classe C?, | g| > 0,
etc.), mais il est facile, en procédant comme pour le théoréme 1, de supprimer
toutes ces restrictions.

Remarque 6. — En utilisant, au lieu de 2 Log (1 + |z |?), la fonction
(1+ o) Log (1 +[z[}) —Log[2 + Log (1 +[z[)]  (2>0),

2

on peut substituer le poids (1 + |z[*)™*™* au poids (1 4-|z]*)"* et une
constante C («) ne dépendant que de «, a la constante 2.

Remarque 7. — Si la fonction ¢ est strictement plurisousharmonique,
de classe C?, et si ¢ désigne une fonction continue sur €, strictement
positive, telle que

Ahi>c|)[* pour tout },€C,




572 H. SKODA

on peut remplacer I'estimation du théoréme par la suivante :
Joinergietan =2 [ i1 g (14 ;A Log g ) et
Q Q

Il suffit de raisonner comme Hérmander ([5], théoréme 4.4.1) et de faire
les modifications qui s’imposent dans la proposition 4.

L’énoncé suivant résulte trivialement du théoréme 2.

Cororrare 6. — Soit ¢ et ¢ >0 des fonctions plurisousharmoniques
sur Q telles que

fl=Clgme o [ Aoglghe?di<+o,
ONx
il existe des h; tels que

f=Soh e [[REg et |z < 4o
i

Reprenons les notations du corollaire 5. Le corollaire 6 entraine aussitot
le résultat suivant :

Cororraire 7. — S’il existe €D telle que

A(Log|gl|)e?dr < + oo,

QNX
on a
I,

Lorsque n = 1, on obtient le résultat de Kelleher et Taylor [7], J;C J,.
Ce sont Kelleher et Taylor qui eurent I'idée d’introduire une condition
portant sur le laplacien de Log| g| (cf. [7], congenial ring).

Comme on va le voir tout de suite, cette condition est peu restrictive.
Comme Log | g | est sousharmonique, il s’agit en fait d’estimer les « masses »
d’une fonction sousharmonique, ce qui reléve de méthodes classiques en
théorie de potentiel, et dans I’étude quantitative des zéros d’une fonction
holomorphe.

Désignons par V la fonction sousharmonique Log|g| par % (V, 0, r)

la moyenne de V sur la sphére de rayon r, par ¢ la mesure positive
A Log| g |- Posons

a(r):fdo(z) et v =20

’
r2n—2
lz<r

enfin
M(r) = Sup [9 ()1
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Le théoréme de Gauss (cf. Lelong [9], p. 382, ou [10], proposition 7.4.2)

donne la relation

(4.16) f ”T(t)dt=cnx(v,0,r)—c,lx(v,o,ro), r>r10>0,

"o

ol ¢, est une constante ne dépendant que de n.

Comme V est plurisousharmonique v (¢) est une fonction croissante de ¢
(cf. Lelong [10]), on a donc

(4.17) v(r)éfer%[—)dléf”v—gi)dt=c,l7\(V, 0, er) — ¢n % (V, 0, o),

4.18) v(r) = o (1) < ¢, Log M (er) — ¢, 2 (V, 0, ro) pour r>r,>0.

r?n—? -—

Supposons les fonctions g; d’ordre au plus ¢, pour tout ¢ > 0; 1l existe
donc d’aprés (4.18) une constante C (¢) telle que

(4.19) ) _c@ree,  r>r.

2n—32 —
v

Il en résulte que pour tout ¢ > 0, I'intégrale suivante converge :
(4.20) f T et o (1) dr < + co.

Intégrons par parties, il vient

(4.21) f T ettt do (1) < + oo,

Soit encore

(4.22) [ zptde @ < + o0,

|3|>r
On a donc I’énoncé suivant :

Lemve 3. — Si | g| est d’ordre au plus ¢, pour tout ¢ > 0, on a
[ A@oglg@ D+ |zt dh (@) < + .
a"\X

Comme l’algébre A contient les polyndmes, le lemme 3 entraine le
corollaire suivant :

CororLralRE 8. — St Q = C" et si | g| est d’ordre fini, on a

JHrca,.

ANN. EC. NORM., (4). V. — FAsc. 4 75
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Autrement dit, la condition sur A Log| g| est toujours vérifiée quand
on travaille dans G" avec des algébres de fonctions entiéres d’ordre fini,
du type Asg.

L’inégalité (4.18) permet de traiter éventuellement le cas d’algébre Ao
de fonctions entiéres d’ordre infini.

Envisageons maintenant le cas d’un ouvert  borné, a frontiére de
classe C*. Soit z, un point de Q tel que V (z,) > — 00, soit G (z, z,) la fonc-
tion de Green de I'ouvert Q pour le laplacien, avec pdle au point z,. On
désigne par d (z) la distance au bord. Comme Q est régulier, il existe des
constantes 7, C,, C, > 0 telles que pour d (z) < 7, on ait

(4.23) Cid(2) > G (2, 2) > Cad (2).

Nous dirons que la fonction | g | est d’ordre inférieur ou égal a ¢, si pour
tout ¢ > 0, 1l existe une constante C (¢) telle que

(4.249) V() =Loglg@)|=C()d@E)*=

Pour 0 < ¢t < 7, appliquons la formule de Green a la fonction sousharmo-
nique V dans Pouvert Q, = {z]|G (3, z,) > ¢}, on obtient

fg ‘[G (2 20) — 1] do (2) + V (z0) = Sl fo Qai Gz 2)V (2) dz,

s» désignant l'aire de la sphére unité, ;- la dérivée normale. Comme la

)

(e g s d yq
dérivée normale est > 0 et qu’on a slj an G (7, z0) dz = 1. On en déduit :
nJoQ,

(4.25) | [) [G (2, 2)) — t] do (2) = — V (2) + sup V (2).

z€ 0k,

Tenant compte de (4.23) et (4.24), 1l existe une constante C (¢, z,) telle
que

(4.26) f [G (2, 20) — t] do (2) < C (s, 2,) 7=
Q,
Pour tout ¢ > 0, on a donc

4.27) fﬂ [/i; [G (2, 20) — t] do (z)] t—1+e dt < -+ oo.

On minore (4.27) en sommant seulement sur Q, — ., il vient

[G (2, z0) — t] tr—"+2 do (2) df << + 0.
0tz 20) <1
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Intégrant en ¢, on obtient

[G (z, zo0)]P+*+ do (2) < + oo.

G (3, 29)<<7

Soit encore d’apreés (4.23) :

(4.28) f d (2)7+1+ do (2) < + oo.

On a donc le résultat suivant :

Lemme 4. — Si Q est borné, a frontiére de classe C?, si | g| est d’ordre
= ¢, pour tout ¢ >0, on a

J AGoglg@Dd@ b @< + o

Il en résulte que le corollaire 7 s’applique par exemple a l'algébre A,
avec ¢ =— Log d(z), et 4 un ouvert Q régulier et borné, tel que la boule

euclidienne de Q"

Le résultat J7"'CJ, ne peut étre amélioré comme le montrent les
contre-exemples qui suivent.

Prenons pour g; les fonctions g;(z) =2/ (1 =1, 2, ..., p; p=<n) et
f(zd) =2122...2. On a
If@I=lznz...z|l=Swplalr<lap+|al+...+]z],

f appartient donc a I'idéal J.. Si fr~' appartenait a J,, il existerait des
fonctions A; telles que

ya
@z )y =Y @),
i=1

or cette égalité est déja impossible dans ’anneau des séries formelles.

Pour p =n 4 1, on combine le contre-exemple précédent et celul
de Kelleher et Taylor [7] relatif & n = 1. On considére deux fonctions fi, f.
entiéres de type exponentiel, ne dépendant que de z,, sans zéros communs
et qui n’engendrent pas I'anneau des fonctions entiéres de type expo-
nentiel. On se place dans I’algébre des fonctions entiéres de type expo-

nentiel. On choisit
91 - ;l’f-'l’ 92 — f;l‘rl’

g: (2) = 27! i=3,...,n+1).

On prend pour f la fonction f, (z:) fa(21) 2> ... z,, [ appartient & J..
Supposons qu’il existe des h; de type exponentiel telles que

(4.29) (fifoze oz =h fi"" +h i +h, 20" +...4+ b, 2"



576 H. SKODA

Multiplions (4.29) par la forme différentielle
@) =(2...2)"dzs A... A\ dz,

et intégrons sur le produit des cercles y défini par |z;|=1(i =2, ..., n).
On obtient

(4'30) (f1 fo)r = H, fi*" + h f77,

avec

b, (z,) = (2w——1)‘"“fh,- oy 20 (®) (G =1,2).
Y

R, et h, sont de type exponentiel. Comme f; et f, n’ont pas de zéros com-
muns, il résulte de (4.30) que f7 divise k), et f, divise A}, on a donc

R,=frh, et R =fh,
Rk, et h, étant encore de type exponentiel. On a
(4.31) L=Hhfi +h f

Ce qui est contraire & I’hypothése que f, et f. n’engendrent pas I’anneau
des fonctions entiéres de type exponentiel.

5. APPLICATION AUX EQUATIONS DE CONVOLUTIONS. — Soient T;€8& (R”)
des distributions & support compact dans R* (j =1, 2, ..., p). On cherche
une condition nécessaire et suffisante pour que les T, engendrent ’anneau
de convolution & (R"), autrement dit pour que, quel que soit Y €&’ (R"),
il existe des X, €8 (R") tels que

p
6.1 T *X; =Y.
j=1

Utilisant la transformation de Fourier-Laplace, (5.1) est équivalente a

V4
(5.2) IR =1
j=1

D’aprés le théoréeme de Paley-Wiener, 'algebre &' (R") est transformée
en l'algebre A, avec

¢ =Log(1+z|)+|Imz]|
Les T; engendrent & (R") si et seulement si les T; engendrent Ay. D’aprés
le corollaire 3, la condition cherchée est donc l’existence de constantes

C, N et A telles que

(5-3) DS I=c +|z))Nexp(—A|Imz]).

j=1
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Supposons la condition (5.3) réalisée. On va montrer que le corollaire 1
permet de préciser le support et la régularité des distributions X; solutions
de (5.1).

On a besoin d’une variante du théoréme de Paley-Wiener, qui montre
que la transformée de Fourier-Laplace d’une distribution a support
compact, et dans H™’ (R"), est dans un espace L*(Q, ¢) bien précis. Le
résultat suivant est bien connu :

Lemme 5. — Une fonction entiére f est la transformée de Fourier-Laplace
d’une distribution dans H™ (R"), s >. 0 et a support dans la boule de rayon A,
st et seulement si pour tout A’ > A on a

5.4) f|f(z)Pexp(—2A'jImz|)(1 + [z [?)~*dh (2) < + oo0.
o

Le lemme 5 est, en fait valable pour s << 0, mais seul le cas s >0
est intéressant en vue de lapplication du théoréme 1, car il nous faut
des fonctions poids plurisousharmoniques.

Tutoreme 3. — Soit T,€& (R") des distributions a support compact
telles qu’il existe des constantes Cy, Csyy Ay, Asy 84, 5220 telles que

p
Crexp (A Imz|) (1 +121)* N[ 1) @) |2 Coexp (— Ay [ Tmz]) (1 + | 2] ).

Pour toute distribution Y €68’ (R") & support dans la boule de rayon A et
dans H™ (R"), pour tout ¢ > 0 et tout « > 1, il existe des distributions
X, €8 (R") telles que

P
DT %X, =Y e XeH ®R), §=s+s+aqs+s);
Jj=1
le support des X; est contenu dans la boule de rayon A’ avec
A=A+ Ay +aq (A + Ay) + ¢ avec q = Inf(n,p — 1).
En particulier, si s; = s, = 0, on peut trouver des X,€H™.

D’aprés la proposition 5, on a

SR @I expl—2A+9 1 Imz(]( +[2})~ D) < + .
.

On applique le théoréme 1, avec g; = T, f= Y,
b=2[(eqg+ 1A +A+¢]|Imz| +[(xqg+ 1)s. +s]Log (1 + | z[?).
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On obtient des h; tels que
P
Soh=f e [iyPigreta<to
Q
J=1 ==

Soit encore
6.5) f]h,- PeV dh < + w,
Q

avec
V' =2[(eq+ 1A +A+ec4+aqA]|Imz|
+l(xqg+1)s:+5+agsi]Log (1 +[z]).

Appliquant a nouveau la proposition 5, il existe des X; €&’ (R") tels que
h; =X;.

Les propriétés des X; résultent alors de (5.5).
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