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FAMILLES COMPACTES

DE
FRACTIONS RATIONNELLES ET ENSEMBLES FERMES
DE NOMBRES ALGEBRIQUES

Par M. Cu. PISOT.

INTRODUCTION.

Soit S I’ensemble des entiers algébriques réels 0, vérifiant 0 > 1, dont
tous les conjugués autres que f sont dans le cercle | z| << 1. Ces nombres
algébriques jouissent de propriétés remarquables.

Ils sont étroitement liés aux approximations rationnelles des nombres
algébriques. Ils sont caractérisés par le fait qu’il existe des nombres

. - . . e O e
tels que, si ’on pose 10" = u, + ¢, ou u, est entier rationnel, la serleZ‘s"

n=o0

est convergente. Cette derniére propriété montre une relation avec la
répartition modulo 1 encore si mal connue des fonctions exponentielles [10].

Les nombres de S sont aussi liés a certains ensembles d’unicité dans la
théorie des séries trigonométriques. Soit un ensemble du type de Cantor,
mais obtenu en partageant les intervalles dans les rapports &, 1-2 %, £

=) =
avec 0 < £ < % et en enlevant l'intervalle médian <l’ensemble de Cantor

est obtenu pour £ = %) Une condition nécessaire et suffisante pour que

cet ensemble soit un ensemble d’unicité est que > €S [14], [16].
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Enfin R. Salem a démontré la propriété remarquable suivante de ’en-
semble S, a savoir que : '

S est un ensemble fermé [15].

C’est ce dernier théoréme que nous allons prendre comme point de
départ de ce travail et montrer, en utilisant a la fois I’analyse dans le
domaine des nombres complexes C et dans celui des extensions p-adiques
du corps des rationnels Q, qu’il existe d’autres ensembles fermés de nombres
algébriques analogues a S. Ces résultats ont été annoncés dans une Note
aux Comptes Rendus de I’ Académie des Sciences [11].

Pour les théorémes d’analyse p-adique utilisés nous renvoyons, en général,
a un article de B. Dwork [4] ou sont exposés un certain nombre de résul-
tats obtenus par divers auteurs.

La fermeture de ’ensemble S peut s’obtenir a partir du théoréme suivant :

\

Soit Q (z) le polynome & coefficients entiers rationnels, irréductible, ayomt(—lj

pour zéro et tel que Q (o) = 1. Soit A (z) un autre polynome a coefficients
entiers rationnels vérifiant
[A(5) | L]0 (5)] surls|=r et A<%>¢'0.

Alors la famille des fractions rationnelles f (z) = % pour lesquelles 0 est

borné supérieurement est un ensemble compact pour la convergence uniforme
dans un certain compact situé dans |z| < 1 [5].

C’est ce dernier théoréme que nous nous proposons de généraliser dans
le chapitre I.

CHAPITRE 1.

1. Le résultat de base de cette étude est le suivant :

LemMme 1 (Kronecker [9]). — La condition nécessaire et suffisante pour que

a série ¥ u,z" représente le développement de Taylor d’une fraction ration-
la sé p te le développ t de Taylor & t t

n=0

nelle, c’est que les déterminants

u, u, . U,
d,—|t U vee Upay
Uy, Upyy ... Uy,

soient tous nuls pour n assez grand.

Nous ne démontrons pas ici ce résultat classique.
Nous allons maintenant établir une majoration de | d, |.
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Lemme 2. — Soit ¢ (z) une fonction méromorphe dans |z| < 1, ayant
dans |z| <1 au plus k péles (k> o), mais z = o n’étant pas un péle,
et supposons que | 9 (z) | soit bornée supérieurement au voisinage de | z|=1.
La fonction ¢ (z) posséde alors un développement de Taylor autour de z = o,

. Y . . .
soit ¢ (z) = Z u,z", et Pon a la majoration suivante :

n=ou

Quel que soit = > o, il existe une constante C (2), indépendante de n,
telle que

| d ] < C(e)em

Démonstration. — Soit g (z) = 1 + viz +...4 1% le polynome qui a
pour zéros les poles de ¢ (z), alors

3

¢ (:)g(:) = Z "'/u S ,(,/L = Uy Yl e Y U

n—~u

de méme que

9(3)g* ()= E u), 5", Wy, == W, Y Wy o U,
sont holomorphes et bornés dans |z| < 1.

’

. P @l 9 A
Par suite, les séries Ziuu}‘ et 2 |u, |* sont convergentes. Or, on a

n=u n=o
Uy oo Uy Wy ... U, Uy oo Uy i) e o),
P : : S B S Sy S D
= : : D=
‘ Wy oo Wy, Uhp o ... Ui
Uy oov Upipey Wpg oo Uy, w, .. Wpo, Wk ... 'y,
La majoration de Hadamard [7] d’'un déterminant donne
n
|l =] ] 15/,
i=0
A} 9 ’
ou 'on a posé
st=lu; P4l P P g P si j=o, ..., k—1

et

s;i=| P PG P W P s
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La convergence des séries de terme général |u, |* .|* montre que

lims, = o. Etant donné ¢ > o0, on peut donc trouver h=h(c) tel
J>»

que |s;| < ¢ pour tout j > h. En posant

1
GEy= 151

j=0

on obtient
|d,|=C(c)e,
et le lemme 2 est démontré.
LemmEe 3. — Supposons que @ (z) est une fraction rationnelle - A (s ), ou A
pp q T Q

et Q sont des polynomes a coefficients entiers rationnels. Nous poserons
Qo) =g7o.
Les nombres ¢"*' u, sont alors des entiers rationnels pour tout n.
— 1 QEE] )>
entiers, telle que le terme constant du dénominateur soit égal & 1 (apres
simplification par q); le développement de Taylor a donc tous ses coefli-
cients entiers rationnels.

est une fraction rationnelle a coefficients

En effet, ¢¢(qz) =

RfciproQuE. — Supposons que 2 u, z" soit le développement de Taylor
n=u0

. . B(s .
d’une fraction rationnelle Cg_ ou

~

B(s)=by+ b,z +b,5"+..., C(s)=cy+ 15+ a3t ..

et supposons qu’il existe un entier rationnel g 7 o tel que ¢"*'u, soit entier
rationnel pour tout n.
Dans ces conditions, le développement en série de Taylor de la fraction

rationnelle ¢ CE] ;

théoreme de Fatou [6], la fraction rationnelle est le quotient de deux
polynomes a coeflicients entiers rationnels, le terme constant du déno-
minateur valant 1. Par suite :

a tous ses coeflicients entiers rationnels. D’aprés un

St Uon choisit ¢, = ¢, les nombres ¢/c;., et ¢/ b; pour j > 0 sont eniiers
rationnels.

Soit maintenant p un nombre premier, nous désignons par | |, la
valeur absolue p-adique définie par |p|, = p "' et |p'|,= 1 s1l p’ est un
nombre premier distinct de p. Nous notons Q, la complétion du corps Q
des rationnels par la valeur absolue p-adique, €, la cléture algébrique
de Q,. Nous distinguerons soigneusement les symboles | |, valeur
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absolue ordinaire (module) dans le corps G des nombres complexes et| |,

valeur absolue p-adique dans £,.
. A(s) . " . . .
LemMmE 4. — Sout 0 —Z u, 2" une fraction rationnelle ot A et ) sont
R n=0
a coefficients entiers rationnels et ot Q (0) = g 5% o. Pour tout nombre
premier p, on a alors la majoration suivante :

i dIL ‘/1é ] (] ,;{:ill“.»l).
Cororraire. — Comme d, est un nombre rationnel dont le dénomi-
nateur est une puissance de ¢, en appliquant le lemme 4 a tous les nombres

premiers p qui divisent ¢, on voit que :
Le nombre ¢*"*' d, est un entier rationnel pour tout n.

Ce résultat n’a d’ailleurs de I'intérét que pour les petites valeurs de n,
car pour les valeurs assez grandes de n, le critére de Kronecker (lemme 1)

montre que d, = o.
Démonstration. — Plagons-nous dans £, et décomposons Q (z) en ses

facteurs linéaires. On a

(\)(:)://H(l-—d,&)

j=1

et nous supposerons les |;|, rangés par ordre décroissant

l 1[ l/lél az[/»;f- . é I arn []) > lélamé—ll//é . 'élas |p-

Le nombre m vérifie 0 = m s, le cas m = o voulant dire que |o;[,= 1

pour tout j =1, ..., s.
Posons
Q=g || 6 —=2)
j=h+1
et
AG) N, .
Q/L (:) —-’;0 Upns.
On a alors uy, = u, et

-
Upp=U,+ B/l,l Upy~+ ..o+ ph,huuvln

ou
h
1+ Bris+. . -+;3/1‘/LS/’:I I (1—a;3).

]j=1
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La sérieZun,h z" converge pour |z|, <|%u.|,'. D’autre part, pour
n=—o
2lp = ¢ <|%uul,', on a
[Qu(3) r=1alp
car

Y4

lajs], <

=1 pour s>/ +1.
Afps1

Pour h < m, on a ¢ < 1; pour h = m, nous nous restreignons aux valeurs

de o = 1; alors pour |z|,= ¢, on a |A (3)|, < 1.

Ainsi on a
A (5)
Q(s)

Les 1négalités de Cauchy [4] dans £, montrent qu'on a

’ Zlql;'  pour |s|,=p.
/l

| Up,n [/lé I ’] l}71 p——u_

Y4

Faisant tendre ¢ vers |o,,,|,' si h << m, vers 1 si h = m, on obtient

-1 n 2
| wnnlp < q ]/, 7 si h<<m,
-1 3 .
[nnlp==1q1; si h=m.
Sin>~m, on a
Uu,o ”J,l ce. ”m,m, [(m,nLé 1 e ”m.u
([,L -
”l),/L ”l,ukl . um,n =m Um,n =il cee UHL“.’/L

Les inégalités trouvées donnent

|l gl el

Si n < m, on obtient de maniére analogue
KAVES Y I EA LN A L i

La considération du polygone de Newton [4] du polynome

(2 (=) :27/:i3
j=0
ou g, = ¢q, montre que m est le plus petit indice tel que
| qulp= Max [q;],
0zj<s
et que

el =gy =1 I
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On a donc, dans tous les cas,
ldulp=1q ;"""
et le lemme 4 est démontré.

Remarque. — F. Dress [3] vient de préciser, en se servant d’iden-
tités déduites par E. Borel [1], qui ne font pas intervenir le p-adique,
que ¢*"*'d, est toujours un entier rationnel.

2. DerinitioN. — Nous désignons par F = F (q, k, ¢) Uensemble des

A (3)

fractions rationnelles ¢ (z) = Q0 telles que A et ) sotent des polynomes a

coeffictents entiers rationnels. Nous supposons de plus que Q (o) = g%~ o
est fixe et que Q (z) a, dans |z| = 1, au plus k zéros, k > o, tous dans une
couronne fixe o < ¢ = |z| << 1. Enfin, nous supposons que

lo(s)|<=1  pour |z|=1.
On a alors la proposition suivante :

TutoriME 1. — L’ensemble & est compact pour la convergence uniforme
dans tout disque |z| = r, r < 8 dans C et dans tout disque |z |, < r,, r,<|q|,
dans .

Démonstration. — Soient 0;(j =1, ..., k) des nombres vérifiant

1< || < %et tels que dans C

&
IH --(1——9%)
el Rl

soit holomorphe dans |z| = 1. [Les poles de ¢ (z) sont donc de la forme 61_]
7

Si k = o, ces nombres 0; n’existent, pas. Posons

&
— 0.z
uP(:):II%}_i sl A1 et d(z)=1 sikhk=o;
, j— "
j=1

alors ¢ (z) est holomorphe dans |z| = 1 et 'on a
¥ (s)[=1  pour |s[=1.
La fonction ¢(z) ©(z) est aussi holomorphe dans [z| =1 et I'on a
[V(=)9(s)|<1  pour |s|=r.

Les fonctions ¢ (z) et ¢ (z) ¢ (z) constituent donc dans |z| < 1 une
famille normale au sens de M. Montel, ¢’est-a-dire, de tout sous-ensemble
infini de telles fonctions, on peut extraire des suites partielles convergeant

Ann. Ee. Norm., (3), LXXXL — Fasc. 2. 22
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uniformément dans tout compact situé dans |z| < 1. On peut d’ailleurs
choisir ces suites partielles de maniére qu’elles convergent simultanément.

I ' .« .
Comme la couronne 1 =~ |z| = 5 est un ensemble compact, on peut choisir

ces suites partielles de maniére que, si k> 1, les nombres 0; tendent vers
des limites 0; situés dans la couronne. Les fonctions ¢ (z) tendent alors

vers la fonction
1— 0%z
llf(;):l] 6*--}~
; Vi

<

ou j parcourt les indices pour lesquels [0 | > 1. Si k = 0, on a W'(z) = 1.
Nous désignons la fonction limite de U(z) ¢(z) par W (z) ®(z); cette
derniére fonction est alors holomorphe dans |z| << 1 et vérifie

[ W ()P (5)] <Lt pour |s|<1.

Comme |6;| éé, on a [0 | éé et W(z) est holomorphe et ne s’annule

pas pour |z| < ¢; par suite, ® (z) est holomorphe dans |z| << ¢ et est
limite uniforme de ¢ (z) dans tout compact intérieur & |z| < . La fonec-

tion ® (z) admet donc un développement en série de Taylor, soit E U, z",
n=u

convergeant pour |z| < ¢ et U, est limite des u, de méme indice n.
Mais ¢"*' u, est un entier rationnel; il en sera donc de méme de ¢"** U,
et w, finit par étre égal a U,. De plus, comme ¥ (z) ®(z) est holomorphe
dans |z| < 1, la fonction ® (z) est méromorphe dans |z| << 1 et ses seuls

poles possibles sont les nombres ?)L avec |07|>1;1l y en a donc k au
i

plus; aucun de ces poles n’est en z = o. Enfin, |W (z)| = 1 pour |z| =1
et est continu au voisinage de |z| = 1, done ® (z) est borné au voisi-
nage de [z| = 1.

Posant alors

U, U, ... U,
D,— U, U, voo Ups ’
Un Un+1 e [jﬁu

le lemme 2 montre que, pour tout ¢ > o, 1l existe C (¢) indépendant de n,
tel que |D,| < C (g) e

D’autre part, comme u, finit par devenir égal & U,, D, est égal a d,
a partir d’un certain rang; le corollaire du lemme 4 montre alors que ¢**** D,
est un entier rationnel. Or

gD, | ZC(c) g(cq®)™
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En choisissant ¢ < ¢7*, on voit que pour n assez grand, on a

[g* D, | <1, donc D,=o

et le lemme 1 montre que ® (z) est une fraction rationnelle que nous
écrirons

A" (z
® () = e
avec
A(z)=aj+a)s+a,s:2+. .., Q' (5) =q+¢is+ ¢33 +....

les coeflicients a et ¢, étant des nombres rationnels, A* et Q* étant

premiers entre eux. En faisant tendre z vers un point de | z| = 1, on voit que
A*(3) ‘
D) | == | L1 our |s|=r1.
| @ (z) | o) | = p |5

Nous nous proposons maintenant de montrer que les coefficients des
polynomes Q* et A* sont des entiers rationnels. Pour cela, nous allons
étudier le polygone de Newton [4] des polynomes ) et du polynome Q*
dans L,

Rappelons que ,

Q(:):Eq,:/, avec ¢y=—¢.

j=0

Posons |¢|, = p™', alors ¢>> 0 est un entier rationnel. Le polygone de
Newton de Q (z) montre que, dans €, tous les zéros de Q (z) sont
dans |z |, > p~". Désignons par j (h) le plus petit indice j (lorsqu’il existe)
tel que | ¢; |, = p ", ot 0 =~ h = t. Soit h, le plus petit indice h tel que,
pour tous les polynomes Q de la suite considérée, lim sup j (h) soit fini;
on a alors o =~ hy = ¢ et nous poserons m, = lim sup j (h,). On a m, > o.
On peut alors extraire de la suite des ¢ (z) une suite partielle telle que
pour les polynomes Q (z) correspondants on ait

J (hy) =m, et lim/(h) =+

pour tout h << h, (s’il y en a), de plus que le polygone de Newton de () (z)
soit fixe pour o =~ j =~ m, et que le point (m,, h,) soit un sommet de ce
polygone.
Dans &, les polynomes () (z) ont alors dans |z|, << 1, m, zéros, dans la
couronne
gl =15y <t

ou log v est la pente (négative) du cété du polygone de Newton aboutissant
a gauche au sommet (m,, h,). Ces zéros appartiennent a des extensions
de Q, de degré m, au plus, donc ils sont tous dans une méme extension
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de degré fin1 de Q, [8]; leurs valeurs absolues p-adiques données par les
pentes du polygone de Newton sont fixes. Par suite, ces zéros appartiennent
a un ensemble compact et 'on peut trouver une suite partielle telle que
ces zéros alent des limites p-adiques.
Soit
B(rg) =(1— oy38) e (1 — Appy5) =1+ P15+ ... By 5™
le polynome ayant pour zéros les m, zéros de Q (z) situés dans |z|, = v;

on a donc

i ety pour j=1, ..., m,.

Désignons par ) la limite p-adique de o; et posons
B*(z) =(1—a}z) ... (1— ap,5) =1+ P15 +...+ By, 5"
On a alors aussi

lim|3;— B}|,=o pour j=—r1, ..., m,.

Posons

;(>Q( g

alors
Yn—=Unp+ ﬁ1 Upg+ ...+ an Up—mye

Or on a u, = U, a partir d’un certain rang, donc pour tout n fixe, ¢, tend
au sens p-adique vers

‘Vn: Un -+ ﬁ: Un——1 + ..ot @;LnUn—mo

et 'on a
S A (3)
Vast=
E, =BG iy
Montrons alors que pour |z|, = ¢’ < 1, les fonctions §(3) ggf; sont
uniformément bornées au sens p-adique dans £,. Il en résultera qu’elles

. , A*(z .
tendent uniformément vers 3*(z) 6—%_—; dans tout disque |z|, Z o < ¢’

et la fonction limite est bornée par la méme borne [4].

On a

u h

B
QU q[[(l—a/

j>mg

Donnons-nous ¢’ < 1; on a

|aj],' >¢' pourtout ;> m,
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dés que le rang est assez grand. Par suite,

‘S(Z

=p' pour tout € Q, vérifiant |z |,=p'.

D’autre part, pour |z|, = ¢’, on a

IA(Z) [p=1.

On a donec

= pt pour |z|,=p' <1

LA
I@(~)Q(5) P

et B (z 0'(;7 est holomorphe dans |z|, = ¢’ a partir d’'un certain rang

dans la suite partielle. Il en résulte que, dans |z, = ¢ < ¢’, la fonction
limite
A(s)

HONIE)

est holomorphe et 'on a

() <Zp* pour |3|,=Zp.

Comme p et o’ sont aussi voisins qu’on veut de 1, on voit que les seuls zéros
' p0551bles de Q* (z) dans |z], < 1 sont les zéros de B* (z). Par suite, les
cotés a pente négative du polygone de Newton de Q* (z) (il y en a)
coincident ou sont au-dessus de ceux du polygone de Newton des Q (z)
pour j~=_m, (partie fixe des polygones). Le polygone de Newton est donc,
en particulier, tout entier au-dessus de 'axe des j, c’est-a-dire on a

|g71p<1 pour tout j.

On peut d’ailleurs préciser. Désignons par J I’ensemble (pouvant étre
vide) des indices j = m, tels que &L*. soit effectivement zéro de Q* (z).
U
Le dernier sommet du polygone de Newton de Q* (z) auquel aboutit un
cOté de pente négative est alors le point (my, h,), o m, est le nombre

d’éléments de J et |q.,[,= p™. On a donc hy < hy, et

| g7 |,<p~™ pour tout j.

De plus,

my

L b=p

j=1

1= b=p

=l
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Soit maintenant 5 un nombre vérifiant Y < ¢ < 1. Pour tout
avec |z|, = p, on a alors

|

m,

18 b= [ T2l =pep
i:i

1Q(z) [,=pmp~ [ |1 25 L=

i€’
Par conséquent, pour |z|, = ¢, on a

Q" (=)
£ (2)

Les inégalités de Cauchy [4] dans £, donnent alors

l A* (;) I/’él)l — Pm‘_m"])h“_/"-

14

! a’/ﬁ |pé p”li_’7‘n‘/P/lo_‘/l1,

En faisant tendre ¢ vers 1, j étant fixé, il vient

|a} |p< p"~" pour tout j.
En particulier, comme hy = hy, on a

|aj|p,<1 pour tout j.

INONR
@) —EU”“

et ¢'*' U, est entier rationnel. La réciproque du lemme 3 montre que q;
est un nombre rationnel dont le dénominateur est ¢/~' et a; est un nombre
rationnel dont le dénominateur est ¢/. En répétant les considérations précé-
dentes pour tous les nombres premiers distincts p qui divisent ¢, donc
pour un nombre fini de nombres premiers, on voit que les conditions

Mais on a

2

IQ;‘ lp=1, |a;~ [p==1

pour tout p divisant g entrainent que ¢; et a; sont des entiers rationnels.
Par suite,

P

*(,
Q" (=

(2]
~

g

~
0
~

et le théoréeme 1 est démontré.

Nous voyons de plus que si, pour certains p, on a h, > o, alors Q* (z)
n’est pas primitif et 'on peut diviser tous ses coeflicients par un méme
entier ¢, diviseur de ¢, défini par |g|, = p™™ pour tout p divisant gq.
On peut écrire

Q*(3) =7Q (2),

ot Q (z) est un polynome primitif.



FAMILLES .COMPACTES DE FRACTIONS RATIONNELLES. 177

On a, de méme,
A (z) =7 A (2),

ou A (z) est un polynome & coefficients entiers rationnels (pas nécessai-
rement primitif) et ou ¢’ est défini par |¢'|, = p"™ pour tout p divi-
sant ¢; par suite, ¢’ divise ¢ et 'on a

—z = —ho
71 p
En particulier, §' = ¢ si hy = o pour tout p divisant q. Posant ¢" = %,
on a, par suite,
l A~(z) = A*(;) 1 sur |s|=1.
Q)| 19°G)
. . K= . . . .
Ainsi ”Q(()) appartient a une famille F (¢, k, &), ou
q g ‘
P a— |
7= 7 q 7
est un diviseur de q.
3. ComprLEMENTS. — Une famille F telle que nous venons de la définir

contient des constantes et, si |g| > 2, des polynomes. Si nous voulons
avoir une famille dont toutes les fonctions soient de véritables fractions
rationnelles, & I’exclusion des polynomes, nous sommes amenés a intro-
duire des conditions supplémentaires.

LemuMmE 5. — Sotent 7 (z) et  (z) deux fonctions holomorphes dans |z| = 1
et vérifiant
[7(5) | <] (5) ] pour |s]|=1.
Supposons que
%(3) — 0 (5) = Yas" 4+ Ynea 3" 4

et que w (z) a k zéros dans |z| < 1. Alors :
st Yn7#Z 0, 0nank, el stn>k onay/(z)==wa).
En effet, considérons la fonction
A (5) =1 (5) —hw (),
ou A est un nombre réel avec A > 1. Comme
R (3) | >1x(s)| = sur |s]=1,
les fonctions o, (z) et ® (z) ont, d’aprés le théoréme de Rouché, le méme

nombre de zéros dans |z| =1, c’est-a-dire k. Faisant tendre % vers 1,
la continuité des racines montre que ®, (z) a, dans |z| < 1, au plus k zéros.
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Si v, # o, 1l y a déja n zéros en z = o, donc n < k. Si n > k, 1l y a contra-
diction si w, (z) n’est pas identiquement nul.

®

Lemme 6. — Soit ¢ (2) =Z u,z" une fonction méromorphe dans |z| < 1
n=0

et |o(z)| < 1 pour |z| = 1. Supposons, de plus, |u,| > 1.
St u; £ o pour au moins un indice j > 1, alors ¢ (z) a au moins un péle
dans |z| < 1.
Réciproquement, st ¢ (z) a k>> 1 péles dans |z| < 1, alors on a u; %o
pour au moins un indice j vérifiant 1 =~ j = k.
Comme ¢ (z) est borné sur |z| = 1, ¢ (z) a un nombre fini, soit k poéles
dans |z| < 1.
Soit
&) =14+ Y15 +...+ Ye5t
le polynome qui a pour zéros les poles de ¢ (z). Alors
¢ (3) & () =% (%)
est holomorphe dans |z] = 1 et 'on a
|2 (2) <8 (=) pour [z]=1;
de plus, g (z) et y (z) n’ont pas de zéro commun.
Supposons que n > 1 soit le plus petit indice tel que u, 3 o0. On a
(uy+ ups"+...)g(5) =y (%),
donc

2 (3) — U g (3) = ups™—+. ...

Le lemme 5 montre alors que n ="k, ce qui montre la réciproque du
lemme 6.

La proposition directe est évidente, car si ¢ (z) n’avait pas de pole
dans |z| < 1, elle serait holomorphe et le lemme 5 appliqué avec o (z)
a la place de y (z) et u, a la place de ® (z) montre que ¢ (z) = u,, donc on ne
pourrait avoir u; > o pour un j >~ I.

CoroLLAIRE. — Soit |u,|>>1; st us £ 0, ¢ (z) a au moins un péle
dans |z| < 1; st 9 (z) a exactement un péle dans |z| < 1, alors u, ¥ o.

Lemme 7. — Examinons maintenant le cas de poles dans £,. Montrons
la proposition suivante :
St le polygone de Newton du polynome g— A () est strictement au-dessus
0
A" (5)

de Uhorizontale d’ordonnée ho, alors () @ av moins un péle dans |z |, < 1.
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Demonstratwn — Comme les polygones de Newton de £ A (z) et de Q (z)

ont le sommet de départ j = o en commun, les condltlons du lemme 7

ne peuvent étre vérifiées que si m, > 1. Soit alors ¢ un nombre véri-
1

fiant p * < p < 1. Comme on a |,
d’autre part, on a

1
»>p™, on a donc ¢ >|a,

P>
|a;'|,>p pour tous les ;> my+1
a partir d’un certain rang dans la suite. On en déduit que pour z€L,

avec |z], = p, on a

1
e 5

|Q (=) [p=pp™>p

D’autre part, les hypothéses du lemme 7 expriment que

aloa] = p~"' pour tout ;> o,
done
Zpt pour |zl=p.
p
On a donc
q A(z) -3
- <p* our sE€EQ, avec |z|,=p,
2, Q(2) |, P P » s, =p

D’autre part, pour |z|, = p, on a

ne,

EIOIE | [E
j=1

Or alo ggz; B (z) tend vers
A*
L) dms |zl

ou o < ¢’ < 1. Comme u, finit par étre égal & Uy, on a a, = a, 4 partir
d’un certain rang. Enfin, pour |z|, = ¢, on a

my

1B Lb=e"] 1= =181,

j=1
a partir d’un certain rang.

On a, par conséquent,
q A (z)
ay Q" ()

Ann. Ec. Norm., (3), LXXXI. — Fasc. 2. 23

pour |z, =p.
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(
Q" (=)
et les inégalités de Cauchy donneraient
g A(0)
a, Q*(0) |p

q A (o)
ce qul est en contradiction avec e Q"(o) 1

Les conditions du lemme 7 s’expriment par les inégalités

Si alors 22 pavait pas de podle dans |z|, = ¢, elle serait holomorphe

1
=Zp <1,

lglplailp<] aolp p="o= pour X 1.
On en déduit le corollaire suivant :

Cororraire 1. — St pour toutes les fractions de la suite ona|a,|, > |o.|,"
alors la fraction limite a au moins un péle dans |z|, < 1. Cette condition
est satisfaite en particulier st Uon a |a,|, > p™~

En effet, on a
ol < g 15" p=

la condition du lemme donne

laolpy p=" >l p=t=]qlp

Comme |a;|, < 1, les conditions
L g lplajlp<<|aolpp="

sont donc vérifiées.

CororrAIrE 2. — Si pour loutes les fonctions de la famille, le polygone
de Newton de Q) (z) entre j = o et ] = m,, est formé d’un seul segment

joignant le point (o, t), ou |q|, = p™, au point (m,, h,) et que t — h, soit
{— /zn .

premier @ mo, si, dautre part, |a,|, > p ", alors il en est de méme

de Q" (z), et

_I—/IO‘
[A* (o) [p>p ™
En effet, d’aprés le corollaire 1, Q* (z) a, dans ,, au moins un zéro
.1 , N o e
dans [z|, < 1 et si_s est ce zéro, o] est limite de a,, donc
1
1—hy

led lp=laulp=p ™

Mais Q* (z) étant a coefficients entiers rationnels, les sommets de son
polygone de Newton sont des points & coordonnées entiéres; le premier
sommet possible apres le point (o, t) est donc le point (m,, h,), donc Q* (z)
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a exactement m, zéros dans |z|, < 1; ils ont tous la méme valeur absolue
t—h
- mon

p-adique p . Enfin, a) étant limite de a,, on a aussi

lag lp>p " .

CHAPITRE II.

Nous donnons 1ici quelques applications du théoréeme 1.

1. DEériniTioN. — Nous appelons S,, ot q est un entier rationnel, I'ensemble

sutvant de nombres algébriques réels : 0 €S, st % est zéro d’un polynome Q (z)

a coefficients entiers rationnels tel que Q (o) = g, que % est le seul zéro de Q (z)
situé dans |z| = 1 et enfin qu’il existe un polynome A (z), a coefficients

entiers rationnels, vérifiant

AG)Ae  A@I1gl @ AGIZIQE] por |z,

L’ensemble S, n’est pas vide. En effet, appartient a S, tout nombre
algébrique O > 1 de degré s > 3 défini comme suit : ses conjugués autres
que O sont dans |z| < 1 et la norme N (0) vérifie |N (0)]| > 1; soit P (2)
le polynome irréductible primitif dont 0 est zéro et posons Q (z) = Z‘”P<é>7
on suppose que Q (o) = g.

P (z) ayant 0 pour seul zéro dans |z|> 1, Q (z) a%pour seul zéro
dans |z| = 1. Comme s>>3, P (z) a s — 1>>2 zéros dans |z| < 1 et puisque
P est irréductible, P et Q sont premiers entre eux, donc P<6> # o. Enfin,

P (o)
Q (o)

Par suite, on peut prendre A (z) = P (z) et 6 €S,.

> donc |P (o) |>]q].

_— "

INO) |=]

Remarquons encore que la définition de S, n’implique pas que Q (z)
soit irréductible, ni que Q (z) soit primitif. On peut donc multiplier Q
et A par un méme entier, ce qui montre que S, CS, s1 ¢’ est un diviseur
de g. En particulier, S, est identique & ’ensemble S dont nous avons parlé
au début; en effet, si 0€S,, 0 est un entier algébrique, donc | N (0)| > 13
si son degré s > 3, on peut prendre pour A (z) le polynome irréductible
primitif dont 0 est zéro; si s = 1 ou s = 2, on montre aisément qu’on peut
prendre A (z) = 1. Ce que nous venons de dire montre que S, est un sous-
ensemble de tout S,.
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Le théoréeme 1 nous permet de monter le théoréme suivant :
TatoreME 2. — L’ensemble S, est fermé.

Ce théoréeme 2 généralise donc le théoréme déja cité de M. R. Salem [15]
relatif a I’ensemble S, = S.

Montrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 8. — Pour tout 0 de S,, on a

0] >1+ ——-
191 blql
On peut supposer 0 > 1, car si €S, alors aussi — 0&€S,. Considérons
la fonction

o 1—0z A(z),

elle est holomorphe et bornée par 1 dans |z| = 1. On a donc

FOIEHES

1.

Pour les nombres 0 vérifiant 0 << 1 l—éli—l’ on a donc
A (o)

=1,

Iélé—(—g)—l<1—|———l—-, donc
q l71

A (o)

Choisissons le signe de A (z) de sorte que — =1 et posons

A(z) _ q4+aiz+...
Q(z)  qg+aqz—+...

=14 U5 +....

On en déduit qu, + ¢, = a,, donc qu, est entier rationnel. Le corollaire
du lemme 6 montre que
u 7 o, donc |u1i§~[%—-

Or on a
f(z):%“l—(%—l— é—l)s-&—..
Le lemme de Schwarz, appliqué a f (z), donne

f(z) — f(o)
z(1—f(0) f(2))

Pour z = o, on obtient

’é[ dans |z|Z1.
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c’est-a-dire

—(02—1) Zu, 0 — (2—1) Z02—1.
Par suite,

uy>o0 et 202—u, 0 — 2> 0,
d’out
uy -+ \Ju?+16

0>
A

La plus petite valeur de cette derniére expression est obtenue pour
I
= Ty O
/ 6 L
16+ —— >4
Voo r

d’ou le lemme 8.

Ce lemme 8 montre, en particulier, que 4 1 ne sont pas des points
limites de S,.

Remarque. — La méthode qui nous a permis de déterminer les quatre plus
petits nombres de S, [b] s’applique également ici. Sans diminuer la géné-
ralité, on peut supposer ¢ > 1. On démontre alors que si 0 < 0, ou 0 est
le zéro > 1 de

Py =g+ (g—2)2*— (g —1)s— g,
on a

I
’ Uy =— —

Uy=—1, Uy — 92

g
R~

)
)

Les seules fractions rationnelles § ayant ces coeflicients sont, ou

_9=9" |, bien
qg—5—¢qs

—~
[}

bien

9—9°*+(g+5—¢g5°) "
qg—5— gzt (g — gz*) 3"

pour n>1,

Désignons par 0_ le zéro > 1 de qz> —z—¢q et par 0, le zéro > 1 de
(95°— 5 —¢q) "+ q(s*—1).
On voit alors facilement qu'on a

0p<<Oppa<<0, et 0,<0,<0,<0<0,.

Par suite, comme aussi 0€S, on a :
Les quatre plus petits éléments de S, sont, dans Uordre :
0,, zéro > 1 de ¢z* + (¢— 1)z* — qz — q;
0., zéro > 1. de ¢z* — 2" — q;
0,, zéro > 1 de qz°* — z* — qz* + ¢z* — q;
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0, zéro > 1 de qz" + (¢ —2)z2* — (g — 1)z —q.
O, est point limite de S, ; 1l est probable que les méthodes de [5] permettent
de montrer que c’est le plus petit.

Démonstration du théoréme 2. — Soit une suite de nombres 6 €S, tendant
vers un point limite 0’. Alors [0"| > 1, d’aprés le lemme 8; d’autre part,
il existe ¢ > o, tel que tous les nombres 0 de la suite vérifient |0|é;%-

A(s) )

La famille des fractions rationnelles 00 est donc une famille compacte F

on peut en extraire une suite partlelle tendant vers une fraction hmlte

A (3) U4 U,z +

Q" (=)
. A (o)
0 = 0 o = | >
OnaU lim u,, et comme |u,| O(o)|=1 ona
| Up| 1,4 donc |A* (o) |x]q].
D’autre part, (, est le seul pole possible de X () 2 dans |z| < 1.

As)
0(s)

montre que u, < o, done | u, ’L - Par suite, aussi U, = lim u, 5 o, donc
A*(S)
(\?*(:)
dans |z| < 1, done & est un pole, c’est-a-dire U[’ est zéro de Q* (z); par

Comme a exactement un poéle dans ]z‘/ 1, le corollaire du lemme 6

ce méme corollaire montre que a effectivement au moins un poéle

suite, 0'€S, et A* <&> = 0; le théoréme 2 est démontré.

Sous-ENSEMBLES DE S,. — LEn utilisant analyse p-adique, on peut
montrer qu’il y a aussi des sous-ensembles de S, qui sont eux-mémes
fermés.

DeriniTioN. — Supposons que q = p' ... py, ot t; est entier rationnel
avec t; > 1, soit la décomposition de q en facteurs premiers distincts.
Nous dirons qu’un nombre 0 €S, appartient a S, (m,, ..., m,) s'il existe
un polynome
QG) =g+ ¢+ ¢25°+

a coefficients entiers rationnels tel que (Ij soit le seul zéro de Q (z) dans |z| = 1,

vérifiant de plus la condition suivante : pour chaque v = 1, ..., r il existe
un indice m; > 1 fixze, premier a t;, tel que g, ne soit pas divisible par p;
et que, s’tl y a des indices j avec 1 = j = m; — 1, q; soit divisible par une
puissance de p; strictement supérieure a ti<1 .——”Ll> D’autre part, nous
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supposons qu’tl existe un polynome A (z), & coefficients entiers rationnels,
vérifiant

A(%);ﬁo, [A(0)|>1¢], |A(s)|£L|Q(s)|  pour |s|=r1,

enfin
L

A (0) |p,>p: ™ pour i=1, ..., 7.

Nous remarquons que les conditions imposées aux coefficients de Q (z)
entrainent d’abord que Q (z) est primitif; d’autre part, pour chaque nombre
premier, le polygone de Newton de Q (z) a un seul coté de pente négative,
c’est celul qui joint le point (o, t;) au point (m;, o) et ce c6té ne contient
aucun point a coordonnées entiéres.

On a alors :

Tutorime 3. — L’ensemble S, (mi, ..., m,) est un sous-ensemble fermé
de S,.

Soit, en effet, une suite de nombres 0 de S, (m,, ..., m,) tendant vers
un nombre . Comme 0 €S,, nous savons déja par le théoréme 2, que 0’ €S,
A(z)
Q ()
pour podles les nombres de la suite 0 une suite partielle qui converge vers

Nous pouvons extraire de la suite des fractions rationnelles

ayant

. . A* (s

une fraction rationnelle (T%_—;
Le corollaire 2 du lemme 7 nous apprend que les coefficients de Q* (z)
vérifient les conditions imposées a ceux de Q (z) et A* (z) celles imposées

aux A (z). Ainsi '€S, (m, ..., m,) et le théoréme 3 est démontré.

ayant 0' pour pdle effectif dans |z| < 1.

Cas pARTICULIERS. — Si tous les m; valent 1, la définition de S, (1, ..., 1)
est particulierement simple. En effet, il suffit que ¢, soit premier a ¢ et
que | A (0)|, > |q|, pour tout nombre premier divisant ¢ [13].

Si tous les ¢; valent 1, alors my, ..., m, peuvent étre pris arbitrairement
et les conditions deviennent |g;|,, << 1 si j << m; et A (o) premier & gq.

3. On peut encore donner d’autres applications du théoreme 1. Pour
cela nous allons considérer le cas ol les fractions rationnelles n’ont aucun
pole dans |z|>> 1, c’est-a-dire une famille F (¢, o, 2). Le théoréme 1
s’énonce alors :

. . ' Az
L’ensemble des fractions rationnelles ng—;, holomorphes dans |z| < 1,
ou A et Q sont des polynomes a coefficients entiers rationnels, vérifiant
A (z)| | Q (2)| sur |z|=1 et Q (0) = q fize, est une famille compacte
dans C pour la convergence uniforme dans tout compact situé dans

lz]| < 1, [12].
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On peut remarquer que les hypothéses entrainent que

A(s
A@|Zlgh e [G|=r pour =
QE ; est holomorphe dans |z| < 1. Donc, sauf si |A (0)|=]q|, il existe
au moins un diviseur premier p de ¢ tel que |A (0)|, > |q|,- Par suite,
si h, = o, on peut appliquer le corollaire 1 du lemme 7 et 'on en déduit :

Si, de plus, hy = o, la famille ¥ (q, o, ¢) ne contient que de véritables
fractions rationnelles, sauf peut-étre les constantes 4 1.

Comme application, nous allons obtenir un résultat énoncé par

M. Cl. Chabauty [2].

DerinttioN. — Un nombre O € Q, est dit « p-intégrable » s’il est algébrique
sur le corps des rationnels et vérifie une équation

P(z)=pa*+q"'+...+qg=0,

ot t > 1, q; entier rationnel et q, non divistble par p.

On appelle € Uensemble suivant de nombres de Q, : € € sv |0], > 1 et
st 0 est p-intégrable, le polynome P (z) ayant tous ses zéros complexes
dans |z| < 1.

Alors, on a :

TutortmMe 4 (Chabauty) [2]. — L’ensemble € est un ensemble fermé
dans Q, pour la topologie de Q,. _

En effet, posons Q (z) = z‘P<£>, alors tous les zéros de Q (z) sont

P (=)
()( )
D’autre part, les zéros de P (z) étant tous dans |z| < 1, on a |q,| < p/,
donc on a

dans|z| > 1. La fraction rationnelle == est donc holomorphe dans |z| = 1.

IP(0) [p=19s1p> 1P|

Enfin, comme ¢, n’est pas divisible par p, on a

140:0 et [0],=p"

Soit alors une suite de nombres 0 tendant dans Q, vers un nombre o',
alors, comme |0|,>p, on a [0"|, = p", ou ' est un entier > 1. Nous
pouvons alors extraire de la suite des 0 une suite partielle telle que | 0], = p*
pour tous les nombres de la suite partielle. Posons ¢ = p" et associons a

P (=)
Q(s)

cette suite

cette suite partielle la suite des fractions rationnelles

~

constitue une famille compacte dans |z| < 1.
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Soit 3*23 une fonction limite; on aura
At(o) li p(o) Iql-—[
T (o) Q@ |= T =0

A(3) ' \
donc QE'/) ne peut pas se réduire a la constante + 1 ou — 1.

De plus, |g:|, = 1, donc hy = o et |P (0)], > |q/|, doan (:; est une

véritable fraction rationnelle et Q* (z) vérifie les mémes propriétés
que Q(z). Le polygone de Newton montre que Q (z) et Q* (z) ont,

. \ .1 1 1 ,
dans |z[, < 1, un seul zéro, a savoir ; et - Donc 5 est zéro de Q* (3)

et tous les zéros complexes de Q* (z) sont dans |z| > 1. Par suite, '€ €
et le théoréme 4 est démontré.

Remarque. — D’aprés une 1dée de M™me M. Grandet, on peut observer

. . .. A*(z *(3 .

que la fraction limite —Q-*_E”—; ne peut étre de la forme (I;—E_—), ou P* serait
le polynome réciproque de Q*. En effet, supposons le contraire ; comme Q @) )

tend vers Q'E ; dans |z| << 1, les coefficients du développement en série

de Taylor de —Q—(—— tendent vers ceux de Q*g;' Or, d’aprés le lemme 3,
¢"** u, est entier, donc les coefficients sont égaux a partir d’'un certain
rang. On a donc
AG)  P(5) ,
— = = (Up— [I,L 4.,
Qe T )

avec n augmentant indéfiniment, donc
A(Z)Q*(;)_Q(S)P* )i*nz’l..}._«” 1 PSR

etsur|z|=1,0na

|A(3) Q"(5) [ £]Q(s) P*(a) |-

Mais le nombre de zéros dans |z| <1 de Q(z) P*(z) est fixe, égal au degré s*

de P*, Le lemme 5 donne alors, pour n > s* ’égalité
AG) P (z)
Q) — Q=)

13

et les nombres 0 restent fixes a partir d’un certain rang.Q:n’est donc
pas une véritable fraction limite.
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