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ANNALES

SCIENTIFIQUES

L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE

Ann. scient. Ec. Norm. Sup.,
3¢ série, t. 80, 1963, p. 1 & 79.

LES ESPACES DE FINSLER
ET CERTAINES DE LEURS GENERALISATIONS ©

Par M. H. AKBAR-ZADEH.

INTRODUCTION.

L’objet principal de ce travail est d’étudier la géométrie des espaces V
des vecteurs tangents a une variété différentiable V,, ainsi que les espaces
de Finsler et d’étendre aux espaces V ou aux espaces de Finsler un
certain nombre de théorémes concernant les transformations affines d’une
variété a4 connexion linéaire et les isométries d’une variété riemannienne.
(’est pourquot le premier chapitre est consacré a la géométrie des espaces V.

Soit V, une variété différentiable de dimension n et de classe C~.
Soit V I'espace fibré des vecteurs non nuls tangents a V,, de fibre-type R”
et de groupe structural le groupe linéaire de n variables réels GL(n, R).
On désignera par = la projection canonique de V sur V,. Soient E (V,)
I’espace fibré des repeéres linéaires sur V, et =" E (V,) I'image inverse
de E (V,) par =. Nous appelons connexion linéaire de vecteurs une
connexion infinitésimale sur = 'E (V,) (§4). L’étude de cette connexion
nous conduit a dégager une condition de régularité (déf.; §5).

(') Thése Sc. math., Paris, 1961.
Ann. Ee. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 1. 1
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S’1l en est ainsi des formes tensorielles indépendantes peuvent é&tre
introduites sur V. A toute connexion linéaire réguliére de vecteurs sont
canoniquement associés deux tenseurs de torsion S et T, ainsi que trois
tenseurs de courbure R, P et Q dont nous évaluerons les expressions (§ 7).
En vue d’obtenir les formules de la théorie des connexions linéaires habi-
tuelles’ nous établirons un théoréeme de réduction (§8). A Daide des
dérivations covariantes des deux types V et V' nous formons les trois
identités de Riccl pour un champ de tenseurs au sens large (§9).

Au paragraphe 10 nous démontrons qu’il existe entre les deux tenseurs
de torsion S et T ainsi que les trois tenseurs de courbure R, P et Q d’une
connexion réguliere générale, cinq identités, dites identités de Bianchi,
dont nous donnerons les formules explicites. Le cadre géométrique de
la théorie des connexions linéaires sur V étant ainsi défini, nous abordons
brievement dans le paragraphe 11 les questions relatives & .l’holonomie
de Pespace. Au paragraphe 12 nous montrons qu’il est possible d’étendre
aux espaces V la notion des connexions affines au sens de André
Lichnerowicz. [17]. En partant de cette notion nous généralisons ainsi
aux espaces V les résultats concernant les géodésiques des connexions
affines sur une variété différentiable dus a Mme Maurer-Tison [19].

Le deuxiéme chapitre est essentiellement consacré a la géométrie des
espaces de Finsler. Une structure de variété finslérienne sur V, est définie
par la donnée d’une fonction £ (z, ¢,) positive homogene de degré 1
sur V conduisant & un probleme régulier de calcul des variations (déf. § 6).
Dans la premiére partie de ce chapitre nous démontrons le théoréme
fondamental de la géométrie finslérienne :

Etant donné une variété finslérienne, il existe une connexion euclidienne
réguliére de directions telle que le tenseur de torsion S est nul et le tenseur T
satisfait a une condition de symétrie (th., § 7).

Cette nouvelle caractérisation de la connexion finslérienne nous conduit
tout naturellement & la connexion euclidienne d’Elie Cartan [9]. Utilisant
les résultats du chapitre [ (§ 7 et 8) nous établirons les formules fonda-
mentales de la géométrie finslérienne; les trois tenseurs de courbure,
les cinq identités de Bianchi, ont été complétement explicités (§ 8).
Au paragraphe 9 nous étudions la réductibilité d’un espace de Finsler;
sous certaine condition que doit satisfaire le tenseur de torsion T, nous
étendons & une variété finslérienne le théoréeme important deé la réductibilité
d’une variété riemannienne. Le théoréme établi ic1 est de nature locale.
Au paragraphe 10 nous introduisons les coordonnées normales géodésiques
et nous montrons sur un exemple (th. 2, § 10) que ’emploi de ces coor-
données se révele trés commode.
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La deuxiéme partie de ce chapitre est consacrée aux variétés finslé-
riennes isotropes. Etant donné trois éléments plans p,CTrz (i = 1, 2, 3)
en x = nz définis par trois couples de vecteurs (X, Y), (X, Y)et (X, Y),
linéairement indépendants en z = nz€V,, a partir des trois tenseurs
de courbure R, P et ) de ’espace nous définissons trois scalaires restreints
Ki(i =1,2,3) en z€V qui seront appelés les courbures scalaires dans
les éléments plans u; (1 = 1, 2, 3).

Une variété finslérienne sera dite partiellement isotrope (p.1.) en chaque
point z€ V si K, (z, ;) est indépendant de I’élément plan p., s’il en est ainsi
nous obtenons le tenseur de courbure R a l'aide du tenseur métrique,
comme en géométrie riemannienne (§11). En utilisant les identités de
Bianchi, nous démontrons que K, est une constante absolue (n > 2),
puis pour n > 2 et K, 5 o nous établirons que toute variété finslérienne p. 1.
est une variété de Berwald (la courbure minkowskienne de I'espace est o).
Ainsi I’étude des variétés finslériennes p.i. est ramenée a I’étude des
variétés de Berwald p.1. Au sujet de K. (resp. K;) nous montrons que
(th. 2, § 11) s1 K. (resp. K;) est indépendant de . (resp. 1), ona K, = o
(resp. K; = 0), ce qui entraine la nullité du tenseur de courbure P (resp. Q).
Au paragraphe 12 nous étendons aux espaces de Finsler le théoréeme de
Schur concernant les variétés riemanniennes isotropes [10] et enfin au
paragraphe 13 nous traitons le cas de réduction.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude des transformations infi-
nitésimales (t.1.) affines d’une connexion linéaire généralisée en liaison
avec ’holonomie de I'espace. Dans la premiére partie nous rappelons la
régle de calcul des dérivées de Lie d’un champ de tenseurs au sens large
et d’une forme de connexion linéaire de vecteurs en adaptant la méthode
de André Lichnerowicz [18] a l'objet de notre étude. Soit L D’algébre
de Lie des t.1. sur V,, & tout élément X € L est associé un certain endo-
morphisme A (X) de T rz dont I’expression contient le tenseur de torsion T
de 'espace (§ 6). Soit A z (L) I'algébre de Lie des endomorphismes de Tz
correspondant a tous les éléments de L. Nous établirons alors dans le
paragraphe 6 une relation entre les éléments A [X, Y], AX, AY etla courbure
de Pespace, généralisant ainsi le cas riemannien dti a4 B. Kostant [14],
puis au paragraphe 7 nous caractérisons les t.1. affines (resp. partielles)
d’une connexion linéaire réguliére de vecteurs. Au paragraphe 8 nous
démontrons que la dérivée de Lie L (X) commute avec les dérivations
covariantes des deux types V et V' (resp. du type V) lorsque X définit
une t.i. affine (resp. partielle) et inversement. Soit L Valgébre de Lie
des t. 1. affines d’une connexion linéaire' généralisée et L. son relevement
sur V. L’algebre de Lie A z (L) correspondant a L est I’algébre de Lie
d’un groupe connexe K z (L) des transformations linéaires de T =z, Clest
Pétude de ce groupe qui fait 'objet des paragraphes 9, 10 et 11. Dans le
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cas ou l'algébre de Lie L. est transitive sur V nous avons alors la relation
d’inclusion
oscks(L)cNo(os),

ou oz est le groupe d’holonomie homogéne restreint en z€V et No (o2)
indique le passage au normalisateur connexe. Le groupe Kz (L) a été
introduit dans le cas riemannien par B. Kostant [14], puis, dans le cas
d’une connexion infinitésimale sur E (V,), par André Lichnerowicz [18].
Enfin, dans la derniére partie de ce chapitre (§ 12 et 13) nous étudions
les t. 1. affines d’une connexion finslérienne ainsi que les isométries infini-
tésimales.

Le quatriéme chapitre contient I’étude des transformations conformes
d’une variété finslérienne compacte. Au paragraphe 1 nous établirons
une formule de divergence qui sera employée dans la suite. Les t.1.
conformes sont d’abord étudiées dans le cas général (§ 2), puis lorsque V,
est compacte, elles sont caractérisées par des conditions du second ordre
(th. 1, § 3); des conditions équivalentes plus simples sont définies a la
fin de ce paragraphe (th.2). Au paragraphe 4 nous démontrons que le
plus grand groupe connexe des transformations affines partielles pour la
connexion finslérienne coincide avec le plus grand groupe connexe d’iso-
méiries, généralisant ainsi le cas riemannien [25]. Et enfin dans le dernier
paragraphe, nous étudions le cas particulier ou le groupe K z (L) corres-
pondant & l'algébre de Lie d’isométries infinitésimales L coincide avec oz.

CHAPITRE I

CONNEXIONS LINEAIRES SUR UN ESPACE D ELEMENTS LINEAIRES..

I. — Connexions linéaires réguliéres.

1. Espaces V et W. — a. Soit V, une variété différentiable de dimen-
sion n de classe C” (). L’espace V des vecteurs non nuls tangents a V,
peut étre muni d’une structure de variété fibrée différentiable sur V,
de dimension 2 n, de groupe structural, le groupe linéaire de n variables
réelles GL (n, R), la fibre étant isomorphe a I’espace vectoriel numérique R”
privé de l'origine. Dans la suite un point de ¥ sera désigné par z. On dési-
gnera par T la projection canonique de chaque vecteur z de U sur son
origine z€V, :

3
(Al
l
~

(1) Sauf indication contraire par le mot différentiable on entendra toujours de classe C*..
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b. On appelle direction orientée tangente en un point z€V,, la classe
d’équivalence définie sur les vecteurs non nuls d’origine x par la colinéarité
positive : deux vecteurs z, et z, €% non nuls d’origine z ont méme direction -
il existe un scalaire A > o tel que z, = Az,. L’espace quotient de %
par la relation d’équivalence définie par la colinéarité positive sera appelé
Vespace des directions orientés tangentes d V,, il sera noté par W. L’espace ¥
est fibré sur W avec pour groupe structural le groupe des homothéties
positives. Un point de W est désigné par y; on désignera par v I'application
canonique de ¥ sur W; nz = y. Il est clair que W est douée d’une struc-
ture de variété fibrée différentiable sur V,, de dimension (2n—1), de
fibre-type homéomorphe a la boule S, et de groupe structural le
groupe O (n). S1 p est la projection canonique correspondante, on a

l)‘y = x.
Entre les applications p, 7 et = vient la relation

pPon=T.

2. RepirES ET COREPERES. — a. Soit & (V,, F, G) un espace fibré
différentiable sur la base V,, de fibre-type I et de groupe structural G.
Si f désigne une application différentiable d’une variété V' sur la variété V,,
on sait (Steenrod [23], p. 47) qu'on peut construire & partir de & (V,, F, G)
un espace fibré différentiable & (V', F, G) de base V' et de mémes fibre-
type et groupe structural que &, cet espace est Uespace fibré induit de &
par f et sera noté f~' &. Sil’on désigne respectivement par g et g’ les appli-
cations canoniques de & -~ V, et de & —> V' nous avons le diagramme
commutatif :

=16 "> &
i pov
V—Y,

ou h est 'application induite de & — & et
Jog =goh.

b. Soit E (V,) l'espace fibré principal des repéres linéaires sur V, de
fibre-type et groupe structural le groupe linéaire GL (n, R). L’espace
fibré induit de E (V,) par p : W -V, (resp. par =:% — V,) est alors
un espace fibré principal p'E (V,) [resp. = 'E (V,)] de base W (resp. ?)
de fibre-type et groupe structural identique & GL (n, R) et qui sera dit
Vespace fibré sur W (resp. sur %) des repéres linéaires. Il est clair que
= 'E (V,) n’est autre que Pespace fibré induit de p~'E (V,) par 7 : ¥ — W.
Pour construire ces espaces on peut aussi procéder par la méthode usuelle
du recouvrement.
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c¢. Considérons un recouvrement de V, par des voisinages ouverts et
connexes ((U, V, ...). A chaque point z&€= '(U) nous attachons diffé-
rentiablement un repére Ry base de T %z, c’est-a-dire un ensemble ordonné
de n vecteurs de Trz, linéairement indépendants. Si U et V sont deux
voisinages du recouvrement, soit R®; et RSy les repéres attachés a
z€7 ' (UNV) il existe une matrice réguliére élément du groupe GL (n, R)

telle que '
Rey=Rey.Aly(z), zemn(UnV).

*

A un tel repére de Tz correspond dans T%z une base duale ou corepére

@’z : c’est un ensemble ordonné de n formes lindaires (u!, o, ..., a")
linéairement indépendantes de Txz. Si a'z et «"z sont les corepéres duaux

de Ry et R*; on a en notation matricielle la relation
&l'::AUv(;)a";, e (UnV).

Soit Q° I'ensemble des repéres attachés & z€n ' (U) sur la réunion

(2.1) ‘ | \J o

; €
on peut définir une topologie et une structure naturelle de variété diffé-
rentiable : & tout systéme de coordonnées locales (2) de V, nous faisons
correspondre un systéme de coordonnéeslocales pour(2.1) ou les coordonnées

d’un élément R°€ UQ“ sont définies par les coordonnées (2, ¢') de

son origine z, les ¢' étant les composantes du vecteur z par rapport au
repére naturel d’origine z, et par la matrice A définissant R® par rapport

au méme repére naturel. La projection ¢ qui a tout élément R°€ UQ‘

fait correspondre son origine z définit U Q° comme espace fibré principal

sur V, de fibre-type et groupe structural le groupe GL (n, R). Cet espace
sera ldentlﬁe a =" E (V,).

3. TENSEURS ET FORMES TENSORIELLES. — a. Champ de tenseurs au
sens large. — On appellera champ de tenseurs affines au sens large une
application qu'a z€ % fait correspondre un élément de P'algebre tensorielle
affine construite sur Trz. Par abus de langage on dira tenseur au sens
large au lieu de champ de tenseurs au sens large. '

b. Champ de tenseurs au sens restreint. — Soit ¢ un champ de tenseurs
au sens large. A deux points z, et z, appartenant a 1" (y) correspondent
deux valeurs ¢ (z;) et ¢(z) en général non proportionnelles. Supposons
que pour z, = Az, on ait nécessairement

(3.1) )=/ t(s)  (A>o0),
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ou f (1) est une fonction continue de 4. Ecrivons cette relation pour trois

points de v (y), soit z,, z. = Az, z; = W.2,, nous obtenons
t(z) = f(p) t(5) = f(p) (1) t(51).
Comme z, = Az, on a aussi

_ t(z) = (ph) £(30),
il s’ensuit que f doit satisfaire &
S () =J () f(2).

La seule solution continue de cette équation fonctionnelle est de la
forme (8], p. 19) -
J() =2,

ou p € R. Nous appelons champ de tenseurs au sens restreint (par abus de
langage tenseur restreint) un champ de tenseurs ¢ tels que s1z, etz, €77 (y),
on ait pour z, = Az, :

(3.2) () =Wi(s),

p sera dit le degré du tenseur t. En particulier, un champ de tenseurs au
sens restreint de degré o n’est autre qu'un champ de tenseurs sur W.

c. Par r-forme tensorielle au sens large sur ¥ d’un type déterminé
(k, ) nous entendons une application qui & tout élément z € fait corres-

pondre un élément de Tk;®T;5®A;"), ou A7 est l'espace en z des
r-formes a valeurs scalaires de . Une telle forme est une r-forme tenso-
rielle de type habituel de ’espace fibré principal = E (V,), A étant une
constante réelle > o donnée, soit W, la transformation de ¥V définie par
W : z = Az une r-forme tensorielle T au sens restreint de degré d’homo-
généité p est une r-forme tensorielle sur % telle que pour tout A, on a

Y3 T = AT,

4. ConNEXIONS LINEAIRES. — Soit = 'E (V,) I'espace fibré principal
sur ¥ des repéres linéaires. On appellera connexion linéaire de vecteurs
une connexion infinitésimale de = 'E (V,) [12]. Etant donné un recou-
vrement de V, par des voisinages munis des sections locales de =" E (V).
Une connexion linéaire de vecteurs peut é&tre définie par la donnée dans
chaque U d’une i1-forme différentielle ®*; sur ="' (U) a valeurs dans
I’algébre de Lie du groupe GL (n, R) et telle que si pour z€x ' (UNYV),
on a

Riy = R3y.Aly(3), AeGL(n, R),

elles satisfassent a la condition de cohérence

(k.1) 'y =AUyt yAly + A7V dAYy,
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ou dans chaque U muni de repéres la forme w°; a été représentée par
une matrice (nXn) dont les éléments sont des 1-formes différentielles sur

nt (U) : les éléments des matrices de ®w?; et ®w*, seront notés par

0¥ = (i), 07y = (o).

A la connexion linéaire envisagée correspond une i1-forme ® sur
a valeurs dans l'algébre de Lie de GL (n, R). Nous appelons connexion
linéaire de directions une connexion infinitésimale de p~' E (V,). Une telle
connexion peut étre définie d’une maniére semblable a la précédente.

5 DIFFERENTIELLE ABSOLUE DANS UNE CONNEXION LINEAIRE. CONNEXION
LINEAIRE REGULIERE. — a. Ktant donné un recouvrement de V, par des
voisinages munis de reperes, considérons un champ de vecteurs W au
sens large dans ¥V; pour z€rn' (U) 1l peut étre défim par la matrice a
1-ligne de ses composantes W'. La différentielle absolue de W relati-
vement & la connexion linéaire de vecteurs est

(5.1) VWU — dWE o WY,

ou YWV définit une forme différentielle linéaire sur ? & valeurs vectorielles.
De méme, la différentielle absolue d’un vecteur covariant B, est définie
par

‘(5-9') VB =d3y — Buou.

Il exvste un champ de vecteurs au sens large canonique : Celui qui a tout z
de ¥V fait correspondre le vecteur de T nz défini par z. Ce champ de vecteurs
canonique sera désigné dans la suite par ¢. De la considération de sa
différentielle absolue on déduit les n-formes locales

(5.3) 0= Vol =dvi+ ¢/ (l','/.;:l,Q, ce, 1)

qui définissent une 1-forme 0 de type vectoriel. L’ensemble (a/, d¢')
constitue un corepére de I'espace vectoriel Oz tangent a ? en z; pour que
Pensemble (o, ') constitue un corepére de Oz il faut et il suffit que le
systéme de n-formes auquel se réduisent les 6’ pour ' = o (1 = 1,2, ..., n)
soit linéairement indépendant. Supposons que la connexion linéaire de
vecteurs soit définie par '

(5!}) &)i/': Iﬂ",kd.'r"—f— ci//; de*.

En vertu de la condition de cohérence les C';; sont les composantes
d’un tenseur de type (1, 2), si I'on désigne par u’ les restrictions des

a la fibre =" (2) de (5.3) et (5.4) 1l résulte

(5.5) pl=dvi 4+ ¢t Cljp doh = (8~ ¢/ Cl ) dk.
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Nous sommes ainsi ramenés a étudier le systéme en de¢ défini par
' = o; pour que ce systéme n’admette d’autres solutions que la solution
nulle 1l faut et il suffit que la matrice

(5.6) (0% —+ ¢/ Cly) (0% symbole de Kronecker)

soit réguliére; s’il en est ainsi ’ensemble (', 0') constitue effectivement
un corepére de 0z. Il est clair que cette matrice définit un tenseur de

type (1, 1).

Deérinition 1.5. — Une connexion linéaire de vecteurs est dite réguliére
st Uensemble (o', 0= V') constitue un corepére de Uespace vectortel
tangent a ¥V en z€.

b. Dans la suite nous supposons que la connexion linéaire de vecteurs
est réguliére, rapportée au corepére (&, ') la matrice w'; s’écrit
(3.7) ' wlj = 1k Cly Ok
® étant réguliere, on en déduit, en portant (5.7) dans (5.3), que la
matrice

(38) Li/.-: 6"/..~ "/Ci/'/;

est réguliére. On désignera dans la suite par M I'inverse de L
LoM=MoL=E,

ou E est la matrice identité; d’apres la condition de cohérence (4.1),
les coefficients des deux espéces de la connexion linéaire de vecteurs se
transforment selon les formules

(5.9) Ve = A AL ALY e ALY OUAG,

(5.10) CKpp—=AFALALCE 4+ AF 9T A"

ot dl' et 9l désignent respectivement les dérivées pfaffiennes par rapport
aux o' et 07,

Si I'on considére un recouvrement de V, munm des sections locales
de E (V,) les A}, ne dépendent que de 2, donc 9, A} = o, la relation (5.10)
se réduit a
(5.11) Clur= A} AL AL Gl

Il en résulte que, relativement aux repéres d’'un tel recouvrement,
les C';; sont les composantes d’un tenseur T de type (1, 2). Ainsi rap-

portée au corepére (dz', §') la matrice «'; de la connexion linéaire de
vecteurs s’écrit

(5.12) mf,:i‘ijkdxk+Ti/k0k;
(5.12) est identique a (5.4); en vertu de (5.3), on a

fi/kd£k+ Ti/'k 0t = I‘i,k daxr + (:”'jh [ 0 — or (fh,‘k daxk 4 Th; Ok)J,
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 1. 2
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don - - o _ Ce
(5.13) ' Vijp=T1— €ijerThy,
(5.14) Tijp=Cl— ClipeThy.

11 est clair que pour les corepéres (dz’, 0) les L'y = o', — ¢/ T?j; sont les
composantes d’un tenseur de type (1, 1) il en est de méme pour la matrice M
inverse de L, définie par (5.6). '

6. FORMES DIFFERENTIELLES EXTERIEURES. — a. Ktant donnée une
connexion linéaire réguliere de vecteurs, dans le paragraphe qui précéde
nous avons montré que l’ensemble (o, ) constitue une base pour les
1-formes sur %, toute 1-forme sur % peut donc s’écrire

(6.1) ‘ T =a;a'+ b; 0.

Pour que = soit I'image réciproque sur ¥ d’une 1-forme sur W par
Iapplication canonique v (V — W) 1l faut et il suffit que, quels que soient z,
et z,€7" (y), on ait pour z, = Az, (A > o)

(6.2) T (52) =T(%1);

de ¢» = A¢, on obtient "
Vol,=aVei + ¢! dA.

En portant cette relation dans (6.2) et en identifiant les deux membres,
il vient '

a,(5) =a;(5),
(6.3) bi(5) =2710;(51),

I)[Vi: o.

Dans la suite Popération de multiplication contractée par ¢ sera notée
par un indice o ainsi la derniére relation de (6.3) s’écrit

bo—o.
De méme, étant donnée une 2-forme différentielle sur ¥,
(6.4) | ért[/ai/\1i+b;/aiA N

Pour qu’elle soit l'image réciproque sur ¥ d’une 2-forme diffé-
rentielle sur W par 7 (¥ — W) il faut et il suffit qu’on ait pour z,
2= hz (A >o0) €7 (y),

;j(59) = a;;(54),
(6.5) bl'/‘(:e_)):)f—lbi/'(zﬁ), bm:O,
Ci}'(52):7\_2ci/(z1), Co/?—‘O:Cm;
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d’une fagon générale, pour qu'une r-forme sur ¥ soit I'image réciproque
d’une r-forme sur W par Uapplication canonique 1 (¥ — W) il faut et il
suffit que le coefficient de terme mixte p fois contenant o et q (p + q=r)
fots contenant 0" soit restreint de degré — q satisfaisant q fois a la condition
d’homogénéité de multiplication contractée par . S'il en est ainsi, cette
r-forme sera identifiée & une r-forme sur W. Le résultat précédent s’applique
‘4 la forme de connexion :

Pour qu'une connexion linéaire réguliére w sur <V soit 'tmage réciproque
d’une connexion linéaire sur W par 1 (V — W) il faut et il suffit que pour z,
et 2, = Az, (AL >o0)€7 " (y) on aut

{ Yk (s2) =Yk (51),
Cli(s) =27"Cl(s),  Cl=o

(6.6)

et I'on identifiera w & une connexion linéaire de directions. Il est clair
que la condition d’homogénéité des coefficients de seconde espéce de la
connexion est invariante par un changement de repéres.

b. Soit ¢t un tenseur au sens large sur V de type (1, 1), la différentielle
absolue de ¢ relativement a la connexion linéaire de vecteurs est

Vti/»: dey + Wit — ;.

Dans ce qui suit nous ‘désignerons par V. et V, respectivement les
dérivées covariantes par rapport aux corepéres «" et 0% en vertu de (5.7)
la relation précédente nous donne

Vit = 0kt + vt — 6.4 ji
Vit =00+ Gt — .Gy
En particulier, on a '
' Vivi=o, Viol= 0%.

Dans ce qui précéde nous avons introduit les dérivées pfaffiennes par
rapport aux corepéres («, 0*). Nous sommes aussi amenés dans la suite
a raisonner en corepére (af, do*) si I'on désigne par o, et ¢, les dérivées
pfaffiennes relatives aux (2, d¢*) nous nous proposons d’établir les
relations qui existent entre ces différentes dérivations. A cet effet portons
Pexpression de o; définie par (5.7) dans (5.3),

(6.7) 0k = d k4 (v ol Chy 00) oL,

Soit ® une fonction a valeurs réelles au sens large sur 9, en un point z€ ¥
sa différentielle s’écrit indifféremment

d® = 0, ® ok + 9, ® 0k = 0, ® ok + 35 D dv*
En vertu de (6.7), la relation précédente devient

0k ® k4 9, DOk = (3, @ — 3, D y"oi) 2k + (3, D — 3, DCryy) 6F,
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d’ou
(68) Oy — 6k—‘\l’ro;{6,‘.,
(6.9) 0= 8, — Cropds..

Ainsi les opérateurs de dérivations 0 et o' s’expriment au moyen de ¢
et & et les coefficients de la connexion par (6.8) et (6.9), la connexion
linéaire envisagée étant réguliére, les formules précédentes sont inver-
stbles et 'on a "

(6.10) 0k =0+ v M}, 0;.,
(6.11) S 0= M/0,.
II. — Courbure et torsion d’'une connexion linéaire réguliére.

7. TENSEURS DE TORSION ET DE COURBURE D’ UNE CONNEXION LINEAIRE
GENERALE. — 10 Tenseurs de torsion. — Soit @ une connexion linéaire
réguliére de vecteurs représentée dans chaque U par la matrice w'; définie
par (5.7) et satisfaisant a la condition de cohérence. Il est clair que les
matrices 4 une ligne dont les éléments sont

(7T.1) =da'+ wl; \ o/
définissent sur % une 2-forme a valeurs vectorielles. A cette 2-forme
vectorielle on donne le nom de forme de torsion associée a la connexion

linéaire envisagée. Le systéme de Pfaff «' = o étant complétement inté-
grable les da' s’écrivent

. | . . .
(7.2) dai— ;b’,-,..ac/ N oaF 4 aljpal N\ 04
ou les b'j; sont antisymétriques par rapport aux indices inférieurs; compte
tenu de cette relation, la forme de torsion peut étre mise sous la forme
. . . . 1. . .7 .
(7.3) S =dal+ ol \ a/ = ;S‘,-/.-ot’/\a"—(—T‘,-/;Q"/\ o,

ou
S",'k—{— S"/;,-: 0,

les S et T’y sont les composantes de deux tenseurs de type (1,2) qui
seront dits les tenseurs de torsion des deux espéces de la connexion.
En portant (7.2) dans (7.3) et en identifiant les deux membres on obtient

(74) Si/'/;:bi/'/-“‘(".'i/‘/-'4Ti/r/‘)v
(75) T[/k:Ci/A-——(li/A-.
20 Tenseurs de courbure. — a. A la connexion linéaire réguliére

Dy

sur ¥ on peut associer une 2-forme tensorielle Q de type adjg™! sur ¥
ayant pour éléments

(7.6) Q= dw; 4+ ol \ o,



ESPACES DE FINSLER. . 13

A cette 2-forme on donne le nom de forme de courbure de la connexion.
Rapportés au corepére (o, 0) les Q; s’écrivent

(1.7) Q= ~Rigak \ ol Plyggak A 01+ S QU0 A 075

les tenseurs R, P et Q seront dits les tenseurs de courbure de la connexion,
le premier ainsi que le dernier sont antisymétriques par rapport aux
indices k et I. Afin d’évaluer ces tenseurs, 1l suffit de développer le second
membre de (7.6) et de I'identifier & (7.7). A cet effet, par différentiation
extérieure, on obtient

(78) Clﬁ)i/: i (()k‘i’i/[— ()/Ti/‘k) ak /\ 2/+(()A~C[/[—— ()[ ‘i’i/];) Ot’(‘/\ 0!

2

L0, Clji— 0; i) 08 \ O i dar + Gl

ISR

Dans la relation précédente nous voyons apparaitre les différentiels
de corepéres; do” et d0’, le premier sera calculé a partir de (7.3); quant
au second nous avons, d’apreés (5.3),

(7.9) A= dos v — o'y \ dod =05 \ o'+ Q.

D’autre part, le dernier terme du second membre de (7.6) s’écrit
) i I - .
(T.10) i A= 5 (Yo" jo— Yoy i) ok N\ al 4= (Yo Gy — v i Glg) ak )\ 07

(G Cri— Gl ) B\ 0

N o=

Ajoutons (7.8) a (7.10) et identifions 'expression ainsi obtenue a (7.7),
nous avons

(T.11) Rijpr= R+ Gl gy
(T.12) Pijry= Pl + G Pro,
(7.13) Q= Qljrs+ G4 Q" ks,

ol nous avons posé
(7.14) P\‘,M = (00— 0uljn) + (You i — Yo k) = Y (ST — 1k ),
(7.15) Pl/u = (0 Cljy— 0 Yijr) + (V4 AC"/[ — v Gy — v Clr) 4+ ¥ (G — T,
(7.16) Ql,“:(()}( Cijp— 09; CGiyp) 4+ (Ci Crjy— CLy G ) + G (Gl — Crg).
Multiplions les deux membres de (7.11) par ¢/

(8% — Cloy) Régy = Riygy.
Mais I'expression entre parenthéses n’est autre que la matrice L. définie

par (5.8); la connexion linéaire envisagée étant réguliere, 1l en résulte
en multipliant les deux membres par M;

(T.17)

*
0k(-
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Ains1 (7.11) s’écrit . :
(7.18) Ripy=Rijp+ G My, Ry

Nous obtenons de méme pour les deux autres tenseurs

(7.19) - Pl =Pl G MIP
(7.20) ; Ql ke = Qg + G, M Q%

ou R, P et Q sont définis par (7.14), (7.15) et (7.16). Nous voyons
donc que les trois tenseurs de courbure d’une connexion linéaire réguliére
s’expriment au moyen des coefficients de la connexion et ses dérivées pre-
miéres ainst que les tenseurs de torsion par les formules (7.18), (7.19)
et (7.20). '

b. 1l est souvent commode de raisonner en corepére (dz’, ) de coor-
données locales, dans ce cas la matrice de la connexion linéaire est repré-
sentée par (b.12), de (7.2) il résulte

(T.21) bi—=o, ar=o,
de (7.4) on obtient
(T.22) St — (I —T4y)

et les coeflicients de seconde espece (', coincident avec le tenseur de
torsion T';. Les formules (7.14), (7.15) et (7.16) se réduisent dans ce
cas a

(7.23) Rijer= 0kl j— 0T jp—+ T L7y — L7 Xy
(T.24) Pijy=ViT;— 9; Ty,
(7.25) Q= Vi T — V Ty Ty T jp— To T4

et les tenseurs de courbure s’écrivent

(7.26) Ri/k[: H[/A-[—i— T’/,l\rl'” Ry,
(72’7) Pi/-u: Pl’,-“—f— Ti/',.l\’lll; P"ol‘l,
(7.28) Qi/'kl: Qi/k[—{- T",-,‘M’,; Q"Ukl-

D’apres les formules précédentes, il est clair que les R, P et Q défi-
nissent dans ce cas trois tenseurs.

8. CAS PARTICULIER D'UNE CONNEXION LINEAIRE DE DIRECTIONS.
ConpITIONS DE REDUCTION. — @. Dans le cas d’une connexion linéaire
réguliére de directions on sait que les coefficients de ', satisfont a (6.6),
les formules précédentes donnant les tenseurs de torsion et de courbure
d’une connexion linéaire générale sont en particulier valables pour une
telle connexion et 'on a, en outre,

. ) . )
(8.1) Tiy=o, Piiry=o, Q' jor= Q" jrp="0.
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b. Soit ® une connexion linéaire réguliere sur = 'E (V,), supposons
qu’elle soit I'image réciproque d’une connexion linéaire sur E (V,) par
Papplication canonique de = E (V,) sur E (V,), rapportée au corepére
(dz', d¢') la matrice de cette connexion s’écrit

(8.2) - ol=T e (x) dat.
Il en résulte, d’apres (5.13) et (5.14), |
f‘f/k:Tf,k(w), T’)‘/;: 0.

En vertu de (7.27), (7.24) et (6.9), on a

l)i/k[: l)i/‘/d: — d[. ri/k: — 62 ri/k: 0.
Ainsi les tenseurs T et P sont o. Inversement, supposons que les tenseurs T
et P d’une connexion linéaire réguliere sur =" E (V,) soient nuls, des

relations (5.13), (5.14), (6.9), (7.27) et (7.24) il résulte que C';; est

identiquement nul et I';, =17 ne dépend pas de la direction, ainsi la
matrice de la connexion linéaire est de la forme (8.2), d’ou :

TutorimE. — Pour qu'une connexion linéaire réguliére w sur ="' E (V,)
soit Uimage réciproque d’une connexion linéaire sur E (V,) par application
canonique de = ' E (V,) sur LE (V,), il faut et il suffit que les ten-
seurs (T = o, P = o).

9’1l en est ainsi, Q = o et la connexion peut étre identifiée a une connexion
linéaire sur E (V,).

9. Ivextités pe Riccr. — Etant donné un recouvrement de V, par
des voisinages (U) munis des reperes naturels de coordonnées locales.
Soit X un champ de vecteurs au sens large, dans chaque (U), X définit
une o-forme a valeurs vectorielles X."'= (X'), la relation ddX'=o s’écrit

é(du),f 0,0:) Xidak )\ dal+ (0:0; — 0; d) Xidck ) 0!

+ g (0.0, — 9; 9;) Xi0k A 0/ 9, Xidlr = o,

ou J; et J, sont les dérivées pfafliennes par rapport au corepere local
(dz*, 0¥). En tenant compte de (7.9), la relation précédente nous donne

(9.1) ' (040, — 0,0,) Xi—+ 9. X Ry = o,
(9.2) (90} — 0; 0i) Xi 0 Xe(Prgy — Try) = o,
(9.3) (0005 — 0 0 X 0 X (Y- Ty — ) = o,

D’autre part, la dérivée covariante de type VI de X est
VN 9, Xé - Xo Ty,



16 ] H. AKBAR-ZADEH.

Une deuxiéme dérivation de méme type nous donne
Ve VX! == 040, X4 0 X Ty XLl 0 X i X L — ¥, X

On en déduit, compte tenu de (9.1), (7.22) et (7.23), 'identité

(9 4) ( V/;V[ —_— vl VA) Xi— X"Ri,»“ — V, Xil{"(,kz — V,-Xi S”/,«[.

D’une maniére analogue, on obtient

(9.5) (ViVi = Vi Vi) X = XDy — VI XEP g+ V. X Ty,
(9.6) (ViVi = Vi Vi) X=X Ql — V3. XFQ e

Plus énéralement SOit t“'"i"' .1 PN .3 un cham de tenseurs au sens
vy J J:
large, nous obtenons

&£

9.7) (ViV,— V,Vy) tingy . 'J.B:ZRi‘f,-uli"""""""fl- /B

3

—ZR,}\L“[“.“[“J' N RI‘UHV,» t“'"'“,/1 ... J8
=1

-— S V,vti"“""-‘/'l . J"—j,

(9.8)  (ViV; —V; Vi) thinfi. . js

&
Wl . . .\ P .
:z]-)l.‘/l‘lil tl.l...l ...lu‘/‘ .. .(/3
v=1

- 2 P putheingyo v g — Prog Vi vty = T Vithelagy g,

AX(\)"/-WHI~-'%,/"...r...jg — QU V, theingy L ).

Aux identités (9.7), (9.8) et (9.9) on donne le nom des identités de Ricct.

10. IpentiTES DE Biancui. — A la connexion linéaire réguliere sur ¥
nous avons associé trois tenseurs de courbure et deux tenseurs de torsion;
entre ces différents tenseurs et leurs dérivées covariantes il existe des
relations que nous allons établir.. Par différentiation extérieure, des
formules (7.1) et (7.6) nous obtenons

(101) dEf:SZf,Aa/—r,)?//\Zf,
(10.2) dQi; = Qi \ 0% — oy \ QF,
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les relations (10.1) et (10.2) sont appelées les identités de Bianchi. En
identifiant dans (10.1) les termes en a* A o A @™ nous obtenons

( 10 . 3 ) S Riml\'l - S Timl‘ R"Ukl = S Vm Si/{l -+ S Sirm S,‘kl’

Qg . .
oubdeﬁgne la somme des termes obtenus en permutant circulairement

les indices (k, !, m) les coeflicients des termes en o A 2’/ 0™ et en
af A\ 6°A 0™ dans (10.1) s’évanouissent. De méme, enidentifiant dans (10.2)
les termes en af A a/ A\ a™, af A\ a A 07 af A\ 0PN 07 et 05 A 0°A O nous

obtenons successivement

( l-() . [l) S Vnz 1'{i/'/\'l -+ S S"kl Ri/'l'l/L _ S l)i/'nu' }{"U/\'l =o0,

(10.5) Vo R+ Tre R+ T, R+ Vi Py, — VP,
+ S P — (P Py, — Pl Progn) + Qe Ry =0,
(10.6) V;,, l)i/k[ — Vl Pi/k,,L—l— Vi Qij[m—i~ Pij,-z T, — P"/,,,,LT"M
-+ QY Prorr— Q¥ jrt Prokim — Pjtr Q orm = 0,

(10.7) S Vo Qljre+ S Qi Qlore = 0.

III. — Groupes d’holonomie et géodésiques.

11. Groures p’HoLONOMIE. — a. Dans ce paragraphe nous rappelons
quelques résultats concernant les groupes d’holonomie d’une connexion
infinitésimale sur un espace fibré principal; pour la démonstration le
lecteur pourra se reporter a A. Lichnerowicz [17]. Soit ='E (V,) Iespace
fibré principal sur ¥ des reperes linéaires. Un point de cet espace sera
représenté par u, on désignera par ¢ application canonique de ='E (V,)
sur V (pu = z). Soit ® une connexion linéaire réguliére au sens du para-
graphe 5. Le groupe d’holonomie homogéne Wu de la connexion au point
u€nE (V,) (resp. le groupe d’holonomie homogéne restreint cu) est
Iensemble des g€GL (n, R) tels que u soit joint & ug ' par un chemin
horizontal (resp. par un chemin horizontal dont la projection sur ¥V soit
un lacet homotope a o). Dans la suite, I’algébre de Lie du groupe d’holo-
nomie homogéne restreint en un point z = pu €< sera représentée par

az. Soit Oz Pespace vectoriel tangent a U en z et X €0z, nous poserons
l(X) al=X{, l(i) 0i= X,
ou i désigne l'opérateur du produit intérieur.

Tutorime 1 [17]. — Etant donné un votsinage UC R, soit a; (z) un champ
de tenseurs au sens large continiument différentiable tel que pour chaque
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 1. 3
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2€U, a (z) définisse un élément de 5z (U), alors pour ! tout vecteur X (X X) €0z
le tenseur en z

V(L"/-(X), Leo:

définit un élément de 7z (U)

TutoriME 2 [17] — En un point z€U pour tout couple de vecteurs
arbitraires (X Y) tangents a s’ en z, le lenseur o, (X, Y) définit un element
de Palgébre de Lie 5z(U).

Tutorime 3 [17], [7]. — L’algébre de Lie du groupe d’holonomie homogéne
restreint 3 z, est Ualgébre de Lie engendrée par les elements déduits des ten-
seurs en z€%Y

(X, V), X Yeo:

par transport le long des chemins reliant z, a z.

b. Soit (X, Y) un couple de vecteurs arbitraires en z€%, d’apres le
théoréeme 2 le tenseur en z

Qi/ <X, YV> = R‘.//{/’X/"Yl—}— P[/‘k1<kal— YI‘X/) -+ Qi/',(-[xk Y/
appartient a 5z(U). En particulier, si nous choisissons successivement
les couples de vecteurs
[(X, 0), (Y, o), [(\ 0)» <Oa 1>J7 [(0, X»* <0; X)]»
nous obtenons respectivement les tenseurs en z
Ri;= RO XEY!,  Pl= Py XEVL Q= (), Xk Y
appartenant a 7z(U). En appliquant le théoréme 1 4 I'un des tenseurs
cl- deSsus on a, par exemple, pour R'; et 7. EOz,
VR(7,) =25V, R XEY - 25V R XEY ! Hz,,,VX/(A,)V+Rt,A,\A\'Y/(Z.

Le premier membre ainsi que les deux derniers termes du second membre

appartiennent a 53(U), il en est alors de méme pour les deux premiers
termes du second membre. On obtient le méme résultat pour les tenseurs
P, et Q;. En réitérant ce procédé, nous voyons que les tenseurs en z

(1L.1) R, VR, (Z)XY, ..., V...VR,,(Z,...7,) XYY,
(11.2) P, VP (Z) XY o VL VP (Zy T XEY L
(11.3) Oty VUL TN XYL L Voo VQiu(Zy. . Z) XY,

définissent des éléments de 5z(U). Dans la suite nous désignerons . par
C% (2 = 1, 2, 3) les espaces vectoriels des tenseurs de type (1, 1) engendrés
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par R';, P'; et Q'; respectivement ou les trois couples de vecteurs prennent
toutes les valeurs possibles en z€?, par (], , ceux engendrés par les
éléments correspondant a la g™ (¢ = m 4 n, m fois de type V, et n fois
de type V}) dérivée covariante en z des tenseurs de courbure. Nous poserons

(11.4) Co= U co, Ci= U Ctys  Cy= U cz.
x=1

a=1 m-4n=q

Soit K',A.[,,l___,.q un tenseur au sens large; de la premiére identité de
‘Ricei (9.7), il résulte
(1L.5) RO i,y — R Wy

=XrY (V/;‘- - V V'/;) I\ Jhlr.. + RI.A‘ Ki//'//',.’../',l -+ H/'Z Ki/-"/l/'l.../‘q

-+ E R¢ Ia //.//1 -|,+ ]{I'Uv;' [\i/'/.‘l/'l..,/',/ -+ b/'/”‘\/; Y+ V('}\[//\'//'A.A./',I'
a="1

En multiphant les deux membres par ¢ vecteurs 7 ... 1,

Z ... 1" (m 4+ n=q) ainsi que par un couple de vecteurs convenables
selon le choix du tenseur de courbure, on obtient

(11'6) ’_C([n C(:xm,lt)] C C(a/IL,/l) -+ C(xm.—rl,n‘;+ Céxm,/H—l) -+ C(xm—w_’,u)*,
d’ou
(11.7) | [C), G2 C2+C2,, + C2,,.

De méme, de I'identité (9.8), il résulte . ;

P[/:k /,([/1 — P [\I/Al/‘ oy :X/’ (V/)v - v V/l) I\//-/M
’ +I)’/\'h/’r'lr, g +l IK/MH

"q

+2‘l /,’J/l ) +l”.ov;- Ri/'/.‘[/'(.A. — T /;\X/ Y V K//.[u.../',f
. a=1 .
On en déduit
(11'8) { ;(_;7 m IL)|C( ey ) + C(llltfl,ll)+ (:Ex/u,/t—vl)+ C(:XHL+1,1L+1)7
d’ou
(11.9) |G, C2lc G+ C,,d+(:3,ﬂ

et de la troisieme identlté de Ricei (9.9) nous obtenons

(11'10> [CU7 C (e, IL)]CCIIL,IL)+ CIIL A+ I)+ C (1, n+2)
d’ou
(11.11) | i C2le G242, 4+ G

des formulés (11.*}), (11.9) et (11.11) on obtient
(11.12) [Coy G G2+ C2,, -+ C2 .,
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d’ou
(11.13) [Coy Cy]€Cyrt Cyin+ Cyrnn
De Tidentité (9.7), nous obtenons par dérivation covariante
~1 ~ - ~ - ~ < \ "5

[(J(i ,0)) (*(lm, u)J C (‘fxm, n) -+ (~‘(1m+1 S 1) -+ (‘?(m, n+1 )+ (‘(ocm +2,0) -+ ({[JCIIL—F1 S 1 )+ (‘(J;u—r::, I3k

[C(10.,1)7 C?Lm, n)] C C(a/n, n) -+ (:(a/lbl»‘l , 1) -+ Géxm, n+1) + C(xm’-”,w) -+ C[“I;H-l y 1) -+ C‘(“m—i—:’, n-+1)9
d’ou

|Gl GG G2+ G2y + G2

De méme, des identités (9.8) et (9.9) on obtient aisément

|G, G e Gy =+ Gy + G+ G

/]

|G3, G2 G G2,y + (2, 4 C2

Agrne

En réitérant ce procédé et en raisonnant par récurrence, nous obtenons
d’une fagon générale

(1]‘14) [C?’ Cfflccff‘*“cfﬂl*“'ﬁcf;m: (l;/*’/v 5’12179‘7 l‘;)7
d’ou
(11.15) [Cr, ClcCy+Cpivteeot+Cyrn (1Z7q).

De la formule (11.15) 1l résulte qu’en un point z€ %, espace vectoriel
engendré par C, (¢ =o0, 1,2, ...) définit une sous-algébre de Lie 'z
de gz : il existe donc un sous-groupe connexe 3’z de gz (Chevalley, [11],
_p. 109, th. 1) qui admet comme algébre de Lie 3'z. Au groupe o'z on donne
le nom de groupe d’holonomie infinitésimal en z€<. D’autre part, de
(11.14) il résulte que les espaces vectoriels engendrés par C) (¢ = o, 1,2, .. .)
définissent pour (x = 1,2,3) trois idéaux r., p. et ¢. de oz, il existe
donc trois sous-groupes connexes invariants r., p. et ¢. de 5z admettant
comme algebre de Lie r, p’. et ¢, respectivement et g’ z peut étre consi-

dérée comme somme de r_, p. et ¢..

12. CoNNEXIONS AFFINES. — a. Soit & (V,) l'espace fibré principal
des repeéres affines sur V, de fibre-type et groupe structural le groupe
affine sur I'espace de dimension n [17]. Nous désignerons par ="' &(V,)
Iespace fibré induit de & (V,) par Papplication canonique = : V — V,.
©'& (V,) sera dit Vespace fibré principal sur V des repéres affines. Consi-
dérons un recouvrement de V, par des voisinages ouverts U, a chaque
z€t ' (U) nous associons différentiablement I’ensemble S; = (', Ry),
d’un élément £€Trz et d’un repere linéaire Rj base de I’espace vectoriel
Trz. S° est appelé ici un repére affine d’origine £. Si U et V sont deux
voisinages d’un recouvrement de V,, soit Si et Si les repéres affines
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attachés a z€x (UNV) il existe une matrice BY (z) (n + 1) X (n + 1))
telle que

(12.1) _ Sy=SiBV(2), e (UNnYV),
avec

19 o W 1 oV 2
(12.92) By(s)= o Al(s) , AeGL(n, R),

ou ¢y est la matrice & une ligne représentant (2* — &) par rapport a R{.
Nous pouvons ainsi procéder pour tous les voisinages d’un recouvrement
de V,, nous dirons dans ce cas que le recouvrement a été muni de repéres
affines.

b. Nous appelons connexion affine de vecteurs (*) une connexion infini-
tésimale sur = '& (V,). Considérons un recouvrement de V, par des
voisinages munis des repéres affines. Une connexion affine de vecteurs
est définie 1c1 par la donnée pour chaque U, d’une 1-forme différentielle
%y sur =7 (U) & valeurs dans 'algebre de Lie du groupe affine. Une telle
forme peut étre représentée par une matrice (n 4 1) X (n + 1) qu’on
désignera par 7

\,

(12.3) = (l W) ey

o 7;(z)
et telle que s1 pour z€=' (UNV), on a

S§=SiBV(s),
elle doit satisfaire a la condition de cohérence
(12.4) ﬁir:ﬁif(z)r;fﬂg(:)+E$(:)d]39(:),

ou B! est défini par (12.2). A la connexion affine envisagée correspond une
i-forme = sur = &(V,) a valeurs dans lalgebre de Lie de B. Comme
dans le cas de la connexion affine sur une variété différentiable V, (*)
il est aisé de démontrer qu’a toute connexion linéaire de vecteurs on peut -
associer canoniquement une connexion affine de vecteurs. Plus généra-
lement, soient sur %’ une connexion linéaire © et une 1-forme (semi-
basique) vectorielle contravariante W', sur chaque =7'(U) la matrice

)
U U
(12.15) <° e+ Ve >,

o %
(O]

ou V désigne la différentielle absolue dans la connexion linéaire w, définit
une connexion affine qui sera dite associée d (v, W'). On appellera Connezxion

(?) Voir Connexion coaffine d’espace d’éléments linéaires [4].
(*) La connexion affine dans ce sens est due a A. Lichnerowicz, voir [17], p. 88-94.
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affine de directions, une connexion infinitésimale sur p='& (V,). Une telle
connexion sera définie d’une maniére semblable & la précédente. :

13. GEopEsiQuEs. — a. Soit z (t) un chemin de V, d’origine z, = x (0)
et d’extrémité x, = x (1) défini par une application différentiable de
I (o= t=1)dans V,. Etant donné un repére affine S (o) au-dessus de @,
considérons le chemin S () de ="' &(V,) issu de S (o) au-dessus de z (t)
Le développement de S (t) sur I'espace affine Tz, peut étre défini a partir
d’une suite de reperes affines S (1) = [£ (1), R (1)] telle que S (0) = S (o) et
(13.1) dS(t) =S (1) m (dS), ‘ ‘
ol 75(dS) est la valeur de la forme de connexion affine pour le vecteur dS
tahgent A w'6(V,) en S (t). Supposons que la connexion affine soit
déﬁnié‘pa‘r (12.5) et choisissons pour $ (t) les repéres S (i) = [O,I_{(‘t)],

un tel chemin de = ' &(V,) sera identifié & un chemin de = E (V.),
la formule (13.1) s’écrit

(13.2) | di(t) =R(¢) Tp(dR),

(13.3) AR (t) = R () o ().

Le chemin défini par £ (t), au moyen du développement, sur Pespace
affine tangent Tz, sera dit le développement de z (¢) sur 'espace affine Tz,.
Ce chemin ne dépend pas du chemin choist dans Uespace fibré ="' E (V,) [17].
x (t) sera dit un arc géodésique pour la connexion affine envisagée si son
développement est un segment de droite : pour qu’il en soit ainsi, il faut
et il suffit, d’apres.(13.2) et (13.3), qu’il existe un scalaire 7 (t) tel que
Vu
dt

(13.4) — (1) u,

ol u est la matrice & une ligne définie par

N v
(13.5) . L = -
En coordonnées locales, 'équation (13.4) s’écrit

VAR Vq:";;-/+ lr",-% = 0.(1) W (i‘: df)

dt d dr

Désormais la matrice (¥';) sera supposée réguliére, en multipliant les deux

membres par Y’; on obtient
VUYL Y

o —
(13.6) b dt - dt

— (1),

Nous sommes ainsi amenés a introduire une connexion linéaire w sur
telle que

(13.7) 0l = w;+ Wi, VW,
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d’ol1

Vi == Vi W, VW
ou V est le symbole de la dérivation covariante dans w, ainsi (13.6) s’écrit

X

174

:]([)if".
Nous énoncerons donc le :

TutortME 1. — La géodésique de la connexion affine de vecteurs associée
a (o, W) coincide avec celle de la connexion lLinéaire © définte par (13.7).

b. Soit X un champ de vecteurs au sens large et Y son image par W
(13.8) T Y=Wi,X/  (XeTns).
Cette application définit un endomorphisme de T =z sur lui-méme, d’apres
(13.7) la dérivée covariante de Y s’écrit _
(13.9) VYi= VW,X/ 4 WYX/ == VWX 4 W (VX — W, VW XE) = W T X0
Inversement, soit X un champ de vecteurs arbitraire et Y son image
par ¥, si Pon suppose qu’il existe entre VX et VY la relation (13.9), ou

V (resp. V) est la dérivée covariante dans la connexion linéaire arbitraire
w (resp. w), alors @ et w sont liés par (13.7). En effet, en vertu de (13.8),
la relation (13.9) s’écrit ‘
V(W X7 ) = VW, X7 4 W VX = WX
d’ou
VWi Xr= llf"f,-(VX/~ VX7) =W (00— /) X,

X étant arbitraire on a
Vllﬁ/,-: ‘l""/ (6/./.-* (A)//,-).

Comme W est réguliere, en multipliant les deux membres par YU nous

obtenons (13.7), d’ou :

TutorimE 2. — Pour qu’une connexion linéaire  soit liée d « par (13.7)
il faut et il suffit que VY soit 'image de VX par W' (X - Y) quel que sott
le champ de vecteurs X.

14. RELATIONS ENTRE LES COURBURES. — La connexion linéaire ©
étant libe & © par (13.7), supposons w réguliére, a quelle condition ©
est réguliere elle aussi ? A cet effet, par dérivation covariante, on obtient

(1h.1) 0i=Voi=do + ¢/t ;= 01 - Wi, VW¥ 0/,
Pour que ® soit réguliére, il faut et il suffit que la matrice

( 1!|‘ -2 ) 8i/( -+ IIJ"I'/’ ‘-./. l[J./l/' V/ = ‘Iﬁ//, V./‘ ‘Il"./'u
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soit réguliere. Il en résulte que si la connexion linéaire ®w est réguliére
il n’en est pas nécessairement de méme pour ®. Nous sommes ainsi amenés
a supposer dans la suite que les connexions © et ® sont toutes deux régu-

lieres (*). Soit Q la forme de courbure de w, ses éléments sont :
(14.3) Q= doi ;i )\ o'
En vertu de (13.7), on a
(1h.4) Aot = do'; + dWi, \ Vs, Wi, dV s,
En exprimant dans (14.4) d¥", en fonction de V¥’ et en développant
le dernier terme
(1. 5) dot; = Wi (dot), ~+ o' \ o) W — ol )\ o)
VWA VW, — W, A VWS, — W T WS, A o,

De méme, d’apreés (13.7), on a
(1h.6) @0 A\ 072 0l A o ;- Wit aiy A VWS, Wi TS, A o) — VWL A VWS,

Si Q est la forme de courbure de ©, en ajoutant (14.5) a (14.6) on

obtient
Q= Wi, (') + 0%\ k) W, = Wi, Qe P

Relation exprimée sous forme matricielle
(1h.7) Q = wQy-.

On en déduit les relations entre les tenseurs de courbure correspondants.

CHAPITRE II

VARIETES FINSLERIENNES.

I. — Connexions finslériennes.

1. VariETEs METRIQUES. — Soit g; un champ de tenseurs au sens
restreint de degré o symétrique et défini positif. Au champ de tenseurs g;;
on peut faire correspondre un scalaire au sens restreint de degré 2 tel que

(1.1) oF = =g (x, v)viv/ (&, j=1,2, ..., n),

(") Les connexions linéaires » et « étant supposées réguliéres, il est aisé d’évaluer
la matrice inverse de (14.2). Tout d’abord on a

v Yy Whi=o0
et les 0/ s’écrivent - B
)i= i + ll,‘i,, v lI,'/f/. ‘,/‘7
d’olt 1a matrice inverse de (14.2) est

Wk, v Why.
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ou £ (> o) sera par définition la longueur du vecteur ¢ tangent a V,
en x. Lorsqu’il en est ainsi nous dirons que la donnée de g doue V, d’une
structure de variété métrique, g;; est dit le tenseur métrique, £ sera appelé
la fonction fondamentale de la structure métrique. A I'aide du tenseur g
on peut normer I'espace vectoriel tangent Tpy (x = py). Un repére ortho-
normé en y€W est, par définition, une base orthonormée de I’espace
vectoriel euclidien Tpy; c¢’est un ensemble ordonné de n vecteurs unitaires
(1, €2y ..., e,) de Tpy tels que leurs produits scalaires deux a deux soient
donnés par
ee;=0;(i,j=1,2, ..., n),

ot ¢; est le symbole de Kronecker. Nous désignerons par M (W, g)
Pespace fibré principal sur W des repéres orthonormés. Cet espace admet
une fibre et un groupe structural identique au groupe orthogonal O (n).
Considérons un recouvrement de V, par des voisinages (U) munis des
repéres orthonormés, soit R{ un repére orthonormé en ye€p ' (U) si
yep ' (UNYV), on a

Ry =Ry GV (y),

ou la matrice C est un élément du groupe O (r); par rapport & un tel
recouvrement la métrique de l'espace s’écrit

0

(1.2) ds*= o F (z, dx) :Z(af)?.

i=1

2. ConNEXIONS EUCLIDIENNES. — Nous appelons Connexion eucli-
dienne de directions une connexion infinitésimale sur M (W, g). Consi-
dérons un recouvrement de V, par des voisinages munis des sections
locales de M (W, g), une connexion euclidienne de directions est définie
ici par la donnée dans chaque U d’une 1-forme wj(y€p~ (U)) sur p~* (U)
a valeurs dans ’algébre de Lie du groupe orthogonal O (rn). Une telle
forme est représentée par une matrice (n><n) antisymélrique que nous
désignerons encore par oy

ot = (o)) (wij + 0, =0),

ses éléments sont des 1-formes différentielles de y. 51, poury€p~ (UNYV),
on a

(2.1) RY=R{CY(»)  (yep—1(UnV)),
les ®] doivent satisfaire & la condition de cohérence
(2.2) ob = CY( b CY()+ Cr () dC¥(y)  (CeO(n)).

Nous allons démontrer qu’a toute connexion euclidienne de directions
est naturellement associée une connexion linéaire. Considérons la connexion
Ann. Eec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 1. 4
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linéaire définie par rapport a un recouvrement de V, muni de repéres

Al

orthonormés par les matrices ={ telles que
T = t.

La connexion linéaire ainsi définie est manifestement indépendante
de recouvrement choisi, elle est dite la connexion linéaire associée a la
connexion euclidienne, la différentielle absolue du tenseur g;; (y) dans
cette connexion est donnée par

(2.3) Vg =dgy — ohign; — " g
Les repéres étant orthonormés, on a
i) = 0ij-
La relation (2.3) s’écrit
(2.4) ' Vgij = (wji +wi) =o.

Il en résulte que la différentielle absolue du tenseur métrique est nulle.
Inversement, soit = une connexion linéaire telle que la différentielle absolue
du tenseur métrique dans cette connexion soit nulle; d’apres (2.3) et
(2.4), il est clair que pour un recouvrement de V, par des voisinages
munis des sections locales de M (W, g) les matrices = de la connexion
linéaire sont antisymétriques, d’autre part st y€p~" (UNV), on a

Ry =R{CY(y),

ou Cy est un élément du groupe O (n); pour la connexion linéaire envi-
sagée on a la condition de cohérence

=TT ~1
my = CYmy CY + GV dCY.

Il en résulte que les matrices wy = w; définissent une 1-forme de
connexion a valeurs dans ’algébre de Lie de O (n), ¢’est-a-dire une connexion
euclidienne, nous énongons le

TatorEME. — Pour qu’'une connexion linéaire sur W soit naturellement
associée a une connexion euclidienne de directions, il faut et il suffit que la
différentielle absolue du tenseur métrique g:; (y) dans celte connexion soit
nulle.

La connexion euclidienne est dite réguliére si la connexion linéaire
associée est réguliere et cette derniére sera identifiée a la connexion
euclidienne envisagée.

Remarque sur la courbure. — Soit © une connexion euclidienne réguliére;
considérons un recouvrement de V, par des voisinages munis des repéres
orthonormés, nous pouvons donc placer tous les indices en positions
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N
«a

inférieures, la forme de courbure s’écrit :

Qj=dw;+ v Nwy (R =gul").

Par rapport: aux repéres précédents, les w;; sont antisymétriques, d’ou

Qij~+ Q= o.

Cette relation étant valable en repéres orthonormés est valable en
repéres arbitraires, il en résulte que les trois tenseurs de courbure d’une
connexion euclidienne réguliére sont antisymétriques par rapport aux
deux premiers indices. J

3. SYSTEME DE GENERATEURS SUR W. — a. Au champ de vecteurs
canonique ¢ on peut faire correspondre le vecteur

[ =1y,

il est manifestement de degré o, donc définit canoniquement un champ
de vecteurs unitaire de degré o,:c’est-a-dire un champ sur W de vecteurs.
Soit ® une connexion euclidienne régulitre sur W, en un point z€V,,
la fibre p~* (x) de W peut étre i1dentifiée a la spheére de =" (z) de centre
Porigine et de rayon 1 si I'espace vectoriel tangent a =7 (x) est rapporté
au corepére ('), espace vectoriel tangent & p~' (z) est défini par 'équation

(3.1) lipi=o.

La différentielle absolue de I dans la-connexion euclidienne réguliére
est

(3.2) , l= V= (0 —1dr),

l étant unitaire, on a

(33) [i[gi:j‘ﬂ—l(/i()i¥(lf'),___0’
d’ou
(3.4) J, £ =o, 9, =1,

Ainsi (3.2) s’écrit

(3.5)- Biz £ (00— 111,00),
d’ou .
(3.6) Vii=o, Vili=r—1(d,—bl).

o 2

D’aprés (3.5), il est clair que les 3 définissent sur 2’ une 1-forme a
valeurs vectorielles. Cette 1-forme étant de degré o et satisfaisant a (3.1)
peut &tre identifiée a une 1-forme sur W a valeurs vectorielles. Si I'on
désigne par Y’ les restrictions des (' & la fibre p™ (z), elles satisfont &

(37) [i;'i:O-
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Ainsi toute combinaison linéaire des Y est une 1-forme a valeurs dans
Pespace vectoriel tangent a p~* () en y. Inversement, les Yy forment un
systéme de générateurs pour ces i-formes, autrement dit entre les v/ il
n’existe pas de relation linéaire non triviale distincte de (3.7). En effet, soit

(3.8) Y=o
une telle relation ou les a; ne sont pas tous nuls, en vertu de (3.5) elle
s’écrit o ;
' a; (pi— U, pt)=o,
soit

(t;— ) pi=o,

la connexion euclidienne étant réguliére, les 1’ sont ainsi linéairement
indépendants; on a
a;= ()

et la relation (3.8) n’est pas distincte de (3.7). Il en résulte que pour
une connexion euclidienne réguliére Uensemble (&) B') forme un systéme
de générateurs pour les 1-formes de Uespace vectoriel tangent a W.

b. Soit = une forme linéaire sur' W, son image réciproque sur %) par
7 (VY — W) que nous désignerons encore par =, peut se mettre d’une
maniére et d’une seule sous la forme

(3.9) . w=Cial+ d; 0,

ou les C; et d; sont des vecteurs restreints de degré o et — 1 respectivement
et les d; satisfont a la condition d’homogénéité (chap. I, §6)

(3.10) dy=o. '

Si nous rapportons © au systéme de générateurs (', 3), elle s’écrit
(3.11) T = a;al+ ;3.
En portant dans (3.9) 'expression de 0 tirée de (3.5), compte tenu
de (3.10) nous obtenons
(3.12) mw=C;al+ £ d; 3%
En identifiant (3.11) a (3.12), on a

;= C[, bi: L di.

Ainsi rapportée au systéme de générateurs (', 3') toute 1-forme sur W

peut s’écrire de la forme (3.11), ou les a; et b; sont des vecteurs restreints
de degré o et les b; satisfont a

(3.13) 0= 0.
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Démontrons 'unicité de ’expression de = définie par (3.11). En effet,
supposons que 7 = o0; la restriction de = a la fibre p~* () donne, compte
tenu de b, = o, » '

biyi= £=1b; (i — llph) = £ bypi= o.
Les ¢/ sont linéairement indépendants, d’ou

bi: 05

de = = a2’ =0 on a alors a; = o, ainsi 'unicité est établie. Si nous
rapportons l’espace vectoriel tangent & W au systéme de générateurs
(¢, #) la 1-forme de la connexion euclidienne réguliére de directions
s’écrit d’une maniére unique sous la forme

(3.14) ol = vijrak+ Bl 3%,

ou les B, satisfont a

(3.13) Tp— : .
les Y et B'j; sont des quantités restreintes de degré o. En portant

dans (3.14) expression de (3 définie par (3.5), on a alors avec les notations

du chapitre I (§5),
(3.16) Bij(a, v) =£(x, v)Cii(z, v).
4. CoNNEXIONS SPECIALES [3]. — Soit ® une connexion euclidienne

réguliere de directions, la différentielle absolue du tenseur métrique dans
cette connexion est nulle

(k.1) dgij=0"1g1;+ 0" ;g
Nous poserons

(h.2) Yk =&jnY " Cju=gnCly.

Ainsi (4.1) s’éerit

dgij= (Yeje+ i) &+ (Cipe+ Gru) 0F,

[

d’ou
(h.3) ik Y= OkSijs
(!I-.(;) Ci/‘k—f— C/;k:d;{gi/.

En vertu de (6.6) du chapitre I, les d g;; satisfont a
();)é’,-/‘: o.
Supposons que les tenseurs de torsion associés a o satisfassent a

(5.5) Sijp=o0 (Sije = &1rS"j),
(lld.6) Ti/'/c:Tji/c (Ti/'k:érirT"/k>' ‘ /



3o H. AKBAR-ZADEH.

Des formules (7.4) et (7.5) du chapitre 1, il résulte qu’entre les coefficients
de la connexion euclidienne envisagée il existe ‘en outre les relations
sulvantes :

(h.7) Yijk— Yikj = biji (bijk=gub" 1), :
(+.8) Cijn— Cru=aiji— adju ~ (Wjr= g x).

En ajoutant les équations (4.4) & (4.8), nous obtenons

(k.9) ‘ Cijp= ;0k32/+ g (tijk— ajir).
D’autre part, des relations (4.3) et (4.7), il vient
(»’I-.I()) T/’lk+'\,’ikj—_—".dl.‘g[/—[)i/'k-

En permutant circulairement les indices t, j, k, on obtient

(fe.11) ' Yiji+ V== 0:&jk — ki
(’& 12) ki kji= d/é’kgf— bpij.

En retranchant (4.12) de la somme dé (4.10) et (4.11) oﬁ a, aprés un
changement d’indice, : e

1 o C I
(f.13) Yik= 7 (Okgij+ 08— 9uskj) — - (buj =+ bjik— bji)-

Inversement, il est aisé de vérifier que les quantités v, et C;; définies

par (4.9) et (4.13) satisfont aux systemes d’équations (4.3), (4.4), (4.7)
et (4.8), d’ou :

Deérinition. — Nous appelons connexion spéciale toute connexion eucli-
dienne réguliére telle que les tenseurs de torsion correspondant satisfassent
a (4.5) et (4.6). Les coefficients d’une telle connexion peuvent étre exprimés
par les formules (4.9) et (4.13). '

5. CAs DES REPERES ORTHONORMES ET COORDONNEES LOCALES POUR
LA CLASSE DES CONNEXIONS SPECIALES. — a. Considérons un recouvrement
de V, par des voisinages munis des repeéres orthonormés et soit R (e;)
un tel repére, nous avons

ei;— 81/:(3)[/
dans ce cas, les formules (4.9) et (4.13) se réduisent a
» . ) 1
(-’.).I) C[//C:;(Cl[/‘,(.“'d/‘i/{) ’ (Ci/'v:o)'a

i 1
(3.2) Vik=— 5 (bju~+ buj— biji).
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b. 51V, est recouvert par des voisinages (U) munis des repéres naturels
de coordonnées locales les quantités a et b s’annulent, les coefficients
des deux especes de la connexion spéciale se réduisent a :

2 o9 r 1 . ‘r
(i)..‘)) Fi/k:; d/(g',"i/ (Fi/OZO),
" : I
(3.4) Tijp= 5 (0k8ij~+ 08— 0i8k)) -
6. VARIETES FINSLERIENNES. — a. Dans le paragraphe 1 nous avons

défini la longueur du vecteur canonique ¢, tangent a V,, en = par une
fonction £ (z, ¢.) positive restreinte de degré. 1. Substituons dz a v,
dans £ et posons

(6.1) ds = £ (x, dz),

2 est, par définition, I’élément d’arc. Soit ! (zy, ;) un chemin de V,
d’origine z, et d’extrémité z,; en vertu de (6.1), la longueur de I(z,, zi)
est définie par

(6.2) s(zo, x,) = 2(x, &) du (C:%)a '

1 (229, 24)

£2 étant restreint de degré 1, I'intégrale du second membre est indépen-
dante de la représentation paramétrique choisie pour le chemin [ (z,, z.).
La variation premiére de cette intégrale a extrémités non fixes de l'arc
l (xy, ) est donnée par
¢ d or 2 .
(6.3) Ss:m—m—f ( o : >3x’du,
L, 1)

du 6% ozt

ou 7 est une forme différentielle linéaire restreinte de degré o définie par

(6.4) T=

et %, et =, correspondent aux points variés z, et z,. On appellera extrémale
du probléme de calcul des variations attachés a £ (z, ) une solution
du systeme différentiel du second ordre

(6.5) d(BL’) 613:0 (i=1,2,...,n).

dul\oxl) oz

\

En choisissant pour la représentation paramétrique du chemin ! (z,, z,)
la longueur d’arc s (z,, ) = s le systéme (6.5) s’écrit

. ey d /o or . dx .
(6.5) FS<§E>—§§~O (.L_E;> (t=1,2, ..., n).

Ce systeme admet l'intégrale premiere

. . dx
2(x, x)=1 (J,:7;>
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Il en résulte, en multipliant les deux membres de (6.5)" par £, et en
introduisant la fonction 2 F = £*) le systéme différentiel du second ordre

d [ oF oF .
T\ sz ) — s =0 (t=1,2, ..., n).
O :
Soit, en développant,
. . , 12 . . '
(6.6) 0,;Fi/4 46, Fi/—o,F=o0 <L:(Ll-—él-71:(g§> (=12, ..y n).

/

Le probléme du calcul des variations attaché & la fonction £ (z, x) est
dit régulier si le coefficient de @ dans (6.6) est une forme quadratique non
dégénérée, c¢’est-a-dire si
(6.7) dét(9;; F) == o.

Ce probléme est dit positivement régulier si, 5, F est défini positif.
Il est clair que pour un recouvrement de V, par des voisinages munis
des repéres naturels de coordonnées locales, les ¢;; F sont les composantes
d’un tenseur symétrique d’ordre 2 restreint de degré o; nous poserons

(6.8) &ij (@, ")ZSL/F(La ).

Ce tenseur définit sur V, une structure de variété métrique. Multiplions
les deux membres de (6.8) par ¢ et ¢/ successivement en vertu de I’homo-
généité de I, on a

Gij(x, vp)oie/ =0/ 0 F =oF = £ (x, v,.). o
Nous sommes ainsi conduits a la définition suivante :

Derinttion. — Soit V,, une variété différentiable et V Uespace des vecteurs
non nuls tangents & V,, une structure de variété finslérienne sur V, est
définie par la donnée d’une fonction £ (x, ¢.) positive restreinte de degré 1
sur V, conduisant & un probléme régulier de calcul des variations.

Dans la suite, nous supposons que £ conduit & un probléme positivement
réguluer.

b. Dans ce qui précéde nous avons vu qu'une structure de variété
finslérienne détermine sur V, une structure de variété métrique par le
tenseur g;; défini par (6.8), nous nous proposons ici d’étudier le probleme
inverse. ,

Considérons une structure métrique définie par la donnée d’un champ
de tenseurs g;; (x, v) symétrique restreint de degré o défin1 positif. A ce
champ de tenseurs nous associons un scalaire 2 F = g;;0'¢/ définissant
le carré de la norme du vecteur ¢ tangent & V, en x. A quelle condition g;
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est-il le tenseur métrique d’une variété finslérienne ? autrement dit, & quelle
condition g; peut-il se déduire de F par

(6.9) Sy = 5}/7F,

(6.10) aF =g (x, 0)vip/ 7

Il est clair que pour un recouvrement de V, par des voisinages munis
des reperes naturels de coordonnéss locales le second membre de (6.9)
est un tenseur si pour un tel recouvrement g;; est défini par (6.9), nous
obtenons par dérivation

0r &) = 52‘;‘/2[“»

d’ou

il en résulte
(6.11) 010G = 0.

Inversement, cette condition est suflisante : en effet, si la relation (6.11)
est satisfaite, de I'expression 2 I on déduit par dérivation

N

N S - . .
o, F = ;(akg,-/-)vlvl+5fk/v'/:g'k/v/.

Une deuxiéme dérivation nous donne
0w F = (0,51, ) ¢/ + gu= gu.
Nous' énoncerons le

TutoriME. — Pour qu’un tenseur métrique g;, soit le tenseur métrique
d’une variété finslérienne, il faut et il suffit qu'on ait (6.11).

7. CONNEXION FINSLERIENNE. — Nous avons mis en évidence dans
le paragraphe qui préceéde une classe de connexions euclidiennes réguliéres :
les connexions spéciales. L’étude précédente va nous permettre d’établir
qu’il existe pour une structure de variété finslérienne, une connexion
linéaire spéciale et une seule qui lul correspond. Nous raisonnons en coor-
deonnées locales. Soit g;; le tenseur métrique d’une variété finslérienne
défini par (6.8). Soit (w';) la matrice d’une connexion euclidienne spéciale
associée a g;;

(7. 1) . (,)Z/': 1‘i/'k (l.l,‘/‘A—}— @i/‘A- d(‘k..__‘. l“i/'k duL'I‘—i-— Ti/‘k 0/",

ou les T') et I";, sont définis par (5.3) et (5.4). En vertu de (5.3) et (6.9)
du chapitre I on a, en coordonnées locales,

. Y LY e
(T.2) Lijr="7 08y =7 (9k8; — 11 9,.81)).
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 1. 5
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Le tenseur métrique g; de la vérité finslérienne satisfait a (6.11);
multipliant les deux membres de (7.2) par ¢’ on obtient

- | SR
Vl][/A~: ;L‘ldkg‘[jzo;

T étant symétrique par rapport aux deux premiers indices, on a

(1.3) Tiy= o,

Inversement, si la relation (7.3) est satisfaite d’apres (6.9) du chapitre I,
les dérivées pfaffiennes des deux types 0, et o), (coordonnées locales) coin-
ctdent et, en multipliant les deux membres de (5.3) par ¢/, on retrouve
la relation (6.11). Ainsi (7.3) est équivalente @ (6.11) et le tenseur de
torsion de la connexion spéciale associée a g;; s’écrit

<
4

1 I
-, T SO S o
(7.4) Fi/k—;aké’z’i—goki/’l (Tojt=Twr="Ti;y=0o0),

les T et C sont liés par la formule (5.14) du chapitre I; vu 'homogénéité
de T 1ils coincident et 'on a

- . ) ) o aes o
(1.«)) T’/k:(f’/k: ;é"” O,./kl‘.

Nous avons ainsi évalué le tenseur de torsion a ’aide de g et ses dérivées

premiéres par rapport a ¢. Avant de calculer les coeflicients I' et I" nous
remarquons que, en vertu de I’homogénéité du tenseur T, la connexion
linéaire (7.1) est nécessairement réguliere. Car la matrice (5.6) du chapitre 1
se réduit 4 la matrice identité. D’apres la formule (5.13) du chapitre I,
on a

¥
X

(7.6) ) KPP K LV

vu I’homogénéité de T, nous avons

(7.7) T =iy

D’autre part, en vertu de (6.8) du chapitre I et (7.4), on a
(71.8) Ovgij = gy — 2 Tupe 7o s

d’ou les coefficients I';; définis par (5.4)'s’écrivent

(T.9) L= 1, (3c1;+ 8780 — dugny) — o (Tips Dot Tags T — T T ).

Multiplions cette relation par ¢/, compte tenu de ’homogénéité du
tenseur T, on a '

(7.10) /L=~ (043F + ¢/ 08— 0z F) — Ty L', ;007

N |-
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Multiplions les deux membres par ¢ :
(7.11) v-"v/;l'i,k_: g (04:F e 08 — 0y F)vk =k 0, F — o,F.

Nous poserons

(7.12) 2G" (&, 0)= f"‘,k(.L', p) o/, ok
d’out
(7.13) oG (&, 0) = Lyjped ob = ¢k 83 F — &,F.

‘

La relation précédente détermine G” en fonction de F et ses dérivées,
nous remarquons en outre que le dernier membre de cette relation figure
dans le systeme différentiel des extrémales (6.6); une dérivation par
rapport & ¢" nous donne

¢

- - 1 . o1 , ‘s 1
(T.1%) 810, G = - (0,3F 4+ k0 gi — 0, 1) — 2T, G- = /1, ,
b \
d’ou
N
(7.15) 0, G =1".

En portant (7.15) dans (7.9), on obtient

P o I L e A T O - R T e
(716) li/'k: -Z—(Okgi/'—{— 6/’5"1‘/:_ Sigk/) —( 1,-/'3 6kG"—i— Tis O/G"— —[A'/.Q 0; G‘)

Pour obtenir 'expression de I il suflit de multiplier les deux membres
de (7.16) par g".

Ainsi les coefficients I, se trouvent complétement déterminés a partir
du tenseur métrique de la variété finslérienne et de ses dérivées premieres.
Quant aux coeflicients I';, on a d’apres (7.6),

l N N N Corp e . ) e "
(T.17) Vije= 3 (0r8ij+ 08— 0ig;) + Trjs 0p G — T 83 G,

les I' et C déterminent donc une connexion linéaire réguliere et une seule
sur W. Inversement, il est aisé de démontrer que les quantités I' et C
définies par (7.17) et (7.4) déterminent canoniquement une connexion
linéaire spéciale associée au tenseur g;;, d’ou : ‘

TutoreMEe [3], [9]. — Etant donnée une variété finslérienne V,, il existe
une connexion euclidienne spéciale et une seule qui lut correspond et cette
connexion sera dite, la connexion finslérienne.

8. TENSEURS DE COURBURE DE LA CONNEXION FINSLERIENNE. — a. Les
formules du paragraphe 7 (chap. I) donnant les tenseurs de courbure d’une
connexion linéaire réguliére générale peuvent étre appliquées, en particulier,
a la connexion finslérienne. Nous raisonnons en coordonnées locales.
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Rappelons qu’en vertu de I’homogénéité du tenseur de torsion T de la

connexion finslérienne la matrice L [(5.8), chap. 1] ainsi que son inverse M

se réduisent a la matrice identité (coordonnées locales). D’apres (7.23),

(7.26) et (6.8) du chapitre I, on a alors

(8.1) Rij= l:{i//;z + T"/rﬁ"ou )

(89) ﬁi/kzz <6kfi/1— 6) i‘i/'[ 5,\G‘) — <6lfiik— 5‘ fi/k 81 G‘> —+ <i‘i,rki"'/[— f[,‘[f‘"jk)
Nous allons maintenant établir la proposition suivante :

Le tenseur de courbure P de la connexion finslérienne s’exprime au moyen
du tenseur de torsion T et sa dérivée covarvante du type Vh et le tenseur de
courbure ) se déduit algébriquement du tenseur T [9].

En effet, d’apreés (7.24) et (7.27) du chapitre I, on a
(8.3) P = Py T, Py
(8.4) l""//\-/: ViTi;— 9, I‘[/A- .
D’autre part,
0 (Fu) = 07 (gl ) = g 37 (1) -+ 2 Tl
En évaluant le premier membre de cette relation a partir de (7.16),
il vient
(8.5) &4 9; (.f‘ijA-) = (0kTsj1+ 0; Ty — 8, Tiju) — 2Ty L7
— (8; Ty 81 G+ 8; Ty 8 G — 8; Ty, 83, G")
— (T 0% G+ Tty 6%, G — Ty, 04, G7).

En multipliant les deux membres par ¢/ on obtient
(8.6) 0/ 8; 1 =V, Ty

En dérivant par rapport a ¢’ la relation (7.15), on a
(8.7) 831G = T"u+ VT

Compte tenu de cette relation, (8.5) s’écrit
(8.8) 6[ i‘ijk: V/;T‘ﬂ-{— V/Ti/,~[—~ ViTkl'z—i— T"k/ VT, — T"/\-,-VUT",-[——— T‘}-,- VUT"/d,

d’ou

(8.9) Py=ViTy;;— V,; Tiy+ Ty, VT — Tr; Vi T
On en dédut

(8.10) Piipy=Pie=0.

Quant au tenseur de courbure Q, on a d’aprés (7.25) et (7.28) du chapitre I
(8.11) _ Qijr= Qijkl+ Tl';,-Q"okz,

*

(8.12) QL= (03T, — 0; Tijp) 4 (T7;; Thp— T4, T 1)
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D’autre part,
0k (Tj0) = 0% (8" T,j1) = — 2T Ty + g7 8 T ju.

En portant cette relation dans (8.12), on obtient
(8.13) Qijrr= Qg ="T7,; T" j; — T, T";,
il satisfait a

(8.14) Qo it = Qiorr = Qijor= Qijko= 0.
Ainsi notre proposition est établie.

b.- Dans le paragraphe 10 du chapitre I nous avons défini la liste compléte
des identités de Bianchi pour une connexion linéaire réguliére générale.
Ces cing identités s’écrivent, dans le cas d’une connexion finslérienne,

(8 15 ) SRim];l — STI:IIH‘RI.U/{Z =0,

(8 I6) Svai//\‘l'— Sp[/‘errnl‘l: 0,
(8 -17 ) V;u Ri}'/\‘l -+ rl”./:m B[jrl -+ T"lm Ri/‘]\-,v—F Vk pi/'[m —_ Vl Pi/'/cm .
- (Pi/'l’“ Vo Tk — Piik/‘ Vo Trm) + Qi/'r'm Ry = o,
(8 18 ) V;n Pijl;l _ v[ Pi/'l.-m -+ V/i Qil'll” -+ Pi/l'l Trkm - Pi/'rm T"kl
-+ Qiff‘l VO Tl‘km - Qij/'m, VO T’./.‘/ = 0,
(8']9) SV;,I'Qi/A-/:O,

ou nous avons désigné par V,, et V, les deux dérivations covariantes
dans la connexion finslérienne et par S la somme des termes obtenus en

permutant circulairement les indices (k, I, m). En vertu de (8.1), P'identité
(8.15) s’écrit

x

(8.‘20) SB,-/-M:O.
(s> )

Multiplions les deux membres par ¢

(8.21) SRW/,«/:O.
VA

Multiplions cette relation par ¢*

(8.22) i“0/01 = 1‘ioln/‘-

Le tenseur R;;; étant antisymétrique par rapport aux indices t et j,
ketl on a

x

(8.23) - Riyn=—Rju—2T;; Ron.

(8.24) 2Ry = Ry + Ry
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Compte tenu de (8.23), I'identité (8.20) s’écrit
(8.25) Rt — Regju=— — l§(/i/_A-— 2 ( T R+ TA-;,R"W —+ T/urﬁ"o//.).

En changeant dans la relation précédente les indices j, i, k, len k, [, j, ¢
respectivement et en ajoutant la relation ainsi obtenue a (8.25), compte
" tenu de (8.24) nous avons
(8.26) (ﬁ/ikg—ﬁ/.-,-,-J (ﬁu,'r*ﬁ/u.-J

=— 2Ry — [Tl/l Rro + T/.-nvﬁ"u// -+ T//.-/-i’l"o/H— T/[;-R"ui/.-].
" De méme, en changeant dans (8.26) les indices 1, i, j, k en j, k, I, i
respectlvement et en retranchant (8.26) de la relation ainsi obtenue,
ona ' N SRS ‘

(8.27) Riijk— Rjne=Ti;, R+ Tro By 1 + TR0+ T R

9. REDUCTIBILITE D’UNE VARIETE' FINSLERIENNE [1]. — Etant donnée
une variété finslérienne V,, soit Tpy V'espace vectoriel euclidien tangent
a V, en x = py. Le groupe d’holonomie homogéne Wy en y€W de la

connexion finslérienne est dit réductible ou irréductible selon qu’il laisse
invariant ou non un sous-espace vectoriel non trivial de Tpy. Supposons Wy

réductible, soit 'i‘yCpr‘un p-plan (0 < p < n) imnvariant par ¥y; tout
vecteur orthogonal a Ty sera transformé par une rotation de Wy en un
vecteur orthogonal & Ty, il en résulte que si TyCpr est le g-plan
(p 4+ g= n) orthogonal a Ty, il sera lui aussi invariant par 1I"y Il est

clair que s1 nous transportons par parallélisme les hvperplan% TetTle

long d’un chemin arbitraire I (y, y,) de W nous obtenons en z, = py,

1 2 . —
deux hyperplans Ty, et Ty, orthogonaux indépendants du chemin /(y, y.)
et invariants par Wy,. Au point y € W nous associons un repéere orthonormé

R (e;) tel que les p-premiers vecteurs e, (1, = 2, .. ., p) soient dans '1I‘y
et les ¢ vecteurs e, (L, =p—+1,...,n) dans Ty A Daide de ces repéres
les hyperplans Ty et Ty seront définis par

(9.1) '11')': o%,=0 (L=p+r1, ..y n),
9.9 'jz‘y: a;, =0 (hi=1y2, ..., p).
( o 1 ]

Supposons que le. tenseur de torsion de la connexion finslérienne satis-
fasse a

(9.3) T jw=o0. (h=1,2,...,n).

Nous dirons que le tenseur T est décomposable.
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En vertu de cette relation, la formule de structure (7.3) du chapitre I
pour la connexion finslérienne s’écrit
(9'4) [11[1: 1/'1 /\ 0)f1/1+ a/z /\ mi1/2+ T“‘:/Jl()/l /\ 1/‘:3
(9'5) (laixz <Z/-1 /\ &),'7/'1'{’- aii /\ &)[2/'2+ Tfﬂ/g]l()/l /\ afz'
Les systémes de Pfaff (9.1) et (9.2) sont complétement intégrables : en effet,
1 —
soit X (X, o) un élément de Ty par transport le long de I (y, y:) ce

vecteur doit rester dans ce p-plan, il en résulte que pour toute valeur X,

on a
< —_— _— ? . P— U
VX, =X, 0, =0, d’ou W), 4, = 0 == 0, /,.

Les systémes (9.4) et (9.5) se réduisent a
(9.6) day, = o, \ i, Tign 00\ 2,5
(9.7) dcxiiz ajg /\ ﬁ)[i/‘z‘f— Tig/',/l,O/l /\ Xj,e
Il en résulte, d’aprés le théoréme de Frobenius, que les systémes de

Pfaff (9.1) et (9.2) sont complétement intégrables. Les «, sont de la

forme
a, ==k, (3) da’.

Vu la compléte intégrabilité, les 2, sont p combinaisons linéaires indé-
pendantes de p différentielles
U = Wy, AEI == Py, 020 At + gy, 05,27 dvh.
D’aprés la forme des «,, on obtient
SiEh=0, o= pu, 0ukl dat.
Ainsi les (£/1) sont indépendants de la direction et définissent p-intégrales

premiéres linéairement indépendantes pour les systemes (9.2). De méme,
il existe ¢ intégrales premiéres (£*) indépendantes de la direction relatives
1 2 R
a (9.1) et les hyperplans Ty et Ty ne dépendent que de x = py. De ce
qui précéde résulte que l’ensemble (&% £*) constitue un systéme de
coordonnées locales de V, et 'on a alors, en changeant les notations,
Xy = ﬂ’il/:(;) d]?l-“, Xy — ’l/f2/2(;) d,],'/‘l’

ou (a;;) est une matrice réguliére restreinte de degré o et la métrique de V,
b4 .

s'ecrit

P n

ds® :2 (2;)? "—Z (a,)* =g, (5) drvdah+ g ;. (5) dab das,
1 p+1

La relation (9.3) nous donne

e e
O/Rgi1/1_ 0, O/‘lé"i‘l/é; 0.

Ainsi les tenseurs g, ;, et g, sont respectivement indépendants des ¢” et
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/1. Compte tenu de la compléte intégrabilité des systémes (9.1) et (9.2)
par chaque point €V, il passe une variété intégrale des systémes (9.1)
de dimension p tangent a T' et une seule E (2) et une variété intégrale
des systéemes (9.2) de dimension ¢ tangent a T* et une seule F (x). Soit

. I .
Y (Y, 0) un élément de T, transportons-le par parallélisme, ce vecteur

)
doit rester dans T, on a alors en coordonnées locales

X X . X X
Vlee____' Yi ["2“/\4”__ o, d,Oll I‘L‘:i‘ﬂ': I‘lgl.'i‘: 0.

De la formule (7.8) on obtient

07,81/, = 00,81/, — 0,84/, "'/"f‘"m'.: 0, Qiype— 00, @iyt f"im
et, d’aprés la relation précédente, on a
(9.8) 018 == 0, &ivjy

D’autre part, g, = o, 1l vient

X
. —— o m, — o, my,  —
I‘/ﬂ’?"l_bli”'r la"x‘—b/yl“ar fof"y =™ 0. .

Compte tenu de (9.8), (9.9) et la formule (7.16), nous avons

x I 1 I
I /i;E’II: ; (d"nér/‘s’i—l_ &’-2-".‘)./.2"1_ ()/.2"’,‘)"’1&) - ; dl’té’/zizz ; O"'ltg‘/yiz: o.

Ainsi le tenseur g, est indépendant de 2™; par le méme raisonnement

on démontre que le tenseur g, est indépendant de 2™ et la métrique

de V, s’écnt
ds*=ds} + ds3,

dsy =g, (xls, vi) dats dac/s, dsy = g1, (22, 0) dz’> da'e.

Tutortme. — Une variété finslérienne est réductible si le groupe d’holo-
nomie homogéne Wy est réductible et si, en outre, le tenseur de torsion de la
connexion finslérienne est décomposable, c’est-a-dire satisfait (9.3).

10. COORDONNEES NORMALES GEODESIQUES. — a. Un mouvement
différentiable z (t) sur V, est défini par une application différentiable
de I (oLt 1) dans V,, soit [(z, x,) le chemin défini par ce mou-
vement. Nous désignerons par (z, z) (¢), t€1 le relevement de ce chemin
dans W, ou z est le vecteur vitesse en x. Soit ® une connexion linéaire
réguliére de directions, I (z,, ) est dit un arc géodésique pour la connexion
linéaire envisagée si en tout point z (t) €1 (x,, z,) les vecteurs « vitesse »
et « accélération » sont colinéaires

(10.1) %:l(t)fz' (i:‘fl_‘f»
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ol X (t) dépend de la représentation paramétrique de [ (z,, x,). En substi-

tuant au parametre ¢ un parameétre convenable s(t)(ﬁ > o) nous pouvons

. 1
annuler 2 (t) : en effet, si u = %7 on a

T —=us' 9’*—@
- A

d’ou (10.1) s’écrit

Vu s" ,_ d?s
(10.2) %s’:<l(1)~—s—,>u <.s _W>
s1 s (t) est tel que
(10.3) s"= 24 (t)s.

Les équations différentielles (10.2) pour la connexion linéaire de direc-
tions s’écrivent

(10.4) Vut  du

ds T ds

x . dx
Ti(x, w)wur=o <u:-(7;>-
De (10.3) il résulte que s est défini & une transformation s — as -+ b prés.
Nous voyons qu’il existe sur ! (z,, ;) un parametre s et un seul tel que
la représentation paramétrique de ’arc géodésique satisfasse a (10.4)

et pour lequel en z,, s = o0 et
dx\
ds ),

ou u, est un vecteur tangent en z, & I'arc géodésique. Le parameétre s
est dit le paraméire affine correspondant a (z., u,) [18]. L.a donnée au
point z, €V, du vecteur u, et d’un nombre s tel que |s| <<z (¢ suffi-
samment petit) détermine un point z extrémité de l'arc géodésique

d’origine z,. Inversement, nous pouvons trouver un voisinage U de z,
tel que si z€U, il existe un arc géodésique et un seul joignant, dans
U, 2z, a z; la vale}lr en z du paramétre affine s qui s’annule en z,
est définie au facteur a prés et le vecteur vitesse u, correspondant en x,

I . e ' 1 ;
au facteur - prés. Soit R™ un repére en x, et w, les composantes par

rapport & R™ du vecteur u,; a tout point x € U nous pouvons faire corres-
pondre les n nombres bien déterminés ' = u\s dont la donnée détermine
le point x. On définit ainsi un systéme de coordonnées locales () sur U
appelées coordonnées normales en x, relativement au repére R™. De la
relation (10.4) il résulte qu’on a le long de la géodésique issue de x,

f"/-/; (z, u)w uk=o.

Cette relation est valable en particulier au point z, quel que soit la direction u.
Si ® est la connexion finslérienne, la relation précédente s’écrit
Gi(z, u)=o,

Ann, Ee. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 1. 6
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ERR r_* . .

d’ou par dérivation en ce point

(10.5) _ 3, Gi=T u=o0

et par une nouvelle dérivation, on peut vérifier aisément que

(10.6) Dijg=—V,Tiy.

b. Soit V, une variété finslérienne, les extrémales du probléme du
calcul des variations attaché a £ sont définies par (6.6); d’autre part, les
géodésiques de la connexion finslérienne sont définies par (10.4) ou r
est le coefficient de premiére espéce de cette connexion, en multipliant
cette relation par g; on trouve (6.6). Ainsi :

TatorimMe 1. — Les géodésiques de la connexion finslérienne coincident
avec les extrémales du probléme du calcul des variations attaché a la fonction £7.

Par I’emploi des coordonnées normales en un point, A. Lichnerowicz (*)
a obtenu I’expression du tenseur de courbure P. Nous allons établir ici, en
utilisant ces coordonnées, un résultat intéressant. Le tenseur de courbure P
de la connexion finslérienne est défini par (8.9); si le tenseur T satisfait a

(10.7) \",-T’j,:o,

il est clair que P = o. Inversement, supposons que
(108) Pi/k]:O.

Nous allons montrer qu’on a nécessairement (10.7) : en effet, (10.8)
entraine

(1(),9) Piu= l‘)"“/..,: — ¢/ 6, fiiﬁ»: — V. Ty, =o
et, d’apres (8.4), '
(10. 10) VT — 81,

Supposons que le voisinage U soit rapporté aux coordonnées normales
(2'), on a alors (10.6); compte tenu de (10.9), i1l vient au centre z des
coordonnées normales '

l"",-/{: o,
d’ou

T =o.

D’aprés (10.10), le tenseur T est a dérivée covariante du type vy, nulle;
nous énoncgons :

TatorEME 2. — Pour que le tenseur de courbure P de la connexion fins-
lérienne soit identiquement nul il faut et il suffit que la dérivée covariante
du type v du tenseur de torsion T soit nulle.

(*) A. Licunerowicz, Cours du Collége de France, 1959-1960.
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II. — Variétés finslériennes isotropes.

11. VARIETES FINSLERIENNES 1SOTROPES [D]. — A. Dans ce qui suit,
V., sera muni d’une structure de variété finslérienne. Soient X et Y deux
vecteurs restreints de degré o, on désignera par (X, Y) leur produit
scalaire local en x = nz€V,, par | X| la norme de X en z = nz€V,.
Soit 1y (X, Y)CTrnz I’élément plan défini par le couple X et Y. Nous
appelons courbure scalaire (Sectional curvature) dans 1’élément plan
(X, Y) expression - ‘

. Ry XEY/XEYC
(- Bl B = R Y (X T

ou R est le premier tenseur de courbure de la connexion finslérienne.
K, étant un scalaire restreint de degré o, dépend en général de z et de
e (X, Y). La variété finslérienne sera dite partiellement isotrope, si la
courbure scalaire K, (z, 1+;) est indépendante de I’élément plan p, (X, Y).
Supposons qu’il en soit ainsi, nous avons tout d’abord

(11.2) (K (8ri81 — S18k;) — Rijur [ XY/ XEY! = 0.

Cette relation doit étre satisfaite quel que soit le couple de vecteurs (X, Y),
d’ou pour les indices tous différents, les termes en X'Y/X*Y’ nous
donne
(11.3) 2 Ki[(guigr; — 8uss;) + (8uigjr— &jigk )] = Rijre+ Riju+ Ry ++ Ry

Compte tenu de (8.1) et (8.27), la relation précédente s’écrit
(11.3) 2R [(gugr; — guge;) + (Sugj— 8i8u) |

=2 ( ﬁi//.-z -+ ﬁilﬁ'i) +3 Ti/rﬁ"o/.-/ +3 Tilwﬁ"nk/
+ 2 T/h-ﬁ”nu.--l— Tk/rf""nzi—F Turﬁ"o/i-

Multiplions les deux membres par ¢ il vient
(11.5) 2Ky (20180, — V181, — 9 &kt)

=2 ( ﬁn/'kl -+ I"“n[/.-/) -+ 2 T/'/rﬁ"nnk -+ Tk/'/-ﬁl‘oln -+ T/:lrﬁr[)/li'

En multipliant les deux membres de cette relation par ¢* et en tenant
compte de (8.22), on obtient '

x

(11.6) Roju=K. (¢ [g1,—019})-
Ainsi la relation (11.5) peut s’écrire
(11.7) Rojx+ Rn[l;/‘: Ki(2vrgiy— vigr — V/gh)-
Soit
(A1.8) Rojre— K, (681 — v1gir) = Roje — Ko (05800 — vagjo) = Rowt; — Ko (16— 9180)
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La valeur commune de ces trois différences est nulle puisque leur somme
est nulle en vertu de I'identité (8.21), ainsi nous avons
(11.9) : Rojii=Ki (0181; — 91817
En portant cette relation dans (11.4) nous obtenons

Kil[(gugtj— gusgnj) + (&uigjt— &jigr) ]
= (ﬁi/kl+ ﬁil/.‘/') + K (Turwj =+ Tijrvr— 2Ty 0p).
Cette relation peut se mettre sous la forme

ﬁi/‘kl— Ky (grigry — gugr;) + Ki (Tijrvs— Tyjer)
= ﬁil/k— Ky (gjigri— grigjr) + Ki (T — Tugv))
= f‘ikl/ —Ki(gugin— gj&u) + Ky (Tuav; — Tijrer),
oll nouis avons tenu cdmpte d’une permutation circulaire sur les indices
J, k, I. En ajoutant membre & membre ces égalités, en tenant compte de

I'identité (8.20), nous voyons que la valeur commune de ces égalités est
nulle puisque leur somme est nulle, ainsi

x

(11.10) Riju=Ki(gnigi;— susij) — Ko (Tijivr— Tuj0r).

En vertu de (11.9) et (11.10) le tenseur de courbure R s’écrit finalement
(11.11) Rl =K, (0%g1,— 018k;),
ou ¢ est le symbole de Kronecker. Nous allons maintenant démontrer
que la fonction scalaire restreinte K, est une constante absolue. A cet

effet, en multipliant les deux membres de l'identité (8.17) par ¢/ et o
successivement, on obtient

(11.12) (V5 Rijp) 07 9l 4= T, R+ Vo Vo T = 0.
Les deux derniers termes de cette relation sont symétriques par rapport
aux indices k et m, 1l en résulte que
.(11.13) o (V2 RE )0l ol = (VR ) vl ol
En vertu de (11.11), cette relation s’écrit
Vo Ki(o]2 ol —oier) = Vi Ky (|02 0%, — oie,).

En contractant ¢ et k dans cette relation et en sommant, il vient

(n—2)V;, Ky |¢2=0o,

m

d’ott pour n £ 2, on a
vV K. =0, K, =o.

"

Ainsi K, est indépendant de la direction. D’autre part, en multipliant
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les deux membres de I'identité (8.16) par ¢/ et ¢’ successivement et en
contractant les indices ¢ et k, nous obtenons

( 1' . 1@) Vm,RiUio - ViRilmu) - VOBiUi//L: Vo T/'Rl'oum - Vu Tinu- Hl.uio-
Mais de (11.11) 1l vient

(1115) R"M.,:K,(a'f/;[v[?—me.),

(11.16) Rigjy = (n—1)K, ¢ ]2,

(JI.I7) R[‘,,-,,,:(ILvI)K|(‘,,,.

En vertu de ces relations, (11.14) s’écrit
(/l —_ ‘).) (aim | § iﬂ_ "'i‘.m)vil\yl =0,

K, étant indépendant de la direction, d’ou pour n # 2,
(11.18) (0] v|?— ¢ien) 0, K=o,
une dérivation par rapport a ¢" nous donne
(200,00 — 0, — g 0K = o.
Multiplions cette relation par g et contractons les indices r et m,

nous avons
(1—n)eio;K,=o.

En vertu de cette relation, (11.18) nous donne

8iK1: oO.

Ainsi K, ne dépend pas non plus de z, c’est donc un scalaire constant.
Inversement, il est clair que si R est défini par (11.11) la variété fins-
lérienne est partiellement isotrope. Nous énongons donc le :

TutoreMeE 1. — Pour qu’'une variété finslérienne (n > 2) soit partiel-
lement tsotrope, 1l faut et il suffit que le tenseur de courbure R de la connexion.
finslérienne soit défint par (11.11) et K, est une constante absolue.

B. 19 Soient X et Y deux vecteurs restreints de degré o et 4 1 respec-
tivement. Nous désignerons par . (X, Y) Iélément plan défini par
ce couple. On appellera courbure scalaire dans I’élément .. (X,Y)

Iexpression
P XY/ XEY!

(11.19) Ky (5, po)= x| Y\2—<X, Y)Z,
avec
( 11. ').0) Pi/'/_-[: ViTA./-[ — V/' Ti“ -+ Tik/- v(, T"// — T//..,.V“ T",’[.

Il est clair que K, (z, &) dépend en général de z€% et de pa(X, Y).
Supposons qu’en chaque point z€%, la quantité restreinte K. (z, p.)
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soit indépendante de I’élément plan ., (X, Y). Il en résulte que pour les
éléments . (X, Y) et (l = ‘Z;’ Y> on a
(11.21) K.(5 X, V) =Ky(z, 7, Y).
En vertu de 'homogénéité du tenseur de courbure P, le secoﬁd membre
de (11.21) s’annule, on a alors d’apres (11.19),
P n XY/ XkYi=o

quels que soient les vecteurs X et Y, d’ou
(1[‘)") l)i//;l+[)kji[+[)i[k/+])kli/: 0.
Multiplions les deux membres par ¢/, vu ’homogénéité du tenseur P
on obtient
(||.?o’) V(;T/'k[:().
Ainsi la relation (11.22) s’éerit
(11.24) (ViTijr—V,;Tur) + (ViTijy—V, Ty;) = o.
En échangeant les indices k et [ et en ajoutant la relation ainsi obtenue
a (11.24), on a
(11?:)) ) V[Tk/‘[:: V/‘T[k[.
Compte tenu de (11.23) et (11.25), on a alors
(1126) . Pi/'/cZ: 0.
20 Etant donnés deux vecteurs X et Y restreints de degre 1; comme

‘précédemment nous définissons a partir du tenseur de courbure Q de

la connexion finslérienne et du couple de vecteurs 11, (X, Y) la quantité
restreinte en z€7YV

mewwv

(11.27) Ka(3, i) =
avec
(11 ?8) Qz/k[-—- lzll T‘//\“ Tzkl T '/l,

ou K, sera appelé la courbe scalaire dans I’élément plan ., (X, Y). Supposons

qu’en chaque point z€ ¥, K, (3, ;) soit indépendant de I’élément p; (X, Y)
nous devons avoir

[Ks (geige;— gugi) — Qunt XV Xk Y =0
quels que soient les vecteurs X et Y, il en résulte

(11.29) 2Ki[(grug—gugr;) + (gu&— gugij) | = Qijre+ Quju—+ Qups+ Qruij-
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Mais, d’aprés (11.28), nous avons

(11.30) Qijkr = Qruijs
(11.31) Qijrt+ Qusj+ Qujr=o.

En vertu de (11.30) la relation (11.29) s’écrit

Kol ($ui81) — susis) + (ust— suwsii) | = Qi+ Quikj-

Soit
Ko (grigry— susi) — Qune= W (880 — gug1;) — Qujn= Wi (gugsj— g1j8k) — Qirt;-

La valeur commune de ces trois différences est o puisque leur somme
est o, en vertu de (11.31) il en résulte que

(11.32) Qijkt= W (grig1; — gugis)s
d’ou

Qfjrr =W (%81 — 0484
En contractant les indices ¢ et k et en sommant, il vient
(11.33) Qjr=Q%u=(n —1)K;g.

Multiplions les deux membres par ¢/ et ¢' successivement, on obtient

kh;=o;

3

on a donc, d’apres (11.32),
(1134) Q[/‘“:O.
Nous énoncerons donc le :

TutoriME 2. — Si en chaque point z€7T, K, (z, 1.) [resp. K, (z, )]
est tndépendant de U'élément plan y., (resp. () on a K, = o (resp. K, =o),
ce qut entraine que le tenseur de courbure P (resp. Q) soit nul.

On appelle variété de Berwald une variété finslérienne pour laquelle
le tenseur de courbure ) est identiquement nul.

12. GENERALISATION DU THEOREME DE SCHUR. — A partir des tenseurs
de courbure d’une connexion finslérienne nous définissons trois scalaires

(12.1) R =R, g/, P =P/, Q=0Q}ug’

qui sont restreints de degré o, — 1 et — 2 respectivement. Ces trois
scalaires seront appelés les courbures finslériennes scalaires. Supposons
que la variété finslérienne soit partiellement isotrope avec K, 7= o, le
tenseur de courbure R étant défimi par (11.11) est & dérivée covariante
nulle; nous avons donec, d’apreés (8.16),

Pijmr( 8"/\- 91— 6"l V/r) -+ Pi/'/\‘/'( 8]‘l Vin— arm V[) -+ P[/’Zr (6’.m Vi — 8"1\‘ Vm) —= 0.
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En multipliant cette relation par ¢ on obtient

(12.2) P =P,

Ainsi le tenseur de courbure P est syméirique par rapport aux deux
derniers indices. D’autre part, la dérivée covariante du type V, du tenseur

de courbure R étant o, par permutation circulaire sur les indices m, k, [
de I'identité (8.17), nous obtenons ’

Qljgms 1+ Qb=+ Qljus=—o.
Multiplions les deux membres de cette relation par ¢
du tenseur Q on a
(125) Q[/'/d:O.
Ainsi toute variété finslérienne partiellement isotrope (n > 2) est une variété
de Berwald. En vertu de (11.11) et (11.20), on a

; vu ’homogénéité

R=n(n—1)K,=Cte, P:—é\ﬂ.(\):o.

Il en résulte que pour une variété finslérienne partiellement isotrope
les courbures finslériennes scalaires sont des constantes absolues R = Cte,
P =0, Q = o, cect constitue la généralisation du théoréme de Schur.

Tutorime. — Une variété finslérienne (n > 2) qui est partiellement
isotrope a des courbures finslériennes scalaires constantes (R = Cte,

P=o0, Q=o).

13. ConpiTioNs DE REDUCTION. — Dans ce paragraphe nous supposons
p

que la variété finslérienne est partiellement isotrope, le tenseur de cour-
bure R étant défini par (11.11), le tenseur de courbure Q s’annule et
nous avons, d’aprés l'identité (8.17),

Ko [T gir— Tijm 04— Ty 0% — Tmguj ]

-+ Vkpi/'lm - Vl Plfj/cm."’ (Pi/'l/' V(w TI'A‘//L— l”/’/\‘r Vo T/.[m.) = 0.

Multiplions les deux membres par ¢/ et ¢’ successivement
(13. I) Kl T[km 1 v I2+ VO VO Ti/-'m — 0.
En contractant ¢ et m et en sommant

(13.2) KiTelo 4+ V, Vo Tr=o.

Supposons que le tenseur de torsion contracté satisfasse a
(13.3) V, Vo Te=o,
de (13.2) 1l résulte

T/\-: o
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et la nullité du tenseur de courbure ) entraine

Ti//:: 0.

Nous énoncerons donc :

TutoriME. — Une variété finslérienne (n > 2) partiellement isotrope
pour laquelle le tenseur de torsion contracté satisfait & (13.3) se réduit a
une variété riemannienne G courbure constante.

CHAPITRE IIL

TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES AFFINES ET HOLONOMIE.
I. — Transformations infinitésimales.

1. GRouPE LOoCAL A 1-PARAMETRE DE TRANSFORMATIONS LOCALES ET
pErivEE DE Lie [18]. — a. Un champ de vecteurs X sur V, engendre
un groupe Jocal a 1-paramétre de transformations locales de V, par
Iintégration du systéme différentiel

dr(u)y

(1.1) =X ux(u) (ueR)

du

a partir d’un point initial z (o) = @. Du théoréme d’existence pour les
solutions du systéeme différentiel il résulte qu’il est possible de trouver
des voisinages U (z) et des nombres positifs ¢(z) pour tout z€YV, tels
que (1.1) admette une solution notée

(L.2) a(u)y=—exp(uX).r

définie pour |u| < () issue d’un point €U () et satisfaisant a la
relation de groupe

(1.3) exp|(w -+« )X | —=exp(uX)exp(«'X)x

pourvu que les deux membres soient définis. En général, les nombres ¢ (z)
dépendent de x; si nous pouvons choisir z indépendant, de @, alors
exp (uX) peut étre défini pour tout €V, et pour |u| <<, dans ce
cas, X engendre un groupe a l-parameétre de transformations globales
de V,. Si la variété V, est compacte, tout champ de vecteurs sur V,
engendre un groupe a l-parameétre de transformations globales de V,.

~ b. L’application différentiable exp (uX) est définie sur U (x) pour
lul < e(x) et elle admet une application linéaire tangente notée exp (uX)’
qui définit un isomorphisme de Tz sur Tz (u). A tout élément z de ¥V
au-dessus de U (Z) correspond ainsi un élément z (u). De I’application
(1.4 z—>z(uy,

Ann, Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 1. 7



50 H. AKBAR-ZADEH.

il résulte que pour chaque U () et = () se trouve ainsi définie une appli-
cation différentiable dans =" (U (z))

exp(uX): s z(u),
exp (wX) définit un groupe local a 1-parameétre de transformations locales
de V qu’on appellera le groupe prolongé. D’aprés sa définition, on a
(1.5) noexp<1(§),:::exp(uX)oTr;,

on en déduit en dérivant par rapport a u que le champ de vecteur X sur ¥
est projetable par =

(1.6) X =X;

de (1.5) 1l résulte

(1.7) moexp(uX) =exp(uX) on,
(1.8) _ exp(l(,)z)*oﬂ*:n*oe.\p(u,X,)*,-

X sera dit un relévement de X sur . Soit (', 0') un corepére en z€

) )
ou les 0 sont supposés quelconques; si 'on désigne par i 'opérateur du
produit intérieur, nous poserons

(1.9) (X=X, (X=X
Ainsi au point z€< le vecteur X a pour composantes par rapport au
corepére envisagé les quantités X’ et X'; en particulier, pour le corepére

local (da’, dv') en z€% les composantes de X seront

i \ yi
(1.10) <d'” (”>) — X, <‘l‘ (“)> 78, Xi == 3y XL,
. u 0 (=1}

du du

Nous remarquons que dans un changement de repéres les quantités
¢y X' ne se transforment pas selon les composantes d’un vecteur.

c. Soit @ une r-forme sur ¥ a valeurs dans un espace vectoriel M. Nous

appelons transformée infinitésimale de ® par X en z la r-forme L(X)®
[par abus de notation L (X)®] en z a valeurs dans M définie par

(1.11) L)@ =i(X)dd + di(X)d.
Il est clair que L (X) est une dérivation de degré o qui commute avec d.
Si f est une fonction & valeurs réelles sur ¥V, d’apreés (1.11) on a
LX) f=i(X)df =Xk, f+ X0, f,
ou X* et X' sont les composantes de X par rapport au corepére () 0);
relativement au corepére (da', d¢’) cette relation s’écrit
LX) f== NF o f 4 3,XE 3/,

, . N e , e . . .
L(x) commute avec les opérations o, et 2, de dérivations ordinaires.
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Etant donné un champ de tenseurs au sens large (ou forme de connexion)

P2l

V, pour qu’il soit invariant par le groupe prolongé exp (uX), il faut
et il suffit que sa dérivée de Lie relativement ¢ X soit o. De plus, il est clair

sur

que le vecteur canonique ¢ est invariant par le groupe prolongé exp (uX),

end autres termes, exp(uf() n’altére pas la structure différentiable de I’espace .

A un repéere R° attaché a z€w ' (U (2)) correspond par l'action du

groupe exp (uX) un repére R*™, en z(u) Papplication différentiable
exp(u}t): Rs— R=l®)

définit un groupe local a 1-parametre de transformations locales de 'espace
fibré = 'E(V,), engendré par le champ de vecteurs X qui est un reléve-
ment de X. Nous définirons de la méme facon qu’en géométrie différentielle
classique [18] la transformée infinitésimale d’une forme sur = ' E (V,) :

Etant donnée une forme A sur = ' E(V,) a valeurs dans un espace
vectoriel M, la transformée infinitésimale de .\ par X est, par définition,
la'dérivée de Lie par X et sera notée L (X)A on démontre que [18] :

12 S1 A est g-forme tensorielle de type R (G) (représentation linéaire
de G dans M). L (X).\ est une g-forme tensorielle de méme type;
29 Si @ est une 1-forme de connexion & valeurs dans l'algébre de Lie

de GL (n, R) de type adj., L. (X) @ est une 1-forme tensorielle de type adj.

Soit Y un champ de vecteurs au sens large .\ une i-forme (semi-basique)
a9

sur V, L (X) satisfaisant a la regle de Leibmiz pour le produit tensoriel
et commutant avec 'opérateur trace, on a

(1.12) L(X){(Y)\ = i(Y)L(X)\ = i(L(X)Y)A.

2. SECTIONS LOCALES INVARIANTES. — a. Soit X un champ de vecteurs
sur %7, un point z€? sera dit un point ordinaire s’il n’est pas un zéro
de X; z sera dit un zéro de premiére espéce si tout voisinage U de z contient
des points ordinaires ; z est un zéro de seconde espéce s'il existe un voisinage U
de z tel que tout point de U soit un zéro de X, dans ce cas, exp (uX) définit
identité sur U et le transformé infinitésimal d’un tenseur au sens large
ou d’une connexion au point z est o. En ce qui concerne les zéros de
premiéres espéces, si t est un champ de tenseurs au sens large (ou forme
de connexion); si nous savons évaluer [L (X)¢]z en un point ordinaire z€ ,
nous pouvons obtenir [L (X)t]z, en un zéro z, de premiére espece par
passage a la limite.

b. Etant donné un point ordinaire z€ 7 il existe un voisinage UC?
de z composé de points ordinaires; si R est le repére attaché a z les points



52 H. AKBAR-ZADEH.

de =™ E (V,) définis par R*" = exp (uX) R* appartiennent a la trajectoire

de X 1ssue de R°. Nous sommes ainsi conduits a la définition suivante :

DeriNition. — Etant donné un voisinage UC? composé de points

ordinaires, on appelle section locale invariante par X au-dessus de U une

section locale p. de = ' E (V,) engendrée par les trajectoires de X.

Sur U les repéres de la section locale définissent un champ de vec-
teurs e;(z) mvariant par X; si les n vecteurs e;(z) déterminent le repére
en z, R"= 1z on a ‘

(2.1) L(X)e(s)=o.
D’autre part, on a ’égalité entre scalaires
((e;)al=120/;
la dérivée de Lie du second membre étant o, compte tenu de (1.22), on a
L(X)i(e,)ai=1i(L(X)e;)al+ i(e;) L(X)al=0o.
Pour que (2.1) soit satisfait, il faut et il suffit que
i(e;) L(X)ai=o0
quel que soit j, d’ou
(2.2) L (X)al=o.
c. Soit A une forme sur n" E (V,) a valeurs dans un espace vectoriel M.

Soit A la forme induite sur la section locale de ==* E (V,) au-dessus de U.

Sur U il existe une forme ®y a valeurs dans M telle que
A = @y

Pour la section locale envisagée, on ohtient

(2.3) pL(X)A=LX)®=]i(X) d + di(X)] @,

i

Cette formule nous permet d’évaluer L(X)\. En vertu de (2.3), la rela-
tion (2.2) s’écrit

(2.4) |L(X)a)i=L(X)az=o.

3. INTRODUCTION D’UNE CONNEXION LINEAIRE REGULIERE. — a. Consi-
dérons un recouvrement de V, par des voisinages U, soit © une connexion
linéaire réguliére sur 9 représentée dans chaque =~ (U) par les matrices ©';
des 1-formes définies. par [(.7), chap. I]. Introduisons la connexion
linéaire © dite assoctée & w définie par les matrices o'; telles que

&)[,-: u)l,'—i—— Si,'k ac",

(3.1)



ESPACES DE FINSLER. 53

ot S est le premier tenseur de torsion de . Si V désigne la différentielle
absolue dans la connexion associée, de (3.1) il résulte

(3.2) 0i=Voi= 0/ Siyat,

il est clair, d’aprés (3.1), que la connexion associée est réguliére.
En rapportant les deux connexions ® et @ aux corepéres (dz, 0) et (dz, 0)
respectivement, la relation (3.1) s’écrit

fi//‘. dxt + Ti//,- 6/‘: i“i/-/; dak + Tijk 0k — (i“’./k — i\i/;/') dak—= i‘ik/, dxt + Tiik Ok,

*

ot I' et T sont Ies coefficients de la connexion ®; en portant dans cette
relation les 0% définis par (3.2) et en identifiant les deux membres, on
obtient

(3.3)
(3.4) '

|

)

L}

— 1 [/'/: S/lo/.--

*
l/.'/'
T’j/,.

|

o |

I

)
L
Si S désigne le tenseur de torsion de ® de (3.3), il vient

(3.5) St g == T, S — T4, St — Sy,

Ainsi les tenseurs de torsion de ® sont définis par (3.4) et (3.5). SoitY
un champ de vecteurs au sens large, sa différentielle absolue relativement
a ® peut se mettre sous la forme

(3.6) VY =V, Yl a4+ Vi YL Ok =Dy Yi. of o D} Y, 0%
ou DY et DY’ sont deux tenseurs au sens large du type (1.1).
En portant dans cette relation les 6% définis par (3.2), il vient
(3.7) D Y=V Yi4 V, Y0, Sk,
(3.8) D, Y=V, Y.
b. Soit U un voisinage de ¥ composé de points ordinaires, considérons

une section locale invariante par X au-dessus de U, nous avons montré
que pour une telle section on a (2.4), soit

(3.9) LX) a)f=L(X)a=i(X) da'+ di(X)ai=o,
compte tenu de [(7.3), chap. I]. Cette relation s’écrit

(3.10) dXi+ (ol 4 Sijpak) Xi — o (X)) ok 4= Ti, Xk — XAT, 06 = o,
Soit

(3.11) VX iy Nk = i (X)) ok XA T, 0%,

En vertu de (3.6), on en déduit pour les repéres de la section locale
envisagée

(3.12) DX T X = i (X)),

(3.13) D} Xi= X/Tiy.
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c. Il est facile maintenant d’évaluer la dérivée de Lie d’un tenseur
au sens large ou d’une connexion linéaire réguliére. Calculons d’abord
le transformé infinitésimal d’un champ de vecteurs au sens large Y. Etant
donné un voisinage U composé de points ordinaires; considérons une
section locale invariante par X au-dessus de U, rapporté aux repéres
de cette section Y définit une o-forme a valeurs vectorielles Y. = (Y/)
de (2.3), on a alors pour ces repéeres '

L)Y =LX)Y=i(X)dY=VY(X) - Yo, (X),
compte tenu de (3.12) il s’écrit '
(3.14) [L(X)Y = VYI(X) — YE(Dp X0 T, XA,

les deux membres de cette formule étant des vecteurs au sens large sur ¥

Iégalité est valable en repéres arbitraires et aux points ordinaires de <,

par passage a la limite elle est valable en tout point. Afin d’évaluer les
quantités X qui figurent dans le second membre de (3.14), il suffit de

remarquer que la dérivée de Lie du champ de vecteurs canonique ¢ est o,
d’ou

(3.15) Xi— D, X7+ Tiy, XA,
soit
(3.16) X7 (87— Tigp) = Dy X1,

D’autre part, la formule (3.14) peut se mettre sous la forme
[LX)Y =XV, Y — YAD, X/ + ‘(‘(VA Y — Y2T,),

ot les X sont définis par (3.16). En corepére local (dz, 0) le terme entre
parenthéses dans le second membre de cette formule n’est autre que la
dérivée pfaffienne de Y’ par rapport aux 0%; en tenant compte de

[(6.9), chap. 1] et (3.16), il vient
(3.17) [L(X)Y = XEV, YI— YED, X0+ 87, YID, X,
Le second membre est indépendant de la connexion introduite, supposons

que rapporté au corepére (dzx, do) les coeflicients de ® soient o, il en est
alors de méme pour la connexion associée, et la relation (3.17) se réduit a

(3.18) [L(X)Y = XE 3, Y — YE§,X0 4 8%, Y 8, X7
4. DErivie peE Lie D'UN TENSEUR AU SENs LARGE. — Nous allons
appliquer la méthode précédente au calcul de la dérivée de Lie d’un

tenseur au sens large. Soit #, un tenseur au sens large sur ¥, en repeéres
d’une section locale invariante par X on a

(LX) 2] =i(X) dtt; =V, (X) + o, (X) + ¢5,0m(X) — 25,01,(X).
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En vertu de (3.12), nous obtenons
Bty (LX) )=V, (X) 4 0, (DX Tr, X0
£ (DX 7 X)) — 2%, (D, X 4= T4, X5,
ot X est défini par (3.16). Cette formule est valable en repéres arbitraires

et en tout point. Par le méme raisonnement que précédemment, on a en
corepére-local (dz’, 0')

(h.2) [LOX) )= XVt~ £ DX A= 8, Dy X — 27, DX 05 8, Dy X5
et
(h.3) (LX) )5 =X 0,8+ b 0; X0~ 1, 0, X0 — 17 0, X0 0715, 0,X5.
5. DI:)RIV]:ZE DE LIE DES COEFFICIENTS D,UNE CONNEXION LIN]iZAIRE

REGULIERE. — Soit © une connexion linéaire réguliere sur V. On sait
que la dérivée de Lie de w par X est une 1-forme tensorielle sur = ' E (V,,)

de type adj. Soit U un voisinage de ? composé de points ordinaires,

considérons une section locale invariante par X au-dessus de U.
D’apres (2.3), on a alors en ces repeéres

(5.1) [L(X)0 ;= LX), =i(X) doi;+ di(X)o;.

L’opérateur ¢ est une antidérivation de [(7.6), chap. I], on obtient
(5.2) i(X) doi; = i(X) Q) — wi (KX)o, + wior, (X).
En vertu de [(7.7), chap. I] le premier terme du second membre s’écrit
(5.3) z(i)ng s = (XERE 5 — XAP ) ok 4= (XEPE 4 XE Q1) 0%,
Par rapport aux repéres envisagés on a, d’aprés (3.12),
(3.4) di(X)wi; + ol 0, (X) — wi (X))o, = V(D X4 T7,,X,).
Compte tenu de (5.2), (5.3) et (5.4), la formule (5.1) s’écrit
(5.5) [L(X)o],=L(X)w,=V(D,Xi4+ Ti;,X")

4+ (X’lRf,»,,A. — ).(./'Pij/..h>a"'+ (X” Pije—+ X"QUM)“‘G

ou X est défini par (3.16). Relativement aux repéres précédents, la dérivée
de Lie de 0" s’écrit

(5.6) [L(X)0) = L(X)0r=L(X) (do"+ ¢*ory) = [L(X)0 ]

Compte tenu de cette relation, la formule (5.5) s’écrit, en corepére
local (dz, ),

(5.7) [L(X)o),=L(X)T da*+ L (X) Tt 064 T, [L(X) w ],
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d’ot1, en multipliant les deux membres par ¢/,
[L(X) o= L(X) T dat 4 L(X) Thop. 0+ Tip [L(X) 'y
Il en résulte
(5.8) LL (XYoo= M7 (LX) By ot L (X) Ty 00),

ou M est la matrice inverse de L. En portant (5.8) dans (5.7), compte
tenu de (5.5), 1l vient

(5.9) [LX)w];= (L (X)T4 T MEL (X)) dark - (LX) T T, MEL (X)) 05
— \','(D/xi+ T;/][X/,) -+ (X" R — /\"'/,pz/,/‘_h) dt - (X/' P+ X/ (\)i/_M_) 04,
En vertu de (5.6), la formule (5.5) nous donne
(5.10)  L(X)T4 da* - 1L (X)Ti . 0k
= V(])/ Xi+ T"//,X/'> -+ (X/' R"/'/,/;—— _il' [)i//‘~/‘> da*
-+ (i»\’/, P+ X/ (\)i/,M) 0k
— T4 [ VDN T N 4= (XARY g — XAP )
+ (Xhl)",\-/,/.-+ X Q”.v/;/.-) ()/{J.
ou X est défini par (3.16). Les deux membres des formules (5.9) et (5. 10)

étant des 1-formes tensorielles de type adj, ces relations sont valables
en repeéres arbitraires et en tout point, d’ou

(5.11) LX) 10— V(D X T XY (XAR g — K0P )
— T 0| V(DX T, X)) - XARY g — XAP7 |
et
(B.12) LX) T=V3(D,;Xig- i, X0) 4 (XAP 4 XPQi )
— T8 V(DX T XY i (XAP -+ X0Qr )]

En vertu de (7.26), (7.27) du chapitre I, la formule (5.11) se réduit a

(5.13) L(X) 1= VD, X0 XARE o+ 87517, Dy X5,
Quant & (5.12), en développant le second membre, nous retrouvons la
formule donnant la dérivée de Lie du tenseur T (4.2).

II. — Transformations infinitésimales affines.

6. ForLumE roNDAMENTALE. — Dans ce qui suit nous supposons que ¥
est muni d’une connexion linéaire réguliére et nous raisonnons en corepére
local (d2', 0°). Soit g l'espace vectoriel sur les réels des transformations
infinitésimales définies par les champs de vecteurs sur V,. A tout
couple (X, Y)€ g nous faisons correspondre le crochet usuel

(6.1) X, Y]=L(X)Y,
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g muni de cette loi de composition devient une algébre de Lie, qui sera
dite l'algébre de Lie des transformations infinitésimales de V,, elle sera
désignée par g. Considérons I'application qu’a tout X € g fait correspondre
le tenseur de type adj défini par -

(6.2) (AN = — (D, X0 T X)),
ou
(6.3) X% (87— Trop) = Dy X,

En corepére local (dz, ) I’expression entre parenthéses dans (6.3) n’est
autre que la matrice L) définie par [(5.8), chap. I], la connexion linéaire
envisagée étant réguliére; cette matrice a donc une inverse que nous avons
désignée par M; de (6.3) on obtient

(6.4) Ni= M~ D, X"

En portant (6.4) dans (6.2), il vient
(AX )= — (D, X1 TN DX,

Ainsi a tout X €g nous faisons correspondre I’endomorphisme Az (X)
de Twz. Nous désignerons par Az (g) 'espace vectoriel des endomorphismes
de Trz correspondant & tous les éléments de g. Az(g) peut étre muni

d’une structure d’algébre de Lie par la loi de composition définie par le
crochet usuel : si AX et AY sont deux éléments de Az (g), leur crochet
sera défini par

(6.5) [AX, AY] = AXAY — AYAX.

On désignera par A cette algébre. Soit X un élément de g et AX l'endo-

morphisme correspondant : si ¢}, est un champ de tenseurs au sens large
nous poserons '

(6.6) (AX )= (AX)) £ — (AX) 74— (AX) 25,

Jjhk— rbjkT J
Avec ces notations, la formule (4.1), donnant la dérivée de Lie de ¢,
par X, peut s’écrire d’une maniére simple

(6.7) [L(X) )5, =V, (X) + (AX ).

Soient X et Y deux éléments de g et AX et AY les éléments de A corres-

pondants; au crochet [X, Y] correspond I'élément A [X, Y] de A, nous
nous proposons d’évaluer A [X, Y] en fonction de AX et AY. Si I’on pose

L=[X,Y],
on a, d’apres (6.2),
(6.8) (AZ); = — (D, Zi+ i),
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 1. 8
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avec .
(6.9) ‘ C B DT Ty Tk,
de (6.7), 1l résulte .

[L(X)AY], = V(AY);(X) + [AX, AY ;.
Compte tenu de la définition de AY, cette relation s’écrit
(6.10) [AX, AY ]+ V(AY), (X)) = [L(X) DY 4+ L(X)T7;,. Y4 Ti,, L(X) Y],
avec
(6.11) Yi—=1D, Y T Y,
En retranchant (6.10) de (6.8), 1l vient
(6.12)  (AZ),—[AX,AY |, — V(AY);(X)

—L(X)D; Y — D, L(X) Y4 Té(L(X) Yr— 27 ) 4 L(X) T¢j: YA
Nous allons évaluer le second membre de cette relation; tout d’abord

en vertu de (3.7) on a

D, Y=V, Vi YT, Sty = 6, Yi 4 YeDi,,
d’ou
(6.13) L(X)YD,Y— D, L(X) Y= YtL(X)I.

D’autre part, en prenant la dérivée de Lie relativement a X, des deux
membres de (6.11) on a

L(X)Yr=TL(X) Dy Y+ L(X) Thy. Yi T, L(X) Y,
En retranchant de cette relation 'expression de Z" définie par (6.9)
et en tenant compte de (6.13), on obtient
L(X) Vi 7= Thyp (L (X) Yh— ZF) o YEL (X) T YEL(X) Ty,
d’ou
(6.14) L (X) Vi 2= M (Y6 LX) Tt VAL (X) Tryp ).
En vertu de (6.13) et (6.14), la relation (6.12) s’écrit
(AZ), —[AX, AY ), — V(AY ), (X) = Yk(L(X)f‘f,,,.+ T MEL(X) i"-ok)
A+ VAL (X) T+ Ti MEL(X) T ).
En évaluant le second membre de cette relation d’aprés (5.9), nous

obtenons la formule fondamentale

(6.15) A[X, Y)=[AX, AY]+ VAY(X) — VAX(Y) + (X, Y).
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7. TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES AFFINES. — Soit exp (uX) le
groupe local a 1-paramétre de transformations locales de V, engendré
par X et exp (uX) son groupe prolongé. Soit ® une connexion linéaire
réguliere sur V. On appellera transformation infinitésimale affine, une
transformation infinitésimale (t.1.) X sur V, telle que son groupe prolongé
exp (uX) laisse invariante la connexion hnealre w; pour qu’il en soit
ainsi, il faut et il suffit que :

(T.1) L(X)w=o0.
En vertu de (5.7), la relation précédente entraine
(7.2) ],(X)f’,kzo,
(7.3) L(X)Tl'j/_.:o
Inversement, si les relations (7.2) et (7.3) sont satisfaites quel que soit X,
d’aprés (5.8) et (5.7), on a alors (7.1) et X définit une t. 1. affine. Ainsi

Pour qu'une t. 1. X sur V, définisse une t. 1. affine, il faut et il suffit qu’tl
laisse invariants les coeffictents des deux espéces de la connexion. D’aprés (5.9),
les relations (7.2) et (7.3) entrainent

(1.4) V(AX ), =i(X) Qi)
Celle-ci est équivalente a

(7.5) Vi (AX)} = XOR e — XA Py,
(76) ) V‘/I(A\X)l/: Xh pi/],;.-—%- :\{/'Qi/;/,‘-,

ou AX et X sont définis par (6.2) et (6.4). Inversement, supposons que
(7.4) soit satisfaite quel que soit X, on a alors, d’apres (5.11) et (5.12),
les relations (7.2) et (7.3), ainst X est une t. 1. affine. Nous sommes aussi

\

amenés dans la suite & envisager les transformations infinitésimales qui

laissent invariants les coefficients de premiére espece I, de la connexion
une telle t. 1. sera dite une ¢. t. affine partielle. En vertu de (5.9) et (5.10),
une t.1. affine partielle peut étre caractérisée par le systéme (7.5); nous
énoncerons donc le :

TutorEME. — Pour qu'une transformation infinitésimale X définisse
une transformation infinitésimale affine (resp. partielle) pour la connexion w,

il faut et il suffit qu’il satisfasse a (7.4) [resp. (7.5)].

Il est clair qu’une t. t. affine partielle laisse invariantes les géodésiques
de la connexion linéaire ». Si X définit une t. 1. affine, on a
(1.79) LX)Ru=o0, L(X)Piu=—o0, L(X)OQiu=o.

8. TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES AFFINES ET DERIVATIONS COVA-
RIANTES. — Soit ¢ un tenseur de type R(G) & valeurs dans un espace
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vectoriel, M et @ une connexion linéaire réguliére sur ¥. On désignera
par R(G) la représentation de 'algtbre de Lie G de G induite par R.
Soit U un voisinage de % composé de points ordinaires et une section
locale invariante par X au-dessus de U. Le tenseur ¢ et la connexion
linéaire définissent sur U respectivement une o-forme f_ a valeurs dans M
et une 1-forme w; a valeurs dans G. La différentielle absolue de ¢ est une
1-forme Vit a valeurs dans M ’
Vig=dtz+ R (0g) t,

d’ou

L(X) Vig=dL(X) tz+ R(L(X) 0g) tg+ R (o) L(X)

(VR

on en déduit

~

d’ou, on a alors en tout point de %,
(8.1) L(X)Vi—VL(X)t=R(L(X)w).

En particulier, pour un champ de vecteurs au sens large Y, on a

(8.2) L(X) VY — VoL (X) Yie= L (X) B Y/ — L (X) T 00X,
(8.3) L(X) VY — VoL (X) Y= L(X) T, Y/ — L (X) Ty 0.Y7,

des formules (8.2) et (8.3), 1l résulte le :

TutoriEME. — Pour qu’une t. 1. X définisse une t. 1. affine (resp. partielle)
pour la connexion w, il faut et il suffit que les dérivées covariantes des deux

types V. et V. (resp. de type V;) d’un tenseur large commute avec sa dérivée
de Lie par X. ‘

9. Le eroure Kz (L). — Soit L l'algébre de Lie des t. 1. affines de V,
pour la connexion . Dans les paragraphes qui précédent nous avons vu
qu’a tout champ de vecteurs X €L sur V, on peut faire correspondre
un champ de vecteurs X (X, X) sur ¥ qui est un relevement de X. Nous
désignerons par L le relevement de L sur 2. Sur L. nous pouvons définir
une structure d’algebre de Lie par le crochet usuel, le crochet de deux
éléments de L. est projetable par =. Soit Az (L) I’algébre de Lie des endo-
morphismes de T7z correspondant aux éléments de L. Az (L) est 'algébre
de Lie d’un groupe connexe Kz (L) des transformations linéaires de T=z.
D’apres le paragraphe 11 du chapitre I, on sait qu’en un point z€%
I’algébre de Lie d’holonomie infinitésimale peut étre engendrée par les
éléments

(9.1) l'f,-:V...VB"/M(Z,...Z,,)u’,"u’._).
(9.‘2) pi/‘:V...VP[/‘“<Z1...Z(I>ufl.tl.l,
(93) (]i/:V...VQi/k[(ZI...Z,,)l.t,lcl't{_,,
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oU Zyy « ..y Ly iy (w1, T,) €t G (us, Us) sont des champs locaux de vecteurs
au voisinage de z€%’. Nous désignerons par 5’z I’algébre de Lie d’holo-
nomie infinitésimale en z €%, par 'z, p'z et ¢’z celles engendrées par r,
p et g respectivement. 51 X €L, la dérivée de Lie relativement & X commute
avec la dérivée covariante et X laisse invariants les trois tenseurs de
courbure, ainsi L (X)r, L (X)p et L (X)q appartiennent respectivement
a r'z, p'z et ¢'z. D’autre part, en vertu de (6.7), la dérivée de Lie par X
de r', (par exemple) s’écrit

LX) =V (R) - [ A (X)), 7 ).

Le premier membre ainsi que le premier terme du second membre appar-
tiennent a 'z, d’ou
A= (X), /'s]Cr's;
de méme,
[A:(X), p's]cp's, [A=(X), ¢'slcq's.

o'z étant somme de r'z, p'z et ¢z, d’ou

[A-(X), ¢'5]ce’=.

Nous énoncerons le

Tutorime. — Le groupe Kz (L) est sous-groupe de normalisateur connexe
N, (c'z) du groupe d’holonomie infinitésimale en z€<%, dans le groupe
des transformations linéaires de Trz.

10. ALGEBRE TRANSITIVE DES TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES
AFFINES. — 19 Soit 0z I'espace vectoriel tangent & ¥ en z.

DeriNiTioN. — L'algébre de Lie L des t.i. affines est dite transitive sur 3
si en tout point z€< le sous-espace de Oz engendré par les Xz pour X el
coincide avec Oz.

Dans ce paragraphe on supposera que I. est transitive sur V. Soit z€ %,
U et V deux voisinages de z; de la définition précédente il résulte que
pour tout point €U il existe une transformation affine de V sur un

voisinage de z qui applique z sur %, on en déduit alors que sur U les groupes
d’holonomies infinitésimales ont méme dimension, donc z est régulier [18] (%)
pour I’holonomie infinitésimale. Ainsi tous les points de ¥ étant réguliers
pour I’holonomie infinitésimale, le groupe d’holonomie infinitésimale o’z
en tout point z€Y’ coincide avec le groupe d’holonomie restreint oz

(f21], [17]).

(®) Ce raisonnement est diit a A. Lichnerowicz [18], p. 95.
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20 Soient X et Y deux éléments de L de (7.4), il vient

(10.1) VAX(Y) = 52(5”(, Y),
de (6.15), il résulte
(10.2) Q(X, ¥)=[AX, AY| —A[X, Y],

d’ou, pour tout couple X, YEL, on a
(X, Y)er=(L).

Soit Z, €L, d’apres (6.7) nous avons
(10.3) L(Z) Q(X, V) =[Az, @] +VveX, T)(Z).
Posons

[llﬂ\Jj‘:h I/H\]———fll’

7, appartenant a L, on a
L(Z)XA= Dy L(Z,) X+ Tk, L (Z,) X,
d’ou
L(Z,)Xi= MLD, 2k,

Le second membre n’est autre que (!, d’ou

L (Z)Nh=7";
de méme

L (7)) Yh=q".
Ainsi le premier membre de (10.3) s’écrit

L(z) X, V=, V)+QX, 7)),

d’ou le premier membre est un élément de Az (L), de la relation (10.3)
il résulte que vQ(X,Y) (Z,) appartient a Az (L), en réitérant ce procédé

, .
nous voyons donc que ’espace vectoriel Cq (¢ = o, 1, 2, ..

.) appartient

a Az(L). Ainsi le groupe d’holonomie restreint 5z est contenu dans le
groupe connexe Kz (L). Compte tenu du théoréeme précédent, nous énongons

le :

Tatorime. — St Ualgébre de Lie L des (. 1. affines est transitive sur ,

en tout point z€% on a
gzChs(L)cN,(g53),

ou N, (7z) est le normalisateur connexe du groupe d’holonomie restreint 5z

dans le groupe des transformations linéaires de Trz.

Dans la suite L sera appelé 'algebre de Lie de base des t. 1. affines.
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11. Arcesre pE Lie L. — 1. Soit L l'algébre de Lie de base des t. 1.
affines et Az (L) lalgébre de Lie des endomorphismes de Twz corres-
pondant aux éléments de L. Le lemme suivant résulte aisément du systéme
différentiel linéaire (7.4).

Lemme. — Sotent X et Y deux élémenis de L et AX et AY les endo-
.morphismes de Ttz correspondants st en un point x,= 1z, on a
Xay= Yz, Az (X) =As,(Y).
Alors X et Y coincident. sur tout V,.
20 Soit G l’espace vectoriel défini par la somme directe

(11.1) G=As(L)+Trxs,

sur G nous définissons la loi1 de composition suivante :

(AL, Au] = A A, — ALA, A, AveAs (L)),
(11.2) [A,s] ——[s, A]=As [seTrs, AeAz(L)],
} [51, 8] ——3(3,%,) —Q(5, %) |[snsnelrs]

ou § est défini comme d’habitude par le couple 5= (s, s=MD,s).

La loi de composition (11.2) ne détermine pas en général sur G une
structure d’algebre de Lie, car l'identité de Jacobi n’est pas satisfaite
en général. Considérons I’application qui & tout X €L fait correspondre

Jz: Xel. - As(X)—Xu,

ou Az(X)€Az (L) est Xa est la valeur de X en = %z. Soit G = Jz(L);
il est clair que G est un sous-espace vectoriel de G. Nous nous proposons
d’étudier les propriétés de Jz, par conséquent la structure de G. Tout
d’abord, Jz est une application linéaire et biunivoque de L sur G : en
effet, la linéarité de Jz résulte immédiatement de sa définition; soit
AX — Xz un élément de G, nous dirons qu’il lui correspond au plus
un X €L tel que :
Js(X)=As(X) — Xz (x=m3).
Car si Y est un autre élément de L auquel correspond Az (X) — Xu,
nous devons avoir

Js(Y)=As(X) — Xz (x=m3);

d’apres la définition de Jz(Y), on a alors

As(Y) —Yr=As(X) —Xux (x=m3),
d’ou
Az(Y)=As(X\), Yor=Xux (r=mxs).
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En vertu du lemme précédent, X et Y coincident sur tout V,. Ainsi Jz
est une application linéaire et biunivoque. Démontrons que Jz est un
homomorphisme de L sur G, comme elle est linaire il suffit de démontrer
qu’elle conserve le crochet. Soient X et Y deux éléments de L, on a

(11.3) Ja([X, Y) =A:[X, Y| — [ X, Y]x (r=m5s).
D’autre part, le dernier terme du second membre s’écrit aisément

X, YL=Az(X)Y.—As (V)X + 32X, V)  (r=mn:3).

En portant D'expression précédente dans (11.3) et en substituant
Az [X, Y] par sa valeur tirée de (10.2), nous obtenons

Is(IX, Y =[As(X), As(V) ] = A=z(X) Y+ Az (V)X — 2(X, V) — (X, ¥);
conformément a (11.2), on a alors

(X, Y]) = [As(X) — X, Az(Y) — Yor|=[55(X), I5(Y)].
Ainsi Jz définit un isomorphisme de L sur la sous-algébre de Lie G de G,
d’ou :
Tutortme. — Sout L Ualgébre de Lie de base des transformations infini-
tésimales affines et G espace vectoriel défini par la somme directe

G=Az(L)+ Trx,
ou Trz est Uespace vectoriel tangent a V, en x = 7z et Az (L) Ualgébre de Lie
des endomorphismes de Tnz correspondant aux éléments de L. Supposons
que G soit muni de la loi de composition définie par (11.2); alors L est
isomorphe & Ualgébre de Lie G= Jz(L)CG par Uapplication définie
Js: Xel > As(X) — X

I1II. — Cas des variétés finslériennes.

12. TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES AFFINEs [2]. — Dans cette
section nous supposons que V, est muni d’une structure de variété fins-
lérienne. Soit g le tenseur métrique de cette variété et ® la connexion
finslérienne correspondante. On sait que le tenseur de torsion S de cette
connexion est nul; si dans la formule (3.1) ® représente la connexion
finslérienne, alors la connexion linéaire ® assoctée a4 ® coincide avec w,
la matrice L ainsi que son inverse M se réduisent a I'identité (coordonnées
locales) et I'endomorphisme A (X) défini par (6.2) peut s’écrire

(12 I) (_\(X))l/:_ (V,X"—i— T[/'/lvuxh)«,

ou V représente la dérivée covariante dans la connexion finslérienne.
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Les résultats obtenus dans les paragraphes précédents relatifs aux trans-
formations infinitésimales affines d’une connexion linéaire réguliére
générale, sont en particulier, valables pour la connexion finslérienne.
Soit X une transformation infinitésimale de V,, en vertu de (6.6) et (6.7)
la dérivée de Lie par X du tenseur métrique g s’écrit

(12.2) L(X)giy=— (A(X);+ A (X)),
ou
(12.3) A (X)ji==— (V;Ni+ T Vo X7).

Nous poserons
(12.4) E(X) = (A(X)y;+A (X))

Pour la transformation infinitésimale X, nous avons

(12.5) Vet (X) =g L (X) I e g L () T 2T L (V) T,
(12.6) Vit (X)i;=gu LX) T i gy L(X) 175

des formules précédentes on obtient
(12.7)  L(X)Tiu= (é)gm[V; ¢ (X it Vit (X) jn— Vit (X) ]

— (T L () Ty T L (X) Ty — T (X) E),
(128) OOy (5 )sul e (Xmes Vit (X) e Vit (X))

Si X définit une t. 1. affine (resp. partielle) pour la connexion finslérienne,
d’apres (12.5) et (12.6) il est clair que la dérivée covariante des deux types
V. et V, (resp. du type V;) du tenseur t(X) est o. Inversement, supposons
que la dérivée covariante des deux types Vet V, (resp. du type V,) du
tenseur ¢ (X) soit o, nous allons montrer que la transformation infinitésimale
X définit une t.1i. affine (resp. partielle) pour la connexion finslérienne.
En effet, s1 la dérivée covariante du type V. du tenseur ¢ (X) est o, la
relation (12.7) s’écrit

(12.9) LX) T = — (10, LX) Ty Tl L (X) ) — gL (X) 1701 ).

Multiplions les deux membres par ¢/; compte tenu de I’homogénéité
du tenseur de torsion, on a

(12.10) L (X) T == — i L (X) Iy,
Multiplions cette relation par ¢*, il vient
(12.11) L (X)L, = o,

de (12.10), 1l résulte

L(X)Ti=o.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXX. — Fasc. 1. 9
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Ainsi la relation (12.9) nous donne
L(}x)f‘ijk: 0,

d’ott X est une transformation infinitésimale affine partielle; si, en outre,
la dérivée covariante du type V, du tenseur ¢(X) est o, de (12.8) on
a alors ‘

L (X) Té == o.

Ainst X défimit une t. 1. afline pour la connexion finslérienne, nous énon-
cerons donc le : :

Tutorime. — FEtant donnée une variété finslérienne V,, pour qu’une
transformation infinitéstmale X sur V, définisse une transformation infini-
tésimale affine (resp. partielle) pour la connexion finslérienne, il faut et il
suffit que la dérivée covariante des deux types V; et V, (resp. du type V) du
tenseur symétrique t (X);;, défint par (12.4), soit nulle.

Si X définit une t.1. affine partielle pour la connexion finslérienne de
[(8.3), chap. II] et [(8.6), chap. II], on obtient

(12.12) LX) Plyg== — ¢/ 6; L(X) I = — L(X) V, Ty = o.

13. IsSOMETRIES INFINITESIMALES [2]. — 10 Soit V, une variété finslé-
rienne et g le tenseur métrique de cette variété. Nous appelons isométrie
infinitésimale, une transformation infinitésimale de V, laissant invariante
la métrique. Pour qu’une transformation infinitésimale X sur V, définisse
une isométrie infinitésimale, il faut et il suffit que

(l:‘.l) IA(\\)'.’,"T?();

En vertu de (12.2), on a alors
(13.2) A (X)) +N(N)ji=o.

Ainsi le tenseur A (X) défini par (12.3) est antisymétrique. 1’apres (13.1),
nous pouvons alors construire un systéme de coordonnées locales (x')
tel que les eomposantes du tenseur métrique g;; dans ces coordonnées ne
dépendent pas de I'une des coordonnées (z') par exemple. Soit z(t) un
arc géodésique et ¢, = z le vecteur « vitesse » en chaque point de cet arc;
si X est une isométrie infimtésimale, on a alors le long de cet arc

V(Nd) = 3 V(N ) == 17 VX = (é)”‘\)"f &= o.

Il en résulte que la projection du vecteur X du champ sur la tangente a
la géodésique est constante le long de la géodésique. En particulier, si
la trajectoire de X est la géodésique de I’espace, il s’ensuit que la longueur
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du vecteur du champ est constante. Dans ce cas, 'isométrie ‘engendrée
par X est une translation.

29 Une isométrie infinitésimale est manifestement une transformation
infinitésimale affine pour la connexion finslérienne, ainsi les résultats

des paragraphes precedents s’appliquent aux algebres de Lie d’isométries
infinitésimales. Soit L l’algébre de Lie de base d’isométrie infinitésimales,

nous désignerons par L son relévement sur ¥. A tout champ de vecteur X € LL
nous pouvons associer un endomorphisme antisymétrique A (X) de
'espace vectoriel euclidien Trz. Pour le crochet usuel, ces endomorphismes
définissent une algébre de Lie Az (L) qui est I’algébre de Lie d’ un groupe
“connexe Kz(L) de rotations de Twz. Sur Az (L) 1nt10du1s0ns le produit
scalaire défini par

(2020, 80 =} )ay87 2l 5() €Az (L),

Soit 5z ’algebre de Lie du groupe d’holonomie restreint en z et Bz ortho-
complément de 5z dans 'espace A des endomorphismes antisymétriques
de Trz (Bz est le sous-espace supplémentaire de oz dans A orthogonal

a 7z au sens du produit scalaire précédent). Soit U un voisinage de z€ <
si pour tout z€ U, S, (z) appartient a 5z(U), d’aprés le théoréme 1 (§ 11,
chap. I), il en est alors de méme de vS;;(Z) pour tout champ local de
vecteurs Z(Z, 7) sur U. Par suite, si pour tout €U, B;(z) €Bz par

. ’ 1
différentiation de - S;; 37 =o, il vient
1 < SN\ i 1 27 ~0
SVS(Z) .50+ - SN (L) = o;

le premier terme étant o, il en est de méme du second quel que soit SY,
done V4;(Z) appartient ¢ Bz. Soit X une isométrie infinitésimale et
Az (X) l'endomorphisme correspondant. Az (X)€Az(L) peut donc étre
décomposé selon
(13.3) As(XN)=5(5)+45(5), (S(s)e€zs 3(s)€Bx).
D’autre part, d’aprés (7.4), on a
' VAX) (7)) = (X, Z);
de (13.3) il résulte
— (X, Z) = VS, (Z) + V5,(Z).

Le premier membre ainsi que le premier terme du second membre
appartient a gz tandis que le dernier terme du second membre appartient
a Bz, d’out quel que soit Z, on a

VR, (Z)=o.
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Il en résulte que la forme {3 est & dérivée covariante nulle, elle est donc
invariante par le groupe d’holonomie Wz, en particulier

[ez, ps]=0o.

Ainst Bz appartient au centralisateur connexe Co (5z) du groupe d’holonomie
restreint oz dans le groupe des rotations de Trnz. 1l en résulte, d’aprés (13.3),
que Kz (L) est contenu dans le normalisateur connexe No (5z) du groupe
d’holonomie restreint 5z dans le groupe des rotations de Twz. Si la variété
finslérienne n’admet pas de 2-formes a dérivée covariante nulle, le groupe
Kz (L) est contenu dans oz; si, en outre, 'algebre de Lie . d’isométries
infinitésimales est transitive sur V), alors le groupe Kz (L) coincide avec 5z,
nous énoncerons le

TutoriME. — Soit V, une variété finslérienne et V Uespace des vecteurs
non nuls tangents a V,. Sowt L. Ualgébre de Lie sur V, d’isométries infini-

téstmales et 1. son relévement sur V. St la yariété finslérienne n’admet pas
de 2-formes a dérivée covariante nulle, le groupe Kz (L) est contenu dans

le groupe d’holonomie restreint sz; si, en outre, L est transitive sur ,
Kz (L) coincide avec oz.

CHAPITRE IV.
TRANSFORMATIONS DES VARIETES FINSLERIENNES COMPACTES,
1. FORMULE DE DIVERGENCE. — a. Dans ce qui suit V, est muni d’une
structure de variété finslérienne. Considérons un recouvrement de V,

par des voisinages munis des reperes orthonormés, par rapport a ces
repéres la métrique de I’espace s’écrit

(1.92:2 (o;)*
. 1
ct élément de volume de V,, est
(1.1) a=ag A\ N\ A\ %

Dans la suite, I'tmage réciproque de « par I'application p (W - V,)
sera encore désignée par . Considérons la forme ®, définie par

N\ N\ g (. -
(1.2) (D(’:ZC"A-.J” B N B N N\ Binilins
ou l=""'9,3="Vlets, ..., 1, est une permutation de la suite 1,2, ...,n

et & désigne I'indicateur de cette permutation. Dans un changement de
repéres orthonormés, le second membre de (1.2) sera multiplié par le
déterminant d’une matrice orthogonale propre. Ainsi ®, est une forme
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intrinséque définie sur W, Choisissons maintenant une base orthonormée (e;)
de Trz telle que le vecteur e, coincide avec [, dans ce cas, on a

(1.3) =1, B.=o, ly=o, Ba== an (e==1,2, ..., n—1)
et la forme ®, se réduit a

Oy=(n—0)BANBN A Bua
Nous poserons

(14) 5:1‘31/\"‘/\511—717
( l * 3) hN—=a /\ igv
7 est une (2 n—1)-forme manifestement fermée sur W.

b. Nous introduisons ici deux opérateurs linéaires sur les formes x
et % : étant donnée une g-forme semi-basique W sur W, on désignera
par %W son adjointe (7) relativement & «, par %" son adjointe relativement
a 7, entre % et % vient la relation
(1.6) *W=%xWA-B
Comme dans la théorie des formes harmoniques nous désignerons par ©

Popérateur de la codifférentiation : étant donnée une g-forme sur W, sa
codifférentielle est

(1.7) d=(—1) % 'd %,

ou %' est tel que
* k= kek T =L
et pour une ¢-forme,

~

(l 8) ' *—! — (_ [)t/(‘in—[—f/) *.

Soit = une 1-forme définie par
(1.9) 7::2/[,-%.

Nous nous proposons d’évaluer cz. A cet effet, en vertu de (1.6), nous
avons

(Liio)  d(km)=d(km AB)=d(k7) NG+ (—1)""% T A d3;
compte tenu de (1.7) et (1.8), on a

(1.11) 0me=— k[ Ak ) NG+ (— 1)k (K m) A dB].
Explicitons le second membre, tout d’abord,

n

(1.12) *ﬁ:}:(*x)i"aml/\.../\&l/\.../\zn,

i=1

(% Pour la construction des forme adjointes, voir [16].
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ou le signe " signifie que le terme correspondant doit étre omis dans le
produit extérieur considéré, d’ou

(1.13) dix )= V2 (mod3,),

ou V représente la dérivée covariante dans la connexion [inslérienne
de (1.4); on obtient par différentiation
n—1

(1. dfB :Z(— DV dS NE A A A A B

=1

o

D’autre part,
Bi=dli-+ liwij

il en résulte

( l. |-'.)‘) ) . (l?),': 5/, /\ Wi+ /,-SZ,‘,-,

ou
. T i
(1.16) Qi =~ L7 Rigrr 21 \ a1+ Prorr 21 \ 31

Ainsi (1.14) s’écrit

(1.17) ’ ‘[I}BZZ(PIIOI;IIW‘) AB +<;)EW’Z(— 1)+

A

< ¥ (Roarr e N 20 N B Ao A B Ao A B,
kot
d’out

(1.18) (H)n*w/\zl@:_Z(a,.P,,n-,,,)ﬂ.

Compte tenu de (1.13) et (1.18), 'expression 2= définie par (1.11) s’éerit
(1.19) o =— (Vi + ;Lo

En vertu de (8.9) du chapitre II, la formule précédente s’écrit en repéres
naturels de coordonnées locales

(1.10) ar =— (Vi — @iV, T)),

ou T; désigne le tenseur de torsion contracté de la connexion finslérienne.
Supposons maintenant que V, soit compacte. Nous remarquons que

Pespace W est toujours orientable (Steenrod [23], p. 23), que V, soit orientable
ou non. En appliquant la formule de Stokes généralisée, on a

(1.21) /61:7;:-— (Vial — 'V, T)) g =o.

W W
A cette formule, on donne le nom de formule de divergence.

2. TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES CONFORMES. — a. Soit (. unc
transformation de V, et . son prolongement sur ?’. Soit g le tenseur
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métrique de la variété finslérienne. La transformation p. est dite conforme
s’1l existe un scalaire réel ¢ sur V, tel que

(2.1) wre—exp(29)g.

Il en résulte que la transformation conforme 1. laisse invariant le tenseur
de torsion de la connexion finslérienne. En effet, en désignant par g le
premier membre de (2.1), on a

Biy==exp(29)gi,

o étant indépendant de la direction, une dérivation par rapport a ¢*
nous donne
0 &= exp(29) 03gi/.

En multipliant les deux membres de .cette relation par %exp (—29)g"

on obtient

A,

T/'/,k — [‘r}.k,

ou T est le tenseur de torsion correspondant a g.
A Taide du tenseur métrique nous pouvons construire la densité scalaire
de poids 1 sur W

(2.2) £ = VA&t (g,

et la densité tensorielle de poids — /1 sur W définie par

I1 est clair que la transfarmation conforme 1 laisse invariante la densité
tensorielle C et inversement, toute transformation de V, qui laisse inva-
riante cette densité tensorielle est une transformation conforme. Soit

alors exp (uX) un groupe de transformations de V, et exp (uX) son
groupe prolongé opérant sur 2% Pour que les transformations de ce groupe
soient conformes, il faut et il suffit que

(2.4) L(X)C=o.

Une transformation infinitésimale X sur V, sera dite une transformation
infinitésimale conforme s’1l satisfait a (2.4). S1 V, est compacte, toute
transformation infinitésimale conforme définit un groupe a 1-paramétre
de transformations conformes de V,.

b. Soit X une transformation infinitésimale de V,, nous sommes ainsi
amenés A évaluer L (X)C; de (2.3) il vient

2

LX) G=— 28 7 g L(N)&+& LX)

—
no
Ut

~
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D’autre part, de (2.2) on obtient

(2.6) L(X)& =282V L(X)gy;

de (12.2) du chapitre III on a
(2.7) gUL(X) g =2(V,;Xi+ TV, X)).

Désignons encore par X la 1-forme semi-basique associée au champ
de vecteurs X par la dualité définie par la métrique; si 'on pose
(2.8) 0 ="TIX,,
on a, d’apres (1.20),

(2.9) 3(X - pr) =— (VN TIV, X)),
Ainst la relation (2.6) s’écrit
L(X)§=—83(X +o0)

et la formule (2.5) devient

(2.10) IA(X)(_::{r;"L(X)g+—I‘f(_f:'a(X—l—pv).l{

Au champ de vecteurs X nous associons le tenseur symétrique restreint
sur W défini par

S(X)=&7L(X) C=L(X)g -+ 2 g0(X+pv).

Ce tenseur a pour composantes

(2.11) (X)) =V X+ V,; X+ 214, V, X, + %g,»,- (X +ov),
d’ou
(2.12) g/ =(X)y=o.

‘Pour que X définisse une transformation infinitésimale conforme, il faut
et il suffit que ‘
(2.13) 7(X)=o.

Pour que X définisse une isométrie infinitésimale, il faut et il suffit que
(2.14) 7(X) =o¢, 0 (X +pv)=o.

c. Soit X une transformation infinitésimale conforme, on a
2 N\
L(X)g;+ ;igi/O(X'FPV):U;
une dérivation nous donne

(2.15) L (X) Tyjn—+ %T,-,,LG(X +50) =17 8,0 (X + pv) =o.
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Multiplions cette relation par ¢ :
817910, 0 (X +p¢) =o.
Il vient

(2.16) 0, 0(X +pv) =o.

Soit Z une transformation infinitésimale de V,; pour que % définisse une
transformation infinitésimale conforme, il faut et il suffit qu’il existe une
fonction a(y) a valeurs réelles sur W telle que
(2.17) L@ g=a(y)g (yeW)
et celle fonction est nécessairement U'tmage d’une fonction de V,; la rela-
tion (2.17) s’écrit, en effet,
(2.18) f(‘i.):'f(;y'),a‘+%g5(2+7‘*),
avec

““’ ey 'E_,;T".
Multiplions les deux membres de (2.18) par g"; il vient, compte tenu
de (2.12),

aly) + %6‘(5%—*{0) =o,
d’ott =(2)=o0 et 'on en déduit que a(y) ne dépend pas de la direction.

3. CARACTERISATION DES TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES CONFORMES.
— 19 a. Solent ¢t et ¢ deux tenseurs restreints de degré o, d’ordre p,
leur produit scalaire local sera par définition

I o
(3.1) (¢, ) :Fti‘.”m[’h-n’p'

Supposons V, compacte de (¢, t'); on obtient par intégration sur W
le produit scalaire global
(3.2) CLt>= (& )%,
W
{t, t> étant positif et {¢, t>=o0 entraine t=o0 sur W.
b. Dans le paragraphe précédent nous avons associé au champ de
vecteurs X sur V, un tenseur d’ordre 2 symétrique restreint sur W

(3.3) 2 (X)iy= VX, VX 2T Vo X+ %g,-,-&(x + o).
Avec
(3.4) 0 =X, T".

Soit u (X) la 1-forme semi-basique sur W, ayant pour composantes

(3.5) ui (X) = X7 7 (X)),
Ann, Ec, Norm., (3), LXXX, — Fasc. 1. 10
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d’out
(3.6)  ou=—=— (Viu,— «;V, 1"
=— (T (X)), = (X)) = NV (N =+ T VX o (X077 4+ X7 ¥, T = (X))
Soit A la fonction a valeurs réelles sur W définie par
| 7 =T X T (X)),
on en déduit ‘
(3.-) B0he) = — W Th Nz (X977 — T 0, N 7 (N7 — TN ¥y 2 (X,
En ajoutant membre & membre les relations (3.6) et (3.7), on ohtient
(3.8) O0(u+he) =— (z(X), = (X)) — N[ Vir (X4 T Var (X)i |
' 7\vll[vurl‘hi/':(\r)iivT(/X)MVUTI-]-
D’autre part,
I VS
Multiplions les deux membres par g”

i —— ofrTh .
g l/" —(-2” ’]"I‘/s

d’ou

8"V T = gV, T,
En prenant la dérivée de Lie par X des deux membres, on obtient
(3.9) LX) g ¥, T, L (X) g9, Th, — gt/ L(X) ¥, Th; — i LX)V, T,.

ij-
Mais, d’apres la formule (6.7) du chapitre IlI, on a
LNy gtz | 2\ )i — gg.illa(\f+‘o‘.) )
En portant cette relation dans (3.9), il vient
(3 10) -’:(\.,)"/V(;rl"’,-,-— :(\)HIVU'P;:;'{U L (\ ) Tn'l‘hi}_{\"ﬂl IA(\ )Vn'ri.
Ainsi (3.8) s’écrit

(B d(u—420)==— ((N), 7(X))
= NG Vr ()7 7Ty 2 (X0 @ LX) Vo Ty — 7L (N) VT .

-Lemme. — La variété finslérienne V, étant compacte, par intégration
de (3.11) sur W on a :
(3.12) Z2(X), =(X) >+ {Z(X), X\ =o,
avec

(3.03) (X)) =V, 2 (XD Ty Vo z (X) i g LX)V Ty — @i/ L(N) ¥, T

c. Soit X une transformation infinitésimale conforme dans ce cas
7(X) =o0 et, en vertu de (3.10) et (3.13), { est identiquement nul, que
la variété V, soit compacte ou non. Inversement, supposons sur une
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variété finslérienne compacte V, une transformation infinitésimale X
telle.que {(X)=o0; du lemme précédent il résulte que < < (X), =(X) > = q,
ainsi 7 (X)=o0 sur W. Nous énoncerons donc le :

TutorEmME 1. — Soit V, une variété finslérienne compacte, pour qu’une
transformation infinitésimale X sur V, définisse une transformation infini-
tésimale conforme, il faut et il suffit que .

(3.14) Vir ()1 4 T/ Vo = (X4 g L (X) Vo Tl 277 L(N) Vo Ty == o,

Soit X une transformation infinitésimale conforme et supposons, en outre,
qu’on a : :

(3.15) do (X —+ps)=o0 (0 =X,;T?),

d’ou
9 (X + gv) = Cte, .
Si V, est compacte, de la relation précédente on obtient par intégration

sur W,
0(X —+o¢) =

Ainsi X définit une isométrie infinitésimale; de (3.14) on déduit :

CoroLLAIRE. — Pour qu'une transformation infinitésimale X définusse
sur une variété ﬁnslenenne compacte V, une Lsometne mﬁmteSLmale il
faut et it suffit quon ait (3.15) et

(3.16) T LX) i N £ (N) 4 g LNV Ty — 29 L(N) T T, = o
avec ‘
(3 l7) [(X),-/': V,‘X/’*F \-/’X,-—l— fz'l"',-/V.,\’/,.

20 Soit X une transformation infinitésimale sur V,, en vertu de (3.3)
et (3.17), les tenseurs = (X) et ¢(X) sont liés par

(3.18) T (X)=1(X) 1+ ;’ig,,o(\+m) (o ="X;Th,
d’ott

(3.19) Vit(X)u=V;=(X)u— s.é"/mli/y

avec

(3.20) p;=0;9(X+or) (o =X;T?).

Compte tenu de (3.19) et (3.20), la formule (12.7) du chapitre IIT s’écrit
(3.‘2;) : ]J(Y)i"//: <:I;>'.',’”'I V,‘ T(X)/,/\--F- V/L-T(X)/-/,—— V/, "(X)//l

I a
— [ 0%p;+ 0 pi—gpp']

[ L () Bt T LX) Ty — T g 1 (X) T ]
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Supposons que X soit une transformation infinitésimale conforme,
-\ 4 ’ 4 i
on a alors 7(X)=o0 et 2,8(X+ z¢) =o0; la relation précédente devient

¢ R T I N R
(3.‘2‘,2) L(,,\,)l‘//‘.::—ﬁ[o‘kp/+ 0’/[//;**"5’//;]”

] (X)L (N T g L (X By .

Multiplions cette relation par ¢/ :

X,
3.

v/ L ( \) i‘[//;: — [(}ik([), t’) -+ (".p/.-— V/;]I"} — T, L (X) 1’4,,,.

I
n
Multiplions cette dernieére par ¢*

L (’\) ri‘ilm = ;i“"/)' — (177 ") VIJ.

Avec les notations du chapitre I (§7), on a

(3.23) L(X)Gi= ;‘L [Epi— (p, o)),
ou
(3.24) Pi—= 00 (X +pr), 0,0 (X +opr)=—=o0 (0 =X;T%).

Ainsi si X est une transformation infinitésimale conforme, on a (3.23)
et (3.24). Inversement, sur une variété finslérienne compacte, soit X
une transformation infinitésimale satisfaisant a (3.23) et (3.24). Nous
allons montrer que X définit une transformation infinitésimale conforme.
En effet, par dérivation covariante de (3.18), on obtient

(3.25)  Vom (X)fot Ty ¥y 7 (X)1 2= V£ (X) - Ty Wy £ (X) 2 [l T p, ),
D’autre part, de la formule (8.7), du chapitre II, 1l vient
(3.96)  gUL(X)V,Th, — g L(X)V,T,

= g9 ;7 L(X) Gl — it 37 L(X) G 0/ L (X) gy it L(X) 1,
Des relations (12.5) et (12.7) du chapitre III on obtient les formules
suivantes :

(3.27) Vo0 (X)ih— g L (X) = 2 T4 L (X) T — Tog LX) Iy — ph,

(3.28) gL (X) 17— ph— T L (X) 17y,
(3.29) Ty Vo £ (X)0 = o (T4 LX) Ty T T L (X) T, ).

En ajoutant membre a membre les relations (3.25) et (3.26), compte
tenu de (3.27), (3.28) et (3.29), on obtient en utilisant la formule (7.15)
du chapitre II.

(3.30) £8(X) = 4Thk 8, L(X) G — 2 Tgh 0}, L(X) G+ 4 T4, TH L (X) G-
b, 0

+ g9 a;; L(X) Gt — g g;/ L(X) G/ + ;—z(p, p) Th—+ <f — u)p".

n /
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Par hypothese, X satisfait aux relations (3.23) et (3.24); il en résulte,
par dérivation,

(3.31) o, L(X)G'= ;Iz [orp— pry"— L2 p" T — (py 9) 0%,
b Ne oo 4 . I . . m,. 09 ey . .
(3.32) o L(X)Gr= n [grp"— 29 [’m/[)"’—_ 200 T p — 22 p 0 TR — proy— pro’y].

En tenant compte de
g./.‘/: ,')\’ '1‘21_1 o ‘;,,r/; a; I'Q/ — 'l'f:/: ’I‘Z: [ 'I‘Ql_m,7

la relation (3.32) nous donnc

(3.33) g8 LX) Gl g 370 LX) G

) - okl e
o [(200—2) pliaaeip,, T4 052 p,, ( | N WA lQ’.”’)J.
in portant (3.23), (3.31) et (3.33) dans (3.30) nous voyons que
{(X)=o0; il s’ensuit, d’aprés le théoréeme 1, que X définit une trans-
formation infinitésimale conforme; nous énongons donc le :

Tutorime 2. — Pour qu'une transformation infinitésimale X sur une
variété finslérienne compacte définisse une transformation infinitésimale
conforme, il faut et il suffit que

LN Gr= [P (s 0)ef),

p;i=0;0(X +p¢), 0, 0(X~+pv)=—o0 (p=X;T%).

4. TRANSFORMATIONS AFFINES D 'UNE VARIETE FINSLERIENNE. — Soit
V, une variété finslérienne compacte et X une transformation infinitésimale
affine partielle pour la connexion finslérienne.

D’aprés le théoréeme du paragraphe 12, du chapitre III, la dérivée
covariante du type V., du tenseur ¢ (X) associé a X est nulle, et nous
avons, d’autre part, (3.26). Ainsi X satisfait & la relation (3.16).
D’apres (3.28), V"¢ (X + ¢¢) =0 et X définit une transformation infini-
tésimale conforme satisfaisant a (3.15), donc une isométrie infinitésimale.
Inversement, il est clair qu’une isométrie infinitésimale est une trans-
formation infinitésimale affine partielle, d’ou

TutorEME (]). — Sur une variété finslérienne compacte le plus grand
groupe connexe des transformations affines partielles pour la connexion
finslérienne coincide avec le plus grand groupe connexe d’isométries.

Il en est a forttort de méme pour les transformations affines.

(*) Ce théoreme a été établi dans le cas riemannien par K. Yano [25], p. 222, voir aussi
A. Lichnerowicz [18], p. 130.
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5. HoLONOMIE ET ISOMETRIES INFINITESIMALES. — Dans ce paragraphe,
nous supposons. que la variété finslérienne V, est compacte et le tenseur
de torsion contracté satisfait a

(5.1) VoT:i=o.

Soit L Palgébre de Lie d’isométries infinitésimales sur V, et L son
relevement sur . Soit X€L et A (X) 'endomorphisme de Tnz corres-
pondant. D’apres le paragraphe 13 du chapltre I1I, on sait que A (X)
peut étre décomposé en

As(X)=5(z) +B(5),

ol S (z) €7z et 3(z) est & dérivée covariante o. Soit Y le champ de vecteurs
défini par
Yi= B X,
d’ou
oY = — VY= — ﬁf/V[}{,: BYNXN);y =LY Bi=0.

Par intégration sur W, on obtient

"
N .
f!ﬂ‘n: (B Bij) n=o,
w Jw
n

il en résulte que 3 =o sur W, ainsi :
TutorEme. — Soit V, une variété finslérienne compacte, L Ualgébre

de Lie d’isométries infinitésimales sur V, et L son relévement sur V. St le
tenseur de torsion contracté de la connexion finslérienne satisfait a (5.1),
le groupe Kz (L) correspondant a L est contenu dans le groupe d’holonomie

homogéne 5z, si en outre L est transitive sur ¥, alors Kz (L) coincide avec 7.
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