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LES ESPACES DE FINSLER
ET CERTAINES DE LEURS GÉNÉRALISATIONS o

PAR M. H. AKBAR-ZADEH.

INTRODUCTION.

L'objet principal de ce travail est d'étudier la géométrie des espaces V
des vecteurs tangents à une variété difîérentiable V/,, ainsi que les espaces
de Finsler et d'étendre aux espaces V ou aux espaces de Finsler un
certain nombre de théorèmes concernant les transformations affines d'une
variété à connexion linéaire et les isométries d'une variété riemannienne.
C'est pourquoi le premier chapitre est consacré à la géométrie des espaces V..

Soit \n une variété difîérentiable de dimension n et de classe C30.
Soit V l'espace fibre des vecteurs non nuls tangents à V», de fibre-type R"
et de groupe structural le groupe linéaire de n variables réels GL(M, R).
On désignera par r. la projection canonique de V sur V/,. Soient E (V,,)
l'espace fibre des repères linéaires sur V,t et r^1 E (Vn) l'image inverse
de E (V/,) par Ti. Nous appelons connexion linéaire de vecteurs une
connexion infinitésimale sur ^-J E (V,,) (§4) , L'étude de cette connexion
nous conduit à dégager une condition de régularité (déf., § 5).

(') Thèse Se. math., Paris, 1961.
Ann. Éc. Norm., (3), LXXX. — FASC. 1. 1
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S'il en est ainsi des formes tensorielles indépendantes peuvent être
introduites sur V. A toute connexion linéaire régulière de vecteurs sont
canomquement associés deux tenseurs de torsion S et T, ainsi que trois
tenseurs de courbure R, P et Q dont nous évaluerons les expressions (§7 ) .
En vue d'obtenir les formules de la théorie des connexions linéaires habi-
tuelles nous établirons un théorème de réduction (§8). A l'aide des
dérivations covariantes des deux types V et V* nous formons les trois
identités de Ricci pour un champ de tenseurs au sens large (§9) .

Au paragraphe 10 nous démontrons qu'il existe entre les deux tenseurs
de torsion S et T ainsi que les trois tenseurs de courbure R, P et Q d'une
connexion régulière générale, cinq identités, dites identités de Blanchi,
dont nous donnerons les formules explicites. Le cadre géométrique de
la théorie des connexions linéaires sur V étant ainsi défini, nous abordons
brièvement dans le paragraphe 11 les Questions relatives à l'holonomie
de l'espace. Au paragraphe 12 nous montrons qu'il est possible d'étendre
aux espaces V la notion des connexions affines au sens de André
Lichnerowicz [17]. En partant de cette notion nous généralisons ainsi
aux espaces V les résultats concernant les géodésiques des connexions
affines sur une variété difîérentiable dus à M"^ Maurer-Tison [19].

Le deuxième chapitre est essentiellement consacré à la géométrie des
espaces de Finsler. Une structure de variété finsiérienne sur V,, est définie
par la donnée d'une fonction S [x, ^x) positive homogène de degré i
sur V conduisant à un problème régulier de calcul des variations (déf. § 6).
Dans la première partie de ce chapitre nous démontrons le théorème
fondamental de la géométrie finsiérienne :

Etant donné une variété finsiérienne^ il existe une connexion euclidienne
régulière de directions telle que le tenseur de torsion S est nul et le tenseur T
satisfait à une condition de symétrie (th., § 7).

Cette nouvelle caractérisation de la connexion finsiérienne nous conduit
tout naturellement à la connexion euclidienne d'Élie Cartan [9]. Utilisant
les résultats du chapitre 1 (§ 7 et 8) nous établirons les formules fonda-
mentales de la géométrie finsiérienne ; les trois tenseurs de courbure,
les cinq identités de Bianchi, ont été complètement explicités (§ 8).

4 Au paragraphe 9 nous étudions la réductibilité d'un espace de Finsler;
sous certaine condition que doit satisfaire le tenseur de torsion T, nous
étendons à une variété finsiérienne le théorème important dé la réductibilité
d'une variété riemannienne. Le théorème établi ici est de nature locale.
Au paragraphe 10 nous introduisons les coordonnées normales géodésiques
et nous montrons sur un exemple (th. 2, § 10) que l'emploi de ces coor-
données se révèle très commode.
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La deuxième partie de ce chapitre est consacrée aux variétés finsié-
riennes isotropes. Étant donné trois éléments plans p-/cTr^ {i = i, 2, 3)
en x = r^z définis par trois couples de vecteurs (X, Y), (X, Y) et (X, Y),
linéairement indépendants en x=r.zç\^ à partir des trois tenseurs
de courbure R, P et Q de l'espace nous définissons trois scalaires restreints
K,( i== i , 2 , 3 ) en z € V qui seront appelés les courbures scalaires dans
les éléments plans [̂  (i == i, 2, 3).

Une variété finsiérienne sera dite partiellement isotrope (p. i.) en chaque
point ^ € V si Ki(z, p-i) est indépendant de l'élément plan [L^ s'il en est ainsi
nous obtenons le tenseur de courbure R à l'aide du tenseur métrique,
comme en géométrie riemannienne (§ 11). En utilisant les identités de
Blanchi, nous démontrons que K L est une constante absolue (n > 2),
puis pour n > 2 et Ki 7^ o nous établirons que toute variété finsiérienne p. i.
est une variété de Berwald (la courbure minkowskienne de l'espace est o).
Ainsi l'étude des variétés finsiériennes p. i. est ramenée à l'étude des
variétés de Berwald p. i. Au sujet de KL> (resp. K;î) nous montrons que
(th. 2, § 11) si Ks (resp. Ks) est indépendant de p^ (resp. [^3), on a Ka = o
(resp. Ka == o), ce qui entraîne la nullité du tenseur de courbure P (resp. Q).
Au paragraphe 12 nous étendons aux espaces de Finsler le théorème de
Schur concernant les variétés riemanniennes isotropes [10] et enfin au
paragraphe 13 nous traitons le cas de réduction.

Le troisième chapitre est consacré à l'étude des transformations infi-
nitésimales (t. i.) affines d'une connexion linéaire généralisée en liaison
avec l'holonomie de l'espace. Dans la première partie nous rappelons la
règle de calcul des dérivées de Lie d'un champ de tenseurs au sens large
et d'une forme de connexion linéaire de vecteurs en adaptant la méthode
de André Lichnerowicz [18] à l'objet de notre étude. Soit L l'algèbre
de Lie des t. i. sur V^, à tout élément XeL est associé un certain endo-
morphisme A (X) de Tr.z dont l'expression contient le tenseur de torsion T
de l'espace (§ 6). Soit Az (L) l'algèbre de Lie des endomorphismes de TTTZ
correspondant à tous les éléments de L. Nous établirons alors dans le
paragraphe 6 une relation entre les éléments A [X, Y], AX, AY et la courbure
de l'espace, généralisant ainsi le cas riemannien dû à B. Kostant [14],
puis au paragraphe 7 nous caractérisons les t. i. affines (resp. partielles)
d'une connexion linéaire régulière de vecteurs. Au paragraphe 8 nous
démontrons que la dérivée de Lie L (X) commute avec les dérivations
covariantes des deux types V et V* (resp. du type V) lorsque X définit
une t. i. affine (resp. partielle) et inversement. Soit L l'algèbre de Lie
des t. i. affines d'une connexion linéaire' généralisée et L son relèvement
sur V. L'algèbre de Lie A z (L) correspondant à L est l'algèbre de Lie
d'un groupe connexe K z (L) des transformations linéaires de TT.Z. C'est
l'étude de ce groupe qui fait l'objet des paragraphes 9, 10 et 11. Dans le
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cas où l'algèbre de Lie L est transitive sur V nous avons alors la relation
d'inclusion

cr . ;cK^(L)c-No(o- .^) ,

où ^ est le groupe d'holonomie homogène restreint en ;s€V et No (oz)
indique le passage au normalisateur connexe. Le groupe K z (L) a été
introduit dans le cas riemannien par B. Kostant [14], puis, dans le cas
d'une connexion infinitésimale sur E (V,,), par André Lichnerowicz [18].
Enfin, dans la dernière partie de ce chapitre (§12 et 13) nous étudions
les t. i. affines d'une connexion finsiérienne ainsi que les isométries infini-
tésimales.

Le quatrième chapitre contient l'étude des transformations conformes
d'une variété finsiérienne compacte. Au paragraphe 1 nous établirons
une formule de divergence qui sera employée dans la suite. Les t. i.
conformes sont d'abord étudiées dans le cas général (§ 2), puis lorsque Vn
est compacte, elles sont caractérisées par des conditions du second ordre
(th. 1, § 3) ; des conditions équivalentes plus simples sont définies à la
fin de ce paragraphe (th. 2). Au paragraphe 4 nous démontrons que le
plus grand groupe connexe des transformations affines partielles pour la
connexion finsiérienne coïncide avec le plus grand groupe connexe dîiso-
métries , généralisant ainsi le cas riemannien [25]. Et enfin dans le dernier
paragraphe, nous étudions le cas particulier où le groupe K z (L) corres-
pondant à l'algèbre de Lie d'isométries infinitésimales L coïncide avec crjs.

CHAPITRE I.

CONNEXIONS LINÉAIRES SUR UN ESPACE D'ÉLÉMENTS LINÉAIRES.

I. — Connexions linéaires régulières.

1. ESPACES 'V et W. — a. Soit V/, une variété difîérentiable de dimen-
sion n de classe C^ (1). L'espace V des vecteurs non nuls tangents à V^
peut être muni d'une structure de variété fibrée difîérentiable sur V»
de dimension 2 n, de groupe structural, le groupe linéaire de n variables
réelles GL (n, R), la fibre étant isomorphe à l'espace vectoriel numérique R7'
privé de l'origine. Dans la suite un point de V sera désigné par z. On dési-
gnera par Ti la projection canonique de chaque vecteur z de V sur son
origine x € Vn :

n: z =z je. '

(1) Sauf indication contraire par le mot difîérentiable on entendra toujours de classe C^.
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&. On appelle direction orientée tangente en un point x^^n, la classe
d'équivalence définie sur les vecteurs non nuls d'origine x par la colinéarité
positive : deux vecteurs Zi et z,> € V non nuls d'origine x ont même direction
s'il existe un scalaire X > o tel que z^ = Àjsi. L'espace quotient de V
par la relation d'équivalence définie par la colinéarité positive sera appelé
V espace des directions orientés tangentes à V^, il sera noté par W. L'espace V
est fibre sur W avec pour groupe structural le groupe des homothéties
positives. Un point de W est désigné par î/; on désignera par TJ l'application
canonique de V sur W; r^z = y. Il est clair que W est douée d'une struc-
ture de variété fibrée difîérentiable sur V^, de dimension (2 n—i), de
fibre-type homéomorphe à la boule S,;_i et de groupe structural le
groupe 0 {n). Si p est la projection canonique correspondante, on a

Entre les applications p, ïj et ïi vient la relation

p o ' r ] = 7 : .

2. REPÈRES ET COREPÈRES. — a. Soit ê (¥7,, F, G) un espace fibre
difîérentiable sur la base V,,, de fibre-type F et de groupe structural G.
Si f désigne une application difîérentiable d'une variété V sur la variété Vn,
on sait (Steenrod [23], p. 4?) qu'on peut construire à partir de ê (V^, F, G)
un espace fibre difîérentiable &' (V, F, G) de base V et de mêmes fibre-
type et groupe structural que ê, cet espace est \ espace fibre induit de &
par f et sera noté f~1 &. Si l'on désigne respectivement par g et g les appli-
cations canoniques de ê -> V^ et de &' -> V nous avons le diagramme
commutatif :

ê^/-^—^ ê

\ . ^
V-^V,

où h est l'application induite de ê' -> & et

/og'==:goh.

b. Soit E (V,,) l'espace fibre principal des repères linéaires sur V/^ de
fibre-type et groupe structural le groupe linéaire GL (n, R). L'espace
fibre induit de E (V/,) par p : W -> V,, (resp. par T. : V -> Vn) est alors
un espace fibre principal p~1 E (V,,) [resp. ^-1 E (V,,)] de base W (resp. V)
de fibre-type et groupe structural identique à GL (n, R) et qui sera dit
Vespace fibre sur W (resp. sur V) des repères linéaires. Il est clair que
TL^È (Vn) n'est autre que l'espace fibre induit de p^E ÇVn) par r, : V —^ W.
Pour construire ces espaces on peut aussi procéder par la méthode usuelle
du recouvrement.
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c. Considérons un recouvrement de V,, par des voisinages ouverts et
connexes ((U, V, . . . ) . A chaque point zçr^ÇV) nous attachons difîé-
rentiablement un repère R-'u base de TT.Z, c'est-à-dire un ensemble ordonné
de n vecteurs de Tr.z, linéairement indépendants. Si U et V sont deux
voisinages du recouvrement, soit R\ et R\ les repères attachés à
zG^~1 (UnV) il existe une matrice régulière élément du groupe GL {n, R)
telle que /

R^=î\^.AVy(z), .^eTr-^UnV).

A un tel repère de Tr^ correspond dans Tr.z une base duale ou corepère
o^z : c'est un ensemble ordonné de n formes linéaires (a1, a2, . . . ,0^

linéairement indépendantes de Tr.z. Si o^z et o^z sont les corepères duaux
de R-^u et R\ on a en notation matricielle la relation

^ z = ^ y ( z ) ^ z , ^êTT-^UnV).

Soit Q3 l'ensemble des repères attachés à zçr^ {V) sur la réunion

(2.i) ^JQ^
^çv

on peut définir une topologie et une structure naturelle de variété difîé-
rentiable : à tout système de coordonnées locales (x1) de V^ nous faisons
correspondre un système de coordonnées locales pour (2. i ) où les coordonnées

d'un élément R^€ \^j Q3 sont définies par les coordonnées {x\ ^ ' } de

son origine z, les ^ étant les composantes du vecteur z par rapport au
repère naturel d'origine x, et par la matrice A définissant R" par rapport

au même repère naturel. La projection p qui à tout élément R^e U Q"

fait correspondre son origine z définit U Q5 comme espace fibre principal

sur V, de fibre-type et groupe structural le groupe GL (n, R). Cet espace
sera identifié à ^-j E (V,,).

3. TENSEURS ET FORMES TENSORIELLES. — a. Champ de tenseurs au
sens large. — On appellera champ de tenseurs affines au sens large une
application qu'à zçV fait correspondre un élément de l'algèbre tensorielle
affine construite sur TTTZ. Par abus de langage on dira tenseur au sens
large au lieu de champ de tenseurs au sens large.

b. Champ de tenseurs au sens restreint. — Soit t un champ de tenseurs
au sens large. A deux points Zi et z^ appartenant à ï]~1 {y) correspondent
deux valeurs t (zi) et t ( z ^ ) en général non proportionnelles. Supposons
que pour z^ = X^ on ait nécessairement

( 3 - 1 ) ^(-)=/0)^) ( A > 0 ) ,
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où /'(X) est une fonction continue de A. Ecrivons cette relation pour trois
points de ïj"1 (î/), soit Zi, z^ = X^ i , Za = [^2, nous obtenons

^ ( - . ) = / ( ^ ) ^ - ) = / ( ^ ) / ( ^ ) ^ ( ^ ) -

Comme ^3 == [^AjSi, on a aussi

^)=/(^)^-i),

il s'ensuit que f doit satisfaire à

/(^)=/(^)/0).

La seule solution continue de cette équation fonctionnelle est de la
forme ([8], p. 19) :

/ (A)=^A

où p € R. Nous appelons champ de tenseurs au sens restreint (par abus de
langage tenseur restreint) un champ de tenseurs ( tels que si Zi et^e7?1 (y)?
on ait pour ^_> == ^Zi :
(3 .2) t ( z , )=^ t (z , } ,

p sera dit le degré du tenseur t. En particulier, un champ de tenseurs au
sens restreint de degré o n'est autre qu'un champ de tenseurs sur W.

c. Par r-forme tensorielle au sens large sur V d'un type déterminé
(A*, l) nous entendons une application qui à tout élément zç'V fait corres-

pondre un élément de T^ (g) t^ (g) A^, où A^ est l'espace en z des
y-formes à valeurs scalaires de V. Une telle forme est une r-forme tenso-
rielle de type habituel de l'espace fibre principal TT^E (V^), À étant une
constante réelle > o donnée, soit ^ la transformation de V définie par
[L\ : z -> Xz une r-forme tensorielle T au sens restreint de degré d'homo-
généité p est une r-forme tensorielle sur V telle que pour tout X, on a

^T=^T.

4. CONNEXIONS LINÉAIRES. — Soit Ti^E (V^) l'espace fibre principal
sur V des repèrçs linéaires. On appellera connexion linéaire de secteurs
une connexion infinitésimale de r^E (Vn) [12]. Étant donné un recou-
vrement de V^ par des voisinages munis des sections locales de TC^E (Vn).
Une connexion linéaire de vecteurs peut être définie par la donnée dans
chaque U d'une i-forme différentielle co\ sur r.~1 (U) à valeurs dans
l'algèbre de Lie du groupe GL (n, R) et telle que si pour ^€^~1 (UnV) ,
on a

RS^t^u.A^^-), A e G L ( / ^ R ) ,

elles satisfassent à la condition de cohérence

(h'.i ) ûû-'v ==- A-^yoruA1^ -+- A'^y ̂ AS,
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où dans chaque U muni de repères la forme co% a été représentée par
une matrice (nXn) dont les éléments sont des i- formes différentielles sur
71-1 (U) ; les éléments des matrices de co% et co-\ seront notés par

(à^==(w1^), ^y==

A la connexion linéaire envisagée correspond une i-forme co sur V
à valeurs dans l'algèbre de Lie de GL (n, R). Nous appelons connexion
linéaire de directions une connexion infinitésimale de p~1 E (V»). Une telle
connexion peut être définie d'une manière semblable à la précédente.

5 DIFFÉRENTIELLE ABSOLUE DANS UNE CONNEXION LINÉAIRE. CONNEXION

LINÉAIRE RÉGULIÈRE. — a. Étant donné un recouvrement de V,, par des
voisinages munis de repères, considérons un champ de vecteurs W au
sens large dans V ; pour zçr^ (U) il peut être défini par la matrice à
i-ligne de ses composantes W11. La différentielle absolue de W relati-
vement à la connexion linéaire de vecteurs est

( 5 . T ) VW^^W^c^W11,

où VW11 définit une forme différentielle linéaire sur V à valeurs vectorielles.
De même, la différentielle absolue d'un vecteur covariant Pu est définie
par

' ( 5 - 2 ) V6u==^u-(3uc^.

Il existe un champ de secteurs au sens large canonique : Celui qui à tout z
de V fait correspondre le vecteur de Tr.z défini par z. Ce champ de vecteurs
canonique sera désigné dans la suite par ^. De la considération de sa
différentielle absolue on déduit les n-formes locales

( 5 - 3 ) ô^v^^û^'+ûo^ (; ,y==i ,2, . . . , / < )

qui définissent une i-forme 0 de type vectoriel. L'ensemble (a', d^')
constitue un corepère de l'espace vectoriel @z tangent à V en z; pour que
l'ensemble (a', Q1) constitue un corepère de @z il faut et il suffit que le
système de n-formes auquel se réduisent les Q1 pour a7 = o {i = 1,2, . . ., n)
soit linéairement indépendant. Supposons que la connexion linéaire de
vecteurs soit définie par

( ° • 4 ) c '̂; = P^. dx'- + e^k d^.

En vertu de la condition de cohérence les C ' j / , sont les composantes
d'un tenseur de type (1,2) , si l'on désigne par ;J/ les restrictions des Q1

à la fibre r.-1 {x) de (5.3) et (5.4) il résulte

(5 •5 ) R-1 == dv1 + v 1 e^-k d^ = ( S1/, -4- vf e1^ ) d^.
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Nous sommes ainsi ramenés à étudier le système en dv défini par
[̂  == o; pour que ce système n'admette d'autres solutions que la solution
nulle il faut et il suffit que la matrice
(5.6) ( ô^ + vi C^-k ) ( ̂ k symbole de Krônecker )

soit régulière-, s'il en est ainsi l'ensemble (a', 9') constitue effectivement
un corepère de @z. Il est clair que cette matrice définit un tenseur de
type (i , i).

DÉFINITION 1.5. — Une connexion linéaire de vecteurs est dite régulière
si Vensemble (a', 9/ = Vv') constitue un corepère de Vespace vectoriel
tangent à V en z € V.

&. Dans la suite nous supposons que la connexion linéaire de vecteurs
est régulière, rapportée au corepère (a', 9') la matrice (o'y s'écrit
(5.7) ' C^Y^+C^;

co étant régulière, on en déduit, en portant (6.7) dans (5.3), que la
matrice
(5.8) L^^-^Oy/,

est régulière. On désignera dans la suite par M l'inverse de L
L o M = M o L = E ,

où E est la matrice identité; d'après la condition de cohérence (4. i ) ,
les coefficients des deux espèces de la connexion linéaire de vecteurs se
transforment selon les formules
(5.9) Y^^ArA^A^+A^A,,,
(5 .10 ) C^/= AfA^C^+ A^ àf^1 ,

où àV et àV désignent respectivement les dérivées pfaffiennes par rapport
aux y.1' et Q 1 ' .

Si l'on considère un recouvrement de V,, muni des sections locales
de E (V/,) les A^, ne dépendent que de x, donc à\ A^ = o, la relation (5. lo)
se réduit à
( 5 . 1 1 ) C^=AfA^C^.

Il en résulte que, relativement aux repères d'un tel recouvrement,
les C'y/, sont les composantes d'un tenseur T de type (i , 2). Ainsi rap-
portée au corepère [dx\ Q ' ) la matrice oY, de la connexion linéaire de
vecteurs s'écrit
(5 .12) c<=l\-,^-+T^;

(5. i2) est identique à (5.4); en vertu de (5.3), on a

t1^-^- T^6^ r^^+ e1^1- ̂  (:r^^+ T^)}
Ann. Éc. Norm., (3), LXXX. — FASC. 1. 2
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d'où • - . -

(^ i3) r^=r^-e^r^ , ^
( ^ • i 4 ) T^e^-e^T^.

Il est clair que pour les corepères (dx'\ O') les L'/, = o'/, — ^T^- sont les
composantes d'un tenseur de type (i, i) il en est de même pour la matrice M
inverse de L, définie par (5.6).

6. FORMES DIFFÉRENTIELLES EXTÉRIEURES. — a. Étant donnée une
connexion linéaire régulière de vecteurs, dans le paragraphe qui précède
nous avons montré que l'ensemble (a', 6') constitue une base pour les
i-formes sur V, toute i-forme sur V peut donc s'écrire

(6 .1 ) • ^=a.iy.i-^bfti. . .

Pour que T. soit l'image réciproque sur V d'une i-forme sur W par
l'application canonique ^ (^ -^ W) il faut et il suffit que, quels que soient Zi
et ^eï]"1 (y), on ait pour z^ = Azi (X > o)

(6.2) 7r(^)=7r(^) ;

de ^2 = î on obtient
V^=ÀV^+^À.

En portant cette relation dans (6.2) et en identifiant les deux membres,
il vient

a^(z.,) = = ^ ( , G i ) ,
(6.3) , . b,(^)=7^^(z,),

biV1^- o.

Dans la suite l'opération de multiplication contractée par p sera notée
par un indice o ainsi la dernière relation de (6.3) s'écrit

^0= 0.

De même, étant donnée une 2-forme différentielle sur V,

(6.4) , '^y^'A a ^ + ^ / ^ A O ^ ' Q y O ^ A O7 .
2i 2

Pour qu'elle soit l'image réciproque sur V d'une 2-forme diffé-
rentielle sur W par ïj {V -> W) il faut et il suffit qu'on ait pour Zi,
^ = ̂ zi (X >o)€ïj-1 (y).

a^-(z^) =a^-(z^),

bif ( ̂ 2 ) == ^-1 bij ( z^ ), b,o === o,
Ci/ ( Zî ) = À--2 G;/ ( Zi ), Co/ == o ==: C;o ;

( 6 -^ ) { ^•/(-J^^-1^^^). ^o==o
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d'une façon générale, pour quune r-forme sur V soit l'image réciproque
(Tune r-forme sur W par l'application canonique Y) ('V -> W) il faut et il
suffit que le coefficient de terme mixte p fois contenant a' et q (p -4" î = r)
fois contenant Q' soit restreint de degré — q satisfaisant q fois à la condition
£homô généité de multiplication contractée par V. S'il en est ainsi, cette
r-forme sera identifiée à une r-forme sur W. Le résultat précédent s'applique
à la forme de connexion :

Pour quune connexion linéaire régulière co sur V soit V image réciproque
d'une connexion linéaire sur W par r\ (V -> W) il faut et il suffit que pour Zi
et z^ •===- À^i (X > o)e^~1 (y) on ait

. . • tï^(-)=ï^(^). .
v ' ) \Ci,k(z,)=)-}Ci,,(^), 0,0=0

et l'on identifiera co à une connexion linéaire de directions. Il est clair
que la condition d'homogénéité des coefficients de seconde espèce de la
connexion est invariante par un changement de repères.

fc. Soit t un tenseur au sens large sur V de type (i, i), la différentielle
absolue de t relativement à la connexion linéaire de vecteurs est

Dans ce qui suit nous 'désignerons par V/, et V*̂ . respectivement les
dérivées covariantes par rapport aux corepères a7' et 9\ en vertu de (6.7)
la relation précédente nous donne

Vk t1, = Ôk 4 + Yrk t1} - t1, Y,k,

V^=^+C^-4C^.
En particulier, on a

V^'^o, V^.^^ô^-.

Dans ce qui précède nous avons introduit les dérivées pfaffiennes par
rapport aux corepères (a71, O7'). Nous sommes aussi amenés dans la suite
à raisonner en corepère (a71, d^1) si l'on désigne par ô/, et o^ les dérivées
pfaffiennes relatives aux (a71, d^) nous nous proposons d'établir les
relations qui existent entre ces différentes dérivations. A cet effet portons
l'expression de cxY/ définie par (5.7) dans (5.3),

(6.7) O^^+^^+C^O7^.

Soit 3> une fonction à valeurs réelles au sens large sûr V, en un point zç V
sa différentielle s'écrit indifféremment

d^ ==: ^/,€>aÀ-+ ^<Ï»(PEE= ^<W-+ ô},€> d^

En vertu de (6.7), la relation précédente devient

à^^-^r ô}^^^=(àk^— ô^y7^) ̂ +(ô^ — ô^C^/c) ô^



•I2 H. AKBAR-ZADEH.

d'où
(6.8) ^=ô,-y^;,

(6•9) ^^-C^ô;..

Ainsi les opérateurs de dérivations à et à' s'expriment au moyen de o
et S* et les coefficients de la connexion par (6.8) et (6.9), la connexion
linéaire envisagée étant régulière, les formules précédentes sont inver-
sibles et l'on a
(6.10) ^ = àk + y^oÂ- M7,; à',.,
(6 .11) • ^,==MÏ^;,.

II. — Courbure et torsion d'une connexion linéaire régulière.

7. TENSEURS DE TORSION ET DE COURBURE D'UNE CONNEXION LINÉAIRE

GÉNÉRALE. — i° Tenseurs de torsion. — Soit co une connexion linéaire
régulière de vecteurs représentée dans chaque U par la matrice oVy définie
par (6.7) et satisfaisant à la condition de cohérence. Il est clair que les
matrices à une ligne dont les éléments sont

(7 .1 ) I^r/^+^yA '̂

définissent sur V une 2-forme à valeurs vectorielles. A cette 2-forme
vectorielle on donne le nom de forme de torsion associée à la connexion
linéaire envisagée. Le système de Pfafî a' = o étant complètement inté-
grable les rfa' s'écrivent

(7 .2 ) d^= ̂ -b1^ A o^+^a/A O^,

où les b'ji, sont antisymétriques par rapport aux indices inférieurs ; compte
tenu de cette relation, la forme de torsion peut être mise sous la forme

(7.3) 2^^+^.A a/= ^S^-a/A ^+T^,^A ̂

OÙ
S^.+S^/^o,

les S'y/, et r,/, sont les composantes de deux tenseurs de type (1 ,2) qui
seront dits les tenseurs de torsion des deux espèces de la connexion.
En portant (7.2) dans (7.3) et en identifiant les deux membres on obtient

(^^^ S^=^-(^-Y^),
(7.5) T^==C^-^.

2° Tenseurs de courbure. — a. A la connexion linéaire régulière co
sur V on peut associer une 2-forme tensorielle û de type adjg^ sur V
ayant pour éléments
(7.6) ^y:=^y+^A^/.
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A cette 2-forme on donne le nom de forme de courbure de la connexion.
Rapportés au corepère (a', 6') les iî1/ s'écrivent

( 7 . 7 ) ^/= ^y^A a^P^A O^ ^Q^-A O ,̂

les tenseurs R, P et Q seront dits les tenseurs de courbure de la connexion,
le premier ainsi que le dernier sont antisymétriques par rapport aux
indices k et L Afin d'évaluer ces tenseurs, il suffit de développer le second
membre de (7.6) et de l'identifier à (7.7) . A cet effet, par difïérentiation
extérieure, on obtient

(7.8) d^,=-- ^ (^.r,/- à^,k) ̂  A ^+(^-C^- à} r-y,) a^-A ^

+ ^ (ô\0,i-à} C^) ̂  A O^ r/•/•^/'+ ̂ jrd^\

Dans la relation précédente nous voyons apparaître les différentiels
de corepères; d ^ ' et dQ'\ le premier sera calculé à partir de (7.3); quant
au second nous avons, d'après (5.3),
(7.9) d^"= d^'\, u" — ûû .̂ A dv8 = O^' A ^'\- + ̂ 'u-

D'autre part, le dernier terme du second membre de (7.6) s'écrit

( 7 . 1 0 ) ^r A ^/ = I- ( frk r/l - ̂ rl ï"/^ ) ̂  A ^ + ( ̂ rk C'y/ - T7'/^ C^/ ) ̂  A ô/

^ ^(a.c^-o/.Oy/^o^AO'7.

Ajoutons (7.8) à (7. io) et identifions l'expression ainsi obtenue à (7.7),
nous avons

(7 .11) W,ki. = K^-/ -h C^-R^./,
( 7 . 1 2 ) P^/^P^+C^.P7^,
( 7.13 ) Q^-A-/ = Q^/ + C^, Q7^-/,

où nous avons posé

( 7 . 1 4 ) W^i = ( ai, Y^-/ - ai ̂ j k ) + ( Y^- r'y^ - ï'^ ï"/^- ) + ï'//- (s/'^ + ï7^ - r'̂ ' ) '

(. 7 . 1 5 ) P^-ki = ( àk On - ̂  T-/, ) + ( y^ G'y/ - r> C',, - r-^ 0/r ) + Y^/. ( 0\i - T',/ ),

( 7 .16 ) q1^ = ( à\ C^ - à\ 0^ ) -4- ( 0,, Oy/ - G1 ri C7^ ) + C'y, ( C'-ki - C^k ).

Multiplions les deux membres de (7 .n) par ^ /

*
( S1 s — C^s ) ^''Okl = ̂ okl'

Mais l'expression entre parenthèses n'est autre que la matrice L/, définie
par (5.8); la connexion linéaire envisagée étant régulière, il en résulte
en multipliant les deux membres par M,7

( 7 . i 7 ) R^^Mi.-Rw
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Ainsi (7. n) s'écrit

(7-18) R'y,/=R',,/+C',,M^R"o,/. ,
Nous obtenons de même pour les deux autres tenseurs

( ï -^) P'/-«=P'/«+C',,M^P",,,/,

(7-2 0) , Q^^Q'^+Oy.M^Qv./,
* * *

où R, P et Q sont définis par (7. i4) , (7 . i5 ) et (7.i6). Nous voyons
donc que les trois tenseurs de courbure d'une connexion linéaire régulière
s'expriment au moyen des coefficients de la connexion et ses dérivées pre-
mières ainsi que les tenseurs de torsion par les formules (7 . i8) , (7.1g)
et (7.20). •

&. Il est souvent commode de raisonner en corepère {dx^ Q ' ) de coor-
données locales, dans ce cas la matrice de la connexion linéaire est repré-
sentée par (5.i2), de (7 .2) il résulte
( 7 - 2 1 ) ^/k=0, ^==0,

de (7.4) on obtient
(7.2 2) s^=-(i\.,-r^)
et les coefficients de seconde espèce C'y/,, coïncident avec le tenseur de
torsion T'y/,. Les formules (7.i4), (7 . i5) et (7. i6) se réduisent dans ce
cas à
(7 .23) R^== ô^n- ̂ py,+ P,,P^- P^P;,,
(7 -24) P^z=V,T^-^P^ .

(7 -2 5 ) Q^= VI-T^- V; T^+ T^T/;,- TW/i

et les tenseurs de courbure s'écrivent

(7-^) R^= R^+ T^.M^R^,

(^^ ^fki= P^4- T^M^P^,
(7-^) Q^= Q^,+ T^M7,^.

D'après les formules précédentes, il est clair que les R, P et Q défi-
nissent dans ce cas trois tenseurs.

8. CAS PARTICULIER D'UNE CONNEXION LINÉAIRE DE DIRECTIONS.

CONDITIONS DE RÉDUCTION. — a. Dans le cas d'une connexion linéaire
régulière de directions on sait que les coefficients de co^ satisfont à (6.6),
les formules précédentes donnant les tenseurs de torsion et de courbure
d'une connexion linéaire générale sont en particulier valables pour une
telle connexion et l'on a, en outre,
(8 • l ) Ti^ = ̂  l-^o = o, Q^/ = Q ,̂, = o.



ESPACES DE FINSLER. l5

h. Soit co une connexion linéaire régulière sur r^E (V/i), supposons
qu'elle soit l'image réciproque d'une connexion linéaire sur E (V,z) par
l'application canonique de r."1 E (V,,) sur E (V»), rapportée au corepère
(^dx1, d^1) la matrice de cette connexion s'écrit

(8 .2) ^j^^fk^dx'-.

Il en résulte, d'après (5.i3) et (5.i4),

py,=r^(^), T^==o.
En vertu de (7.27), (7.24) et (6.9), on a

P^^ P^= - ̂  r^.= - ô; r^= o.
Ainsi les tenseurs T et P sont o. Inversement, supposons que les tenseurs T

et P d'une connexion linéaire régulière sur ^-1 E (V,<) soient nuls, des
relations (5.i3), (5.i4), (6.9), (7.27) et (7.24) il résulte que G1^ est

identiquement nul et P^/, == T1^ ne dépend pas de la direction, ainsi la
matrice de la connexion linéaire est de la forme (8.2), d'où :

THÉORÈME. — Pour qu'une connexion linéaire régulière co sur ^-1 E (Vn)
soit l'image réciproque d'une connexion linéaire sur E ÇVn) par l'application
canonique de ^-1 E (V«) sur E (V/<), il faut et il suffit que les ten-
seurs (T = o, P = o).

S'il en est ainsi, Q = o et la connexion peut être identifiée à une connexion
linéaire sur E (V,,).

9. IDENTITÉS DE RICCI. — Étant donné un recouvrement de V» par
des voisinages (U) munis des repères naturels de coordonnées locales.
Soit X un champ de vecteurs au sens large, dans chaque (U), X définit
une o-forme à valeurs vectorielles X^== (X'), la relation dd^==o s'écrit

' {àkài- ôiôk) ̂ dx'- A dx1-^- {àkà\ - à'i ô,) ̂ idxk /\ f^

+ I ( à'/, à} - à} à\ ) X1 ̂  A O7 + à', X1 d^- =. o,

où ai, et à\ sont les dérivées pfafïiennes par rapport au corepère local
{dx'\^ ô71). En tenant compte de (7.9), la relation précédente nous donne

(9 .1) • {àkàl—àlô^Xi^-à',.Xi^\kl^o,

(9.2) ' (()kà'i-^()k)Xi^à;.Xi(ï>r,kl-Trlk)=o,
(9.3) ' ' ' (^^-^^^X^+^.X^Q^+T^-T^^^o.

D'autre part, la dérivée covariante de type Vii de X est

V/X^^+X-T^.
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Une deuxième dérivation de même type nous donne

V/.v/x^ àkàiX.1^- ̂ x•<^^+ x^.r^+ ̂ x/Ts./.•+ X-T,/?,/,- V/.XT^.

On en déduit, compte tenu de (9. i) , (7.22) et (7.23), l'identité

(9.4) (V/^- VzV,) X^X'-R^- V^R/^-V.X^,,.

D'une manière analogue, on obtient

(9.3) (V,V; - V; V,) X'=X/-P<,,/- V;.X<P/^+ V/.X-T/,/,

(9 -6 ) (V,V; - V; V,) X-=:X<)^- V;.X<)^,.

Plus généralement, soit t ' 1 ' " l v ji . . . j^ un champ de tenseurs au sens
large, nous obtenons

a

(9..7) (V*V/- V<V,-) ̂ -'vi.. .yp^^RW'1---''---'',/!.. .,/p

f-i

-S^^"'"''17'- • • ' ' • • •y'?- R'oMV;•<"•••'a7«• • •7.3
;;.=!

-S'^V,.^---'"./!...^,

(9.8) (V*V;-V;VA)<'--'VI..,/P
a

=^P'•^<'l-'••••iVl..,/p
Y=i

?

-SP/y^</l•••/Vl>••r••^/!3-I'/^V;.^•••/Vl..^+T^
[i=i

a

(9.9) (W - V; VD^-'YJ. . •^^^Q^^——^Vi.. .73

[•{

-S^^^'"^1---'1"^" Q^^- t ' i " i ^^ "^ '
[1=1

Aux identités (9.7), (9.8) et (9.9) on donne le nom des identités de Ricci.

10. IDENTITÉS DE B I A N C H I . — A la connexion linéaire régulière sur V
nous avons associé trois tenseurs de courbure et deux tenseurs de torsion;
entre ces différents tenseurs et leurs dérivées covariantes il existe des
relations que nous allons établir. Par différentiation extérieure, des
formules (7 . i ) et (7.6) nous obtenons

(10.1) dl^^f A ^ '—G/yA ^\

( 10.2 ) d^^ ^, A ^/ - c,̂  A ^s/,
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les relations (10. i) et (10,2) sont appelées les identités de Blanchi. En
identifiant dans (10. i) les ternies en a71 A a^ A am nous obtenons

(10.3) ^R^/- ̂ T^R^= ̂ V,.S^+ ̂ S^S^,

où ^désigne la somme des termes obtenus en permutant circulairement

les indices (/c, l, m) les coefficients des termes en a71 A a/ A ^m et en
a/l A ^ A ^m dans (10. i) s'évanouissent. De même, en identifiant dans (10.2)
les termes en a71 A ^ A ^m, ^ A ^ A 9^ ^ A ^ A 0^ et ô71 A ^ A ̂  nous
obtenons successivement

(10.4) ^V,.R^-/+ ̂ S^H^- ̂ P^R^/^o,

( 10.5 ) V;, R^/ -4- T/,/, K ,̂, + T%, R^/. -+- V, P^//. - V/ P^/.
+ S7,/ P ,̂,, - ( P ,̂, P'o//. - P^/. P7^-/. ) + Q^./. R7^-/ = o,

(10.6) V;,P^- V; P^+ V,Qzy/,/,+ P^.zT7^- P^T7,,
+ Q^/./. P^'o^ - Q'/ri P'-o^/. - P^/^ Q^u//^ ==o,

( 10.7 ) ^ V;. Vfkt + ̂  Q^/^ Q-o^ = o.

III.-—Groupes d'holonomie et gléodésiques.

11. GROUPES D'HOLONOMIE. — a. Dans ce paragraphe nous rappelons
quelques résultats concernant les groupes d'holonomie d'une connexion
infinitésimale sur un espace fibre principal; pour la démonstration le
lecteur pourra se reporter à A. Lichnerowicz [17]. Soit T^E (V,,) l'espace
fibre principal sur V des repères linéaires. Un point de cet espace sera
représenté par u, on désignera par p l'application canonique de TT^E (V,,)
sur V ( p u == z). Soit co une connexion linéaire régulière au sens du para-
graphe 5. Le groupe d'holonomie homogène ^Vu de la connexion au point
uç^'EÇ'Vn) (resp. le groupe d'holonomie homogène restreint cru) est
l'ensemble des g€GL {n, R) tels que u soit joint à ug~1 par un chemin
horizontal (resp. par un chemin horizontal dont la projection sur V soit
un lacet homotope à o). Dans la suite, l'algèbre de Lie du groupe d'holo-
nomie homogène restreint en un point z == pue 'V sera représentée par
crz. Soit @z l'espace vectoriel tangent à V en z et XçQ^ nous poserons

/(JOa^XS ^O^XS

où i désigne l'opérateur du produit intérieur.

THÉORÈME 1 [17]. — Étant donné un voisinage U C.'V, soit a'y (z) un champ
de tenseurs au sens large continûment différentiable tel que pour chaque

Ann. Éc. Norm., (3), LXXX. — FASC. 1. 3
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z € U, a {z) définisse un élément de q_z (u), alors pour tout vecteur X (X, X) € ©J3
le tenseur en z :

V^.(x), Xe03 ^

définit un élément de o-z (u).

THÉORÈME 2 [17]. — En un point z € U pour tout couple de secteurs
arbitraires (X, Y) tangents à V en z, le tenseur Q'j (X, ̂ définit un élément
de l'algèbre de Lie ^ z { V ) .

THÉORÈME 3 [17], [7]. — U algèbre de Lie du groupe d^holonomie homogène
restreint ^ Zo est Valgèbre de Lie engendrée par les éléments déduits de^ ten"
seurs en z € 'V

• . ' ^-(x, î), x, fee^ • • • • ' - •

par transport le long des chemins reliant Zo à z.

b. Soit (X, Y) un couple de vecteurs arbitraires en zçV, d'après le
théorème 2 le tenseur en z

^•(X, Y) = R^X^+ P^(X^- Y^X7) + Q^X^

appartient à ^z (U). En particulier, si nous choisissons successivement
les couples de vecteurs

[ ( X , o ) , ( Y , o ) ] , [(X, o)\ (o, Y)], [(o,X),(o,Y)],

nous obtenons respectivement les tenseurs en z

R^=R^X^ P^^P^X^Y^'1 Q^Q^X^r ;

appartenant à '7^(U). En appliquant le théorème 1 à l'un des tenseurs
ci-dessus on a, par exemple, pour R/y et ZieQ^,

VK^Zi) = Z', V,^V/,/X^Y/+ Z7; V;. R^X^Y^ R^VX^Z^Y^ R^X^-VY^Zi).,,

Le premier membre ainsi que les deux derniers termes du second membre
appartiennent à ^z(U), il en est alors de même pour les deux premiers
termes du second membre. On obtient le même résultat pour les tenseurs
P'y et Q'y. En réitérant ce procédé, nous voyons que les tenseurs en z

( 1 1 . 1 ) R^, VR^(Z,)X^ ..., V...VR^(Z,...Z^)X^ ...,

( 1 1 . 2 ) P^, VP^/ZOX^, ..., V...VP^(Z,...Z,)X^ ...,

( 1 1 . 3 ) Q^ VQ^/Z,)^^,'.../V...VQ^(Z,...Z,)X^Y/, ...

définissent des éléments de ^z(u). Dans la suite nous désignerons par
C^ (^ ==• i, 2, 3) les espaces vectoriels des tenseurs de type (i, i) engendrés
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par R'y, P ' j et Q'y respectivement où les trois couples de vecteurs prennent
toutes les valeurs possibles en z€V, par C^,^ ceux engendrés par les
éléments correspondant à la g16™6 (q = m -{- n, m fois de type V/. et n fois
de type V^.) dérivée covariante en z des tenseurs de courbure. Nous poserons

( 11 .4 ) Co=^jGV C^ ^J C^ C^\JC^ • ^
a = i //< + /î = 7 a =r 1

Soit K^//^ /. un tenseur au sens large; de la première identité de
Ricci (9.7), il résulte

( 1 1 . 5 ) R<,.K/^,,,,^-R/•/K^/,../., '
=X/^(V/.V.-- V..V/.) K^//,../,+ R^K ,̂,,;,/,̂  R^K.^.,^

7

+^R^K^.,/.,,^4-R/•oV;.K^.,^+S/•^X/-Y-V,^

En multipliant les deux membres par q vecteurs Z7 . . . Z7,"1,
Z^1 . . . Z7/1 (m -)- ^ := ç) ainsi que par un couple de vecteurs convenables
selon le choix du tenseur de courbure, on obtient
/ • 1 - 1 ^\ rf1 Pa "| /- pa __i pa _i pa _,_ pa
( l i-0/) L ^ o ? ^(//î,/^J c-v-J(m,«)+^(// i+i,/^) '"" ^ ( /» , / î+ i ) ' ~ ^(/^+2,«)? :

d'où
(11.7) , [C^C^cCî+^^+C^. '

De même, de l'identité (9.8), il résulte

P '̂K /̂,;..̂ - P1 y K^/, ,./.,= X/-Y-(V^V^-V^V,)K^,,,,^
; +P/•/:K9,/„.,,^+P^K^,.^

v' ' ' • ' : ;

+ ̂  P^ K ,̂../. : ,̂ 4- P-o V;. K ,̂,/,. ,̂  - T^,X^ Y^/:K^//,,/^.
f t=i ,

On en déduit
( \ \ Q \ rp'2 r^ 1 <-p^ _L-p^ _i_ r1^ i çy.^ 1 1 . 0 ^ L ^ u - » •^'(//i, /i)Jv-- ^uii^/i} ~1 ^(/«+i, ^ ) ~ 1 ^(.tti, >i+i ) - 1 ^(//f+i, »+i)î

d'où
(11.9) ' [C;,qjcC^+C^+Cî,, ;'^

et de la troisième identité de Ricci (9.9) nous obtenons

( 1 1 . 1 0 ) [C(i> '̂ Hl,;!)] C ̂ a/B,rt)+ ^-'(/H,H+1)+ '-'(/K./l+î)!

d'où
(11.n) [Cï,C^cC^+C^,+C^,,

des formules (11.7), (11.9) et (11. n) on obtient

(11.12) [c^C^cq+C^+C^,,
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d'où
(ll.i3) [Co,C,]cC^+C^+C^.

De l'identité (9.7), nous obtenons par dérivation covariante

L ^ ( 1 , 0 ) 5 ^//1,/oJ CC(a/^)4- C^^j^-l- Ca^,^)+ €^^^4- %^+j,/^+l)+ ('^,4-:;^),

L^O.,!); ^(//î,/^.!^1^,^)-!- ^(^-H,^)^ C°^,^)+ C(°;^-^^+ Ca^^^,^^4- C^^,^^,

d'où
[C;,C^cCî+C^,+C^+C^.

De même, des identités (9.8) et (9.9) on obtient aisément

|:CÎ,CîJcC^+C^+C^+C^,
[Cï,C;]cC^+G^,+G^+C^,

En réitérant ce procédé et en raisonnant par récurrence, nous obtenons
d'une façon générale

(11 . i4) [C|\ Cî]cCî+C^+...4-C^, (/^; ̂  a=i, 2, 3),

d'où

(11 . i5 ) [G/, CJcC,4-C^4-...4-C,^, (^^7).

De la formule (11. i5) il résulte qu'en un point z€V, l'espace vectoriel
engendré par Cy (q = o, i, 2, . . . ) définit une sous-algèbre de Lie ^z
de ŒZ : il existe donc un sous-groupe connexe cr' z de ŒJS (Chevalley, [11],
p. 109, th. 1) qui admet comme algèbre de Lie cr'js. Au groupe cr'z on donne
le nom de groupe d'holonomie infinitésimal en z€V. D'autre part, de
(11. i4) il résulte que les espaces vectoriels engendrés par C^ {q = o, i, 2, . . . )
définissent pour (a = i, 2, 3) trois idéaux 7\, p^ et q, de o-z, il existe
donc trois sous-groupes connexes invariants y\, p'^ et ^ de ( J z admettant
comme algèbre de Lie r^ p^ et q^ respectivement et a;' z peut être consi-
dérée comme somme de r-, p'^ et ç,.

12. CONNEXIONS AFFINES. — a. Soit ê (V,<) l'espace fibre principal
des repères affines sur V,, de fibre-type et groupe structural le groupe
affine sur l'espace de dimension n [17]. Nous désignerons par TT"' ê(V,,)
l'espace fibre induit de & (V,<) par l'application canonique ^ : V — V^.
î^ê (V/<) sera dit Y espace fibre principal sur V des repères affines. Consi-
dérons un recouvrement de V» par des voisinages ouverts U, à chaque
zç^~1 (U) nous associons difîérentiablement l'ensemble Su = (^u, Ru),
d'un élément ^eTriz et d'un repère linéaire Ru base de l'espace vectoriel
Tr.z. S-" est appelé ici un repère affine d'origine ^. Si U et V sont deux
voisinages d'un recouvrement de V,,, soit Su et S;, les repères affines
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attachés à zçr^ (UiïV) il existe une matrice B\ (z) ((n + i) X (n + i))
telle que
( 1 2 . r ) . S^=SuBÏ(-3), ^eTr-^UnV),

avec

(12..') B^.^^f1 J ^ V A€GL(^R) ,
\0 Ay(^) /

où ç^ est la niatrice à une ligne représentant (^ — ^u) par rapport à Rî;.
Nous pouvons ainsi procéder pour tous les voisinages d'un recouvrement
de V,,, nous dirons dans ce cas que le recouvrement a été muni de repères
affines.

b. Nous appelons connexion affine de secteurs (2) une connexion infini-
tésimale sur ^(^(V,,). Considérons un recouvrement de Vn par des
voisinages munis des repères affines. Une connexion affine de vecteurs
est définie ici par la donnée pour chaque U, d'une i-forme différentielle
T^j sur î".""1 (U) à valeurs dans l'algèbre de Lie du groupe affine. Une telle
forme peut être représentée par une matrice {n + i) X {n + i) qu'on
désignera par T.[;

(u.3) „-(: ;;;;!;) r^-d.))
et telle que si pour zGr^^^UnV), on a

S^SÊB^),

elle doit satisfaire à la condition de cohérence

(12.4) ^=^(z)^(z)-^^(z)d^(z^

où B1! est défini par (12.2). A la connexion affine envisagée correspond une
i-forme r. sur r.~-1 ê(V,,) à valeurs dans l'algèbre de Lie de B. Comme
dans le cas de la connexion affine sur une variété différentiable V^ ( t { )
il est aisé de démontrer qu'à toute connexion linéaire de vecteurs on peut
associer canoniquement une connexion affine de vecteurs. Plus généra-
lement, soient sur V une connexion linéaire co et une i-forme (semi-
basique) vectorielle contravariante W, sur chaque î:~1 (U) la matrice

/ (1) \
/ o T^VE1^

(12.i5) ( z ^ ^
v / \0 0)u /

(1)

où V désigne la différentielle absolue dans la connexion linéaire co, définit
une connexion affine qui sera dite associée à (œ, ^T). On appellera Connexion

(2) Voir Connexion coaffîne d'espace d'éléments linéaires [4].
(:!) La connexion affine dans ce sens est due à A. Lichnerowicz, voir [17], p. 88-94.
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affine de directions, une connexion infinitésimale sur ^"^(Vn). Une telle
connexion sera définie d'une manière semblable à la précédente.

13. GÉODÉSIÇUES. — a. Soit x (t) un chemin de V,, d'origine x^ = x (o)
et d'extrémité Xi = x ( i ) défini par une application difîérentiable de
1 (o ̂  t ̂  i) dans V,,. Étant donné un repère affine S (o) au-dessus de x^
considérons le chemin S (() de r."1 <^(V,J issu de S (o) au-dessus de x (<).
Le développement de S (<) sur l'espace affine T.TO peut être défini à partir
d'une suite de repères affines S (t) == [^ (t), R (()] telle que S (o) == S (o) et
(1.3. i) ' ' " ' dS(t)=S(t)n-^dS\

où r^{dS) est la valeur de la forme de connexion affine pour le vecteur dS
tangent à ^"^(V/,) en S {t). Supposons que la connexion affine soit
définie par (12.5) et choisissons pour S {t) les repères S {t) = [o, R(t)],
un tel chemin de ^^(V,/) sera identifié à un chemin de T^EÇV, / ) ,
la formule (13. i) s'écrit
(13.^) ^(Q=R^)W^R), . ,
(13.3) clR(t)=ï\(t)^(clR).

Le chemin défini par ^ (t), au moyen du développement, sur l'espace
affine tangent T^o sera dit le développement de x {t) sur l'espace affine Ta;o.
Ce chemin ne dépend pas du chemin choisi dans V espace fibre r.~~1 E (V,,) [17],
x (t) sera dit un arc géodésique pour la connexion affine envisagée si son
développement est un segment de droite : pour qu'il en soit ainsi, il faut
et il suffit, d'après. (13.2) et (13.3), qu'il existe un scalaire A (() tel que

(13.4) ^À(Q^

où u est la matrice à une ligne définie par

(13.5). . • . ' , , . . . , ^ ^ T . . , . . . ,
dt

En coordonnées locales, l'équation (13.4) s'écrit
• • V ( ^ ^ ) _ V ^ ^V^_ ^-^V

dt ~ dt 1 1 / d t ~ ' ^ ) i / \ ~ d t )

Désormais la matrice iW'y) sera supposée régulière^ en multipliant les deux
membres par W'} on obtient

V \Ti . \" \-r
(13.6) ^v^/+:^_^(^,

Nous sommes ainsi amenés à introduire une connexion linéaire oj sur ^
telle que
(13.7) c^^^y+^T^;.
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d'où
V^^V^+T^VV^', , : , - .

où V est le symbole de la dérivation covariante dans co, ainsi (13.6) s'écrit

V^- ,, . ' ' ' • ' " '
• -^=À^

Nous énoncerons donc le : . .

THÉORÈME 1. — La géodésique de la connexion affine de secteurs associée
à (co, W) coïncide a^ec celle de la connexion linéaire (o définie par (13.7).

&. Soit X un champ de vecteurs au sens large et Y son image par ^
(13.8) W: Y^^/X/ (XÇÏTTZ). .

Cette application définit un endomorphisme de TT.Z sur lui-même, d'après
(13.7) la dérivée covariante de Y s'écrit
(13.9) V Y' = V W1, X '̂ + W1, V X/ = V W1, X/ 4- W1, (V X^' - ̂ /. V W/, X7-) = W1, V X/.

Inversement, soit X un champ de vecteurs arbitraire et Y son image
par ^F, si Fon suppose qu'il existe entre VX et VY la relation (13.9), où
V (resp. V) est la dérivée covariante dans la connexionlinéaire arbitraire
co (resp. co), alors co et co sont liés par (13.7). En efîet, en vertu de (13.8),
la relation (13.9) s'écrit

V ( ̂ 'y X/ ) = V W1, ̂  4- W^ V X/' = W1, V X/,

d'où
^¥^X ^=V ^y(VX/-VX/)=^ (• ^y(G)^-^)X ^ ,

X étant arbitraire on a
V^'/.^^'/^'/,—^/,).

Comme W est régulière, en multipliant les deux membres par W ' , nous
obtenons (13.7), d'où :

THÉORÈME 2. — Pour quune connexion linéaire (o soit liée à co par (13.7)
H faut et il suffit que VY soit l'image de VX par ^ (X -^ Y) quel que soit
le champ dé secteurs X.

14. RELATIONS ENTRE LES COURBURES. — La connexion linéaire co
étant liée à co par (13.7), Supposons co régulière, à quelle condition co
est régulière elle aussi ? A cet effet, par dérivation covariante, on obtient

( H. i ) ^ = V v1 = dv1 + vi -^j = ̂  -(- W1/, V W^- vf.

Pour que co soit régulière, il faut et il suffit que la matrice

(1^.2) Ô^ + ̂ lu V}, ̂ y ̂  == ̂  VI- ̂ o
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soit régulière. Il en résulte que si la connexion linéaire co est régulière
il n'en est pas nécessairement de même pour (D. Nous sommes ainsi amenés
à supposer dans la suite que les connexions co et co sont toutes deux régu-
lières ( /1). Soit t2 la forme de courbure de co, ses éléments sont :

( 14.3 ) ^/ = d^1, + c^'/. A ^''/'

En vertu de (13.7), on a

(14 .4) d^j = d^j + dW1, A V W8, + W^ dVW^.

En exprimant dans (14.4) d ^V ' ' , en fonction de Vy'y et en développant
le dernier terme

(14.5) d^j == W1, ( d^^ + c ,̂ A ̂  ) W'^- - ̂ ,. A 0x3^

+ V W1, A V W^ - W71, ̂ ^ A V ̂ y - "q "̂. V W^/ A ^7/?/.

De même, d'après (13.7), on a

(14.6) c^/. A ^''/ == ̂ r A ^7'/ + ̂  ̂ ;//. A V y^- + W^ V y--/. A ^y - V ̂  A V T-'y.

Si û est la forme de courbure de co, en ajoutant (14.5) à (14.6) on
obtient

^=T^,(^•^+^A ^)^?7=^i2•ï/,^/"/.

Relation exprimée sous forme matricielle

(14 .7 ) H:=^W-1.

On en déduit les relations entre les tenseurs de courbure correspondants.

CHAPITRE II.
VARIÉTÉS FINSLÉRIENNES.

I. — Connexions finsiériennes.

1. VARIÉTÉS MÉTRIQUES. — Soit gij un champ de tenseurs au sens
restreint de degré o symétrique et défini positif. Au champ de tenseurs gij
on peut faire correspondre un scalaire au sens restreint de degré 2 tel que
(i.i) ^-^^^gi^x, v)v1^ (;,y==i,2, ...,/ i),

(4) Les connexions linéaires co et co étant supposées régulières, il est aisé d'évaluer
la matrice inverse de (14. 2). Tout d'abord on a

^-ir^+v^/^o
et les 6' s'écrivent

O.=^+¥^v^^/,

d'où la matrice inverse de (14. 2) est
^AV; ̂ o. - '' ' '
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où £ (> o) sera par définition la longueur du vecteur v tangent à Vn
en x. Lorsqu'il en est ainsi nous dirons que la donnée de g doue Vn d'une
structure de variété métrique^ gij est dit le tenseur métrique, £ sera appelé
la fonction fondamentale de la structure métrique. A l'aide du tenseur g
on peut normer l'espace vectoriel tangent Tpy {x = py). Un repère ortho-
norme en î /€W est, par définition, une base orthonormée de l'espace
vectoriel euclidien Tpy; c'est un ensemble ordonné de n vecteurs unitaires
(^i, ^2, . . ., en) de Tpy tels que leurs produits scalaires deux à deux soient
donnés par

^/== Ô^-(i,J'=ï, 2, . . . ,^) ,

où ô,y est le symbole de Kronecker. Nous désignerons par M (W, g)
l'espace fibre principal sur W des repères orthonormés. Cet espace admet
une fibre et un groupe structural identique au groupe orthogonal 0 (n).
Considérons un recouvrement de V^ par des voisinages (U) munis des
repères orthonormés, soit R[ un repère orthonormé en yçp~i (U) si
yep"4 (UnV), on a

R^=IW(j),

où la matrice C est un élément du groupe 0 (n) ; par rapport à un tel
recouvrement la métrique de l'espace s'écrit

//,
(1.2) ds^^^X, dx) =^(^)\

7=1

2. CONNEXIONS EUCLIDIENNES. — Nous appelons Connexion eucli-
dienne de directions une connexion infinitésimale sur M (W, g). Consi-
dérons un recouvrement de V,, par des voisinages munis des sections
locales de M (W, g), une connexion euclidienne de directions est définie
ici par la donnée dans chaque U d'une i-forme co^î/ep"1 (U)) sur p~1 (U)
à valeurs dans l'algèbre de Lie du groupe orthogonal 0 (n). Une telle
forme est représentée par une matrice {n X n) antisymétrique que nous
désignerons encore par cou

Wu=(^i/) (^/+ ûJy,=o),

ses éléments sont des ï-formes différentielles de y. Si, pouryEp"1 (UiïV),
on a
(2.1) R^RTOr) ( j^- i(UnV)),

les OD^ doivent satisfaire à la condition de cohérence

(2 .2) ^=~C^(y)^CÏ(y)^~C^(y)clC^(y) (Cç0(n)).

Nous allons démontrer qu'à toute connexion euclidienne de directions
est naturellement associée une connexion linéaire. Considérons la connexion

Ann. Éc. Norm., (3), LXXX. — FASC. 1. 4
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linéaire définie par rapport à un recouvrement de V,, muni de repères
orthonormés par les matrices r^ telles que

TT-u == ûû^.

La connexion linéaire ainsi définie est manifestement indépendante
de recouvrement choisi, elle est dite la connexion linéaire associée à la
connexion euclidienne, la différentielle absolue du tenseur g / / (y) dans
cette connexion est donnée par

(2.3) V^/y == dgi, — ^ighj — ^jgih.

Les repères étant orthonormés, on a
_ ^

Q Î J — o;/'-

La relation (2.3) s'écrit

(2.4) V^/:=—(ûû//-4-^7)==o.

Il en résulte que la différentielle absolue du tenseur métrique est nulle.
Inversement, soit iz une connexion linéaire telle que la différentielle absolue
du tenseur métrique dans cette connexion soit nulle; d'après (2.3) et
(2.4), il est clair que pour un recouvrement de V,, par des voisiîiagës
munis des sections locales de M (W, g) les matrices ^ de la connexion
linéaire sont antisymétriques, d'autre part si yçp~i (UnV) , on a

Rv^RtîC^j)/

où C^ est un élément du groupe 0 (n) ; pour la connexion linéaire envi-
sagée on a la condition de cohérence

7ry=Cy7ruC^+G^^.

Il en résulte que les matrices co^j == ^u définissent une i-forme de
connexion à valeurs dans l'algèbre de Lie de 0 {n)y c'est-à-dire une connexion
euclidienne, nous énonçons le

THÉORÈME. — Pour quune connexion linéaire sur W soit naturellement
associée à une connexion euclidienne de directions^ il faut et il suffit que la
différentielle absolue du tenseur métrique g,/ (y) dans cette connexion soit
nulle.

La connexion euclidienne est dite régulière si la connexion linéaire
associée est régulière et cette dernière sera identifiée à la connexion
euclidienne envisagée.

Remarque sur la courbure. — Soit co une connexion euclidienne régulière ;
considérons un recouvrement de V,, par des voisinages lïlunis des repères
orthonormés, nous pouvons donc placer tous les indices en positions
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inférieures, la forme de courbure s'écrit : !

^•/ = d^ij -4- Wir A ^/7 (^7==^7^/).

Par rapport aux repères précédents, les co,/ sont antisymétriques, d'où

^•/4-^/^o.

Cette relation étant valable en repères orthonormés est valable en
repères arbitraires, il en résulte que les trois tenseurs de courbure d'une
connexion euclidienne régulière sont antisymétriques par rapport aux
deux premiers indices.

3. SYSTÈME DE GÉNÉRATEURS SUR W. — a. Au champ de vecteurs
canonique v on peut faire correspondre le vecteur

/:=x°-1^

il est manifestement de degré o, donc définit canoniquement un champ
de vecteurs unitaire de degré o, c'est-à-dire un champ sut* W de vecteurs,
Soit (o une connexion euclidienne régulière sur W, en un point ^€Vn,
la fibre p^~1 {x) de W peut être identifiée à la sphère de ^-1 {x) de centre
l'origine et de rayon i si l'espace vectoriel tangent à T^~1 (x) est rapporté
au cprepère ([J.'), l'espace vectoriel tangent à p~~1 {x) .est défini par l'équation

(3 . i ) /^^o,

La différentielle absolue de Z d a n s la connexion euclidienne régulière
est
(3.2) , p^v/^^-^e'—/7^), , ,
l étant unitaire, on a
(3.3) /^^^(/^'—^^o,

d'où
(3.4) ^=o, à\^ ==//,

Ainsi (8.2) s'écrit
(3 .5 ) ' iS^x7-1^—^//^),

d'où
(3.6) V./^o, V,/^.^--1^,-^,).

D'après (3.5), il est clair que les ^ définissent sur V une i-forme à
valeurs vectorielles. Cette i-forme étant de degré o et satisfaisant à (3.i)
peut être identifiée à une i-forme sur W à valeurs vectorielles. Si l'on
désigne par y1 les restrictions des p' à la fibre p~1 (x)^ elles satisfont à

(3.7) 1^=0.
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Ainsi toute combinaison linéaire des ^ est une i-forme à valeurs dans
l'espace vectoriel tangent à p~1 (x) en y. Inversement, les ^ forment un
système de générateurs pour ces i-formes, autrement dit entre les ^ il
n'existe pas de relation linéaire non triviale distincte de (3.7). En effet, soit
(3.8) a^zzzo

une telle relation où les di ne sont pas tous nuls, en vertu de (3.5) elle
s'écrit

^•(^—/^^^o/

soit
, (^— aj^l^^z^o,

la connexion euclidienne étant régulière, les UL' sont ainsi linéairement
indépendants; on a

^•==r (^//Z^-

et la relation (3.8) n'est pas distincte de (3.7). Il en résulte que pour
une connexion euclidienne régulière V'ensemble (o^, ^) forme un système
de générateurs pour les i-formes de V'espace vectoriel tangent à W.

fc. Soit T^ une forme linéaire sur W, son image réciproque sur V, par
ïj (V -> W) que nous désignerons encore par r^ peut se mettre d'une
manière et d'une seule sous la forme

(3.9) , , TT^C^'+^OS

où les C, et ai sont des vecteurs restreints de degré o et — i respectivement
et les ai satisfont à la condition d'homogénéité (chap. I, § 6)

(3 . io ) 6/0 = o.

Si nous rapportons T^ au système de générateurs (a', R'), elle s'écrit

(3.n) Tr^a^-h^'.

En portant dans (3.9) l'expression de 9' tirée de (3.5), compte tenu
de (3.io) nous obtenons

(3 .12) Tr^C^-t-^^'.

En identifiant (3.n) à (3.12), on a

a,==Q, bi-==-£di.

Ainsi rapportée au système de générateurs (a', ^) toute i-forme sur W
peut s'écrire de la forme (3.n)) où les ai et bi sont des vecteurs restreints
de degré o et les bi satisfont à

(3.13) ^o==o.
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Démontrons l'unicité de l'expression de T. définie par (3.n). En, effet,
supposons que T; = o; la restriction de T. à la fibre p~1 {x) donne, compte
tenu de &u = o,

bi ̂  •==. G-1 bi ( p 1 — l14 \ï1t ) == .^-Y bi ̂ i = o.

Les ;̂  sont linéairement indépendants, d'où

^:=0;

de r. = a, a' = o on a alors a, == o, ainsi l'unicité est établie. Si nous
rapportons l'espace vectoriel tangent à W au système de générateurs
(a', p') la i-forme de la connexion euclidienne régulière de directions
s'écrit d'une manière unique sous la forme

( 3 . 1 4 ) c^=Y^4-B^, - ;

où les B'y/, satisfont à
( 3 . 1 5 ) B^=o, . ^ . , - .

les Yjh et B'yA sont des quantités restreintes de degré o. En portant
dans (3. i4) l'expression de [^ définie par (3.5), on a alors avec les notations
du chapitre 1 (§ 5),

( 3 .16 ) B^(^, ^)==^(^ ^)C^(^ ^).

4. CONNEXIONS SPÉCIALES [3]. — Soit (o une connexion euclidienne
régulière de directions, la différentielle absolue du tenseur métrique dans
cette connexion est nulle

( ^ . l ) ^/^C^Ay+M^A. . )

Nous poserons

(.^.2) ^/i^^jh^lk, C^^^C^.

Ainsi (4 . i ) s'écrit

^7 = ( ̂ /k + ï/^ ) ̂  + ( Gijk + C/^) 0^

d'où

( ̂  • 3 ) ï^^ + ï/^ == ^é^-/ ^

(^.4) C^+C^=^^^.

En vertu de (6.6) du chapitre I, les à\gij satisfont à

^^=0.

Supposons que les tenseurs de torsion associés à CL) satisfassent à

(^.5) S^=o (S^^^S^-),
(^.6) T^=T^ (T^==^T^). • /
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Des formules (7.4) e! (7.5) du chapitre I, il résulte qu'entre les coefficients
de la connexion euclidienne envisagée il existe en outre les relations
suivantes :

( ̂  • 7 ) ï^ — ï^/ = b l ] k ( bi,k = ^ir b ' - j k ),
(^•8) Ci/k— Cy^==6^— Cijik { a i j k ^ g i r ^ j k } '

En ajoutant les équations (4.4) à (4.8), nous obtenons

(^•9) Q//.== ^à\gif^ ^(^^—a^).

D'autre part, des relations (4.3) et (4.7), il vient

(^. 10) Y/^-4- Y^== ̂ 7 — ^7^

En permutant circulairement les indices i, j, /c, on obtient

( ̂ . ï i ) • Y/l-yz + y/^ == ^,^7^ — b jki,

( ^ • 1 2 ) ^ikj,-^-^kn=àjgki—bkir

En retranchant (4.12) de la somme de (4.io) et (4.n) on a, après un
changement d'indice,

( ̂ . 13 ) ^ijk = ̂  ( àkgi/ + àjgik — ài^y ) — ^ ( bu,/ + b/ik — b^i ).

Inversement, il est aisé de vérifier que les quantités ^iji,•-et G/y/, définies
par (4.g) et (4.i3) satisfont aux systèmes d'équations (4.3), (4.4), (4.7)
et (4.8), d'où :

DÉFINITION. — Nous appelons connexion spéciale toute connexion eucli-
dienne régulière telle que les tenseurs de torsion correspondant satisfassent
à (4.5) et (4.6). Les coefficients Sune telle connexion peuvent être exprimés
par les formules (4.9) et (4.i3).

5. CAS DES REPÈRES ORTHONORMÉS ET COORDONNÉES LOCALES POUR
LA CLASSE DES CONNEXIONS SPÉCIALES. — a. Considérons un recouvrement
de \n par des voisinages munis des repères orthonormés et soit R (e,)
un tel repère, nous avons

eiej=^j-=^s\j

dans ce cas, les formules (4.9) et (4.i3) se réduisent à

(0.1) ' C^== - (a^-k—a^k) (C;/u=:o)>, , •

(0.2) Ï^=—^(^+^/--A/.). ; •
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b. Si V,, est recouvert par des voisinages (U) munis des repères naturels
de coordonnées locales les quantités a et b s'annulent, les coefficients
des deux espèces de la connexion spéciale se réduisent à :

(^) ^i/k^^à'^, (T./o=o),

( ° • 4 ) r^ = 1 ( àkgij + Oj^ — ài^i,, ).
2à

6. VARIÉTÉS FINSLÉRIENNES. — a. Dans le paragraphe 1 nous avons
défini la longueur du vecteur canonique ^ tangent à V,,, en x par une
fonction C (x, .̂) positive restreinte de degré i. Substituons dx à ^.c
dans e et posons
(6.1) ds == G(x^ d.x)^ (

G est, par définition, l'élément d'arc. Soit l (xo^ Xi) un chemin de V,i
d'origine Xo et d'extrémité ^i ; en vertu de (6.1), la longueur de l(xo, Xi)
est définie par
(6.2) s(^o,.Ci)=f .G(x,x)du l ^ = = - ^ ) î •

^(^o,^) v- //

£ étant restreint de degré i, l'intégrale du second membre est indépen-
dante de la représentation paramétrique choisie pour le chemin l{xo, Xi).
La variation première de cette intégrale à extrémités non fixes de l'arc
l {xo, Xi) est donnée par
,, ., • , r ( d ^ ^\
(6.3) Ô 5 = = 7 T i — T T u — 1 , - . — . — , — . Ô^^,

J , , ,\dn ô^'1 ûx1 fv I(XQ,X^ '> /

où ^ est une forme différentielle linéaire restreinte de degré ô définie par

(6.4) " 7T=^^ • ' •
Qî f

et îfo et ^i correspondent aux points variés Xo et x\. On appellera extrémale
du problème de calcul des variations attachés à £ (rr, x) une solution
du système différentiel du second ordre

/^ ^ d /^\ ôc
(6.3) ^^-^=o (.=1^...^).

En choisissant pour la représentation paramétrique du chemin l (rï;o, Xi)
la longueur d'arc s {xo, x) = s le système (6.5) s'écrit
_ ^ 6/ /^\ ^ /. dx\
(Q^ ds[^)-^=° ^=-ds) ( ^ ^ ^ • • - ^ ) -

Ce système admet l'intégrale première
/. dx\X \x, x) ==i ^=: ,- .
\ ds
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Il en résulte, en multipliant les deux membres de (6.5)' par -i?, et en
introduisant la fonction 2 F = .C2, le système différentiel du second ordre

6 / / ô F \ ÔF
ds[^)-^=° ( Î=I^-^)-

Soit, en développant,

(6.6) ^;F^+ô;,F^-^F==o ^=^^=^ (^,/=i^ .. . ,^).

T^e problème du calcul des variations attaché à la fonction € (x, x). est
dit régulier si le coefficient de x dans (6.6) est une forme quadratique non
dégénérée, c'est-à-dire si
(6 .7) dét(ê;;F)^o.

Ce problème est dit positivement régulier si, ^/" F est défini positif.
Il est clair que pour un recouvrement de V,< par des voisinages munis
des repères naturels de coordonnées locales, les o^' F sont les composantes
d'un tenseur symétrique d'ordre 2 restreint de degré o; nous poserons

(6.8) ^(^,',)=ô;.;F(^^).

Ce tenseur définit sur V/< une structure de variété métrique. Multiplions
les deux membres de (6.8) par v ' et v3 successivement en vertu de l'homo-
généité de F, on a

•
^/(^ ^)^=^ô;F=^F=.^(^ r,). ' . < - ,

Nous sommes ainsi conduits à la définition suivante :

DÉFINITION. — Soit \n une variété différentiable et V l'espace des vecteurs
non nuls tangents à V/;, une structure de variété finsiérienne sur V,, est
définie par la donnée (Kune fonction £ [x, v^) positive restreinte de degré i
sur Vy conduisant à un problème régulier de calcul des variations.

Dans la suite, nous supposons que € conduit à un problème positivement
régulier.

6. Dans ce qui précède nous avons vu qu'une structure de variété
finsiérienne détermine sur V,, une structure de variété métrique par le
tenseur g/y défini par (6.8), nous nous proposons ici d'étudier le problème
inverse.

Considérons une structure métrique définie par la donnée d'un champ
de tenseurs gij Çx, v) symétrique restreint de degré o défini positif. A ce
champ de tenseurs nous associons un scalaire 2 F = g i j V ' v - 1 définissant
le carré de la norme du vecteur v tangent à Vn en x. A quelle condition gij
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est-il le tenseur métrique d'une variété finsiérienne ? autrement dit, à quelle
condition gij peut-il se déduire de F par

( 6 •9) .é^/^0;-/^
(6.10) 2F==:^/(,z-, v^^vi ?

Il est clair que pour un recouvrement de V/, par des voisinages munis
des repères naturels de coordonnéss locales le second membre de (6.9)
est un tenseur si pour un tel recouvrement gij est défini par (6.9), nous
obtenons par dérivation

^Q'i/=^'i}kF^

d'où
ôkQri/=ô'i^/k= ^'/S'ki

il en résulte

(6.11) ^ô^/^o.

Inversement, cette condition est suffisante : en effet, si la relation (6. n)
est satisfaite, de l'expression 2 F on déduit par dérivation

^ F = \ ( ̂ k8l] ) ̂  v ] + ëkj ^ = gkj ^ .

Une deuxième dérivation nous donne

^ki^ =(^i g k j ) ̂ / + gkl = g kl -

Nous énoncerons le :

THÉORÈME. — Pour quun tenseur métrique gi, soit le tenseur métrique
(Kune variété finsiérienne, il faut et il suffit quon ait ( 6 . 1 1 ) .

7. CONNEXION FINSLÉRIENNE. — Nous avons mis en évidence dans
le paragraphe qui précède une classe de connexions euclidiennes régulières :
les connexions spéciales. L'étude précédente va nous permettre d'établir
qu'il existe pour une structure de variété finsiérienne, une connexion
linéaire spéciale et une seule qui lui correspond. Nous raisonnons en coor-
données locales. Soit gij le tenseur métrique d'une variété finsiérienne
défini par (6.8). Soit (oVy) la matrice d'une connexion euclidienne spéciale
associée à gij-

(7 . i ) , < = P;, d^ + C1^ d^ = Py, dœk + T1^ 0^

où les Ty/, et Py/, sont définis par (5.3) et (5.4). En vertu de (5.3) et (6.9)
du chapitre 1 on a, en coordonnées locales,

( 7 - 2 ) rTi/k='^ ̂ 'i^ \ ̂ kë'il — rrr^ ̂ 7).

Ann. Éc. Norm., (3), LXXX. — FASC. 1. 5
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Le tenseur métrique gij- de la vérité finsiérienne satisfait à (6.11);
multipliant les deux membres de (7.2) par v1 on obtient

^T^== ̂ ^.y=0;

T étant symétrique par rapport aux deux premiers indices, on a

(7.3) T^=o,

Inversement, si la relation (7.3) est satisfaite d'après (6.9) du chapitre I,
les dérivées pfaffiennes des deux types à\ et o\ (coordonnées locales) coïn-
cident et, en multipliant les deux membres de (5.3) par ^/, on retrouve
la relation (6.11). Ainsi (7.3) est équivalente à (6.11) et le tenseur de
torsion de la connexion spéciale associée à g i / s'écrit

( 7 • 4 ) ^ i j k == ^ ̂ \ Si] = ̂  ̂ ïi) F ( TU/À: = T^ = T,yo == 0 ),

les T et G sont liés par la formule (5.i4) du chapitre I; vu l'homogénéité
de T ils coïncident et l'on a

(7^) T^e^-^-^F.
A

Nous avons ainsi évalué le tenseur de torsion à l'aide de g et ses dérivées

premières par rapport à p. Avant de calculer les coefficients F et F nous
remarquons que, en vertu de l'homogénéité du tenseur T, la connexion
linéaire (7. i) est nécessairement régulière. Car la matrice (5.6) du chapitre 1
se réduit à la matrice identité. D'après la formule (5.i3) du chapitre I,
on a
(7 .6 ) py^r^,-T^,r-o,,
vu l'homogénéité de T, nous avons

r ^ - j ) r^^r^.
D'autre part, en vertu de (6.8) du chapitre 1 et (7.4), on a

( 7 - 8 ) à^=^-^Ti/rî\k,

d'où les coefficients I\^ définis par (5.4) s'écrivent

(7.9) r^-z= ^ (ô^/4- ôy^- ô,^.) - ̂ (ï,,,p,,+ T^P,,- T^.,p,,).

Multiplions cette relation par ^ /, compte tenu de l'homogénéité du
tenseur T, on a

( 7 - ̂  ^T^== \ (^;.F + ̂  ô ,̂,- ô,iF) - T,,Av^.
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Multiplions les deux membres par ^ :

( T . i i ) ^^r^=^(^F+^^-ô, ;F)^=^â^F-^F.

Nous poserons
(7. i 2 ) ^-(^ r)= P-y, (^ ^) ̂ , p^-

d'où
(7 . i 3 ) ïg^'^jc, ^ )==r^^p^=^ô^F-^F .

La relation précédente détermine G' en fonction de F et ses dérivées,
nous remarquons en outre que le dernier membre de cette relation figure
dans le système différentiel des extrémales (6.6); une dérivation par
rapport à v ' ' nous donne

• • . • - • • ' • ç •
( 7 . 1 - 1 ) A',, ô;G'-= ^ (ô,,-F + ̂ â,é-,,. - ô;;K)- aT^G^ .-/?„, ,

d'où
(7.15) ô.G'^r',,,.

En portant (7 . i5) dans (7.9), on obtient

(7 .16) tnk= l- (StS:j+ ^iSik- Sigkj) - (T<-/, ̂ G-'-+ Tfc Ô)G-'- T<.y, ô;G"'). '
^ . ,

Pour obtenir l'expression de Py/. il suffit de multiplier les deux membres
de (7 . i 6) par g"\

y.
Ainsi les coefficients Py/, se trouvent complètement déterminés à partir

du tenseur métrique de la variété finsiérienne et de ses dérivées premières.
Quant aux coefficients Py/,, on a d'après (7.6),

( 7 • ̂  ) r^ = \ ( ̂ 7 + ̂ iSik — ^igkj ) + TÀ-V. ;̂ G--' — T^, 0} G--,

les F et (5 déterminent donc une connexion linéaire régulière et une seule
sur W. Inversement, il est aisé de démontrer que les quantités F et C
définies par (7.17) et (7.4) déterminent canoniquement une connexion
linéaire spéciale associée au tenseur g,y, d'où :

THÉORÈME [3], [9]. — Etant donnée une variété finsiérienne V/,, il existe
une connexion euclidienne spéciale et une seule qui lui correspond et cette
connexion sera dite, la connexion finsiérienne.

8. TENSEURS DE COURBURE DE LA CONNEXION FINSLÉRIENNE. —— 0. LOS

formules du paragraphe 7 (chap. I) donnant les tenseurs de courbure d'une
connexion linéaire régulière générale peuvent être appliquées, en particulier,
à la connexion finsiérienne. Nous raisonnons en coordonnées locales.
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Rappelons qu'en vertu de l'homogénéité du tenseur de torsion T de la
connexion finsiérienne la matrice L [(5.8), chap. I] ainsi que son inverse M
se réduisent à la matrice identité (coordonnées locales). D'après (7.23),
(7.26) et (6.8) du chapitre I, on a alors

(8.1) R^-ki = K^/ + T^R7^ ,

(8 .2) R^= Çw/i- â',r^ ô',G5) - (ôj\-,- ô:.r^ ô; G-Q + (r,,r^- ?/,?,,),
Nous allons maintenant établir la proposition suivante :
Le tenseur de courbure P de la connexion finsiérienne s'exprime au moyen

du tenseur de torsion T et sa dérivée coloriante du type Vh et le tenseur de
courbure Q se déduit algébriquement du tenseur T [9].

En effet, d'après (7.24) et (7.27) du chapitre I, on a

(8.3) ^/l^^/^^jr^'.k^ '

(8 .4 ) P^=V,T^-ô;î\-,.

D'autre part,
ô; (r,;J = ô; (^r^-) =^ 3; (?,,) + 2T,,r,,.

En évaluant le premier membre de cette relation à partir de (7.i6),
il vient
(8.5.) ^ô; (.P/J= (^T^/+ ôyT.^- ô.T^)— 2Ï,,,r^

- (^T,y,^G/•+ ̂ T.^.G7-- ^T^.ôl.GQ
- (T./,. ̂ G7--^ T,,, ô'/G'-- T,y, ô^G7^).

En multipliant les deux membres par v3 on obtient

(8.6) ^ô;r^=VoT^.

En, dérivant par rapport à v1 la relation (7.i5), on a
(8.7) ^G^P^+VoT^.

Compte tenu de cette relation, (8.5) s'écrit
(8.8) ô; t^-k = V, T^ + V/ T^, - V '̂ T,,7 4- T7,; Vo T^ - T^ Vo T7';/ - T^, Vo T7,/,

d'où
(8.9) P^== V^T^- V/T/,/+ T^VoT7-;/- T^-y VoT^.

On en déduit
(8.10) P^=P^o==o.

Quant au tenseur de courbure Q, on a d'après (7.25) et (7.28) du chapitre 1

( 8 . 1 1 ) Q.^=Q^+T^Q^,

(8.1.2) Q^= W/i- ̂  T^) + (,T^,T^— T^T^,).
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D'autre part,
ô, ( T^ ) = ô, (^T/.// ) = - 2 T^ T7,, + ̂ - ô, T^.

En portant cette relation dans (8.12), on obtient

(8. i3) Q^= Q^= T//,T^- T^T7-^

il satisfait à
( 8 . 14 ) Qo/7,/ == QiQkl == Q/y0/ == Q •̂/7.•o•=::: 0 •

Ainsi notre proposition est établie.

&.- Dans le paragraphe 10 du chapitre 1 nous avons défini la liste complète
des identités de Blanchi pour une connexion linéaire régulière générale.
Ces cinq identités s'écrivent, dans le cas d'une connexion finsiérienne,

(8. i5 ) ^Rimkl ~ f\Ti/llrRro/d = 01

( 8 . 1 6 ) ^V/.R^-^P^rR^^o,

( 8 . 1 7 ) . V^^+T^nR^-rl^^l^/kr^-VkP1^ .

- (P^VoT7,,//,- P^VoT7^) + Q^R7^^ o,
(8. l8) V^P^-/- V;P^4- V,Q^//,.+ P^T7-,,,- P^rm^kl

+ Q^/VoT7-^-Q^ VoT7,, == o,

(8.i9) ^V;nQ^=o,

où nous avons désigné par V^ et V,^ les deux dérivations covariantes

dans la connexion finsiérienne et par ^ la somme des termes obtenus en

permutant circulairement les indices (/c, l, m). En vertu de (8.1), l'identité
(8.15) s'écrit

(8.20) C R.yA-/=o.
( / , / . , / )

Multiplions les deux membres par v1

(8.9.1) ^RO/ / , /=O.
(7 ,^ / )

Multiplions cette relation par ^

(8.22) Ro/o/== RO/O/.

Le tenseur R///,/ étant antisymétrique par rapport aux indices i et j,
k et l, on a
( 8.2 3 ) ' R//Â-/ == — R/^-z — 2 T^-,. R7^-/.

(8 .24) 2R^^R^/+îW
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Compte tenu de (8.23), l'identité (8.20) s'écrit

(8.25) R^- R,,//=:- R/^-- 2(T,,,R/.)/•/+ T/,,R/•o//+ T^R^.,).

En changeant dans la relation précédente les indices j, i, /c, Z en /c, l, j, i
respectivement et en ajoutant la relation ainsi obtenue à (8.25), compte
tenu de (8.24) nous avons

( 8.9.6 ) ( R;^ - R,,;/ ) + (A,/,—— R,/,,)

= - 2 R/,y/, - 2 [ T/y/.R7^/ + T^.R7.^ + Ï/^.R^+T^.R7^].

De même, en changeant dans (8.26) les indices ?, i, j, k en /, A-, Z, i
respectivement et en retranchant (8.-26) de la relation ainsi obtenue,
où a
(8 .27) R^.,- R/^== T^R/^+ T,,.R/^ + T^R/•o./+ T^/.R^.

9. RÉDUCTIBILITÉ D'UNE VARIÉTÉ FINSLÉRIENNE [1]. — Étant donnée
une variété finsiérienne V,,, soit Tpy l'espace vectoriel euclidien tangent
à V,, en x = py. Le groupe d'holonomie homogène Wy en î /€W de la
connexion finsiérienne est dit réductible ou irréductible selon qu'il laisse
invariant ou non un sous-espace vectoriel non trivial de Tpy. Supposons Wy

1 i • 1 •
réductible, soit ^yC^py un p-plan (o < p < n) invariant par Wy^ tout
vecteur orthogonal à Ty sera transformé par une rotation de Wy en un

1 ^ 2

vecteur orthogonal à Ty'y il en résulte que si TyC'Tpy est le ç-plan
(p 4- q = n) orthogonal à Ty, il sera lui aussi invariant par Wy. Il est

' ' ' ' ' ' 1 2"

clair que si nous transportons par parallélisme les hyperplans T et T le
long d'un chemin arbitraire l (y, yi) de W nous obtenons en x\ = py^

1 2 __

deux hyperplans Tyi et Tî/i orthogonaux indépendants du chemin l ( y , 2/1)
et invariants par Wy^ Au point î /€Wnoùs associons un repère orthonormé

R-^ (e/) tel que les p-premiers vecteurs e^ (ii = 1 ,2, . . ., p) soient dans Ty
ï •• •

et les q vecteurs e^ (1.2 == p + i. . . ., n) dans Tî/. A l'aide de ces repères
1 2 ' ,

les hyperplans Ty et Ty seront définis par
1

( 9 .1 ) Tj: a^=o (/2=7/+ r, . . . , / ' - ) , , .

( 9 . 2 ) Tj : a^==o ( ? i = i , 2, .. . , /?) .

Supposons que le tenseur de torsion de la connexion finsiérienne satis-
fasse à
( 9 - 3 ) ^/.//^O' C ^ ^ I , 2, . . . , ^).

Nous dirons que le tenseur T est décomposable.
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En vertu de cette relation, la formule de structure (7.3) du chapitre 1
pour la connexion finsiérienne s'écrit
(9.4) ^ == ̂  A ^A + ̂  A ^H + T^/, O// A ̂
( 9 •5 ) ^ == •̂1 A ^A + ̂  A ^A + T^/, 0/< A a/,.

Les systèmes de Pfaff (9. i) et (9.2) 5on^ complètement intégrables : en effet,
1 _

soit X (X^, o) un élément de Ty par transport le long de l (y, 2/1) ce
vecteur doit rester dans ce p-plan, il en résulte que pour toute valeur X/^
on a

VX^=X^Cx)^^=0, d'OÙ Côy^=0:=0:)^.

Les systèmes (9.4) et (9.5) se réduisent à

(9.6) d^, = ̂  A û^/, + T^k ̂ h A ̂
(9.7) ^a^ == ̂  A ^^7. + T,,̂  6/, A ^'

II en résulte, d'après le théorème de Frobenius, que les systèmes de
Pfaff (9 . i ) et (9.2) sont complètement intégrables. Les a/^ sont de la
forme

a/^À^)^.

Vu la complète intégrabilité, les a/^ sont p combinaisons linéaires indé-
pendantes de p différentielles

^^= ̂ iÀ d\^= ̂  ̂ /,Ï/1 dx11 -h ̂  à^/1 dv11.

D'après la forme des a^, on obtient
^h^i=o^ y.-^^j^^J^dx11.

Ainsi les (^71) sont indépendants de la direction et définissent p-intégrales
premières linéairement indépendantes pour les systèmes (9.2). De même,
il existe q intégrales premières (^/2) indépendantes de la direction relatives
à (9.i) et les hyperplans Ty et Ty ne dépendent que de x = p y . De ce
qui précède résulte que l'ensemble (^1, ^2) constitue un système de
coordonnées locales de V,; et l'on a alors, en changeant les notations,

a^ = a^^ ( z ) dx'^ a/, = a,^ ( z ) dx^,

où (a,/) est une matrice régulière restreinte de degré o et la métrique de V//
s'écrit

P ri

^=^(a,)^+^(aJ^^^(.) d^dx^^g^} d^dœ^.
i p+i

La relation (9.3) nous donne

^iU\=-°^ ^À^/^0-

Ainsi les tenseurs g,^ et g/^, sont respectivement indépendants des ^h et
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^/'. Compte tenu de la complète intégrabilité des systèmes (9. i) et (9.2)
par chaque point ^€"Vn, il passe une variété intégrale des systèmes (9. i)
de dimension p tangent à T1 et une seule E (x) et une variété intégrale
des systèmes (9.2) de dimension q tangent à T2 et une seule F (a;). Soit
Y (Y'', o) un élément de T, transportons-le par parallélisme, ce vecteur

1
doit rester dans T, on a alors en coordonnées locales

VA. Y^ r= Y^ r^ ̂  == o, d'où r\/, = p^ == o.

De la formule (7.8) on obtient

ôr^,\= ̂ r^l^—^rgi,/^kY''|.r= <W/./. — ̂ i.h^ I^//,

et, d'après la relation précédente, on a

(9-8) . à^=^,^.

D'autre part, g^n, = o, il vient

F* . . — a-. Tm — fr r///o _ rk
J^î^l ——— & ^ 1 " t x h'\ ——— h /2"'2 >î1\ ——— - •

Compte tenu de (9.8), (9.9) et la formule (7.i6), nous avons

r }^^- à^^) = ̂  à^^^= ̂  ̂ r^^= 0.W^= \ (^y^4- à^^-Ô^^ = ̂

Ainsi le tenseur g/^ est indépendant de x^\ par le même raisonnement
on démontre que le tenseur g/^ est indépendant de x ' ' ' et la métrique
de V» s'écrit

0^= ds'\+ dsl,
OÙ

ds^ = g^^ ( x'1^ v^ ) dœ^ dxi^ ds\ == g^^ ( œ11^ v'1^ ) dx^ dx1^

THÉORÈME. — Vue variété finsiénenne est réductible si le groupe d^holo-
nomie homogène Wy est réductible et si, en outre, le tenseur de torsion de la
connexion finsiérienne est décomposable, c^ est-à-dire satisfait (9.3).

10. COORDONNÉES NORMALES GÉODÉSIÇUES. — a. Un mouvement
difîérentiable x (t) sur V,, est défini par une application difîérentiable
de I ( o ^ t ^ i ) dans V,,, soit l(xo, Xi) le chemin défini par ce mou-
vement. Nous désignerons par {x, x) Çt), tçï le relèvement de ce chemin
dans W, où x est le vecteur vitesse en x. Soit (o une connexion linéaire
régulière de directions, l {xo, Xi) est dit un arc géodésique pour la connexion
linéaire envisagée si en tout point x {t)Gl (r^o, ^i) les vecteurs « vitesse »
et « accélération )) sont colinéaires

/4f\ \ ^œ ^ / ^ • /. dx\(lo.i) -dt^W^ (a;=^-)'
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où A (t) dépend de la représentation paramétrique de l (^0,^1). En substi-
11 / \ / ds . \tuant au paramètre t un paramètre convenable s [t) ̂  , > o j nous pouvons

annuler À (() : en effet, si u = -j--> on a

.=^ f^Y\ d t )

d'où (10. i) s'écrit

M">-ï)" (••=^)
si s {t) est tel que
( 1 0 . 3 ) ^=^(1)8'.

Les équations différentielles (10.2) pour la connexion linéaire de direc-
tions s'écrivent
(10 .4 ) • ^=^'+?,„(., ».)^=o (.=$).

De (10.3) il résulte que s est défini à une transformation s -> as + b près.
Nous voyons qu'il existe sur l (a;o, Xi) un paramètre s et un seul tel que
la représentation paramétrique de l'arc géodésique satisfasse à (10.4)
et pour lequel en Xo, s = o et

(dx\
(^)o————

où Uo est un vecteur tangent en Xo à l'arc géodésique. Le paramètre s
est dit le paramètre affine correspondant à (;To, Uo) [18]. La donnée au
point Xo €V/, du vecteur Uo et d'un nombre s tel que \s < £ (£ suffi-
samment petit) détermine un point ' x extrémité de l'arc géodésique
d'origine Xo. Inversement, nous pouvons trouver un voisinage U de Xo
tel que si xçV, il existe un arc géodésique et un seul joignant, dans
U, ^o à x\ la valeur en x du paramètre affine s qui s'annule en Xo
est définie au facteur a près et le vecteur vitesse Uo correspondant en Xo

au facteur ï- près. Soit R^0 un repère en Xo et u\ les composantes par

rapport à R^0 du vecteur U o ; à tout point xçV nous pouvons faire corres-
pondre les n nombres bien déterminés x1 = u\s dont la donnée détermine
le point x. On définit ainsi un système de coordonnées locales (^) sur U
appelées coordonnées normales en x^ relativement au repère R^0. De la
relation (10.4) il résulte qu'on a le long de la géodésique issue de x^

P^-(^, 11)1^1^=0.

Cette relation est valable en particulier au point Xa quel que soit la direction u.
Si co est la connexion finsiérienne, la relation précédente s'écrit

G^^, u) == o,
Ann. Éc. Norm., (3), LXXX. — FASC. 1. 6
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d'où par dérivation en ce point

(10.5) ^G^f^^'^o

et par une nouvelle dérivation, on peut vérifier aisément que
(10.6) P/,=-VoT^.

&. Soit V^ une variété finsiérienne, les extrémales du problème du
calcul des variations attaché à G sont définies par (6.6); d'autrepart, les
géodésiques de la connexion finsiérienne sont définies par (10.4) où F
est le coefficient de première espèce de cette connexion, en^ multipliant
cette relation par g / i on trouve (6.6). Ainsi :

THÉORÈME 1. — Les géodésiques de la connexion finsiérienne coïncident
avec les extrémales du problème du calcul des variations attaché à la fonction X^.

Par l'emploi des coordonnées normales en un point, A. Lichnerowicz (5)
a obtenu l'expression du tenseur de courbure P. Nous allons établir ici, en
utilisant ces coordonnées, un résultat intéressant. Le tenseur de courbure P
de la connexion finsiérienne est défini par (8.9); si le tenseur T satisfait à
(10.7) V/T^=o,

il est clair que P = o. Inversement, supposons que
(10.8) P^/=o.

Nous allons montrer qu'on a nécessairement (10.7) : en effet, (10.8)
entraîne
(10.9) . P^/= P^,/=- r/ ô;r^=- VoT^= o

et, d'après (8.4),
(10 .10 ) V,T^=Ô;Py,.

Supposons que le voisinage U soit rapporté aux coordonnées normales
(x1), on a alors (10.6); compte tenu de (10.9), il vient au centre x des
coordonnées normales

r/,==o,
d'où

Ô;P,,=0.

D'après (10.10), le tenseur T est à dérivée covariante du type \7/, nulle;
nous énonçons :

THÉORÈME 2. — Pour que le tenseur de courbure P de la connexion fins-
iérienne soit identiquement nul il faut et il suffit que la dérivée covariante
du type y/, du tenseur de torsion T soit nulle.

(•'•) A. LICHNEROWICZ, Cours du Collège de France, 1959-1960.
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II. — Variétés finsiériennes isotropes.

il. VARIÉTÉS FINSLÉRIENNES ISOTROPES [5]. — A. Dans ce qui suit,
V,, sera muni d'une structure de variété finsiérienne. Soient X et Y deux
vecteurs restreints de degré o, on désignera par (X, Y) leur produit
scalaire local en x = TIZ^V^, par | X la norme de X en x = î^CSV/,.
Soit pLi (X, Y)cT7c;s l'élément plan défini par le couple X et Y. Nous
appelons courbure scalaire (Sectional curvature) dans l'élément plan
pli (X, Y) l'expression

__ R^/X^'X^
(ll . i) K,(^)- [ X p | Y p - ( X / Y ) ^

où R est le premier tenseur de courbure de la connexion finsiérienne.
Ki étant un scalaire restreint de degré o, dépend en général de z et de
p.i (X, Y). La variété finsiérienne sera dite partiellement isotrope, si la
courbure scalaire Ki (^s, [^i) est indépendante de l'élément plan p-i (X,Y).
Supposons qu'il en soit ainsi, nous avons tout d'abord

(11.2) [^{gkigif-gUgkf)-^^}^^^1^^.

Cette relation doit être satisfaite quel que soit le couple de vecteurs (X, Y),
d'où pour les indices tous différents, les termes en X'Y^X^Y^ nous
donne
( 11. 3 ) 2 Ki [ {glaglj — g l i g k / ) -4- (gkigfl — gfigkl )] == ̂ ijkl + ̂ k]il + R^-/ 4- RÀ-///.

Compte tenu de (8.1) et (8.27), la relation précédente s'écrit

( 1 1 . 4 ) 2 Ki [{^igîf — g l i g k j ) •+ (glag/l—— gr^kl ) ]

= 2 ( R^,, + R^-/ ) -+- 3 T^-R7^ + 3 T^.R^,/
¥ ¥ ¥

-(- 2Ty^Rro^7.+ Ty^.y,.Rrrt^•+ T^.^R7^/;.

Multiplions les deux membres par ^ il vient

(11 .5 ) 2 Ki ( 2 V k g l j — V i g k j — V j g k l )
/ ¥ ¥ \ ¥ ¥ ¥

== 2 ^ RO/Â-/ + RO//.-/ ) + 2 ̂ ///-^oo/,- 4- TA-y/.R^o/o + T/./^R^o/o.

En multipliant les deux membres de cette relation par ^ et en tenant
compte de (8.22), on obtient
(11.6) Royo/=Ki(H^/y-^/).

Ainsi la relation (11.5) peut s'écrire

(11.7) RO/À-/+ Ro/Â-7= Kl (2^/ /— V i g k , — V j g k l ) .

Soit
:(11.8)' Ho/kl— Kl (.^kgif— V i g k j ) =- Ho//^— Ki ^ j g k l — Vkgjl) == RO^/— Kl {yigjk— Vj.glkY
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La valeur commune de ces trois différences est nulle puisque leur somme
est nulle en vertu de l'identité (8.21), ainsi nous avons

Cll-9) ^/kl^^-i^kgl/—Vlgkj).

En portant cette relation dans (11.4) nous obtenons
Kl [ {gidgif — gligkf ) 4- (gkigfl — g / l g k l ) ]

== (R^+ R^/) 4- K, (T^-4- T,^- ̂ T^).

Cette relation peut se mettre sous la forme

R/y^ — Ki (gkigij — gugkf ) + Ki ( T^-k vi — T^- c/,)

= R,///, - Ki {g-ngid - g k i g j i ) + Ki ( T^. ̂  - T^ v , )
: •", • f . ' ? ^ ' •

: == R^/y — Ki ( ̂ ^y/, — gj,^ ) 4- K i ( T^-/ Py — T,^ ̂ ^ ) ,

où nous avons tenu compte d'une permutation circulaire sur les indices
7, k, l. En ajoutant membre à membre ces égalités, en tenant compte de
l'identité (8.20), nous voyons que la valeur commune de ces égalités est
nulle puisque leur somme est nulle, ainsi

( 11 • J ° ) R^ = Ki (gkigij - gugkj ) - Ki ( T^/, Vi - Ta/ Vk ).

En vertu de (11.9) et (11.10) le tenseur de courbure R s'écrit finalement
( 1 1 - l l) ^-U= Ki(^,^.- Ô^,y),

où o est le symbole de Kronecker. Nous allons maintenant démontrer
que la fonction scalaire restreinte Ki est une constante absolue. A cet
effet, en multipliant les deux membres de l'identité (8.17) par v3 et ^
successivement, on obtient

(11 • t ^ ) (V;,R^/) ̂ V4- T/-,„R'•o,o+ VoVoT',,,^ o.

Les deux derniers termes de cette relation sont symétriques par rapport
aux indices k et m, il en résulte, que

^ll-^) . (V;,R^/,/)^p/=:(V,R^)^F/.

En vertu de (11. n), cette relation s'écrit

V;. Ki ( | v |2 ô', - ̂  F, ) = V, K, ( |,- p- os. - P^/, ).

En contractant i et k dans cette relation et en sommant, il vient

(^-^V^K, H^o,

d'où pour n ̂  2, on a
^mKi=ô^Ki= :o .

Ainsi Ki est indépendant de la direction. D'autre part, en multipliant
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les deux membres de l'identité (8.16) par ^7 et v1 successivement et en
contractant les indices i et /c, nous obtenons

(1.1. i4) v/^R^o- V.R'o/.o- VoR^= VoT^.R^o- VuT^/.R^o.

Mais de (11. n) il vient
( 11.15') • R^-o == K, ( ̂ -| (42 - ̂  ̂ . ),
(11.16) R^o = ( / ^ - i ) K i [ F 2,
(11.17) R ^ = ( ^ - i ) K , r / / ,

En vertu de ces relations, (11.i4) s'écrit

( //. — 9. ) ( Ô7//, ( ' 2 — ^ ( ',/, ) V< K i==0,

Ki étant indépendant de la direction, d'où pour n 7^ 2,

( 1 1 . 1 8 ) (^H2- ("('/,) ô,K,=o,

une dérivation par rapport à v1' nous donne

(^'//j'/,— ô^r^—^^/^^Ki^o.

Multiplions cette relation par g ' " ' et contractons les indices r et m,
nous avons

(i — n) v 1 ô^Ki== o.

En vertu de cette relation, (11.18) nous donne

^•Ki==o.

Ainsi Ki ne dépend pas non plus de ^, c'est donc un scalaire constant.
Inversement, il est clair que si R est défini par (11. n) la variété fins-
lérienne est partiellement isotrope. Nous énonçons donc le :

THÉORÈME 1. — Pour quune variété finsiérienne (n > 2) soit partiel-
lement isotrope, il faut et il suffit que le tenseur de courbure R de la connexion
finsiérienne soit défini par (11. n) et Kj est une constante absolue.

B. i° Soient X et Y deux vecteurs restreints de degré o et + ï respec-
tivement. Nous désignerons par ^ _ > ( X , Y ) l'élément plan défini par
ce couple. On appellera courbure scalaire dans l'élément [^_> (X, Y)
l'expression

P^/X^X^
(ii.^) ^(^ ^•2)'== \x\•î~¥î—(x ty''
avec

(ll.ao) PW= V.T,//- V/T,Â./+ T^.VoT7 '//- T/^VuT^/.

Il est clair que K^ {z, ^2) dépend en général de zçV et de p-2 (X, Y).
Supposons qu'en chaque point zçV, la quantité restreinte Ks {z, p^)
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soit indépendante de l'élément plan [^j (X, Y). Il en résulte que pour les
éléments ^ (X, Y)1 et ^ ( Z = ̂  Y) on a

( l l -2 i ) K , ( ^ X , Y ) = = K , ( ^ / , Y ) .

En vertu de l'homogénéité du tenseur de courbure P, le second membre
de (11.2i) s'annule, on a alors d'après (11.19),

P^Y/X^-Y^o

quels que soient les vecteurs X et Y, d'où

(11-22) P,/,,+ P^74- P^-/+ PkU/= 0.

Multiplions les deux membres par Y, vu l'homogénéité du tenseur P
on obtient
(11.23) . VoT^=o.

Ainsi la relation (11.22) s'écrit

( 1 1 - 2 4 ) (V,T^-V;T^)+(V,T^-V,T,,/)=o.

En échangeant les indices k et l et en ajoutant la relation ainsi obtenue
à (11.24), on a
(11 .25) • V.T^^V/T^.

Compte tenu de (11.23) et (11.25), on a alors
- ( 1 1 . 2 6 ) . , . PW==O.

2° Etant donnés deux vecteurs X et Y restreints de degré i; comme
précédemment nous définissons à partir du tenseur de courbure Q de
la connexion finsiérienne et du couple de vecteurs !^(X, Y) la quantité
restreinte en z € V

(1^) K.(^^,^^Y/^.,•
X ^^-(X.Y)'2

avec

(11.38) Q,/«=ï,/,.T'y,.-T,A,T'-,,,

où K;! sera appelé la courbe scalaire dans l'élément plan [J-a (X, Y). Supposons
qu'en chaque point zçV, Ky (z, [J-a) soit indépendant de l'élément [i.s (X, Y)
nous devons avoir

[K^-,^/-^,^-/) - Q^X'Y/X^Y^o

quels que soient les vecteurs X et Y, il en résulte

( 1 1 . 2 9 ) 3 Ks [ {gktglj —gllgkj ) + {gtkglj - glkgti ) ] = Q,yW + Qtjtl + CM/ + Qkll,.
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Mais, d'après (11.28), nous avons

(11 .30) Q^/=Q^y,

(11.31) Q^/+Q^/4-Q^=o.

En vertu de (11.3o) la relation (11.29) s'écrit

K:3 [ ( gkig'ij — g l i g k j ) + ( g l k g l j — glkglj ) ] = Q<y/l-/ + ÇWy.

Soit
Iv ; {^kiglj — g l i g k j ) — Q^-/ = iVl ( g i j ë ' i k — gikg'lj ) — Q^/yÀ- = K:, (gug'kj — g i j g k i ) — Q^/y.

La valeur commune de ces trois différences est o puisque leur somme
est o, en vertu de (11.31) il en résulte que

( 11 • 32 ) QW == K. {^Id^lj — ë'iië'kj ) ,

d'où
Q^ = K, ( ô^; — ô^^-/ ).

En contractant les indices i et k et en sommant, il vient

( 11 .33 ) Q^==Q^=(/,-i)K:^/.

Multiplions les deux membres par v - ' et ^ successivement, on obtient

KG = o ;
on a donc, d'après (11.32),

(11.34) Qw^o.

Nous énoncerons donc le :

THÉORÈME 2. — Si en chaque point zç'Vy K.> (z, [JL,)) [resp. K;} (z, (^3)]
est indépendant de Vêlement plan [^2 {resp. [^3) on a K_> = o [resp. K.^ =0)\
ce qui entraîne que le tenseur de courbure P (resp, Q) soit nul.

On appelle variété de Berwald une variété finsiérienne pour laquelle
le tenseur de courbure Q est identiquement nul.

12. GÉNÉRALISATION DU THÉORÈME DE SCHUR. — A partir des tenseurs
de courbure d'une connexion finsiérienne nous définissons trois scalaires

(12.i) R=R^^ P==P^^ Q=Q^^

qui sont restreints de degré o, — i et — 2 respectivement. Ces trois
scalaires seront appelés les courbures finsiériennes scalaires. Supposons
que la variété finsiérienne soit partiellement isotrope avec Ki 7^ o, le
tenseur de courbure R étant défini par (11. n) est à dérivée covariante
nulle; nous avons donc, d'après (8.16),

P^-mr ( Ô'^ Vl — Ô'-i ̂  ) + P^kr ( ̂ 'l Vm — ̂  m Vi ) + P^-lr ( ̂ m Vk — ^k ̂ m ) = 0.
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En multipliant cette relation par v1 on obtient

(12.2) P^==P^,

Ainsi le tenseur de courbure P <°^ symétrique par rapport aux deux
derniers indices. D'autre part, la dérivée covariante du type V^ du tenseur
de courbure R étant o, par permutation circulaire sur les indices m, A-, l
de l'identité (8.17), nous obtenons

Q^7•/-//^'/+ Q^/m/^-+<)^/7Â:^== 0.

Multiplions les deux membres de cette relation par ^ /; vu l'homogénéité
du tenseur Q on a
(12.3) Q^=o.

Ainsi toute variété finsiérienne partiellement isotrope [n > 2) est une variété
de Berwald. En vertu de (11. n) et (11.20), on a

ï{=:n(n—i)K,=Cie, P=— ^VoQ==o .
2

II en résulte que pour une variété finsiérienne partiellement isotrope
les courbures finsiériennes scalaires sont des constantes absolues R == Cte,
P = o, Q = o, ceci constitue la généralisation du théorème de Schur.

THÉORÈME. — Une variété finsiérienne {n > 2) qui est partiellement
isotrope a des courbures finsiériennes scalaires constantes (R = Cte,
P = o , Q = o ) .

13. CONDITIONS DE RÉDUCTION. — Dans ce paragraphe nous supposons
que la variété finsiérienne est partiellement isotrope, le tenseur de cour-
bure R étant défini par (11. n), le tenseur de courbure Q s'annule et
nous avons, d'après l'identité (8.17),

Ki [T^.ngji- T^/. ̂ -4- T^, ̂ k- T^y]
+ V,P^- V/P^.- (P^.VoT7/,/.- P^VuT7^)^ o.

Multiplions les deux membres par v-1 et v1 successivement

(13. i) K,T^ | v P+ Vo VoT^ = o.

En contractant i et m et en sommant

(13.2) K.,T,|Fp+VoVoT,:=o.

Supposons que le tenseur de torsion contracté satisfasse à
(13.3) VoVoT^o,

de (13.2^ il résulte
Tk=o
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et la nullité du tenseur de courbure Q entraîne

T^=:o.

Nous énoncerons donc :

THÉORÈME. — Une variété finsiérienne (n >> 2) partiellement isotrope
pour laquelle le tenseur de torsion contracté satisfait à (13.3) se réduit à
une variété riemannienne à courbure constante.

CHAPITRE III.

TRANSFORMATIONS INFINITÉSIMALES AFFINES ET H O L O N O M I E .

I. — Transformations infinitésimales.

1. GROUPE LOCAL A 1-PARAMÈTRE DE TRANSFORMATIONS LOCALES ET

DÉRIVÉE DE LIE [18]. — a. Un champ de vecteurs X sur V,, engendre
un groupe local à 1-paramètre de transformations locales de V,i par
l'intégration du système différentiel

(l.i) f^I^X...^) (uçR)

à partir d'un point initial x (o) = x. Du théorème d'existence pour les
solutions du système différentiel il résulte qu'il est possible de trouver
des voisinages U (x) et des nombres positifs £ {x) pour tout x^Nn tels
que ( l . i ) admette une solution notée

( 1. 2 ) x ( ( / ) = exp ( //.X ) ,r

définie pour u << £ (x) issue d'un point xçV (x) et satisfaisant à la
relation de groupe

(1 .3) exp [ (^ 4-//QX jj" = exp(^X) exp (///X).r

pourvu que les deux membres soient définis. En général, les nombres £ (x)
dépendent de ~x\ si nous pouvons choisir £ indépendant, de x^ alors
exp (uX) peut être défini pour tout xG^Vn et pour u << oo, dans ce
cas, X engendre un groupe à 1-paramètre de transformations globales
de V,^. Si la variété V,, est compacte, tout champ de vecteurs sur V,,
engendre un groupe à 1-paramètre de transformations globales de V,r

&. L'application différentiable exp (uX) est définie sur U (^) pour
| u << £ (x) et elle admet une application linéaire tangente notée exp (uX)'
qui définit un isomorphisme de Trr sur Tx {u). A tout élément z de V
au-dessus de U Çx) correspond ainsi un élément z (u). De l'application

(.1.4) z->z(u),
Ann. Éc. Norm., (3), LXXX. — FASC. 1. 7
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il résulte que pour chaque U {x) et £ (x) se trouve ainsi définie une appli-
cation difîérentiable dans T."1 (U {x))

exp(^X) : z-^z(u)',

exp (uX) définit un groupe local à 1-paramètre de transformations locales
de V qu'on appellera le groupe prolongé. D'après sa définition, on a

(1-5) TT o exp(^.X),5 == exp(^X) o TT.S,

on en déduit en dérivant par rapport à u que le champ de vecteur X sur V
est pro jetable par r.
(1 .6 ) 7rX==X;

de (1.5) il résulte
(1 .7 ) n' o exp(f/.X)'= exp^X/o n^

(1 .8 ) ^ exp(^Xyo7T*=7T*oexp(^X)* ,

X sera dit un relèvement de X sur V. Soit (a', O') un corepère en zGV,
où les 61 sont supposés quelconques ; si l'on désigne par i l'opérateur du
produit intérieur, nous poserons

(1 .9 ) ^(X^a^Xs /(X^O^X^

Ainsi au point zçV le vecteur X a pour composantes par rapport au
corepère envisagé les quantités X' et X'; en particulier, pour le corepère
local [àx\ dv1) en zçV les composantes de X seront
/ . ^ /^'(//)\ - / . /d^(i/.)\(l.io v / =XS —-— =^^.\l=:S,Xi.

\ dit )^ \ du /^o 7

Nous remarquons que dans un changement de repères les quantités
au X' ne se transforment pas selon les composantes d'un vecteur.

c. Soit ^ une r-forme sur V à valeurs dans un espace vectoriel M. Nous
appelons transformée infinitésimale de ^ par X en z la r-forme L^X)^
[par abus de notation L^X)^] .en z à valeurs dans M définie par

( I . I T ) L(X)<I»==î(x)^<I»4-^ ' (x)e>.

Il est clair que L (X) est une dérivation de degré o qui commute avec d.
Si f est une fonction à valeurs réelles sur V, d'après ( l .n) on a

L(X)/=^X)^/=X^,/+X^^/,

où X71 et X71 sont les composantes de X par rapport au corepère (a', 9');
relativement au corepère [dx\ d v ' ) cette relation s'écrit

L(X)/=X^/+ûoX^^

L {x) commute avec les opérations o/, et î\ de dérivations ordinaires.
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Etant donné un champ de tenseurs au sens large (ou forme de connexion)

sur V, pour quil soit invariant par le groupe prolongé exp (uX), il faut

et il suffit que sa dérivée de Lie relativement à X soit o. De plus, il est clair

que le vecteur canonique v est invariant par le groupe prolongé exp (uX),

en d'autres termes, exp(uX) n altère pas la structure différentiable de l'espace V.

A un repère R3 attaché à zç^~1 (U Çx)) correspond par Faction du
groupe exp (uX) un repère R'.^, en z (u) l'application différentiable

exp(^X) : R---.R~-M

définit un groupe local à 1-paramètre de transformations locales de l'espace
fibre ^'^(V,,), engendré par le champ de vecteurs X qui est un relève-
ment de X. Nous définirons de la même façon qu'en géométrie différentielle
classique [18] la transformée infinitésimale d'une forme sur 7i-1 E (Vn) :

Étant donnée une forme A sur r.-1 E (V,,) à valeurs dans un espace
vectoriel M, la transformée infinitésimale de A par X est, par définition,
la dérivée de Lie par X et sera notée L (X) A on démontre que [181 :

i° Si A est ç-forme tensorielle de type R (G) (représentation linéaire
de G dans M). L (X)A est une ç-forme tensorielle de même type;

2° Si co est une i-forme de connexion à valeurs dans l'algèbre de Lie
de GL (M, R) de type adj., L (X) co est une i-forme tensorielle de type adj.

Soit Y un champ de vecteurs au sens large A une i-forme (semi-basique)
sur V, L (X) satisfaisant à la règle de Leibniz pour le produit tensoriel
et commutant avec l'opérateur trace, on a

( L I 2 ) L ( X ) i ( Y ) A = = ? ( Y ) L ( X ) A + / ( L ( X ) Y ) A .

2. SECTIONS LOCALES INVARIANTES. — a. Soit X un champ de vecteurs
sur V, un point zçV sera dit un point ordinaire s'il n'est pas un zéro
de X; z sera dit un zéro de première espèce si tout voisinage U de z contient
des points ordinaires ; z est un zéro de seconde espèce s'il existe un voisinage U
de z tel que tout point de \J soit un zéro de X, dans ce cas, ex? (uX) définit
l'identité sur U et le transformé infinitésimal d'un tenseur au sens large
ou d'une connexion au point z est o. En ce qui concerne les zéros de
premières espèces, si ( est un champ de tenseurs au sens large (ou forme
de connexion) ; si nous savons évaluer [L [X)t]z en un point ordinaire zç V,
nous pouvons obtenir [L(X)t]^o en un zéro Zo de première espèce par
passage à la limite.

b. Étant donné un point ordinaire zçV il existe un voisinage Uc^
de z composé de points ordinaires ; si R' est le repère attaché à z les points
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de Ti""1 E (V,<) définis par R^") = exp (uX) R^ appartiennent à la trajectoire/\
de X issue de R^. Nous sommes ainsi conduits à la définition suivante :

DÉFINITION. — Etant donné un voisinage UcV composé de points
ordinaires^ on appelle section locale invariante par X au-dessus de U une
section locale [L de ^-1 E (V/,) engendrée par les trajectoires de X.

Sur U les repères de la section locale définissent un champ de vec-
teurs e i [ z ) invariant par X; si les n vecteurs e'i[z) déterminent le repère
en z, R' = ;̂ , on a
(2.1) L(X)e,(z)=o.

D'autre part, on a l'égalité entre scalaires

i(e,)^=§1,

la dérivée de Lie du second membre étant o, compte tenu de (1.22), on a

L ( X ) î ( ^ • ) a < = ^ ( L ( X ) ^ ) a z + î ( ^ ) L ( X ) a / = o .

Pour que (2 . i ) soit satisfait, il faut et il suffit que

i(e^)L(X)^=:o
qiiel que soit j, d'où
(2.2) L^a^o.

c. Soit A une forme sur rr"1 E (V^) à valeurs dans un espace vectoriel M.
Soit A la forme induite sur la section locale de Tc~1 E (V«) au-dessus de U.
Sur U il existe une forme ^u à valeurs dans M telle que

^A = <ï>,.

Pour la section locale envisagée, on obtient

(2.3) ^L(X)A=L(X)^=[((X)^+,Ù-(X)]<D,.
/ /< \

Cette formule nous permet d'évaluer L (^X) A. En vertu de (2.3), la rela-
tion (2.2) s'écrit

(2 .4) [I^X)^^]^)^^.

3. INTRODUCTION D'UNE CONNEXION LINÉAIRE RÉGULIÈRE. —— 0. Consi-

dérons un recouvrement de V^ par des voisinages U, soit co une connexion
linéaire régulière sur V représentée dans chaque ^-i (U) par les matrices co'y
des i-formes définies par [(5.7), chap. I]. Introduisons la connexion
linéaire co dite associée à co définie par les matrices ^ ' j telles que

(3 .i) ^/=^+S^a^
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où S est le premier tenseur de torsion de co. Si V désigne la différentielle
absolue dans la connexion associée, de (3.i) il résulte

(3.2) 0^==V^=6^--l-SWV

il est clair, d'après (3.i) , que la connexion associée est régulière.
En rapportant les deux connexions co et co aux corepères {dx, 9) et {dx, 9)
respectivement, la relation (3. i ) s'écrit

P;, dx'-- + T^., ̂  = f^-, d^ 4- T1^ ̂  - ( î^/. - f^/) dx1- = P,; d^ -4- T^., ̂ ,

où F et T sont les coefficients de la connexion co; en portant dans cette
relation les O71 définis par (8.2) et en identifiant les deux membres, on
obtient
(3.3) P^^r^-T^S^,,

(3.4) T^=T^,.

Si S désigne le tenseur de torsion de co de (3.3), il vient
(3 .5 ) S^-== T^o/,- T^SV-- S ,̂.

Ainsi les tenseurs de torsion de co sont définis par (3.4) et (3.5). SoitY
un champ de vecteurs au sens large, sa différentielle absolue relativement
à co peut se mettre sous la forme

(3.6) VY<=:V^YZ .aÂ-+Vl.Y^ .O / L=D^Y^ .a / >4-D^Y ( .6^

où D^Y' et D'^Y' sont deux tenseurs au sens large du type (l.i).
En portant dans cette relation les Ô71 définis par (3.2), il vient

(3.7) D.Y^V^+V^S^

(3.8) D,Y'=V,Y'.

6. Soit U un voisinage de V composé de points ordinaires, considérons
une section locale invariante par X au-dessus de U, nous avons montré
que pour une telle section on a (2.4), soit
(3.9) [L (X)a ] ^ ==L(X)a ^ =^(x )^ / +^• (x )a ^ =:o ,

compte tenu de [(7.3), chap. I]. Cette relation s'écrit
(3.10) dX1-^- (c^+ S^-) X/'-^/^X)^^ T^X^-- X^T^-e^ o.

Soit
( 3 . 1 1 ) VX^4-T^Î /<a^=G)^,(î)a / l+X /^T^-6À\

En vertu de (3.6), on en déduit pour les repères de la section locale
envisagée

( 3 . 1 2 ) D.X^+T^X^^^X),
( 3 . 1 3 ) . D,X'=X^T^.
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c. Il est facile maintenant d'évaluer la dérivée de Lie d'un tenseur
au sens large ou d'une connexion linéaire régulière. Calculons d'abord
le transformé infinitésimal d'un champ de vecteurs au sens large Y. Etant
donné un voisinage U composé de points ordinaires ; considérons une
section locale invariante par X au-dessus de U, rapporté aux repères
de cette section Y définit une o-formeà valeurs vectorielles Yp==(Y^)
de (2.3), on a alors pour ces repères

• [L(X)Y]^=L(X.)Y /=/(x)6/Y /•=:VY^(X.)---Y / t^/,(x),

compte tenu de (3.12) il s'écrit

( 3 . 1 4 ) [L(X)Y] /=VY<X)-YÂ•(D,X^+T^,,X^),

les deux membres de cette formule étant des vecteurs au sens large sur V
l'égalité est valable en repères arbitraires et aux points ordinaires de ^V,
par passage à la limite elle est valable en tout point. Afin d'évaluer les
quantités X qui figurent dans le second membre de (3.i4), il suffit de
remarquer que la dérivée de Lie dû champ de vecteurs canonique v est o,
d'où
(3.15) X^DoX^T^X^

soit
(3.16) X^-T^^DoX^.

D'autre part, la formule (3.i4) peut se mettre sous la forme

[L(X)Yy=X^V,Y /—Y^D,X^+X^(V,Y^-Y / lT^), ' . •

où les X sont définis par (3.i6). En corepère local (dxy 0) le terme entre
parenthèses dans le second membre de cette formule n'est autre que la
dérivée pfaffienne de Y' par rapport aux O71; en tenant compte de
[(6.9)5 chap. I] et (3.i6), il vient

(3.17) [J^X^Yj^X^^-Y^Y^D/.X^+ô^Y^DoX^

Le second membre est indépendant de la connexion introduite, supposons
que rapporté au corepère Çdx, d^) les coefficients de (o soient o, il en est
alors de même pour la connexion associée, et la relation (3.17) se réduit à

(3.18) [ L ( X ) Y y^ y ô/^- Y^- ô/.X^ ^Y' ôoX/.

4. DÉRIVÉE DE LIE D'UN TENSEUR AU SENS LARGE. —— NOUS allons

appliquer la méthode précédente au calcul de la dérivée de Lie d'un
tenseur au sens large. Soit t^j, un tenseur au sens large sur "V, en repères
d'une section locale invariante par X on a

[L(X)^^.,=/(X)^.,=V4.,(X)+4,^/X)+^^<X)-^.,^
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En vertu de (3.12), nous obtenons

(^.i) [L(X)^^.,=V^.,(X)+4,(D,X/'+T^X^)

+ ̂ (D,X/•+ T/.//X//) - ̂ (D,X<+ T^),

où X est défini par (3.i6). Cette formule est valable en repères arbitraires
et en tout point. Par le même raisonnement que précédemment, on a en
corepère-Iocal {dx'\ 6')

( ^ . 2 ) [L(X)^]^=X /•V/.^,+^, ,D,X r+^,D,X/•-^,D,X^+ô^^DoX• ç •

et

( ^ .3 ) [L(X)^=X^,^+^ ^X-+^, ô ^ - t ' ) , ô/,X-+ô;^ 3oX-.

5. DÉRIVÉE DE LIE DES COEFFICIENTS D'UNE CONNEXION LINÉAIRE

RÉGULIÈRE. — Soit co une connexion linéaire régulière sur V. On sait
que la dérivée de Lie de co par X est une i-forme tensorielle sur Ti~1 E (V,i)
de type adj. Soit U un voisinage de V composé de points ordinaires,
considérons une section locale invariante par X au-dessus de U.
D'après (2.3), on a alors en ces repères

(5.1) [L(X)ûû] ^ ;==:L(X)ûô ^ y==/ (X)^J ^ y4-^ ' (X)^y .

L'opérateur i est une antidérivation de [(7.6), chap. I], on obtient

(0 .2) /(X^ûû^^^X)^— ^/.(X^'y-h ̂ ^/(X).

En vertu de [(7.7), chap. I] le premier terme du second membre s'écrit

(o .3) /(X)^-= (X^,,- X^P^•y,,)oî/•4- (X^P^,+ X^.//,^.

Par rapport aux repères envisagés on a, d'après (8.12),

(0 .4 ) ^•(X)^/+ ^,Gy,(X) - C^(X)Gyy== V(DyX ^-^- T^X//).

Compte tenu de (6.2), (5.3) et (5.4), la formule (5. i ) s'écrit

(o .5) [L(X)co] ^ y=L(X)^•=V(D;X-+T^X ^ )

+ (X^R^-- X/'P^)aÂ-+ (X^P^+ X^Q^)0^

où X est défini par (3.16). Relativement aux repères précédents, la dérivée
de Lie de 67 s'écrit

(0 .6) [ L ( X ) e ] / • = L ( X ) O r = = L ( X ) ( ^ / • + ^ ^ ) = = [ L ( X ) c o ] r o .

Compte tenu de cette relation, la formule (5.5) s'écrit, en corepère
local {dx, 6),

(5.7) [L(X)^^=L(X)r^^+L(X)T^ ,0^+T^[L(X)^]^
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d'où, en multipliant les deux membres par ^ /,

[L(X)^]^o=L(X)^o^^+L(X)T^.0^4-T^o/ . [L(X)G)J ro.

II en résulte

(°-8) [^-(^)^J /()=Ml:(L(X)^•s•o,^ / l•+L(X)T^.O^

où M est la matrice inverse de L. En portant (5.8) dans (5.7), compte
tenu de (5.5), il vient

(0.9) [L (X) c .̂ = (L ( X ) P,., + T-;, M:; L ( X ) f^/.) dx'- + ( L ( X ) T^ + -?•;, M7; L (X) T-.,,) O/--

= V(D;X'+ T^X^) + (X//R^,- XM^.,,) dx'^ (X^P^+ X^Q^^O^.

En vertu de (5.6), la formule (5.5) nous donne
(0 .10) L(X)^ / y,^ / L 4-L(X)T/ / • , .0 / • •

= V (D; X< + T^ X^) + (X^ R^,, - X^ P^,) ̂ z^

+(X^P^,+X^Q^)0^

. - T/;,(4V(D,X/•+ T/',,X//) + (X7- R7.,,- X/l ?'-,,,) d^

^-(X^P^+X^Q/^O^,

où X est défini par (3.16). Les deux membres des formules (5.9) et (5. lo)
étant des 1-formes tensorielles de type adj, ces relations sont valables
en repères arbitraires et en tout point, d'où

( 5 . 1 1 ) L(X)r^= V,(D,X<+ T^) -,- (XMV^- X^P^)

- T^[V,(D..X/-+ T^X^) + X^R/^,- XM^./J
et
( 5 . 1 2 ) L(X)T^,=V,(DyX<+T^X/')+(X^P^-+X/'Q^^^^^^

- Ï<//•^[V,(D,X/•+ T7-,/^) + (X^P/,,,+ X^Q/-,,,)].

En vertu de (7.20), (7.27) du chapitre I, la formule (5.n) se réduit à
(^. i3) L(X)Py,= V,D;X'+ X^R^,+ o';Py,DoX\

Quant à (5.12), en développant le second membre, nous retrouvons la
formule donnant la dérivée de Lie du tenseur T (4.2).

II. — Transformations infinitésimales affines.

6. FORLUME FONDAMENTALE. — Dans ce qui suit nous supposons que V
est muni d'une connexion linéaire régulière et nous raisonnons en corepère
local {dx\ O'). Soit g l'espace vectoriel sur les réels des transformations
infinitésimales définies par les champs de vecteurs sur V,,. A tout
couple (X, Y)€g nous faisons correspondre le crochet usuel

(6.1) [ X , Y ] = L ( X ) Y , . ,
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g muni de cette loi de composition devient une algèbre de Lie, qui sera
dite l'algèbre de Lie des transformations infinitésimales de Vn, elle sera
désignée par g. Considérons l'application qu'à tout X€g fait correspondre
le tenseur de type ad] défini par

(6.2) (AX^^DyX^+T^X^),

OÙ

(6 .3) X^-T\A)=DoX^

En corepère local {dx, 9) l'expression entre parenthèses dans (6.3) n'est
autre que la matrice L^ définie par [(5.8), chap. I], la connexion linéaire
envisagée étant régulière ; cette matrice a donc une inverse que nous avons
désignée par M; de (6.3) on obtient

(6.4) X^M^DoX7-.

En portant (6.4) dans (6.2), il vient

(AX)^.=-(D.X/-4-T^M^ DoX 7 - ) .

Ainsi à tout Xeg Aous faisons correspondre l'endomorphisme Az (X)
de TT^. Nous désignerons par A^(g) l'espace vectoriel des endomorphismes
de Tr^s correspondant à tous les éléments de g. A.Z (g) peut être muni
d'une structure d'algèbre de Lie par la loi de composition définie par le
crochet usuel : si AX et AY sont deux éléments de Az (g), leur crochet
sera défini par

(6.5) [ AX, AY ] = AXAY — AYAX.

On désignera par A cette algèbre. Soit X un élément de g et AX l'endo-
morphisme correspondant : si t1^ est un champ de tenseurs au sens large
nous poserons

(6.6) (AX^,= (AX);.^- (AX)^;.,- (AX);^,.

Avec ces notations, la formule (4 . i ) , donnant la dérivée de Lie de t1.^
par X, peut s'écrire d'une manière simple

(6.7) [L(X)^=V^(X)+(AXQ^.

Soient X et Y deux éléments de g et AX et AY les éléments de A corres-
pondants; au crochet [X, Y] correspond l'élément A [X, Y] de A, nous
nous proposons d'évaluer A [X, Y1 en fonction de AX et AY. Si l'on pose

Z = [ X , Y ] ,
on a, d'après (6.2),

(6.8) (AZ)^.=-(D,Z'+T^^),
Ann. Éc. Norm., (3), LXXX. — FASC. 1. 8
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avec ^,. ;.: : '.•" -.1 •.,..'...;.' • . : • - . • , . . : ;.:. : : . -: • • . : • - ... ' . '... .:: • • .-• • ; - . : .

(6.9) ' ' Z^D^+T^ZV

de (6.7), il résulte
[L(X)AY^.=:V(AY)y(x)-4-[AX,AY^..

Compte tenu de la définition de AY, cette relation s'écrit

(6 .10) [AX,AY^ .+V(AY)^ . (X)=- - [L (X . )D /Y / +L(X)T / ^ .Y / /+T^

avec

(6.11) Y^DoY^+T^Y^

En retranchant (6.10) de (6.8), il vient

( 6 . 1 2 ) (AZ)^ - [AX ,AY^ -V(AY^ (X)

= L(X) D/Y/- DyT^X)^^- T^<L(X) Y7'- Z7') 4- L(X) T^.Y\

Nous allons évaluer le second membre de cette relation; tout d'abord
en vertu de (3.7) on a

DyY^ VyY'+ Y-T^S^ ôy^-h Y^ F1^ •

d'où

( 6 . 1 3 ) L(XyD/Y--D/L(X)Y-=Y^L(X)P,v,

D'autre part, en prenant la dérivée de Lie relativement à X, des deux
membres de (6.11) on a

L ( X ) Y7' = L ( X ) Do T14- L ( X ) T\,. Y71 + T^- L ( X ) Y^-.

En retranchant de cette relation l'expression de Z7' définie par (6.9)
et en tenant compte de (6.i3), on obtient

L(X)Y^-Z^=T^(L(X)Y^-Z<)+Y^L(X)f^-^

d'où

( 6 . 1 4 ) L(X)Y^-Z^==M?(Y^-L(X)P•o,+Y^L(X)^P•o,).

En vertu de (6.i3) et (6.i4), la relation (6.12) s'écrit

(AZ)^.-[AX, AY^.-V(AY)^.(X)= Y^L(X)Py,+T^, M? L ( X ) P-o,) ,

+ Y ^ ( L ( X ) T ^ + T ^ M ? L ( X ) T ^ - ) .

En évaluant le second membre de cette relation d'après (5.9), nous
obtenons la formule fondamentale

( 6 . 1 5 ) A[X, Y]=[AX, AY]4-VAY(X)-VAX.(Y)+^(X, Y).
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7. TRANSFORMATIONS INFINITÉSIMALES AFFINES. —— Soit CXp (u'X) le

groupe local à 1-paramètre de transformations locales de V,/ engendré
par X et exp (uX) son groupe prolongé. Soit co une connexion linéaire
régulière sur V. On appellera transformation infinitésimale affine^ une
transformation infinitésimale (t. i.) X sur V,/ telle que son groupe prolongé
exp (uX) laisse invariante la Connexion linéaire co; pour qu'il en soit
ainsi, il faut et il suffit que
(7.1) L ( X ) c o = = o .

En vertu de (5.7), la relation précédente entraîne

( 7 . 2 ) L(X)Py,=:0,

(7 .3) I^X^y/.^O.

Inversement, si les relations (7. i) et (7.3) sont satisfaites quel que soit X,
d'après (5.8) et (5.7), on a alors ( 7 . i ) et X définit une t. i. affine. Ainsi

Pour quune t. i. X sur V// définisse une t. i. affine, il faut et il suffit qu'il
laisse invariants les coefficients des deux espèces de la connexion, D^près (5.9),
les relations (7.2) et (7.3) entraînent

(7.4) V(AX)^=/(X)^. •

Celle-ci est équivalente à
(7 .5) V,(AX)^.=X^R^,-X/'P^,

(7.6) V,(AX)^X^P^+X^Q^

où AX et X sont définis par (6.2) et (6.4). Inversement, supposons que
(7.4) soit satisfaite quel que soit X, on a alors, d'après (5.n) et (5.12),
les relations (7.2) et (7.3), ainsi X est une t. i. affine. Nous sommes aussi
amenés dans la suite à envisager les transformations infinitésimales qui

laissent invariants les coefficients de première espèce P//, de la connexion
une telle t. i. sera dite une t. i. affine partielle. En vertu de (0.9) et (5. lo),
une t.i. affine partielle peut être caractérisée par le système (7 .5) ; nous
énoncerons donc le :

THÉORÈME. — Pour qu une transformation infinitésimale X définisse
une transformation infinitésimale affine {resp. partielle) pour la connexion co,
il faut et il suffit quil satisfasse à (7.4) [r^p.(7.5)].

Il est clair quune t. i. affine partielle laisse invariantes les géodésiques
de la connexion linéaire co. Si X définit une t. i. affine, on a

(7 .7 ) L(X)R^-/=o, L(X)P^=:o, L(X)Q^=o.

8. TRANSFORMATIONS INFINITÉSIMALES AFFINES ET DÉRIVATIONS COVA-

RIANTES. — Soit t un tenseur de type R (G) à valeurs dans un espace
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vectoriel, M et co une connexion linéaire régulière sur V. On désignera
par R(G) la représentation de l'algèbre de Lie G de G induite par R.
Soit U un voisinage de V composé de points ordinaires et une section
locale invariante par X au-dessus de U. Le tenseur t et la connexion
linéaire définissent sur U respectivement une o-forme ^ à valeurs dans M
et une i-forme o^j à valeurs dans G. La différentielle absolue de ( est une
i-forme V^ à valeurs dans M

V^=^+R(^)^,
d'où

L (X) V^== r/L (X) ̂ + R (L (X) c^y) ̂ + R (^) L (X) t^

on en déduit
L(X.)V^-VL(X)^=R.(L(X)c^)/ , ;

d'où, on a alors en tout point de V,
(8.1) L ( X ) V ^ — V L ( X ) ^ = R ( L ( X ) c o ) / .

En particulier, pour un champ de vecteurs au sens large Y, on a

(8.2) L (X) V, Y'- Vx- L (X) ̂ = L (X) Py,Y^ - L (X) P:o, Ô;,YS
(8.3) L (X) V,Y/- V,L (X) Y^ L (X) T^.Y/- L (X) T/'o, Ô",YS

des formules (8.2) et (8.3), il résulte le :

THÉORÈME. — Pour quune t. i. X définisse une t. i. affine (resp. partielle)
pour la connexion OD, il faut et il suffit que les dérivées coloriantes des deux
types V/^. et V'̂  (resp. de type V/,) Sun tenseur large commute avec sa dérivée
de Lie par X. (

9. LE GROUPE Kjs(L). — Soit L l'algèbre de Lie des t. i. affines de V,<
pour la connexion co. Dans les paragraphes qui précèdent nous avons vu
qu'à tout champ de vecteurs X€L sur V,, on peut faire correspondre
un champ de vecteurs X(X, X) sur V qui est un relèvement de X. Nous
désignerons par L le relèvement de L sur V. Sur L nous pouvons définir
une structure d'algèbre de Lie par le crochet usuel, le crochet de deux
éléments de L est projetable par Ti. Soit Az(L) l'algèbre de Lie des endo-
morphismes de Tr.z correspondant aux éléments de L. Az(L) est l'algèbre
de Lie d'un groupe connexe Kz (L) des transformations linéaires de TT.Z.
D'après le paragraphe 11 du chapitre I, on sait qu'en un point zçV
l'algèbre de Lie d'holonomie infinitésimale peut être engendrée par les
éléments
(9.i) 7^=V...VR^(Z,...Zy)^,
(9.^) ^y^V...VP^(Z,...Z^)^^,
(9.3) ^•=V...VQ^(Z,...Z,)^^,
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où Zi, . . ., Zy, Ui (ui, Ui) et Uj (uj, u^) sont des champs locaux de vecteurs
au voisinage de zçV. Nous désignerons par q 1 ' z l'algèbre de Lie d'holo-
nomie infinitésimale en zçV, par r' z^ p z et q z celles engendrées par r,
p et q respectivement. Si X € L, la dérivée de Lie relativement à X commute
avec la dérivée covariante et X laisse invariants les trois tenseurs de
courbure, ainsi L (X)r, L (X)p et L (X)ç appartiennent respectivement
à r' z, p z et q' z. D'autre part, en vertu de (6.7), la dérivée de Lie par X
de T J (par exemple) s'écrit

L(X)/^=V/^(x)+[A,(X),r^.

Le premier membre ainsi que le premier terme du second membre appar-
tiennent à r'z, d'où

[A,(X)^ic^;
de même,

[À,(X),//.3]C^ [A, (X), rfz le q ' ^

cr'z étant somme de r'z, p ' z et q z, d'où

[A,(X), ^jc^-.

Nous énoncerons le

THÉORÈME. — Le groupe Kz(L) est sous-groupe de normalisateur connexe
No(c7 'z) du groupe d^holonomie infinitésimale en zçVy dans le groupe
des transformations linéaires de Tr^.

10. ALGÈBRE TRANSITIVE DES TRANSFORMATIONS INFINITÉSIMALES

AFFINES. — i° Soit @z l'espace vectoriel tangent à V en z.

DÉFINITION. — L'algèbre de Lie L des t. i. affines est dite transitive sur "V
si en tout point zçV le sous-espace de @z engendré par les Xz pour X € L
coïncide avec @z.

Dans ce paragraphe on supposera que L est transitive sur V. Soit z€'V,
U et V deux voisinages de z ' y de la définition précédente il résulte que
pour tout point z € U il existe une transformation affine de V sur un
voisinage de z qui applique z sur z^ on en déduit alors que sur U les groupes
d'holonomies infinitésimales ont même dimension, donc z est régulier [18] (6)
pour l'holonomie infinitésimale. Ainsi tous les points de V étant réguliers
pour l'holonomie infinitésimale, le groupe d'holonomie infinitésimale Œ'Z
en tout point zç'V coïncide avec le groupe d'holonomie restreint o"js
([2l], [17]).

(fi) Ce raisonnement est dû à A. Lichnerowicz [18], p. g5.
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2° Soient X et Y deux éléments de L de (7.4), il vient

(10 .1 ) • ' ' VAX(Y)=^(X,Y),

de (6. i5), il résulte

( 1 0 . 2 ) , i^X, Y)=[AX, AY] - -A [X ,Y] ,

d'où, pour tout couple X, YeL, on a

^2(X, Y)eA..-(L).

Soit Z i € L , d'après (6.7) nous avons

(10.3) L(Z,)^(X,Y)==[A.Z,, .Q] + V .Q(î, Y) (z,).

Posons
[Z^X ]=^ [Z,,Y]=^;

Zi appartenant à L, on a

L (ZQ X^= Do L (Z,) X^+ Tî, L (ZQ X^

d'où
L(Z,)X^=M^D^t.

Le second membre n'est autre que ^\ d'où
T /y \ \7/_ y l i .1̂  (^AJA- — ^^

de même
L(ZOV/=^.

Ainsi le premier membre de (10.3) s'écrit

L(Z,j) i2(X, Î)=I2(^, Y)+I-2(X, ^,),

d'où le premier membre est un élément de Az (L), de la relation (10.3)
il résulte que V£2(X, Y) (Zj) appartient à Az(L) , en réitérant ce procédé
nous voyons donc que l'espace vectoriel Cç (q = o, i, 2, . . .) appartient
à Ajz(L) . Ainsi le groupe d'holonomie restreint crz est contenu dans le
groupe connexe Kz (L). Compte tenu du théorème précédent, nous énonçons
le :

THÉORÈME. — 5i l'algèbre de Lie L des t. i. affines est transitive sur V,
en tout point z € V on a

Œ,3cK.3(L . )cNo(o- .^ ) ,

ou No (c7z) est le normalisateur connexe du groupe d'holonomie restreint ^z
dans le groupe des transformations linéaires de TT.Z.

Dans la suite L sera appelé l'algèbre de Lie de base des t. i. affines.
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11. ALGÈBRE DE LIE L . — 1. Soit L l'algèbre de Lie de base des t. i.
affines et Az (L) l'algèbre de Lie des endomorphismes de. T^z corres-
pondant aux éléments de L. Le lemme suivant résulte aisément du système
différentiel linéaire (7.4).

LEMME. — Soient X et Y deux éléments de L et AX et AY les endo'
.morphismes de Tr^z correspondants si en un point Xo = T^ZO on a

X^o==Y^o, A.3u(X) ==A^. (Y) .

Alors X et Y coïncident sur tout V,/.

2° Soit G l'espace vectoriel défini par la somme directe

(11.1) G = = A ^ ( L ) +T7r.^

sur G nous définissons la loi de composition suivante :

t [A,, A,]=A,A,-A,A, [A,, A,eA^(L) j ,
( 1 1 . 2 ) { [A/^J =-[s,A]=As- • [ ^eTTT^AeA^L)] ,

([>i,^] =--^(^ :?,)—i2(^ ?,) [>.i^,eT7r^],

où S est défini comme d'habitude par le couple S == (s, s==MD^s).
La loi de composition (11.2) ne détermine pas en général sur G une

structure d'algèbre de Lie, car l'identité de Jacobi n'est pas satisfaite
en général. Considérons l'application qui à tout X € L fait correspondre

, J^ : XçL -> A . 3 ( X ) — X ^

où A z ( X ) e A ^ ( L ) est X^ est la valeur de X en x = r.z. Soit G== J^(L);
il est clair que G est un sous-espace vectoriel de G. Nous nous proposons
d'étudier les propriétés de 3'z, par conséquent la structure de G. Tout
d'abord, Jz est une application linéaire et biuni^oque de L sur G : en
effet, la linéarité de ^résulte immédiatement de sa définition; soit
AX — Xr^ un élément de G, nous dirons qu'il lui correspond au plus
un X € L tel que

. , , . J^(X) z=A.z(X) —Xj- (^=7:^).

Car si Y est un autre élément de L auquel correspond Az (X) — Xo;,
nous devons avoir

J.;(Y) =A .s (X )—X^ (^==:^,;);

d'après la définition de Jz(Y), on a alors

A.3 (Y) — Ï\Z-=:A^(X).—XJ; (J-=m), , .

d'où
A ^ ( Y ) ==A^(X), Y^=X^ (^==7r^).
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En vertu du lemme précédent, X et Y coïncident sur tout V,î. Ainsi 3z
est une application linéaire et biunivoque. Démontrons que ffz est un
homomorphisme de L sur G, comme elle est linaire il suffit de démontrer
qu'elle conserve le crochet. Soient X et Y deux éléments de L, on a

(11.3) ^ ( [X ,Y] )=A. - [X ,Y | - [X ,Y]^ (.̂ 7:..-).

D'autre part, le dernier terme du second membre s'écrit aisément

[X,Y],=A.3(X)Y,-A,3(Y)X^+^(X,Y) (^=7:z).

En portant l'expression précédente dans (11.3) et en substituant
Az [X, Y] par sa valeur tirée de (10.2), nous obtenons

J^([X, YJ )== : [À3 (X ) , A .s (Y) ] -A . ; (X)Y^+A^(Y)X^-^ (X, Y)-^(X, Y);

conformément à (11.2), on a alors

J. . ( [X,Y] )= [A.3(X)-X^A3(Y)-Y. rJ=[J . (X) ,J , . (Y)J .

Ainsi Jz définit un isomorphisme de L sur la sous-algèbre de Lie G de G,
d'où :

THÉORÈME. — Soit L V algèbre de Lie de base des transformations infini-
tésimales affines et G V espace sectoriel défini par la somme directe

G=A.^(L)+TTT.- ,

ou Tïi^ est l'espace sectoriel tangent à V,, en x = r^z et Az (L) l'algèbre de Lie
des endomorphismes de TTI^ correspondant aux éléments de L. Supposons
que G soit muni de la loi de composition définie par ( 1 1 . 2 ) ; alors L est
isomorphe à l'algèbre de Lie G===J^(L)cG par l'application définie

J.3 : XçL -> A. ; (X)—X.r .

III. — Cas des variétés finsiériennes.

12. TRANSFORMATIONS INFINITÉSIMALES AFFINES [2]. —— DailS Cette

section nous supposons que V,< est muni d'une structure de variété fins-
lérienne. Soit g le tenseur métrique de cette variété et co la connexion
finsiérienne correspondante. On sait que le tenseur de torsion S de cette
connexion est nul; si dans la formule (3 . i ) co représente la connexion
finsiérienne, alors la connexion linéaire co associée à co coïncide avec co,
la matrice L ainsi que son inverse M se réduisent à l'identité (coordonnées
locales) et l'endomorphisme A (X) défini par (6.2) peut s'écrire

(12.i) (A(X) )^=- (VyX^+T^VoX^

où V représente la dérivée covariante dans la connexion finsiérienne.
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Les résultats obtenus dans les paragraphes précédents relatifs aux trans-
formations infinitésimales affines d'une connexion linéaire régulière
générale, sont en particulier, valables pour la connexion finsiérienne.
Soit X une transformation infinitésimale de V,^ en vertu de (6.6) et (6.7)
la dérivée de Lie par X du tenseur métrique g s'écrit
(12.2) L(X)^=- (A(X),;4-A(X)^

où
(12.3) A(X)^- (VyX,+ T^VoX^).

Nous poserons
(12.4) , <(X),y==- (A (X)<y+A(X) ;< ) .

Pour la transformation infinitésimale X, nous avons

,(12.5) . V^(X),•y=^^L(X)^ /^4-6 r/7•-L(X)^ /^+^T,^
(12.6) V^(X)„=^,L(X)T /„+^L(X)^1\•,;

des formules précédentes on obtient

(12.7) L(X)^^=:f I)^[V^(X)^+V^(X)^-V^(X)^]
\ 2 /

- (T^L(X)P-o,+ T^I^X)?^- T;,^,,L(X)r-o,),

(12.8) L(X)T^=( I^[V}^(X)^+V^(X)^-V^(X)^].
' " \ /

Si X définit une t. i. affine (resp. partielle) pour la connexion finsiérienne,
d'après (12.5) et (12.6) il est clair que la dérivée covariante des deux types
V/^ et V*̂  (resp. du type V/,) du tenseur t (X) est o. Inversement, supposons
que la dérivée covariante des deux types V/, et V/, (resp. du type V/^) du
tenseur t (X) soit o, nous allons montrer que la transformation infinitésimale
X définit une t. i. affine (resp. partielle) pour la connexion finsiérienne.
En effet, si la dérivée covariante du type V/; du tenseur t (X) est o, la
relation (12.7) s'écrit

(12. g) L(X)P;,=- (T^I^X)?^ T^L(X)r-o,- T^^L (X)?^).

Multiplions les deux membres par ^7; compte tenu de l'homogénéité
du tenseur de torsion, on a

(12.10) L(X)^•o,=:-T^L(X)^ /•oo.

Multiplions cette relation par ^/l, il vient

( 1 2 . 1 1 ) L(X)Poo=o,

de (12.10), il résulte
L(X)Po/ ,==o.

Ann. Éc. Nomi., (3), LXXX. — FASC. 1. 9
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Ainsi la relation (12. y) nous donne

L(X)r^=o,
d'où X est une transformation infinitésimale affine partielle', si, en outre,
la dérivée covariante du type V^ du tenseur t (X) est o, de (12.8) on
a alors

L(X)T^=o.

Ainsi X définit une t. i. affine pour la connexion finsiérienne, nous énon-
cerons donc le :

THÉORÈME. — Etant donnée une variété finsiérienne V,/, pour qu'une
transformation infinitésimale X sur V,, définisse une transformation infini^
tésimale affine [resp. partielle) pour la connexion finsiérienne, il faut et il
suffit que la dérivée coloriante dés deux types V/, et V'̂ . (resp. du type V/,) du
tenseur symétrique ((X)//, défini par (12.4), soit nulle.

Si X définit une t. i. affine partielle pour la connexion finsiérienne de
[(8.3), chap. II] et [(8.6), chap. II], on obtient

( 1 - 2 . 1 2 ) L(X)P^/=-^ô;L(X)P^=:-L(X)VoT^==o.

13. ISOMÉTRIES INFINITÉSINALES [2]. — i0 Soit V,, une variété finsié-
rienne et g le tenseur métrique de cette variété. Nous appelons isométrie
infinitésimale, une transformation infinitésimale de V,, laissant invariante
la métrique. Pour qu'une transformation infinitésimale X sur V,, définisse
une isométrie infinitésimale, il faut et il suffit que

( 1 . 3 . 1 ) . • • ' L(X)^o. - . . - : - ^

En verLu de (12.2), on a alors

(13.2) . A ( X ) ^ + A . ( X ) y < = : u . . • . . , . , . ' _ ^

Ainsi le tenseur A(X) défini par (12.3) est antisymétrique. D'après (13.1)5
nous pouvons alors construire un système de coordonnées locales (^)
tel que les eomposantes du tenseur métrique g/y dans ces coordonnées ne
dépendent pas de l'une des coordonnées (A1) par exemple. Soit x (t) un
arc géodésique et p., •= x le vecteur (( vitesse » en chaque point de cet arc;
si X est une isométrie infinitésimale, on a alors le long de cet arc

V(X;^) ̂ ^V^X^') ^,^.-^VyX;==( ^ K(X)^J;^^=:o. . .

Il en résulte que la projection du vecteur X du champ sur la tangente à
la géodésique est constante le long de la géodésique. En particulier, si
la trajectoire de X est la géodésique de l'espace, il s'ensuit que la longueur
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du vecteur du champ est constante. Dans ce cas, l'isorûétrie engendrée
par X est une translation.

2° Une isométrie infinitésimale est manifestement une transformation
infinitésimale affine pour la connexion finsiérienne, ainsi les résultats
des paragraphes précédents s'appliquent aux algèbres de Lie d'isométries
infinitésimales. Soit L l'algèbre de Lie de base d'isométrie infinitésimales,
nous désignerons par L son relèvement sur V. A tout champ de vecteur Xe L
nous pouvons associer un endpmorphisme antisymétrique A (X) de
l'espace vectoriel euclidien TT^. Pour le crochet usuel, ces endomorphismes
définissent une algèbre de Lie Az (L) qui est l'algèbre de Lie d'un groupe
connexe Kz (L) de rotations de Tr.z. Sur Az (L) introduisons le produit
scalaire défini par

(a(^)/^))=(^a^, a(^^)(EÀ^(L).

Soit TZ l'algèbre de Lie du groupe d'holonomie restreint eh z et Bz Tortho"
complément de <Jz dans l'espace A des endomorphismes antisymétriques
de Tr.z (Bz est le sous-espace supplémentaire de q_z dans A orthogonal
à c7z au sens du produit scalaire précédent). Soit U un voisinage de ze'V
si pour tout z€U, Sij{z) appartient à a^z (u), d'après le théorème 1 (§ 11,
chap. I), il en est alors de même de VS/y(z) pour tout champ local de
vecteurs Z (Z, Z) sur U. Par suite, si pour tout zeU, P,y(z)êBz par

difîérentiation de - S/y ^ ' - 1 = o, il vient

^vs,A%).^-h;s^v^(z)=o;
- • A ' • . • , '

le premier terme étant o, il en est de même du second quel que soit S17,
donc V^y(z) appartient à Bz. Soit X une isométrie infinitésimale et
Az(X) l'endomorphisme correspondant. A z ( X ) € A z ( L ) peut donc être
décomposé selon

(^^) A ^ ( X ) = S ( ^ } + t 5 ( . 3 ) , (S ( s )€o - . ^ , p ( ^ ) e B ^ ) .

D'autre part, d'après (7.4), on a

^ ' VA(X)^(Z)=^(X, Z);

de (13.3) il résulte
- I^(X, Z) == VS//Z) + V^(Z).

Le premier membre ainsi que le premier terme du second membre
appartient à o-z tandis que le dernier terme du second membre appartient
à Bz, d'où quel que soit Z, on a

• V^./Z)=o.
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Il en résulte que la forme ^ est à dérivée covariante nulle, elle est donc
invariante par le groupe d'holonomie Wz, en particulier

: . • [<7Z, (3^]==0. •

Ainsi ^z appartient au centralisateur connexe Co (cijz) du groupe d^holonomie
restreint CT z dans le groupe des rotations de Tri^. Il en résulte, diaprés (13.3),
que Kz (L) est contenu dans le normalisateur connexe No (o-z) du groupe
d^holonomie restreint az dans le groupe des rotations de Tr^z. Si la variété
finsiérienne n'admet pas de 2-formes à dérivée covariante nulle, le groupe
Kz(L) est contenu dans o-z; si, en outre, l'algèbre de Lie L d'isométries
infinitésimales est transitive sur V, alors le groupe Kz (L) coïncide avec ^z,
nous énoncerons le :

THÉORÈME. — Soit Y,/ une variété finsiérienne et 'V V espace des secteurs
non nuls tangents à V,/. Soit L Valgèbre de Lie sur V// d^isométries infini-

tésimales et L son relèvement sur V. Si la variété finsiérienne n admet pas
de 2-formes à dérivée covariante nulle, le groupe Kz(L) est contenu dans
le groupe d^holonomie restreint o'z; si, en outre, L est transitive sur V,
Kz (L) coïncide avec cr^.

CHAPITRE IV.

TRANSFORMATIONS DES VARIÉTÉS FINSLÉRIENNES COMPACTES,

1. FORMULE DE DIVERGENCE. — a. Dans ce qui suit V/, est muni d'une
structure de variété finsiérienne. Considérons un recouvrement de V,/
par des voisinages munis des repères orthonormés, par rapport à ces
repères la métrique de l'espace s'écrit

n

. ^=^(a,)2

i

et l'élément de volume de V,, est

( l . i ) a=y., A ^ A - • - A a^

Dans la suite, l'image réciproque de a par l'application p (W -> V/<)
sera encore désignée par a. Considérons la forme ^o définie par

( - 1 ^ ) ^o=^,../-AA ^A.. .A ^-A.

où l === X^"^, ^ = V? et l'i, . . ., in est une permutation de la suite 1,2, . . ., n
et & désigne l'indicateur de cette permutation. Dans un changement de
repères orthonormés, le second membre de (1.2) sera multiplié par le
déterminant d'une matrice orthogonale propre. Ainsi ^o est une forme
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intrinsèque définie sur W. Choisissons maintenant une base orthonormée (e/)
de Tïtjs telle que le vecteur en coïncide avec l, dans ce cas, on a
(1 .3 ) ln=ï, ^n=0, ^a==0, 6a== ^a//. ( a =- ï, ̂  . . . , / / — T )

et la forme ^o se réduit à

( ï ) o = = ( ^ - i ) ! p , A p , A . . . A i ^ - i -
Nous poserons

(1 .4 ) ?=.^A...A^
(1^) r ^ a A p ,

ïj est une ( an—i) - fo rme manifestement fermée sur W.

b. Nous introduisons ici deux opérateurs linéaires sur les formes *
et * : étant donnée une ç-forme semi-basique W sur W, on désignera
par -kW son adjointe ( 7 ) relativement à a, par i^W son adjointe relativement
à TJ, entre * et * vient la relation
(1.6) *T=*TAP. :

Comme dans la théorie des formes harmoniques nous désignerons par S
l'opérateur de la codifférentiation : étant donnée une g-forme sur W, sa
codifférentielle est ' »
( 1 . 7 ) ô=(-i)^*-'^*,

où * i est tel que
*-'*r=:^.*-'=:E

et pour une ç-forme,
( 1 . 8 ) • ^-i^(-i)Y(^-'-v)^.

Soit T". une ï-forme définie par

(1 .9 ) TT^:^^^/-.

Nous nous proposons d'évaluer ori. A cet effet, en vertu de (1.6), nous
avons
( 1 . 1 0 ) d(ï 7:) == r7(* r. A ? ) == d{iç 7:) A ^ + ( - i)"-1 * 7: A ̂  ;

compte tenu de (1.7) et (1.8), on a

(1.11) ' ' 07:=-*[6/(*7:) A P]+(-l)"*[(*7:) A ^5].

Explicitons le second membre, tout d'abord,
n

( 1 . 1 2 ) * r. r=^ ( — i)^-' ̂ .a, A • • • A y-i A • • • A a/o

(7) Pour la construction des forme adjointes, voir [16].
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où le signe ^ signifie que le terme correspondant doit être omis dans le
produit extérieur considéré, d'où

( 1 . T 3 ) . ^(* 7:) ==V,^.a (modp/-),

où V représente la dérivée covariante dans la connexion finsiérienne
de (1.4); on obtient par difîérentiation

n—1

C . ' l » ^=^ ( - l ) ' - l ^ ,A^A• . .A^A• . •A |3 „_ l •
A-=:1

D'autre part,
^•^aii^ijwin

il en résulte
( 1 . 1 ^ ) , . ^=:^A^A+ //•^/^

où -
( 1 . I ̂  ) /r ̂ ir == ^ ̂ -1 H^-/ a/, A ^ + P/0/-/ ̂ - A ?/ • l

Ainsi ( l . i4) s'écrit

(l.i;) ^=^(P^a,)A?+^)^-1^(-ï))-• '
/ l

x ̂  ( HAO/,/ y-k A ^ ).. A ? « A • • • A ?A A • . • A Vi,
/.-, /

d'où

(1.^) ( -T) / / *7TA^^-^(^P/ /o7/ / ) r . .

Compte tenu de ( l . i3) et ( l . i < S ) , l'expression Sr. définie par (1 .n) s'écrit

( 1 . 1 9 ) 07:==— (V/^.-h^/P/^A),

En vertu de (8.9) du chapitre II, la formule précédente s'écrit en repères
naturels de coordonnées locales

(Mo) Ô7r=-(V,^-^VoT,),

où T/ désigne le tenseur de torsion contracté de la connexion finsiérienne.
Supposons maintenant que V,, soit compacte. Nous remarquons que
ï'espace W est toujours orientable (Steenrod [23], p. a3), que V,/ soit orientable
ou non. En appliquant la formule de Stokes généralisée, on a

( 1 . ^ T ) f Ô7:Y1=- f^^-^VoT^Yi^O. • > .
•^w «^w

A cette formule, on donne le nom de formule de divergence.

2. TRANSFORMATIONS INFINITÉSIMALES CONFORMES. —— 0. Soit [J. Une

transformation de V,/ et a son prolongement sur V. Soit g le tenseur
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métrique de la variété finsiérienne. La transformation [f. est dite conforme
s'il existe un scalaire réel ç sur V// tel que

( - 2 . i ) ^==exp(29}^.

Il en résulte que la transformation conforme ;J. laisse invariant le tenseur
de torsion de la connexion finsiérienne. En effet, en désignant par g le
premier membre de (2 . i ) , on a

^/=:exp(^9)^y,

9 étant indépendant de la direction, une dérivation par rapport à ^/<

nous donne
0^^•7::=exP(2?)ô'/.^7•

En multipliant les deux membres de cette relation par 7exp(—29)^

on obtient
r/^T^,

où T est le tenseur de torsion correspondant à g.
A l'aide du tenseur métrique nous pouvons construire la densité scalaire

de poids i sur W
(•2.2) ^r=^dét(^)

et la densité tensorielle de poids — sur W définie par

(2.3) • Ç^^^.

Il est clair qpe la transformation conforyno ^ laisse invariante la densité
tensorielle C et inversement, toute transformation de V;/ qui laisse inva-
riante cette densité tensorielle est une transformation conforme. Soit
alors exp (uX) un groupe de transformations de V,/ et exp (uX) son
groupe prolongé opérant sur V-, Pour que les transformations de ce groupe
soient conformes, il faut et il suffit que

(2.4) L(X)Ç^o.

Une transformation infinitésimale X sur V/, sera dite une transformation
infinitésimale conforme s'il satisfait à (2,4) ' Si V// est compacte, toute
transformation infinitésimale conforme définit un groupe à i-paramètre
de transformations conformes de V,,.

h. Soit X une transformation infinitésimale de V,,, nous sommes ainsi
amenés à évaluer L(X)_Ç; de (2.3) il vient

(2.5) T^X)^-2^"1^!^)^^!^)^
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D'autre part, de (2 .2) on obtient

(2 .6 ) L(X)^=^/L(X)^ ;

de (12.2) du chapitre III on a

(2.7) ^L(X)^=9.(V^-^T^,X,). • • •

Désignons encore par X la i -forme semi-basique associée au champ
de vecteurs X par la dualité définie par la métrique; si l'on pose

(2.^) p==T<X^

on a, d'après (1.2o),
(2.9) ô ( X + p ( - ) = - ( V / \ / 4 - T / V « X / ) .

Ainsi la relation (2.6) s'écrit

L(X)<>?•=:—^o(X+ p^)

et la formule (2.5) devient

(2.10) L ( X ) Ç r = ^ - ^ ^ L ( X ) ^ + ^ ^ ô ( X + p P ) ^ .

Au champ de vecteurs X nous associons le tenseur symétrique restreint
sur W défini par

T ( X ) = = : ^ 7 ^ L ( X ) Ç = : L ( X ) ^ + 2 ^ ô ( X - l - p ^ ) .

Ce tenseur a pour composantes

( 2 . 1 1 ) T(X)„=V.X/+VyX, t+^T^VoX,4-^/ô(X4-p^),

d'où

( 2 . 1 2 ) ^T(X)^0.

Pour que X définisse une transformation infinitésimale conforme^ il faut
et il suffit que

( 2 . 1 3 ) T (X)=O.

Pour que X définisse une isométrie infinitésimale, il faut et il suffit que

( 2 . 1 4 ) T (X)=G, ô (X+p^ )=o .

c. Soit X une transformation infinitésimale conforme, on a

L(X)^.+ ^•ô(X-r-pP)^:o;

une dérivation nous donne

(2 .15) L ( X ) T ^ + 2 T ^ ô ( X + p ^ ) + - I ^ • y ô ; , ô ( X + p ^ ) = o .
fî fî
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Multiplions cette relation par ^ :

^7 P ^ %^( X + 9 ^ ) =°-
II vient

(2.16) ô;^(X-f-p^)==o.

Soit ^ une transformation infinitésimale de V,,; pour que ? définisse une
transformation infinitésimale conforme, il faut et il suffît quil existe une
fonction a ( y ) à valeurs réelles sur W telle que
( 2 . 1 7 ) ' \.^)g=a(y)g (j€W)

et cette fonction est nécessairement V image d^une fonction de V/,; la rela-
tion (2 .17 ) s'écrit, en effet,

(2.18) T ( ^ ) z=a(j)^--t- - ^ ' o ( ;+Y^) î

avec
ï=^.

Multiplions les deux membres de (2.i8) par g'7; il vient, compte tenu
de (2 . i2) ,

^(j) + ^(£+y^) ==o,

d'où T (E) = o et l'on en déduit que a (y) ne dépend pas de la direction.

3. CARACTÉRISATION DES TRANSFORMATIONS INFINITÉSIMALES CONFORMES.

— i° a. Soient t et t' deux tenseurs restreints de degré o, d'ordre p ,
leur produit scalaire local sera par définition

(3 .1 ) (^/)=^,,^•••//-.

Supposons V/, compacte de (<, t ' ) ; on obtient par intégration sur W
le produit scalaire global

(3.2) <^>==f(^)^
*Av

<(f, ()> étant positif et <((, t ^ > = o entraîne < = o sur W.
&. Dans le paragraphe précédent nous avons associé au champ de

vecteurs X sur V,, un tenseur d'ordre 2 symétrique restreint sur W

(3.3) - (X^.y^V.Xy+VyX.+aT^VoXA+^^o^X+p^).

Avec
(3.4) p=X/P.

Soit u(X) la i-forme semi-basique sur W, ayant pour composantes

(3.5) ^,(X)=X^T(X)^
Ann. Éc, Norm., (3), LXXX. — FASC. 1. 10
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d'où

(3.6) ou == — ( V' Ui — u, Vo T' )
==— ( ï f X ) , T ( X ) ) — X V V / T ( X ) / / + T / / / y V o X ^ T ( X ) / / + X / V o T / T ( X ) / / . .

Soit A la fonction à valeurs réelles sur W définie par
_ , , / .=T^X,T(X)^

on en déduit

( ^ • 7 ) o (A^ )^ -VoT ^ / yX ,T (X^ / -T ^ / /VoXAT(XK/ -T / / , /X / ,V ,> ; : • (X ) ' / .

En ajoutant membre à membre les relations (3.6) et (3.7), on obtient

(3.8) - ô(^-Ur)==- ( T ( X ) , T ( X ) ) -X^T^rXhy+T^Vo^X)^]
-X , [VoT^TfX)^ -T (XV A VoT/ ] .

D'autre part,
T^T^/^^-T/.y.

Multiplions les deux membres par g ' ' '
rrifi/V .—— o-JrTh .

, .. , • : - Q ' / -- - ̂ j l 1-1 ? : ^ , , .

d'où
^VoT/.^^TV

En prenant la dérivée de Lie par X des deux membres, on obtient

(3 .9) ^ L(X)^ A V,T,-- - 'L( / X)^V,T ^ /y^^L(X)Voï À /^-

Mais, d'après la formule (6.7) du chapitre III, on a

l^X)^^— - ( X ) ^ — -^^fX-l- pr) . l . : . ^ . • :

En portant cette relation dans (3.9), il vient

( 3 . i o j -7 (X) / /VoT^-^ (X] ^ ^ VoT<=^L(X)VoT ^ ^-^ l . (X) \ - ,T ,

Ainsi (3.8) s'écrit

( 3 . 1 l ) 0 ( I I + /. (' ) —- — ( T ( X ) , T ( X' •) ) • ' -

-Xy[V,T(X)^4-T/^V„T(X) / / / +^L(X)VoT^-^L(X)V.T/ : | .

LEMME. — La variété finsiérienne Y,, étant compacte^ par intégration
de (3, n) sur W on a
(3 .T -< ) <^(X) , -(X.) ^+<;(X), X>=r0,

a(^c

( 3 . ï 3 ) : / (X)=V,7(X) / /+T/^VoT(X)^+^ / / L(X)V<,T/ /^ -^ /L(X) \ -oT/ .

c. Soit X une transformation infinitésimale conforme dans ce cas
T (X)=.o et, ' e n vertu de (3.io) et (3.ï3), Ï est identiquement nul, qu^
la variété V,/ soit compacte ou non. Inversement, supposons sur une
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variété finsiérienne compacte V,/ une transformation infinitésimale X
telle que ^ (X) == o; du lemme précédent il résulte que <^T (X), T (X) )> == o,
ainsi T (X) = o sur W. Nous énoncerons donc le :

THÉORÈME 1. — Soit V// une variété finsiérienne compacte, pour quune
transformation infinitésimale X sur V/, définisse une transformation infini-
tésimale conforme, il faut et il suffit que

(3.i4) V,T(X) ^ /+T^VoT(X) / / /+^L(X)V. .T^-^ /L(X)VoT<=:o.

Soit X une transformation infinitésimale conforme et supposons, en outre,
qu'on a >
( 3 . T 5 ) ^ô ( -x+pc ) ==o (p==X/P'),

d'où
ô (X. -4- p^) == Cte, , , - j . . , , , .

Si V/, est compacte, de la relation précédente on obtient par intégration
sur W,

ô (X + pc) = o.

Ainsi X définit une isométrie infinitésimale; de (3.i4) on déduit :

COROLLAIRE. — Pour quune transformation infinitésimale X définisse
sur une variété finsiérienne compacte V/, une isométrie infinitésimale, il
faut et il suffit quon ait (3.i5) et

( 3 . iG ) V / / (X ) ^ / +T / / / /Vo^ (X ) / / / +^L (X )V . .T^ - ^ /L (X )^nT /=o ,

avec

( 3 . 1 7 ) / ( X ) / y = = V / X / + V / X / + - > T ^ / V o X , . ' —

2° Soit X une transformation infinitésimale sur V//, en vertu de (3.3)
et (3.17), les tenseurs ^(X) et ^ ( X ) sont liés par

( 3 . 1 8 ) T(X) / .y==/ (X) / . /+^^ /ô(X+ûr) (p^-X/.T7),

d'où

(3 .19 ) V^(X)^.^V/•T(X)A/,—- ( 3^/^/ .

avec

(3.20) . 7^=:^ô(X-hpF) (p=X,T'').-

Compte tenu de (8.19) et (3.^o), la formule (12.7) du chapitre III s'écrit

( 3 . - 2 1 ) ; L(X)P/,=^WA lV/T(X)„+V,T(X);,-V,T(X)y,]

-^[^Pî^-yjPk-^/kP1}

- [T^,L(X)^+ T/,,L(X)^o/- T/^L(X)Î^].
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Supposons que X soit une transformation infinitésimale conforme,
on a alors ï ( X ) = o et ^.8 (X + p^)== o; la relation précédente devient

(3.22) L(X)P^- ̂ P^/+ ^ j p k - g ^ P 1 }

- |T^,L(X)P-O,+ T ^ L C X ) ? ^ - - T^,^L(X):h^].

Multiplions cette relation par ^7 :

v i L (X) Ï\/,= - ̂  p/,(^ r) 4- r^/,- p/,//] -- T-v,, L (X) Poo.

Multiplions cette dernière par ^/l

L(X)P.,^^[F^-(/>,r)^].

Avec les notations du chapitre II (§ 7), on a

(3.^) L(X)G /^=- I [F^.-( /^ De7],

OÙ

(3.34) 7^-=:^.ô(X4-pr), ô;,ô(X+pr) =0 (pr-zX^).

Ainsi si X est une transformation infinitésimale conforme, on a (3.23)
et (3.24). Inversement, sur une variété finsiérienne compacte, soit X
une transformation infinitésimale satisfaisant à (3.23) et (3.24). Nous
allons montrer que X définit une transformation infinitésimale conforme.
En effet, par dérivation covariante de (3.i8), on obtient

(3.25) V,•T(X) ^ ^+T /^•VoT(X) ^7^V^(X)< ^+T /^Vo^(X) /v+ ̂ [/^T^, ̂ ].

D'autre part, de la formule (8.7), du chapitre II, il vient
( 3.2() ) ^ L ( X ) Vo T^-/ - ̂  L ( X ) V.. T,

=^ô;;L(X)G /<-^ô;;L(X)C./----^L(X)^^^

Des relations (12.5) et (12.7) du chapitre III on obtient les formules
suivantes :

(3.27) V^(X) / ^-^/L(X)^^=2T^•L(X)^ /^-T,^L(;X)^ /o—/> / /,

(3.28) ^L(X)^^=-^-T,^L(X)^ /^

(^9) T^Vo^(X) ^ /=:2(T^•L(X)P,o+Ï^T; /L(X)^ roo).

En ajoutant membre à membre les relations (3.25) et (3.20), compte
tenu de (3.27), (3.28) et (3.2g), on obtient en utilisant la formule (7 . i5)
du chapitre II.
(3.3o) ^ (X) z= 4T^ ô, L (X) G'-- 2T/^ o-, L (X) G^ 4TVP/ L (X) G-

+^o^• ;L(X)G / ( "^o^7L(X)G/+^( /7^)T^+^-2^.
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Par hypothèse, X satisfait aux relations (3.23) et (3.24); il en résulte,
par dérivation,

(3 .31) ^L(X)Gr=^,pf•-p^r-.^p/>ITf\^^^

(3.32) O'^LWG'-^ ̂ [gklP1'- ^^l^mlP"1- 'î^^rmkPm- ^Pm^r'-Pl^'-l-pl^k^

En tenant compte de
„•/••// ^' ''Vin r ,,./•/.• ^' T li 1 1 1 --..- ., T/.-A ^r ni i i ,) ^r/ ,- f•^// / / t
À ° r 1 / . ~ À °/' " /. — -> 1 / • 1 /- — î' ï 1 /- î

la relation (3.32) nous donne

(3.33) ^ô ; ;L(X)G ^ -^• / / ô^L(X)G / •

-^ ̂ H - 2^4- > ^ - ' l p„J l l l ^ l ^^p „ { :V u i r î l i u • -V ' r Y I ; m ) \ .

En portant (3.23), (3.3i) et (3.33) dans (3.3o) nous voyons que
^ ( X ) = = o ; il s'ensuit, d'après le théorème 1, que X définit une trans-
formation infinitésimale conforme; nous énonçons donc le :

THÉORÈME 2. — Pour quune transformation infinitésimale X sur une
variété finsiérienne compacte définisse une transformation infinitésimale
conforme, il faut et il suffit que

L(X)G'=^[F7/-(^r)^

ou
pi~=- ô/ ô (X + pc) , ô^ ô (X 4- p^) = o (pz=:X/F).

4. TRANSFORMATIONS AFFINES D'UNE VARIÉTÉ FINSLÉRIENNE. — — S o i t

V/, une variété finsiérienne compacte et X une transformation infinitésimale
affine partielle pour la connexion finsiérienne.

D'après le théorème du paragraphe 12, du chapitre III, la dérivée
covariante du type V/, du tenseur t (X) associé à X est nulle, et nous
avons, d'autre part, (3.26). Ainsi X satisfait à la relation (3.i6).
D'après (3.28), V^o^X 4- p^) == o et X définit une transformation infini-
tésimale conforme satisfaisant à (3.i5), donc une isométrie infinitésimale.
Inversement, il est clair qu'une isométrie infinitésimale est une trans-
formation infinitésimale affine partielle, d'où :

THÉORÈME ( 8 ) .— Sur une variété finsiérienne compacte le plus grand
groupe connexe des transformations affines partielles pour la connexion
finsiérienne coïncide avec le plus grand groupe connexe d'isométries.

Il en est a fortiori de même pour les transformations affines.

(8) Ce théorème a été établi dans le cas riemannien par K. Yano [25], p. 222, voir aussi
A. Lichnerowicz [18], p. i3o.
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5. HOLONOMIE ET isoMÉTRiES INFINITÉSIMALES. -— Dans ce paragraphe,
nous supposons que la variété finsiérienne V,, est compacte et le tenseur
de torsion contracté satisfait à

(^• i) VuTz=o.

Soit L l'algèbre de Lie d'isométries infinitésimales sur V/, et L son
relèvement sur V. Soit XçL et A(X) Fendomorphisme de Tr^z corres-
pondant. D'après le paragraphe 13 du chapitre III, on sait que A(X)
peut être décomposé en

À3(X)=S( .3 )4-p(^ . , ,,, ...

où S (z) €^z et f3 (z) est à dérivée covariante o. Soit Y le champ de vecteurs
défini par

V'=(^X;,
d'où

ôY==-V,Y^-^VzX^^A(X),y=^^^o.

Par intégration sur W, on obtient

. f ôYr,= I (^^)y^o,
«y^v ^\\

il en résulte que ^ === o sur W, ainsi :

THÉORÈME. — Soit V,, une variété finsiérienne compacte, L V algèbre

de Lie <f isométnes infinitésimales sur V,, et L son relèvement sur V. Si le
tenseur de torsion contracté de la connexion finsiérienne satisfait à (5.i),
le groupe Kz (L) correspondant à L est contenu dans le groupe d'holonomie

iv
homogène ^z, si en outre L est transitive sur V, alors Hz (L) coïncide avec ^z.
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