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ANNALES

SCIENTIFIQUES

LECOLE NORMALE SUPERIEURE

Ann. Scient. Ec. Norm. Sup.,
3¢ série, t. 79, 1962, p. 1 & 21.

SUR LES PROPRIETES DIFFERENTIELLES

DES FONCTIONS 'DONT LES POINTS
DE CONTINUITE

FORMENT UN ENSEMBLE FRONTIERE
PARTOUT DENSE

Par M. Soromon MARCUS.

Considérons une fonction réelle finie f, définie sur l'intervalle (o, 1). Si les
points de continuité de f forment un ensemble frontiére partout dense sur
(o, 1), alors nous dirons que fest du type «. Il est aisé de voir que les points
de discontinuité d'une fonction du type « forment un ensemble de premiére
catégorie. On a aussi le résultat suivant, établi ou généralisé par plusieurs
auteurs ([8],[5], [17], [30], [18]) et qui sera utilisé dans la suite :

TutoriME (*). — Les points de dérivabilité d’une fonction du type a forment un
ensemble de premiére catégorie.

Le but du présent travail est d’établir certaines possibilités concernant les
propriétés différentielles d’une fonction du type «. Les théorémes établis
donnent entre autres, la solution des problémes suivants posés par S. Cetkovié :
1° Existe-t-il une fonction du type o dont les points de continuité ou elle est
dépourvue de dérivée — finie ou infinie — forment un ensemble partout dense?
Quelle est la puissance de cet ensemble? ([6], p. 36). 3° Existe-t-il une fonc-
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2 S. MARCUS.

tion du type « dont les points de continuité ou elle est dépourvue de dérivée
— finie ou infinie — a gauche et a droite, forment un ensemble partout dense?
4° Quelle est la puissance de cet ensemble? ([6], p. 46). Comme on verra, la
réponse a 1° et a 3° est affirmative. Ce fait est trés naturel, si I'on pense a
I'existence — établie par A. S. Besicovitch — d’une fonction continue qui est
dépourvue en chaque point de dérivée — finie ou infinie — a gauche et a
droite [ 1]. Une réponse affirmative a 3° entraine une réponse affirmative a 1°,
mais nous allons traiter séparément ces deux problémes, car la solution de 1°
est plus simple. Pour abréger les énoncés, il est convenable d’introduire
les notations suivantes : D = l’ensemble des points de discontinuité;
A =1Tensemble des points ou la dérivée existe et est finie; A, = I'’ensemble des
points ou la dérivée existe et est infinie; C= I'ensemble des points de conti-
nuité; M = '’ensemble des points ou il n’y a pas de dérivée, ni finie, ni infinie,
ni 4 gauche, ni a droite. Les ensembles C— (AUA,) et CNAM feront I'objet
principal de notre étude et nous verrons que pour une fonction du type « il n’y
a aucune restriction concernant la mesure et la catégorie de ces ensembles. En
outre, nous montrerons que les ensembles A et A, d’une fonction du type «
peuvent étre partout denses, méme si 'ensemble C— (AUA,) est partout
dense. C’est précisément cette circonstance qui nous semble la plus significa-
tive, car il est intéressant de savoir en quelle mesure ces quatre situations :
discontinuité, continuité sans dérivée (finie ou infinie), continuité avec dérivée
infinie et dérivabilité peuvent vivre I'une a coté des autres.

Les théoréemes 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 et 18 concernent les ensembles G, A et A_;
les théorémes 8, 9, 10, 11 et 12 concernent les ensembles G, M et A; les théo-
remes 13, 14, 15, 16, 17 et 20 sont liés au type borélien des ensembles D, A
et A, ; le théoréme 19 contient un résultat de la théorie des nombres, établi par
considérations de la théorie des fonctions réelles. Le travail contient aussi
trente problémes concernant les fonctions du type «. Ces problémes exigent
des recherches ultérieures.

Les démonstrations reposent, en général, sur des combinaisons de résultats
des plus différents, appartenant les uns a la théorie des fonctions réelles, les
autres a la théorie des approximations diophantiennes. L’idée d’utiliser cette
derniére théorie dans ce genre de recherches n’est pas nouvelle; voir, par
exemple, les travaux de S. Cetkovié ([37, [4], [6]),

11 faut préciser que certains théorémes sont renforcés par d’autres. Tel est
par exemple, le théoréme 1, qui est renforcé par le théoréme 8. Mais I'idée de
la démonstration différe. Le théoréme 4 est renforcé par le théoréme 5, mais la
démonstration du théoréme 5 utilise des choses plus spéciales de la théorie des
nombres.

TutoriMe 1. — Il existe une fonction du type o dont I'ensemble C— (AUA,)
a le complémentaire de mesure nulle.
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Preuve. — Liu Meng-Hui a considéré la fonction définie sur (o, 1) de la
facon suivante [21]: Siz=o0, x,, s, ..., X,, ... est le développement déci-
mal essentiellement infini de « alors o(z)=o0, yi, Y2 <5 Yo .,
ol y,=x,—1 sl x, >0 et y,=o si x,==o0. Liu Meng-Hui a cru que cette
fonction est, sur (o,1), partout continue, mais il est aisé de prouver que
I’ensemble D de ¢ est partout dense.

En effet, soit x tel que, pour un certain p, on ait x,< 9 et x,=¢ si n > p.

Soit, d’autre part, x*=o0, x;, z;, ..., x,, ...,oux,=x,sin< p,x,=x,+1,
s : s ) . 1 . S
x,=osip+sz=n>p et x, =1. On a ¥—r= —= donc xl;rgac‘__m,

. I . .
~ $ —
tandis que | ¢(2) — ¢(2)[ > = pour s=1, 2, .... On constate ainsi que ¢

est discontinue en . D est formé de points rationnels, donc est un ensemble
frontiére et ¢ est du type «. En vertu du raisonnement de [21], A est vide. En
vertu du théoréme classique de Denjoy-Young-Saks concernant la disposition
des nombres dérivés d’une fonction quelconque, A, est de mesure nulle. Donc
I'ensemble C — (AUA,) est de mesure égale a 1 (et, a plus forte raison, par-
tout dense sur (o, 1)).

TrtoriME 2. — Il existe une fonction du type a, continue & droite et telle que
Uensemble AU A, soit vide.

Preuve. — Soit

le développement ternaire de z€(o, 1). On a donc @,=o, 1 ou 2 pour
n=r1,2, .... Si un x a deux représentations différentes, on choisit toujours
la représentation finie. Posons

b b, b,
f($):;1+—2—;+...+—+...,

2"

ou b,=1 si aq,=2 et b,=o0 si aq,=—=o0 ou 1(n=1, 2, ...). Cette fonction,
considérée au [ 33], est continue en chaque « dont le développement ternaire
est infini et discontinue a gauche — et seulement 4 gauche — en chaque =
dont le développement ternaire est fini. A. N. Singh a montré dans [33] que le
nombre dérivé supérieur a droite de f est 4 = en chaque x € (o, 1), donc A
est vide. Il reste & montrer que A, est aussivide. Soit pour cela un x quelconque
de (o, 1).Ilyaunesuite strictement croissante d’entiers positifs n,, n,, ..., n,,
tels que a,,=o ou 1 pours=1, 2, .... Posons

ceoy

s___af a n
T= gt g g,
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owna,=a,sinz*n,a,.=osia,=1eta,=1sia,=o0.0na

limz* =« et flx)=f(z*) pour s=r1, 2, ...,
s> o

donc @ n’appartient pas a A, c’est-a-dire A, = o.

Remarque. — La fonction considérée dans la démonstration du théoréme 2
fournit un exemple rare de fonction du type «. En effet, en vertu du théoréme
de A. N. Singh de [33], le nombre dérivé supérieur a droite de cette fonction
est + o en chaque x € (o, 1). Or, on a le théoréme suivant, du a V. Jarnik :
Il existe un résiduel H de Uespace B des fonctions réelles bornées sur (o, 1), tel
que, pour chaque f€H, les points ou le nombre dérivé supérieur a droite de [
est < —+ o forment un ensemble dénombrable partout dense sur (o, 1), [9].

Un autre exemple de fonction du type « n’appartenant pas a H se trouve
dans [20]. Il faut remarquer aussi que la fonction fainsi que celle de [20] sont
de la premiére classe de Baire. Cette classe est minimale pour les fonctions qui
n’appartiennent pas a H. Voiur pour cela le théoréme 1 de [9]. Pour un exemple
de fonction du type « appartenant a H, voir la fonction considérée dans la
démonstration du théoréme 8 ci-dessous.

TutoreME 3. — Il existe une fonction réelle, finie, définie sur (o, 1) et jouissant
des propriétés suivantes :

1° chaque point rationnel appartient @ D; 2° chaque point irrationnel appar-
tient a C; 3° chaque point irrationnel algébrique appartienta A; 4° C— (AUA,)
est un ensemble résiduel sur (o, 1).

Preuve. — Considérons la fonction g définie sur (o,1) de la maniére
suivante : g(x)=o si @ est irrationnel et g(x) =g six :[7;’ p et g étantdes

entiers premiers entre eux, ¢ >o. Cette fonction a été déja étudiée par
C. L. Olds, qui a montré que g satisfait a 1° et & 2° et que g est dérivable en
chaque point irrationnel algébrique [ 23].

Pour prouver 4°, remarquons d’abord que, en vertu du théoréme (*) et de 2°,
C — A est un ensemble résiduel sur (o,1). D’autre part, en vertu du fait que g
est nulle en chaque pointirrationnel et de ce que C est formé seulement de points
irrationnels, il s’ensuit que la dérivée de g est nulle en chaque point de C ou
elle existe, donc 'ensemble CNA, est vide. Mais alors C— (AUA,) est un
ensemble résiduel sur (o, 1) et le théoréme 3 est établi.

Remarque. — La dérivabilit¢ de g en chaque point irrationnel algé-
brique peut étre déduite aussi du théoréme suivant, communiqué par Hans
Rademacher & J. Schoenberg [28] : Si la suite {y,} de nombres réels
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est telle que lim nfy,=o (k entier > 2) alors la fonction G définie par

n> o
o si x est irrationnel,
G(z)= .
Yq s1 x:% p, q)=1

est dérivable en chaque point irrationnel algébrique d’ordre < .

Mais la démonstration du théoréme de Rademacher utilise aussi le théoréme
de Liouville.

TutorkMe 4. — Il existe une fonction réelle, finie, du type a sur (o,1) et
Jouissant des propriétés suivantes : 1° A est partout dense sur (0, 1 )20 C— (AvA,)
contient tous les nombres de Liouville de (o, 1); 3°C— (AVUA,) est un résiduel
sur (0,1).

Preuve. — Soit s un entier >2. Posons f(x)=o, si x est irrationnel
etf<§> =g sip et g sont des entiers, ¢ > o et (p, ¢)=1. D contient tous les

points rationnels, C contient tous les point irrationnels, donc f est du type .
Soit & un nombre algébrique de degré n>>1. En vertu d'un théoréme de

Liouville de [14], déja utilisé, on a ‘%’ — E‘ > kg pour p et ¢ entiers positifs

quelconques, (p, ¢) =1. Il s’ensuit que

(B)-ro|
— 1 < 5 gt

P K7

q )

Supposons maintenant qu’on ait 1 < n < s. On déduit que f est dérivable et
sa dérivée est nulle aux points algébriques irrationnels, de degré < s. Mais ces
points forment, d’aprés un théoréme connu (voir, par exemple, [22], p. 85),
un ensemble partout dense, donc 1° est démontré.

Considérons maintenant un nombre de Liouville, ¢’est-a-dire un nombre ©

tel que, pour chaque m entier positif, il y a un nombre rationnel £, ou ¢, >1

qmn

et qu'on ait < (gm)™. On sait que w est transcendant (voir [1%]

o DPn
q

m

ou[22], p. 92), donc weC. On a

£(22)— s
P
qm

m-—s
> qm

— ®

et de ce que lim ¢, = o on déduit que f est dépourvue de dérivée finie en w.
my> o

D’autre part, CNA, est vide, car les zéros de f forment un ensemble partout
dense, donc w€C — (AUA,).

¥
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Remarquons enfin "que, en vertu du théoréeme (*), C—(AUA,) est un
résiduel.

Par I'utilisation de certains faits plus spéciaux de la théorie des nombres, on
obtient un théoréme plus précis que le théoréme 4, a savoir :

TutoriMe 5. — Soit 3 un nombre supérieur @ 2. Considérons la fonction f,
définie sur (o, 1) de la maniére suivante : [(x)=o0 si x est irrationnel ;

f <§> = q~? st p et q sont des entiers positifs, (p, q)=1. Alors : 1° fest dutypea;

2° A contient tous les nombres irrationnels algébriques; 3° C— (AUA,) est un
résiduel et contient tous les nombres de Liouville.

Preuve. — Pour établir 1° et 3° on utilise la démonstration du théoréme 4.
Pour prouver 2°, rappelons le théoréme suivant de K. F. Roth : Si & est un

nombre algébrique irrationnel et si pour une infinité de nombres rattonnel.s'%,

on a |t —%‘ < q*, alors p.=2 [27]. On en déduit que, pour chaque ¢ > o,
Uinégalité
—0s
T

est satisfaite pour tous les nombres rationnels%’ a Ulexception possible d’un
ensemble fini de tels nombres. On a donc dans les mémes conditions,

B> — /(%)

(L) —rc

Z q~z+s—3

S

< N

et, en choisissant = tel que o < e < B —2, on déduit que [ est dérivable en ¢

et f'(&) =o.

Remarques. — 11 serait intéressant de savoir si I'ensemble CAM de la fonc-
tion / est ou non partout dense (ou méme un résiduel). Pour cela, on aurait
besoin de certaines majorations plus fines concernant I'approximation d’un
nombre transcendant par les réduites de son développement en fraction
continue.

Le théoréeme 5 cesse d’étre vrai si 3 =2, comme on verra dans la suite
(théoréme 9). Ce fait est trés naturel, si 'on pense que dans le théoréme de
K. F. Roth, utilisé dans la démonstration du théoréme 5, la constante 2 ne
peut pas étre améliorée [27].

TutoriMe 6. — Il existe une fonction strictement croissante, du type o et telle
que C— (AUA)) soit un ensemble résiduel sur (o, 1) (et, bien cntendu, de mesure
nulle).
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Preuve. — Considérons la fonction A suivante, définie et croissante sur (o, 1) :

/z(x) = Z ;I"ﬂ

rp<x
OU 7'y, Tyy «vy Ty ... est une suite formée avec tous les nombres rationnels

. . ’ A I
de (o, 1). 2 signifie que la somme s’étend a tous les termes — tels que r, < .
ralx
Cette fonction, que nous avons déja étudiée, pour d’autres buts, dans [16], est
continue en chaque point irrationnel, discontinue en chaque point rationnel.

Donc 4 est du type «. Le saut de A au point x =r, est égal a ; On a donc,
pour o Za< b1,
1

h(b—o)—h(a+o0)= 2 == Z [A(z+0)— h(x—o0)].
alr,<b alx<lb

Alors, en vertu d’'un théoréme de J. S. Lipinski de ([15], p. 201),
I'ensemble A, est de premiére catégorie. D’autre part, en tenant compte du
théoréme (*), A est un ensemble de premiere catégorie. En vertu du théoréme
de Lebesgue affirmant la dérivabilité presque partout de toute fonction mono-
tone, A est de mesure égale a 1. Donc C— (AUA,) est un ensemble résiduel
de mesure nulle.

Remarque. — Pour toute fonction monotone dont I’ensemble D est partout
dense, A est de premiére catégorie, en vertu du théoréme (*). Ce résultat esten
concordance avec celui de Marczewski de [19].

Takorime 7. — Il existe une fonction strictement croissante et du type o
sur (0,1), telle que Uensemble C— (AU A,)) soit un résiduel sur (o, 1) tandis que
Uensemble CN A, ait la puissance du continu sur chaque sous-intervalle de (o, 1).

Preuve. — Soit E un ensemble de mesure nulle et du type F, situé sur (o, 1)
et tel que, pour chaque intervalle IC (o, 1), I'ensemble ENT ait la puissance
du continu. En vertu d'un théoréme de J. S. Lipinski ([15], p. 204), il existe

une fonction de sauts non décroissante [c’est-é—dire une fonction ftelle que

f(b—o)—f(a+o0)= Z [f(x—+0)— f(x—o0)] pour oéa<bé1],

alxlb

avec f'(x)= o pour x€KE. Du fait que E est partout dense sur (o, 1) il
s’ensuit que D est aussi partout dense sur (o, 1). En effet, dans le cas con-
traire on aurait un intervalle J ot f est continue done, f étant une fonction de’
sauts, f serait constante sur J, en contradiction avec I'hypothése que E est par-
tout dense. Donc f est du type « sur (o, 1). Du fait que ENI a la puissance du
continu pour chaque sous-intervalle I de (o, 1) et de ce que D, en vertu de la
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monotonie de f, est dénombrable, on déduit que CNA, a la puissance du con-
tinu sur chaque I. De la monotonie de / on déduit la dérivabilité presque pat-
tout de /. En vertu du théoréme (*), C — A est un ensemble résiduel sur (o, 1).
OnaC—(AUE)=C—(AUA,)=un ensemble résiduel sur (o, 1).

Remarques. — Pour certaines propriétés des fonctions de sauts dont
I'ensemble D est partout dense, voir [29].

Un exemple intéressant de fonction croissante du type « sur (o, 1) (donc
telle que A soit de premiére catégorie et de mesure égale a 1) a été donné par

W. Sierpinski et A. N. Singh [32]. Soit x= %—l— Z— + oo+ o+ . e

développement binaire de x &€(o, 1), contenant une infinité de zéros. Posons
Flz)= % -+ ;i —+ o+ %}f —+ .... Fest unefonction croissante, discontinue
en chaque « dont le développement binaire est fini et le nombre dérivé infé-
rieur 4 droite de F est nul en chaque point de (o, 1).

TutoriME 8. — Il existe une fonction réelle, finie, définie et du type a sur (o, 1),
telle que D soit un ensemble dénombrable, M= C et A, = o.

Preuve. — Considérons la fonction ® de Riemann, définie sur (o, 1) de la
maniére suivante : ®(x) = o si x est irrationnel; ®(x) = —(I; sl == %’ oupetgq

sont des entiers positifs premiers entre eux. @ est discontinue en chaque x
rationnel et continue en chaque x irrationnel. Il est visible encore que la dérivée a
gauche de @ existe en chaque x rationnel et est égale 4 ao, tandis que la dérivée
a droite de ® existe aussi en chaque « rationnel et est égale & — o, donc
DNM=DnA, = o. Du fait que ® est nulle en chaque «x irrationnel, 1l s’ensuit
que @ est dépourvue de dérivée infinie a droite et de dérivée infinie & gauche en
chaque x irrationnel de (o, 1). Pour accomplir la démonstration, nous allons
prouver que @ est dépourvue de dérivée finie 4 gauche et de dérivée finie a
droite en chaque « irrationnel. Il résultera ainsi que C =M =/1ensemble des
points irrationnels de (o, 1).

Soit £ un nombre irrationnel de (o, 1) et soit’;ﬁ la réduite d’ordre n du déve-

n

loppement de & en fraction continue. D’aprés un théoréme connu (voir, par
-exemple, le théoréme 9 de [10] ou[22], p. 61) on a

<——I—— (n=1,2, ...).

R
l& InGni1

qn

On a donc, en vertu de ce que (p,, ¢,)=1pourn=r1, 2, ...

o(22) — : ‘
qon 9an Gon
= > = Gony1.
Py Py ! .
Gan ) Gan ” G2nGeni1
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En tenant compte que les réduites d’ordre pair forment une suite croissante

et convergente vers & et de ce que limg,,,,= o, il s’ensuit que le nombre

n>®
dérivé supérieur a gauche de @ en Z est o, donc ® est dépourvue de dérivée a

gauche finie en chaque point irrationnel. En utilisant maintenant, au lieu des
réduites d’ordre pair, celles d’ordre impair et en tenant compte que la suite des
réduites d’ordre impair est décroissante et tend vers £, on déduit que le nombre
dérivé supérieur a droite de @ en £ est oo, donc ® est dépourvue de dérivée a
droite finie en chaque point irrationnel.

Il y a encore une voie qui pourrait conduire au théoréme 8. Soient, en
effet, {r.| et {d,] deux suites de nombres réels. Supposons que d,™>o
pour n=1, 2, .... On dit qu'un ensemble E de nombres réels est approximé
par {r,} avec une erreur inférieure a {d,} si pour chaque x€E, I'inégalité
| — r,| <d,estsatisfaite pour une infinité de valeurs de n[26 . R. M. Redheffer

a établi le théoréme suivant[26]: Si 2 d,= o, alors vl existe une suite {r, | telle

1£n o
que chaque ensemble réel E soit approxzme par {r,} avec une erreur inférieure

w

a{d,}. Prenons dans ce théoréme d,= ,—2- Il est aisé de voir que la suite {r,}

correspondante est partout dense. Prenons pour E le complémentaire de la
suite {r, |. Définissons une fonction fde la maniére suivante :

J(r) =

logn (n=1, 2,...)

et f(x)=osix€E. On constateque E=C —(AUA,),D={r,j(n=1, 2, ...).
Mais pour conclure que E=CnAM, on doit d’abord obtenir une précision du
théoréeme de Redheffer.

Remarquons encore que la fonction de Riemann, considérée dans la démons-
tration du théoréme 8, est approximativement discontinue en chaque x ration-
nel et approximativement dérivable en chaque @ irrationnel. On constate ainsi
que le théoréme (*) est en défaut si 'on y remplace la discontinuité et la déri-
vabilité ordinaires par celles approximatives.

TutoriME 9. — Soit f(x) = o st x est irrationnel, f<{—]) ) = é st p et q sont des
entiers positifs, et (p, q)=1. fest du type o et C=M. '

Preuve. — On procéde comme dans la démonstration du théoréme 8, avec la
seule différence suivante : pour £ irrationnel, on a
<(]‘>n> C]2n+1 >1.

S

q-zn
de dérivée, a gauche et a droite, finie ou infinie, en chaque point de C.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 1. 2

Mais pour z, — £, x, irrationnels, on a = o, donc fest dépourvue
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Tatoreme 10. — 1l existe une fonction réelle, finie, définie, continue a gauche
et du type a sur (o, 1), telle que D soit dénombrable et M = (o, 1).

Preuve. — Soit x tel que o < a <1 et soit x =0, x,, L5, ..., &,, ... SON
développement binaire essentiellement infini. On sait qu'un tel développement
est unique. Définissons sur (o, 1) une fonction w, de la maniére suivante :

O(Z)==0, Y1, Y2y « ooy Yne- oy

ou y,=a, si n est impair et y,= o si n est pair. Il est aisé de voir que la fonc-
tion ainsi définie est continue en chaque x dont le développement binaire
essentiellement infini contient une infinité de zéros, en particulier @ est conti-
nue en chaque point irrationnel de (o, 1). On voit aussi que w est continue a
gauche en chaque point de (o, 1). Cependant, I'ensemble D est partout dense
sur (0, 1). Pour prouver cela, il sera suffisant de montrer que w est discontinue
en chaque point x ayant un développement binaire de la forme

L TZ Oy Lyy Loy wvey Liy oony Lan1, OTLLL, ...,
donc x;=oou1 pour 1ZLiZon—1, x,,=o0 et x;=1 pour i>>2n 1.
Soit x”=0, 51, Ba, «.+y By +0., OU Z;==2; pOUr 100N —1, 3y,=1,

z=o pour 2(n—+p)s£i >2anet sy ,y=1.0nax<xpour p=1,2, ...,
lim,, ,2?=a et I'on obtient w(x’)=o0, r,0x302;0...02,, . Il sensuit :

(&) — 0 (X’)==0, ¢1, V2, .oy Viy o . n,y

ol v;=—o0 sl 1=1i-_2n, ou si ¢ est pair et ¢;=1 si ¢ est impair et >2n. On a

. .- ) 1 .
donc, pour chaque p entier positif, w(z) — w(x’) > 5y donc w est discon-
tinue en x.

Pour montrer que M = (o, 1), considérons un point quelconque = de (o, 1).
Soit ®=o0, ®,, @y, ..., T, ... son développement binaire essentiellement

infini. Pour chaque n entier positif suffisamment grand on peut trouver deux
nombres y et z jouissant des propriétés suivantes :

1° o<x~«%<y<w<5<x+;1<l;

2" les développements binaires de y et de z différent du développement binaire
de x seulement par des chiffres de rang pair. Ona donc w(y) =w(x)=w(sz).1l
s’ensuit que si la dérivée a droite ou a gauche de w en x existe, alors elle est
¢gale a zéro. Toutefois, on peut trouver, pour chaque n entier positif suffisam-
ment grand, deux nombres u et ¢ jouissant des propriétés suivantes :

1° o<x—}l<u<x<v<m+’—ll<1;

2° les développements binaires de u et de ¢ different du développe-
ment binaire de x seulement par des chiffres de rang impair. On a
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doncw(u) —w(x)=u—=x et w(¢)—ow(x)=v—az. Il sensuit que si la
dérivée a droite ou a gauche de w en x existe, alors elle est égale a 1.

On constate ainsi que w est dépourvue de dérivée a gauche et a droite, finie
ou infinie, en chaque @ de (o, 1) et le théoréme 10 est établi.

Remarque. — La définition de la fonction w, utilisée dans la démonstration
du théoréme 10, m’a été communiquée en février 195¢ par V. Istratescu, qui I'a
imaginée pour d’autres buts.

TuroriMe 11. — Il existe une fonction réelle, finie, définie et du type o sur
(o, 1) et telle que D soit dénombrable, A soit partout dense et CAM soit un
ensemble résiduel sur (o, 1).

Preuve. — Nous utilisons une idée de S. Cetkovi¢c [4]. Considérons deux
ensembles complémentaires A jet B de nombres entiers positifs, chacun d’eux
contenant une infinité de nombres premiers. Désignons par S I'ensemble des

Vg

nombres réels de la forme é, ou p est un entier, g€B et (p,q)=1. Définissons

une fonction f de la facon sujvante : f(x)=o0 si = &S et f(]é):q"‘-’,

sig €S. Dans [4], on a montré que les ensembles D et A sont partout denses.

En vertu du théoréme (*), (0, 1) — A est un ensemble résiduel sur (o, 1). De
ce que D est dénombrable on déduit que C — A est aussi un ensemble résiduel
sur (o, 1). Du fait que f(x)=o0 pour z€C on déduit que les zéros de f
forment un ensemble partout dense donc, pour x€C, la dérivée a gauche ou a
droite de £, si cette dérivée existe, est égale a zéro. Il s’ensuit que fest dépour-
vue de dérivée infinie, a gauche et a droite, en chaque x € C. Désignons par E
I’ensemble des points irrationnels de C— A. Evidemment, E est un ensemble
résiduel sur (o, 1). Nous allons prouver que f est dépourvue de dérivée finie
— a gauche et a droite — en chaque x€E. Considérons le développement

(infini, car @ est irrationnel) de x en fraction continue et désignons par[qi” la

réduite d’ordre n. On a, en vertu d’un théoréme déja utilisé ([22], p. 61 ou
[10], théoréme 9) et de ce que ¢a,i1 > Gons :

o )211 .
/(22) = s@
(]Qn/ __\.. (]'_UHVI > I
P2n _ (L'I VED
q2n

donc, en tenant compte que I'ensemble des zéros de fs’accumule en x et de ce
que la suite des réduites d’ordre pair est croissante et tend vers «, on déduit
que fest, en chaque x €E, dépourvue de dérivée a gauche finie. Si maintenant
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nous considérons les réduites d’ordre impair, on obtient, toujours en vertu du
théoréme 9 de [10], et de ce que ¢a, > Gan_s,

7222 — i)

Gan—1 -~ _T2n

> >1
P z T Qan— ’
qon—1

donc f est aussi dépourvue, en chaque x€E, de dérivée a droite finie. On
déduit alors que ECCNM, donc CAM est un ensemble résiduel sur (o, 1) et
le théoréme 11 est démontreé.

TntorkMe 12. — Il existe une fonction réelle finie, définie et du type o sur (o, 1),
telle que A soit de mesure égale a 1 tandis que C N\ M soit un résiduel sur (o, 1).

Preuve. — Considérons une suite {z,} (n=1, 2, ...) formée avec tous les
nombres rationnels de (o, 1). Définissons sur (o, 1) une fonction G de la
maniére suivante : G(z)=osixestirrationnel et G(x)= ni sie=uxz,(n=1,2...).
I est évident que G est discontinue en chaque point rationnel et continue en
chaque point irrationnel, donc G est du type x. M. K. Fort Jr. a démontré

que A est de mesure égale a 1 [8]. Il reste donc & démontrer que CNAM est un
résiduel sur (o, 1). :

. q, ,. - 1 _ ) _
Considérons l'intervalle T, :(x,l—— o xn> et posons V, = U Ty, 11 est
: k=n

aisé de voir que V, est un ensemble ouvert partout dense sur (o, 1), donc son

complémentaire est partout non dense sur (o, 1). Alors V== [V est un
n=1

ensemble résiduel sur (o, 1), donc ’ensemble Z— des points irrationnels de V-
est encore un résiduel sur (o, 1). Nous allons montrer que G est dépourvue de
dérivée finie a droite en chaque point de Z~—. Soit, en effet, x&€Z~. On a, pour
chaque n, x€V,, d'oul'on déduit qu’'il y a, pour chaque n, un entier p,>n,

tel que z€T, . 1l s’ensuit que o< x, —x 1:_2 pour n=1, 2, .... De ce

que Z~ est formé de nombres irrationnels on déduit que G(x)=o0 pour r€Z-

et 'on a, pour chaque 7 entier positif,
G(z,,) — G(x)

Zp,

> Pns

— X

done, en tenant compte que lim p,= oo, il s’ensuit que G est dépourvue, en x,
n-»>»

de dérivée finie a droite.

En partant maintenant des intervalles du type Tj:(x,,,x,,—{— ,§—> et en

posant Vj:UTj, on obtient le résiduel V*+= me{. L’ensexﬁble 7+ des

k=n n=1
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points irrationnels de V* est encore un résiduel sur (o, 1) et G est dépourvue
de dérivée finie a gauche en chaque point de Z+. Posons maintenantZ = Z- N Z*.
Z est un résiduel, tandis que G est dépourvue de dérivée finie, a gauche et a
droite, en chaque point de Z. D’autre part, du fait que les zéros de G forment
un ensemble partout dense et de ce que G est nulle en chaque point de Z, il
s’ensuit que G est dépourvue de dérivée infinie, a gauche et a droite, en chaque
point de Z, donc ZC CNM et le théoréme 12 est établi.

Remarque. — Pour toutes les fonctions considérées dans les démonstrations
des théorémes 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 et 12 'ensemble D est dénom-
brable, donc les fonctions sont de la premiére classe de Baire.

PROBLEMES :

1. Existe-t-il une fonction fdu type « et telle que la dérivée de f existe et
soit infinie en chaque point de continuité?

2. Silaréponse au probléme précédent est négative, existe-t-il une fonction f
du type « et telle que la dérivée de f existe — finie ou infinie — en chaque
point de continuité?

3. Existe-t-il une fonction du type 2, telle que les ensembles CAM, A et A,
soient partout denses?

4. Existe-t-il une fonction du type «, telle que D soit indénombrable sur
chaque intervalle et les ensembles CAM et A soient de mesure positive sur
chaque intervalle?

5. Existe-t-il une fonction du type « et telle que A, =D et M= C?

6. Soit {3 tel que o~ 1. Existe-t-il une fonction du type « telle que A soit
de mesure 3 et CNM et A, soient partout denses?

7. Existe-t-il une fonction dérivée du type « telle que A soit partout dense?

Il serait intéressant d’étudier les problémes obtenus de ceux posés par
S. Cetkovi¢ en remplacant la dérivée ordinaire par celle approximative. Pour ce
but, il est, peut-étre, indiqué d’utiliser la théorie métrique des fractions
continues et la mesure des ensembles parfaits définis par certaines propriétés
d’un développement p-adique (voir, par exemple, [24] et [25]).

Maintenant, nous étudierons les fonctions du type « du point de vue de la
structure des ensembles C, D, A, A_. On sait que, méme pour une fonction
réelle générale de variable réelle, ces ensembles sont soumis a certaines
restrictions : C est un G; (donc D est un F,), A et AUA, sont 'intersection
d’un F, avec un F,; dont le complémentaire est de mesure nulle [2], A, est
un F,; de mesure nulle ([2], [13]). Ces types boréliens sont caractéristiques
pour les ensembles respectifs. Il est naturel de poser la question si ces caracté-
risations restent en vigueur pour une fonction du type «. Le théoréme (*) nous
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avertit que la réponse est parfois négative. Nous allons donner quelques
résultats en cette direction.

'

TreoreME 13. — Etant donné un ensemble A contenu et partout dense dans (o,1),
une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une fonction du type o dont
U'ensemble D coincide avec A est que A soit de premiere catégorie et du type I,.

Preuce. — La nécessité résulte du fait que tout ensemble frontiére du type F,

est de premiére catégorie ([12], p. 49) et de ce que D= U {x; w(x)> ;L;,
n=—1

ou w(x) est l'oscillation en a. Pour établir la suffisance de la condition,

considérons un ensemble A partout dense, de premiére catégorie et du

type F,. Il s’ensuit que A est un ensemble frontiére donc, d’aprés un résultat

de W. Sierpinski de [31], on a A= UA,,, ou les ensembles A, sont fermés,

n=i1

partout non denses et disjoints deux a deux. Définissons une fonction / de la
. . I . . . .
maniére suivante : /()= six€A,; f(2)=osi z¢A. Du fait que A est un

ensemble frontiére, il s’ensuit que f est discontinue en chaque point de A. De
ce que chaque voisinage d'un point g A rencontre une infinit¢ d’ensembles A,,,
il s’ensuit que / est continue en chaque € A. On a donc D =A et le théoréme
est démontré.

TukoriME 14. — Soit A un ensemble partout dense, de premiére catégorie et du
type ¥, sur (0,1). Soit 3 la mesure de A. Supposons que (3 <1 et désignons par y
un nombre tel que o =~y < 1— (. Il existe alors une fonction du type a, telle
que D =A, A soit de mesure vy et CNM soit de mesure 1— 3 —~. S, en outre,
lensemble (0,1) — (DU A) est de mesure posttive en chaque sous-intervalle de (o, 1),
alors CN\M est ausst de mesure positive en chaque sous-intervalle de (o,1).

Preuve. — Le théoréme 5 de [17] affirme : Soiz A un ensemble du type ¥,
situé sur (0,1). Soit (3 la mesure de A. Soit v tel que o vy 1— [3. Il existe une
Sfonction y telle que D= A et telle que A soit de mesure y. Prenons, dans ce
théoréme, pour A un ensemble jouissant des propriétés exigées par les hypo-
théses du théoréme 14. On déduit 'existence d’une fonction y telle que D =A
et telle encore que A soit de mesure y (y est choisi tel que o Zy<1—f).
L’ensemble (0,1) — (DUA) est donc de mesure positive, égalea 1— 3 — . En
vertu du théoréme de Denjoy-Young-Saks concernant la disposition des
nombres dérivés d’une fonction quelconque, il existe un ensemble E de
mesure nulle, tel que (0,1) —(DUAUE)=CnM, donc CNM est de mesure
égalea 1 —f3 —v. ;

Supposons maintenant que (0,1) — (DU A) soit de mesure positive en chaque
sous-intervalle de (o,1). En vertu de ce que (o,1) —(DUAUE)=CnM, il
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s’ensuit que CNM jouit aussi de cette propriété et le théoréeme 14 est ainsi
établi.

On sait que A, est un ensemble de mesure nulle pour chaque fonction réelle,
finie, d’une variable réelle. Comme I’a montré A. Broudno, A_ est un ensemble
du type borélien F,; (théoréme 7 de [2]). D’autre part, E. Landis a démontré
que pour chaque ensemble linéaire A de mesure nulle et du type F,; il existe
une fonction continue dont la dérivée est + oo aux points de A et seulement en
ces points [13]. Peut-on remplacer, dans le résultat de Landis, la fonction
continue par une fonction du type «? Une réponse partielle est donnée par le

TutoriME 15. — Pour chaque ensemble A de mesure nulle et du type ¥,;, il
existe une fonction du type o, dont la dérivée a droite est infinie en chaque point

de A.

Preuve. — En vertu du théoréme de E. Landis, il existe une fonction /
continue, telle que f'(x)=-+ o pour x€A et f'(x) <+ pour rgA[13].
Du fait que A est de mesure nulle, on déduit que A est un ensemble frontiére.
Il existe donc un ensemble B dénombrable, partout dense et disjoint de A.
Soient &, La, ..., &,, ... une suite formée avec les éléments de B. Définissons
une fonction g de la maniére suivante : g(x) = f(x)six &B; g(x,)= f(x,)+a,,

a,>opourn=1,z2, ...etlima,=o. De la derniére condition et du fait que f
n>w
est continue, on déduit que g est continue en chaque x € B. On voit aussi que g

est discontinue en chaque x,(n=1, 2, ...), donc g est du type «. De ce que
a,>opourn=r, 2, ..., on déduit, pour chaque x réel et pour chaque Z&B,

x >E,
(1) g(x)—g(i)éf(a;()_{(;‘),

X —¢ X — ¢

donc g' () =+ o pour chaque x€A.

Remarque. — Un cas particulier intéressant du théoréme 15 est celui ou
I'ensemble A est un résiduel.

TatoriMe 16. — Sotent : A un ensemble partout dense, de premiére catégorie
et du type ¥;, B un ensemble de mesure nulle et du type ¥,;, ANB =o. Il existe
une fonction du type a, telle que D = A et dont la dérivée a droite soit infinie en
chaque x €B.

Preuve. — D’aprés un résultat déja cité de [31], on a A= U A, ou les A,

sont fermés, partout non denses et disjoints deux a deux. D’ai;;és le théoréme
de [13], il existe f continue et telle que f'(x)=-+ o pour x&B. Posons
g(x)=f(x)sixgA, g(x)=f(x)+ a,si x€A,, a, étant le méme que celui
de la démonstration du théoréme 15.

On a (1) pour chaque « réel et pour chaque 2¢A. En particulier, on a
g.(x)=-+ o pour x€B.
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Remarque. — Le théoréme 2 de [17] est un cas particulier du théoréme 16.

TntoreME 17. — Soit A un ensemble de mesure nulle, du type G; et ne contenant
aucun nombre algébrique. Il existe alors une fonction du type o dont la dérivée a
droite est + o en chaque x € A et chaque point algébrique irrationnel est un point
de dérivabilité.

Preuve. — En vertu d'un théoréme de Z. Zahorski de [35] (voir aussi le
théoréme 26 de [7] et [ 34]), il existe une fonction f continue, telle que f'(x)
soit finie en chaque z €A et f'(x)=+4 o si x€A. Considérons la fonction g

suivante : g(x)=f(x) si « est irrationnel, g(%) :f<§> —~+g~7si p et ¢ sont
des entiers positifs, (p, ¢)=1. Il est visible que g est continue en chaque x
irrationnel et discontinue en chaque x rationnel, donc g est du type «. SoitZ € A.

On a (1) pour chaque x>%, donc g.(£)=-4 . D’autre part, on a, pour
chaque £ irrationnel,

(2) =

Si £ est irrationnel algébrique, alors, en vertu du théoréme de Liouville, le

P

deuxiéme terme du deuxiéme membre tend a zéro pour p ——E‘ —~ o0, donce

¢/(5) = f1(E) est finie.

TutoriMe 18. — Il existe une fonction du type o et telle que chaque point alge-
brique irrationnel appartienne ¢ CNAx.

Preuve. — Les nombres algébriques irrationnels forment un ensemble V
dénombrable, donc du type ¥,, done du type F,;. V, étant dénombrable, est de
mesure nulle. Il existe alors, d’aprés le théoréme de Landis de [13], une
fonction f continue en chaque point, et telle que f'(x)=-4 o pour z€V.

Soit g(x)= f(x) si x est irrationnel, g<§> :f(%) ~+ ¢ si p et g sont des

entiers positifs premiers entre eux. La relation (2) est remplie pour £ irrationnel.
Si, en outre, £ est algébrique, alors le deuxiéme terme du deuxiéme membre

de (2) tend & zéro pour ’% —k ’ — o, donc g'(£)=f"(£) =+ . Remarquons

enfin que g est discontinue en chaque « rationnel et continue en chaque x
irrationnel, donc g est du type .

COROLLAIRE. — Les points £ tels que
~Tn
(3) lim 22—,
n>w &g _

qn
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pour chaque suite de points rationnels% — £, (Pus qn) =1, forment un ensemble X
n

de premiére catégorie, contenant tous les nombres algébriques irrationnels.

Preuve. — Choisissons I'ensemble A du théoréme 17 tel qu’il soit de premiere
catégorie. 1l s’ensuit que A est, pour f, un résiduel. Si X était de deuxieme
catégorie, alors ANX serait de deuxiéme catégorie et g serait dérivable en
chaque point de ANX, contrairement au théoréme (*), car g est du type .
Donc X est de premiére catégorie. Evidemment, X contient tous les nombres
algébriques irrationnels. Le probléme est de savoir si X contient des nombres
transcendants aussi.

Ce corollaire suggére un énoncé plus général, a savoir :

TukoriMe 19. — Soit {a,| une suite de nombres réels tendant a zéro. Les
nombres £ tels que
. a
lim —2=_ —o
n>w I'/,n — ¢

pour chaque suite {r, | de nombres rationnels tendant a %, forment un ensemble X

de premiére catégorie.

Preuve. — Soit fune fonction dérivable en chaque point. Posons g(x) = f(x)
si & est irrationnel, g(r,) =a,+ f(r,) si r, est le n"*™ terme d’une suite formée
avec tous les nombres rationnels. Du fait que f est continue on déduit que g est
discontinue en chaque @ rationnel; du fait que a,— o on déduit que g est
continue en chaque x irrationnel, donc g est du type «. Alors, en vertu du
théoréme (*), A est de premiére catégorie pour g. Les points £ rationnels peuvent
étre négligés, car ils forment un ensemble dénombrable, donc de premiére
catégorie. Mais on a, pour % irrationnel,

8(rp,) —8(&) :f("p,.) — /) 4 Ly
Tpa—2 Tpa— 2 Tpa—¢

done X CA et X est, a plus forte raison, de premiére catégorie.

TutorieMe 20. — Il existe un ensemble H du type ¥,, jouissant des propriétés
sutvantes : 1° Le complémentaire de H est de mesure nulle; 2° St 'V est un ensemble
de mesure nulle, du type G; et contenu dans H, alors il y a une fonction g du
type o telle g'(x) soit finie pour x€H —V et g'(x) == pour x€V.

Preuve. — A. 1. Khintchine a établi le théoréme suivant [11] : Soit ¢ une
Sfonction réelle, définie et continue sur (o, + ). Supposons encore que xo(x) est
non croissante sur (0, ) et

+ %
f ¢(x)dx
0

converge. Dans ces conditions, les nombres % tels que U'inégalité

._P| 99
- \
q q
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIX. — Fasc. 1. 3
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ait seulement un systéme fini de solutions en nombres entiers p et q(q > o),
Jforment un ensemble K dont le complémentaire est de mesure nulle.

Il existe un ensemble H formé de nombres irrationnels, contenu dans K, du
type F, et dont le complémentaire est de mesure nulle. Soit V un ensemble de
mesure nulle, du type G; et contenu dans H. Il existe, en vertu du théoréme
de Zahorski de [35], une fonction f continue en chaque point et telle que
S (x)=+4o st x€V, f'(x) soit finie si xg V. Considérons maintenant une
fonction ¢ () positive pour > o et telle que

(4) lim

Posons g(x) = f(x) si x est irrationnel et g<§> =f<§> + 4 (q) si petgsont
des entiers premiers entre eux (¢ > o). g est discontinue en chaque .z rationnel,
continue en chaque .« irrationnel, donc est du type «. Pour chaque £ irrationnel

on a
(IE — '}_} — 4
()0 _5) 10y
V- r_ - L
q i qg q -
Si£eH, alors
Y(9) | 2909,
P e(q)
(/ e
done, en vertu de (4),
lim ()
AT
I/ (/ -

et ¢'(5)=f'(£). En particulier, pour 2€V, g'(§) =f'(§) =+ =.

ProBLiMES. — Soit A un ensemble de premiére catégorie et du type F,.

8. Existe-t-il une fonction telle que D =A, tandis que A et C—(AUA,)
soient partout denses?

9. Existe-t-il une fonction telle que D = A, A, soit dense et A, cC?

10. Si la réponse au probléme 9 est affirmative, existe-t-il une fonction telle
que D=AetAyuA, =C(C?

11. Existe-t-il une fonction telle que D = A, tandis que CAM, A et A, soient
partout denses?

12. Existe-t-il une fonction telle que D = A tandis que CAM et A soient de
mesure positive sur chaque intervalle?
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13. Soit § la mesure de A C(o,1) et soit y positif et =1 — 3. Existe-t-il une
fonction telle que D= A, Asoit de mesure y et C N M soit partout dense sur (0,1)?
(voir aussi le théoréme 5 de [17]).

14. Existe-t-il une fonction monotone du type «, telle que C —ACM?

15. Existe-t-il une fonction monotone du type «, telle que C —A=A, UM?
Soit B un ensemble de mesure nulle, du type G;.

16. Existe-t-1l une fonction du type «, telle que A, =B?

17. Sila réponse au probléme 16 est affirmative, existe-t-il une fonction du
type 2, telle que A, =B et A soit partout dense?

18. Sila réponse au probléme 16 est affirmative, existe-t-il une fonction du
type «, telle que A, =B et COM?

19. Si la réponse aux problémes 17 et 18 est affirmative, existe-t-il une
fonction du type «, telleque A, =BetC=A_,UM, A, et M étant partout denses?
Soit E un ensemble de premiére catégorie et du type Fj.

20. Existe-t-il une fonction du type «, telle que A=E?

21. Sila réponse au probléme 20 est affirmative, existe-t-il une fonction du
type a, telleque A=Eet C —A=A_,UM?

Soient : A et E des ensembles de premiére catégorie et du type F,, B un
ensemble de mesure nulle et du type G;, ANB=AnNnE=BnE=o.

22. Existe-t-il une fonction telle que D=A et A, =B?

23. Existe-t-il une fonction telle que D =A et A=E?
24. Existe-t-il une fonction du type «, telle que A=E et A, =B?

25. Si la réponse aux problémes 22, 23 et 24 est affirmative, existe-t-il une
fonction telle que D=A, A=Eet A, =B?

26. Si la réponse au probléeme 22 est affirmative, existe-t-il une fonction
telle que D=A, A, =B et CAM soit partout dense?

27. Sila réponse au probléme 23 est affirmative, existe-t-il une fonction telle
que D=A, A=E et A, et MNC soient partout denses?

28. Sila réponse au probléme 24 est affirmative, existe-t-il une fonction du
type «, telle que A=E, A, =B et CNM soit partout dense?

29. Si la réponse au probléeme 25 est affirmative, existe-t-il une fonction
telle que D=A,A=E. A, =BetC=AUA UM?

30. Si la réponse au probleme 29 est affirmative, existe-t-il une fonction
telleque D=A, A=E, A, =BetC=AUA?
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Ajouté sur les épreuves. — 1. S. Abian a donné récemment (Fund. Math., t. 49, n° 2,
1961, p. 181-182) un théoréme qui s’obtient du théoréme 10 ci-dessus en remplacant le mot
« gauche » par le mot «droite » et I'égalité « M —(0,1) » par l'égalit¢ « M—=C». Le
théoréme de S. Abian ne contient pas le théoréme 2 ci-dessus, car on ne sait pas, chez lui,
si A, = o. La construction de S. Abian est basée sur une idée différente de celles utilisées
dans le travail ci-dessus. En outre, sa fonction est biunivoque.

2. Le probléeme 2 a été résolu par K. M. Garg (Revue de math. pures et appl., t. 7,n° |,
1962). Les résultats de Garg sont discutés par S. Marcus (Revue de math. pures et appl.,
t. 7, n® 2, 1962).

3. F. Bagemihl a démontré (Michigan Math. J., t. I, 1957, p. 289-290) que les nombres
de Liouville forment un ensemble résiduel. Cela permet d’obtenir I'affirmation 3° de I'énoncé
du théoréme & comme une conséquence de 'affirmation 2° du méme énoncé. Aussi, dans
I’énoncé du théoréme 5, l'affirmation 3° doit étre modifiée, en tenant compte du résultat de
Bagemihl.




