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ELEMENTS EXCEPTIONNELS
DES FONCTIONS ANALYTIQUES

Pax M. Pavr. MONTEL.

1. Une fonction u= f(z), analytique et réguliére dans un domaine (D), ¢’est-
a-dire méromorphe dans ce domaine, peut étre considérée comme établissant
une correspondance entre les points du plan complexe z et ceux du plan com-
plexe u ou entre les points des sphéres de Riemann associées & ces plans. On
peut la considérer aussi comme définissant une courbe (I') dans un plan
projectif rapporté a deux axes de coordonnées = et w.

Les valeurs exceptionnelles sont celles que uz ne prend pas ou ne prend qu'un
nombre fini de fois. Leur étude repose sur le théoréme de Picard. Elle constitue
un ensemble de propositions formant le cycle de Picard et donne naissance a
une importante famille normale. Le théoréme de Picard affirme que u est une
constante si elle admet dans le plan z trois valeurs exceptionnelles en se placant
au premier point de vue; ou, en se placant au second point de vue, que la
courbe (I') est une droite paralléle a I'axe des z si elle ne rencontre qu'un
nombre fini de fois chacune de trois droites fixes paralléles 4 cet axe.

2. Il existe d’autres éléments exceptionnels que les points extérieurs a (I').
On peut examiner les tangentes a cette courbe et transformer par dualité
I'’hypothése du théoréme de Picard. La tangente a (I") est la multiplicité définie
par I'équation

U—f(zs) =f(s)(Z—3z)=0,

Z et U désignant les coordonnées courantes, = et u celles du point de contact.
Aux trois droites paralléles du théoréeme de Picard vont correspondre trois
points en ligne droite.

Supposons que ces points soient d’abord les points (1, 0), (0, 1), (1, 1), &
I'infini, c’est-a-dire que la tangente n’est paralléle ni aux axes ni a leur bis-
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sectrice. f'(z) ne prendra aucune des valeurs o, 1, % et sera une constante C,
donc

f(z5)=Cz+C,

(7 désignant une autre constante : (I') est une droite.
Supposons maintenant qu’il s’agisse de trois points alignés quelconques
P,(ay, b)), P,(a,, b,), Py(as, by) avec la condition

a, b, 1
o=|a by, 1 |=o.
a, by 1

Soit A=a,—a,, p.=a;—a,, vy=a,— a,; si 'un de ces nombres est nul,
par exemple A, on a : a,=a,, b~ b,,

a, b, 1
0= 1| a, b, 1| = (by—by) (a,— a,) = o.

o by,—b, o

Done a,= a,, les points sont sur une paralléle a 'axe des u et, comme ils
sont distinets,

bi¢b2a b?}ﬁbih bi‘¢blv
et 'on peut prendre

r=0b,— by, p=20,—0b,, v=>=0,—b,.

On peut donc, dans tous les cas, supposer Apv=~£o. .
Posons
A f(3) + (@ —z) f'(5) — b1 ]=0,(5),
pLf(5) + (= 5) f'(5) — ba] = 0:(5),
v[f(z) 4+ (ay—3z) f1(3) — by ] = 05(5).

On a, puisque Aa,~+ pna,+vay,=rb,+ pby4+vby="nr~+ p.+v=o,
0,4 0,4+ 0= o,
. s X . 0
et aucune des fonctions 0,, 0., 0, n’a de zéro. La fonction — 0—' ne prend pas les
valeurs o ni o ; elle ne prend pas non plus la valeur 1, sinon I'égalité

0,+0,—o0

entrainerait f, = o, ce qui est impossible.

Si f(z) est réguliére dans tout le plan fini, e—‘ est une constante et 'on a

F(3)  (—5) fl— by = C[f(3) + (as— 3) ['— by ],
C désignant une constante, ou

J(z)+(a—3)f'—f=0,
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en posant
a,— Ca, b, — Cb,

a:l—_~c—, SZTT, s1 G¢I

L’équation différentielle peut s’écrire

2]t

2—3
d’ou
f()=Ci(s—a)+p=0Cz+GC,

La courbe (I') est une droite. Si C =1, il vient

(ar— as) f'— (by— by) = o
et le résultat est le méme.
Si le domaine d’existence (D) de f(z) ne comprend pas tout le plan, on voit

. 0, .
que les fonctions o forment une famille normale.

Les conclusions demeurent les mémes si la tangente passe un nombre fini de
fois par un seul des trois points.

Mais elles supposent essentiellement que les trois points P,, P,, P, soient
alignés. Supposons en effet que ces points forment un triangle de sommets
(0, ©), (0, 0), (=, 0). La fonction u=¢* n’a aucune tangente paralléle aux
axes et une tangente passant a I'origine,

Ce cas d’exception ne se présente pas dans le cas des valeurs exceptionnelles ;
les droites paralléles peuvent étre remplacées par trois droites arbitraires et
méme par une courbe algébrique d’ordre au moins égal a 3.

On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Toute fonction réguliére dans le plan dont la tangente ne passe jamars par l'un
de trois points alignés ou ne passe qu’un nombre fini de fois par un de ces points
est un binome du premier degré.

Nous appellerons points tangentiellement exceptionnels, les points par lesquels
ne passe aucune tangente a la courbe (I').

3. Considérons une famille de fonctions f(z) réguliéres dans un domaine (D)
ou elles admettent trois points tangentiellement exceptionnels alignés. On peut
supposer que ce sont les points (o0, 0), (a, 0), (a’, 0). En effet, des transla-
tions sur z et sur z raménent un des points a 'origine et, si m désigne la pente
de la droite qui les porte, en remplacant f(z) par f(z) —msz, on place les deux
autres points sur 'axe des z. Soit alors

—f(5) = [ (&) (a —3)=10,
—f(z) = f(z)(d—3)
— f(5) + 31 (=) =0
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ces expressions sont dépourvues de zéro et vérifient I'identité

@0y —al,+ (a—a)b;=o.
La fonction

0, f(s) 4 (5 (a— 5 ’
= e
admet comme valeurs exceptionnelles o, », 1 — ;—L,, comme on I'a vu préceé-
demment, donc la fonection /—_fl—f admet les valeurs exceptionnelles — 2[},’ w,
— ﬁ et son inverse, % — z, les valeurs exceptionnelles — «, o, —«'. Done, la
famllle% — 5 est normale et il en est de méme pour les_fonctions% et pour
-7

On ne peut en conclure que la famille des fonctions f(z) est normale. Par
exemple, considérons la suite des fonctions f,(z)= e dans un domaine conte-
nant un segment de I’axe des « et ne contenant aucun des points tangentiellement
exceptionnels. Les fonctions 0,, 0,, 0, n’ont pas de zéro dans le domaine car

, I 1 1 . . .
leurs zéros sont a + . a + Pl la famille n’est pas normale tandis que la suite

Jn — p Vest. On verrait de méme que la suite Susty = f, n'est pas normale
J Bt

n
24
j n
S

Ff- Des points tangentiellement exceptionnels sont ici (—1,0), (2,0),

car elle converge non uniformément vers e* * tandis que la suite <* converge

(—2, 0) si le domaine est le cercle | z| <1.

La famille des dérivées logarithmiques est normale dans le domaine (D). On
en déduit un cycle de théorémes correspondant & ceux des cycles de Picard ou
de Liouville dus 4 Schottky et a Landau.

Soit par exemple le domaine |z| <1, @' == et

f3)=a,+4- a5 + a,z*+. .,

z| <6< 1, le module def, %) est borné par un

on montre aisément que, pour

nombre dépendant des données, de 0 et de |2

Si le domaine est | z| <R, on démontre que, si R dépasse une valeur dépen-
dant de |a,|, |a,], |a.|, la fonction cesse d’étre réguliére ou I'un des points
cesse d’étre tangentiellement exceptionnel.

Dans certains cas, la famille des f(z) est aussi normale (*).

(1) Cf. P. MontEL, Sur les propriétés tangentielles des fonctions analytiques (Instilut de mathéma-
tiques, 1958, Bucarest.)
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4. Le théoréme établi au paragraphe 2 peut étre étendu a d’autres éléments
exceptionnels. Appelons parabole osculatrice d’ordre p a la courbe (I') au point
(2, u) la courbe d’équation
U=+ =)+ B e e B g,
et supposons qu’il existe p points du plan P,, ..., P,, exceptionnels c’est-a-
dire tels qu'aucune parabole osculatrice d’ordre p a (I') ne passe par un de
ces points. Si les p points P, P,, ..., P, sont sur une parabole d’ordre p, la
fonction f(z), supposée réguliére dans le plan, est un polynome de degré p.
Pour p =1, on retrouve le théoréme du paragraphe 2.

Donnons la démonstration dans le cas de p=4. Soient P, (a,, b,), P.(a., b,),
Py(ay, by), P,(a,, b,), les quatre points exceptionnels, on doit avoir

\ 1w, af by
. b1 oay ar b,
0= R == 0.
1 a; a; b

1 oa, a; b, |

Désignons par A, ., v, ¢ les coefficients de b,, b,, b;, b,, dans le développe-
ment de . Si I'un d’eux, A par exemple, est nul, on en déduit que deux des a,,
a,, a;, a, sont égaux, par exemple a,=a, et, comme b,5£b,, on en déduit,
comme au paragraphe 2, que a,= a;. Donc a, = a,=a,=a.

Alors

2

Jo oy e @

a trois valeurs exceptionnelles &,, 0., b;, donc

(a— s

JH(a—s) '+ —F—/"=0,
et, en dérivant,
(o —z)*f"=o,
d’ou
S=Az2+Bzs+C.
Supposons donc Apvos£ 0. Alors,

A /+ (ay—3) "+ ;(/1,—4 :)2—b|“ = ;(:),
: . ) T
[ f‘i"((’g”“,s)'/,—f—;(ll,g—; Rp— :c—o—:;’
- 1 b 7 eonkﬂ)

1 4+ (ay—35) ' + = (as—35) = b; | = )
[ 1 g |
Ao-f+ (a’l'_‘/')f -+ ;(a’l_"')_¥ "‘7 — CP(S),

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 3. 35
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d’ou, en ajoutant,
601+ 302+ e0:1+ 60“: 0,
o, 0, 05, 0,, 0, désignant des fonctions entiéres. On en déduit que les diffé-
rences entre deux des 0,, 0,, 0, 0, sont des constantes (*). On a donc
0,— 0,= Cte
ou
[+ (ar—z)f+ ; (,— 53)—b,= C[f+ (ar—z) f'+ é(aﬂ_,—z)'l—bg]

ou, en dérivant,
[(6(1— 3)2_ C(az_ 3)2 I/'r//: o

et, puisque A £ 0, a, a,,
f"=o0
f=A=22+Bz+C.

On raisonnerait de méme dans le cas général et I'on établit ainsi le théoréme :

Toute fonction analytique réguliére dont aucune parabole osculatrice d’ordre p
ne passe par un de p points fixes situés sur une parabole d’ordre p est un polynome
de degré p.

5. Remplacons la multiplicité tangente par la multiplicité normale
S U—f)+7Z—s=o.

Supposons qu’aucune normale ne passe par I'un de trois points alignés et
reprenons les notations du paragraphe 2 en posant

;|f’(z) (b,~f(;)) + a; — :)—_j 0,,
[f1(3) (ba— f(3)) + ar— 5] =0y,
VLI (5) (s — (5)) + a0 — 5] =0y,

9, -+ 03+ e;;E 0.
(1o 0,
On en déduit que le rapport g, est constant ou

s+ f(5)f(5) —a—B fl=o,

24 ur—o2az—28u+y=o.

La courbe (I') est un cercle dont le centre est situé sur la droite P,P,Py;
elle admet donc des normales passant par ces trois points. Lorsque « et 3 sont
infinis, la courbe est une droite et posséde des normales passant par ces points.
Il n’existe donc pas de fonction analytique uniforme et réguliére dont aucune
normale ne passe par trois points alignés.

(2) Cf. E. BoreL, Sur les zéros des fonctions entiéres (Acta Mathematica, t. 20, 1897, p. 33=-404).
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6. Remplacons la tangente a (I') par la corde joignant les points (z, u)
et (z—+ A, u—+ Au), h étant fixe. Supposons que cette droite ne passe par aucun
des points alignés P,, P,, P; et conservons les notations du paragraphe 2. La
corde a pour équation

A
U-—f— be(ziz):o.
On aboutira a I'équation
A
B—/[f— T;,f(a~:):0.

Jf =10 est une solution; posons f(3) =3 — g(z), il vient

glz+h)(a—3)—g(5)(a— 3z — 1),
gcrh) gz
afzﬁll_:z-«;k‘})(ﬁ)"

w(z) désignant une fonction périodique de période A. On a donc

f(:):ﬁ—i—(:w a)w(s).

SiC=r1,0na

A
(ay— as) /1f —=b,— b,
et, comme «, — a, n’est pas nul,
Af _bi=b: _
h ™ ay—a,
et, en posant f=cz 4 g,
Ag=o0

et g = w(z) est périodique de période /.
Si la méme propriété est vérifiée pour l'accroissement £ et les points P,
P, P, on aura
w(z—a)+B=ow(z—ad)+f,

', B’ étant les coordonnées d’un point de la droite P’ P,. En remplacant =

par z 4k,
w(z+k)(s+k—a)+P=w(3)(z+k,—0a)+{,

et, en retranchant,
(z+h—a)dro+ ko =ko,.

Remplacons maintenant z par z + / et retranchons, nous aurons

hArw =k Ao,

et .
Aj o, Ao

h k
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%Ahwl est une fonction doublement périodique 6. Donc

w(s+ k) —w(z)=0,
o(z+ak)—o(s+ k)=0,

o(s+mhk) —o|s+ (m—1)k] =0,
d’ou, en ajoutant membre a membre,
w(z+mhk) —o(s)=ml
et, si 0 n’est pas identiquement nul, w(z—+ mk) augmente indéfiniment avec m.

D’autre part, I'égalité
(r—a)o+B=(s—a)u,+

donne
(s +mhk—a)o(s+mhk) +3=(5+mhk—a ) (z)+ [,
L s+mk—d Br—2p
w(0+m/‘)~:—+—mk—a&)i(A')+ z 4 mh—a
et

nlii_m o (z + mk) = w, (z).

On peut supposer w,(3) fini puisque z est arbitraire. Il y a contradiction,

donc 0 est nul et
Arow —o.

®(z) est doublement périodique. En résumé,

Une fonction réguliére f(z), telle que la corde unissant les points (z, f(z)),
(z+h, f(z+4 h)) ne passe par aucun de trots points alignés est de la forme

(5 —a)w(s) + B3,

w(z) désignant une fonction périodique de période h, « et [} des constantes.

St la méme propriété est vérifiée pour des accroissements h et k dont le rapport
est imaginaire, o est doublement périodique. ’

St la méme propriété est vérifiée pour des accroissements h, k, l, linéairement
indépendants, v est une constante et la fonction est linéaire.

\ / . . .
Remarque. — Dans le cas ou le rapport»,g est réel, si ce rapport est rationnel,

w(z) est périodique et si ce rapport est irrationnel, w est une constante et f(z)
est linéaire.

7. Soit u= f(z, 5'), une fonction analytique de deux variables z, 5/, régu-
liére pour toutes valeurs finies de ces variables. Supposons qu'aucun plan
tangent & la surface (S) définie par les valeurs (z, 5/, u) ne passe par un des
points alignés P, (ay, 4\, b,), P.(a,, a,, b,), P,(a,, a;, by). On a
by 1

o=|a, by, 1 |=0, o'=|d, b, 1 |=o0.

a, b, 1 7

a, b, 1 a, b, 1



I‘ELE'MENTS EXCEPTIONNELS DES FQNCTIONS ANALYTIQUES. 279
Il existe trois nombres 7, u., v, différents de zéro, comme on I'a montré au
paragraphe 2, tels que

hay+ pas+va,= dd, + pdy +vay =20, + pby+vb;—= A+ .+ v =o.

Le plan tangent au point (3, 5/, ) a pour équation
UC—u—p(L—5)—q(ll—3)=o,

Jdu du . .
wee p= - q= Si ce plan ne passe par aucun des points P,, P,, Py, les

fonctions
Moy —u—p(uy—z)—q(dy,—35)] =0,
Lo —u—p(ar—3z) —q(uy—3")] =0,
v[by—u—p(as—s3)—q(a,— =) =0,

n’ont pas de zéro, On a d’ailleurs

0,4+ 0,4+ 0,=o.

T 0 .
On en déduit, comme au paragraphe 2, que le rapport 0—' est une constante G,

d’ou
by—u—plan—3z)—q(a,—5)=Clby—u—p(ar—z) — q(ay—37")]
ou
B—u—pla—z)—q(ad—35)=o,
avec .
o ————”]l'_;(z;”i, — =L,y li(l),”,"' ) G = —bII:(:;bi, si G,

Par une translation des axes, cette équation devient
w—ps —qgs'=o.

./
; en

SRS

. , . . . w :
Le premier membre est le déterminant fonctionnel des fonctions — et
effet

! -
u = [) u <
D(*, - e /
\z s5) |& = 2 u—pz—qs
D(s5) |y ' — 53

On a done

0|

()

la surface est un cone de sommet origine. La section de ce cone par le
plan 3=tz est la droite d’intersection de ce plan avec le plan

AN

u=209(2)s,

T

. g w(s, & . . TS . A
la fonction op(—;) = ¥ est analytique et réguliére et il en est de méme
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pour ¢(2). La génératrice du cone

est unique dans tout plan passant par I'axe des «. Pour un pole de go(ls, on
obtiendrait la droite

!

s=s5'=o,

c’est-a-dire 'axe des u qui devrait alors appartenir 4 chacun de ces plans, ce
qui n’a pas lieu. Donc ¢(z) n’a pas de pole. Si I'on coupe le cone par le
plan z=o correspondant a ¢ infini, la génératrice est définie par le plan

=5

u—_—

o(t .. . . N T B
et 20 a une valeur limite pour ¢ infini. Donc 9(¢) a un pole a 'infini; ¢’est un

t
polynome qui est du premier degré si O—i—Q a une limite finie. Cette limite ne

peut d’ailleurs étre infinie, sinon on obtiendrait I'axe des u, s=3'=o0. En
définitive,
v (1) =A + By, u=Az+ Bz,

la surface (S) est un plan.
Supposons maintenant C =1. L’équation devient

(ay—ar)p + (ay —ay)q =b,— b..

L’'une des différences a,—a,, a,—a, est différente de zéro, sinon on
aurait b,—=>b, et les points P, et P, ne seraient pas distincts. Supposons

b, — b, N, — d, s, .
done a, — a, o. Posons R—— hy p— =, 0na I'équation
P g =1

elle admet la solution particuliére Az et, si f= 1Az f,, on a

J Jd
P+ pgi=0, 171:5f:l" 1:“(9‘];1/'

C’est le déterminant fonctionnel des fonctions f, et 5’— wz. Donc
J1=9(s'— ps).
La solution générale est donnée par
 u—hs=o(s— pa).

La surface (S) est un cylindre de génératrices paralléles a la droite P, P,.
Chaque génératrice est donnée par les équations
= pz=t,
w— hz = q(1),
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o(¢) désignant une fonction analytique réguliére. On verrait comme plus haut

que 9(¢) est un polynome et que 9% a une limite finie pour ¢ infini. Donc ¢(¢)

est un binome du premier degré et la surface est un plan.

Appelons points tangentiellement exceptionnels les points en lesquels ne passe
aucun plan tangent & la surface (S). Nous pouvons énoncer la proposition
suivante :

Toute fonction f(z, 3') de deux-variables complexes z, z', réguliére dans les

plans des z et des 3', admettant trois points tangentiellement exceptionnels alignés
est une fonction linéaire de ses variables.

Ce théoréme correspond par dualité au théoréme de Picard relatif a une
fonction de deux variables.

8. Les éléments exceptionnels relatifs a une fonction analytique peuvent
étre associés quoique de natures différentes et conduisent a des propositions
utiles. Le premier exemple nous en est donné par le théoréme de Bureau-
Miranda qui associe deux valeurs exceptionnelles 4 un point tangentiellement
exceptionnel en établissant que la famille des fonctions holomorphes dépour-
vues de zéros et dont les dérivées ne prennent pas la valeur un est normale.
Sil'on remplace le point (1, 1) a 'infini par origine, la condition f'(z)£1
devient f(z)—af'(z)~0 et le résultat est le méme d’aprés un théoréme
de M. Chi Tai Chuang (*). '

(3) CJ. Cut Ta1 Cnuang, C. R. Acad. Sc., t. 204, 1937, p. 1930.




