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SUR LES

ANNEAUX PREMIERS N(ETHERIENS A GAUCHE

Psk MM. L. LESIEUR er R. CROISOT.

IntropUCTION. — Rappelons qu'un anneau premier est un anneau A dans lequel
la condition aAb= o implique @ =0 ou b =o0. On sait que cette propriété est
équivalente au fait que le produit de deux idéaux bilatéres non nuls soit un
idéal bilatére non nul ou encore au fait que le produit de deux idéaux a gauche
non nuls soit un idéal a gauche non nul (¢f. N. H. McCoy [11]). La notion
d’anneau d'intégrité, c’est-a-dire d’anneau sans diviseurs de zéro (anneau tel
que la condition ab=o implique @ =0 ou b= 0) est un cas particulier de celle
d’anneau premier. Les deux notions coincident dans le cas commutatif. Nous
considérons naturellement le cas ot I'anneau n’est pas nécessairement com-
mutatif.

Un anneau A est dit naethérien a gauche si l'ensemble de ses idéaux a gauche
vérifie la condition maximale. 11 est dit artinien a gauche si cet ensémble vérifie
la condition minimale. On sait qu'un anneau avec élément unité qui est artinien
a gauche est neethérien a gauche (cf. N. Bourbaki[1], p. 72). C’est pourquoi
nous examinons d’abord ce cas (§ 1). Le paragraphe 2 est consacré au cas d’un
anneau d’intégrité et les paragraphes suivants concernent le cas d'un anneau
neethérien & gauche quelconque, Nous mettons en évidence certains idéaux
a gauche que nous appelons idéaux a gauche fermés(cf. § 3). Un idéal a gauche
fermé F est caractérisé par 'une ou l'autre des trois propriétés suivantes qui
sont équivalentes dans un anneau premier ncethérien a gauche :

1° Vbogl, ze(b|avec x £ o tel que Fn(x|=o0;

2° F est un idéal a gauche maximal parmi ceux qui vérifient la relation
FNX=o0, ou X est un idéal & gauche fixé;

3> abeF, bl = a est diviseur de zéro a droite.

Les idéaux annulateurs a gauche sont des idéaux a gauche fermés particuliers.
Nous montrons que 'ensemble de tous les idéaux a gauche fermés constitue un
treillis géométrique de longueur finie qui permet I'étude des décompositions
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162 L. LESIEUR ET R. CROISOT.

de I'idéal o comme intersection d’'un nombre fini d’idéaux a gauche n-irréduc-
tibles (cf. § 4).

Dans un Mémoire récent, A. W. Goldie (¢/. [ 7]) a étudié les anneaux premiers
ncethériens 4 gauche et a droite. Pour cela, il a considéré les conditions
suivantes :

(1) Chaque somme directe d’idéaux a gauche de A posséde un nombre fini
de composantes;

(20) L’ensemble des idéaux annulateurs a gauche vérifie la condition maxi-
male

et les conditions symétriques (17) et (2r). Afin de rattacher plus étroitement
nos résultats a ceux de A. W. Goldie, nous faisons également usage de ces
conditions. Les conditions (1/) et (2/) sont évidemment vérifiées dans un
anneau ncethérien a gauche (*) ainsi que dans un anneau régulier a gauche
(c¢f. P. Dubreil [4], p. 280).

Aprés avoir étudié quelques propriétés supplémentaires des idéaux a gauche
fermés (cf. § 5), nous montrons que tout anneau premier satisfaisant aux
conditions (1/) et (27), en particulier tout anneau premier A neethérien @ gauche
est immersible dans un anneau de matrices a cocfficients dans un corps (non
nécessairement commutatif), lequel anneau est I'enveloppe injective de A consi-
déré comme A-module a gauche (¢f. B. Eckmann et A. Schopf [6]) et est défini
a un isomorphisme prés relativement 4 A (¢f. § 6).

1. ANNEAUX PREMIERS ARTINIENS A GAUCHE AVEC ELEMENT UNITE. — La structure
d’'un anneau premier artinien a gauche avec élément unité est bien connue
(¢f. N. Jacobson [7], p, 39) : il est isomorphe a 'anneau des endomorphismes
d’un espace vectoriel E de dimension finie » sur un corps K, c’est-a-dire
isomorphe a I'anneau M,,(K) des matrices carrées d'ordre n a éléments dans K.
Cet anneau est donc stmple, en ce sens qu'il n’admet pas d’autres idéaux bila-
téres que o et A. Donnons quelques propriétés des idéaux a gauche d’un tel
anneau qui seront susceptibles de nous éclairer dans le cas neethérien.

Prorriett 1. — Tout idéal a gauche d’un anneau premier artinien a gauche
avec élément unité est o-premier a droite (*).
D’apreés la définition donnée par L. Lesieur et R. Croisot [ 10], p. 97, 'idéal

(1) Par contre, il existe des anneaux premiers non neethériens & gauche vérifiant ces condilions,
par exemple I’anneau commutatif K[z, @2, ..., x,, ...] des polynomes a coefficients dans un
corps K et & une infinité dénombrable de variables permutables zy, 2o, ..., 2,, ....

(?) Les idéaux a gauche o-premiers a droite sont des cas particuliers d’idéaux primaires associés
a lidéal premier o, done a fortiori des cas particuliers d’idéaux tertiaires (cf. L. lLesicur el
R. Croisot [10]). La décomposition de l'idéal o comme intersection d’idéaux lertiaires, qui n’a qu’une
seule composante, est insuffisante pour I’étude que nous faisons ici.
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a gauche X est o-premier a droite si 'on a

aALCX, bgX = u=o.

Supposons a =~ o; 'anneau A étant simple, I'idéal bilatére () engendré par a
est Iidéal impropre A. Il existe donc des éléments b; ete; tels qu’on ait, 1 dé-
signant I'élément unité de A,
=" i=k
Q . N -
1 :Z b;ac;, d’ou b :‘\_; biuc;beX,
=1 =1
ce qui contredit 'hypothése.
Nous avons méme pour tout idéal & gauche X une propriété plus forte :

ProvrieTE 2. — Pour tout /)q;'X, il existe v€ A tel que XN Avb =0 avec vb*o.
D’apres la propriété 1, ona o =X-.Ab, d’ou

0 imX'.ab.

abe X

En vertu de la condition minimale, il existe a,, a., ..., a,(n>x1) tels que

i=n

t)im (X w;b).

i=1

On peut supposer cette décomposition de o sans idéaux a gauche superflus,
et écrire en particulier

o=(X".u;0)nY, avec Y £o (dans le cas n =1, on prend Y == A).

On en déduit
o=XnYy, b,

avec Ya, b o car Ya,b=o entrainerait Ya,b6CX, YCX-.a,0 et Y=0. En
prenant ¢ = ya, avec ya,b =~ o, onsatisfait a la propriété 2.

Enfin, la structure d’un anneau premier artinien 4 gauche avec élément
unité A, rappelée plus haut, permet de donner celle de 'ensemble des idéaux a

gauche de A :

Provriiti 3. — Les idéaux a gauche de A constituent un treillis modulaire com-
plémenté irréductible de longueur finie n (isomorphe au treillis des sous-espaces
vectoriels d'un espace vectoriel de dimension n sur un corps K).

En particulier, les idéaux n-irréductibles de A sont les idéaux maximaux;
lUidéal o est Uintersection de n idéaux maximaux; il est N -irréductible si et
seulement st n =1, c'est-d-dire lorsque A est un corps (commutatif ou non).

9. ANNEAUX D'INTEGRITE NOETHERIENS A GAvucHE. — Dans toute la suite, nous ne
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supposons pas que les anneaux considérés possédent un élément unité. Dans ce
paragraphe 2, nous considérons un anneau A sans diviseurs de zéro auquel
nous imposons la condition

(1l) Chaque somme directe d’idéaux a gauche A posséde un nombre fini de
composantes.

TutoriMe 1. — Dans un anneau d'intégrité A vérifiant la condition (11), en
particulier dans un anneau d’intégrité neethérien a gauche, U'idéal o est N\ -irré-
ductible a gauche et A admet un corps des quotients a gauche (*).

8 P q 8 \

Supposons, en effet, qu'on ait XNY =o, avec des idéaux a gauche X et Y
distincts de 0. On peut done trouver x€X avec <0 et y€Y avec y £ o tels
que (x|A(y|=o0, ot (| par exemple désigne I'idéal i gauche engendré par x.

Considérons les idéaux

e I N () el B B e (52U L N

En vertu de la condition (1/), il existe un entier n, qu'on peut supposer

minimum, et des éléments 2’ € (x|, ¥, €(x|, x,€(x|, ..., 2, €(x]tels que
d oy =y +aly .y £ o,

d’ou
(1) (2 yn—ayy —. . . — ' — &)y —=o.

L’élément u=a'y"—x,y—...—x, y"'—x, est non nul, car u=o
entrainerait

L - TCaT o YRG ER
D’ou
o .1:',_,)' e :L"”)'““‘ Z 0,

ce qui est contraire a I'hypothése de minimalité faite sur n. On déduit donc
de (1) y = o puisque A est sans diviseurs de zéro, d’ott une contradiction.

Le fait que o soit N-irréductible 4 gauche peut également s’exprimer par
I'existence, pour tout couple (xr,y) avec 2o, ys£o0, de a et b tels que
ar==>by £ 0; il en résulte qu'un anneau d’intégrité nawthérien a gauche est
régulier a gauche, done qu’il admet un corps de quotients a gauche, ¢’est-a-dire
que A peut étre plongé dans un corps K, tout ¢lément de K se mettant sous la
forme b="'a avec b€ A, a€ A (¢f. P. Dubreil [4], p. 280).

La démonstration précédente donne en méme temps la propriété suivante :

Propriitk 4. — A étant un anneau vérifiant la condition (1 1), la relation
(z|n(y]=o

exige que x ety soient des diviseurs de zéro a drotte.

(3) Cette propriété est démontrée par A. W. Goldie (¢f. [7]) d'une maniére un peu dillérente. On
adapte facilement Ie théoréme 1 pour établir qu’un semi-groupe ncethérien a gauche admet un groupe
des quotients a gauche.
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Exempre. — Soit K un corps commutatif. Considérons l'anneau des poly-
nomes K[, y | a deux variables non permutables x et y et a coefficients dans K,
avec la relation

(L‘j’ —Yxr =x.

Ces polynomes forment un anneau d’intégrité ncethérien a gauche (et a
droite) qui admet par suite un corps des quotients a gauche (et a droite).

Plus généralement, si L est une algébre de Lie de dimension finie sur un
corps K, son algébre enveloppante universelle A(L) est un anneau d’intégrité

neethérien 4 gauche (et a droite) qui admet par conséquent un corps des
quotients & gauche (et a droite) (cf. Théorie des algébres de Lie [ 3], p. 1-08).

3. CAS GENERAL : ANNEAUX PREMIERS NOETHERIENS A GAUCHE QUELCONQUES. KTUDE DES
IDEAUX A GAUCHE FERMES. — Abordons maintenant le cas d’un anneau premier
neethérien a gauche le plus général. Nous nous proposons de rechercher des
idéaux a gauche particuliers de A qui vont jouer le role que jouaient dans le
cas artinien tous les idéaux a gauche. Ils doivent en particulier comprendre les
composantes d'une décomposition de o comme intersection d’idéaux a gauche
N-irréductibles; ils doivent former un treillis de longueur finie modulaire et
complémenté, donc vérifier aussi la condition minimale. Ce role ne peut étre
tenu par les idéaux o-premiers a droite (c¢f. propriété 1), bien qu'une compo-
sante N-irréductible de o soit nécessairement un idéal o-premier a droite.
En effet, dans I'exemple déja cité de 'anneau des polynomes K|z, y] avec
xy — yx =, les idéaux Ay” sont tous o-premiers a droite et forment une
chaine descendante infinie, cependant que I'id¢al o est n-irréductible. En fait,
les idéaux intéressants dans cette théorie sont ceux qui vérifient la propriété 2,
auxquels nous allons donner le nom d’idéaux fermés.

Derinirion. — On dit que l'idéal a gauche X est fermé lorsqu’il vérifie la
propriété suivante :

VbogX, dze(b] avec 70 tel que Xn(x|=o.

Propriitk 5. — Tout idéal a gauche fermé X d’un anneau premier A est o-premier
a drotte (*).

Supposons aAbCX et b&gX. Il existe donc x€(b| avec x£0 tel que
XN(x|=o0.0nadonc aAx=o d’ou, A étant premier, a = o puisque & > o.

Proerieri 6. — Toute intersection d'idéaux ¢ gauche fermés est un idéal a
gauche fermé.
" Soit I = ( \Xa une intersection d’idéaux a gauche fermés X,. Prenons b1,
xea .
il existe donc un indice « tel que b&X,. On en déduit X,n(x|=o0 pour un
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¢iément x € (b|avec x £ o0, d'onIn(x|=o. Par suite, l'idéal a gauche T est
fermé.
Rappelons qu’on appelle annulateur ¢ gauche d’'un ensemble SCA Tidéal

a gauche formé par les éléments x tels que @S =o0. Nous noterons cet idéal

a gauche o-.S. Remarquons que o-.S est égal a m (0°.s.)
- . g, . ‘e‘\
Nous allons taire usage de la condition
(21) L'ensemble des idéaux annulateurs a gauche vérifie la condition maximale
que nous supposons réalisée dans toute la suite de ce paragraphe.

Propritrt 7. — L'annulateur a gauche d’un ensemble quelconque S est un idéal
a gauche fermé. '

D’aprés la propriété 6 et la remarque précédente, il suffit de le démontrer
pour un annulateur de la forme o-.s, ou s€A. Nous utiliserons pour cela le
lemme fondamental suivant :

LeMME. — Etant donné b £ o, il existe un idéal a gauche C £ o tel que
(o-.b)nC=o.

Considérons en effet un annulateur a gauche maximal de la forme o-.a,
avec a =< o. A étant premier, il existe un ¢lément ¢ tel que atb < o. Or on a

o.aCo.ath.

Il en résulte o*.a=o0".atb. Par suite, la relation xatb = o entraine xa=o.
On ne peut avoir Aatz=o0 puisque A est un anneau premier ct que ath o
implique at £ 0. On peut donc choisir a’€A tel que a'at= o et prendre
C={(ad'at|. On a bien, alors, en effet, Cs£ o et (o-.b)nC=o0.

Appliquons le lemme a la démonstration de la propriéte 6. Soit bgo-.s;0n a
done bs=£ o et il existe un idéal a gauche C=£o tel que (o-.bs)NC=o0. Cet
idéal C vérifie Cbs = o car Cbs = o entrainerait CCo-.bs et C=o0. Prenons
ceC avec cbs£ o0 et soit x€(o .s)N(cb|. On a x=c'b avec ¢/ €(c|, d'ou
c€(o.bs)nC=o et par suite x =o et (o*.s)N(cb|=o. L’idéal o-.sest bien
fermé car de cbs =< o résulte ¢b £ o. .

Dervirioy. — X étant un idéal 4 gauche quelconque, on appelle fermeture X
de X le plus petit idéal a gauche fermé contenant X.

L’idéal a gauche X est I'intersection de tous les idéaux & gauche fermés
contenant X (remarquons que A lui-méme est un idéal & gauche fermé
contenant X).

Propriite 8. — La fermeture d’un idéal a gauche X est Uensemble X des
éléments x tels que
x'€ (x| avec z'Zo=Xn(z'|Zo.
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L’ensemble X contient X. Il est permis pour la multiplication a gauche.

Montrons qu’il est stable pour la soustraction. Soit x € X, YE Xetse (x —y|
avec 3'=£ o. D’aprés le lemme, il existe un idéal C=£ o tel que (o*.5")nC=o.
Il en résulte Cz'5£ 0. Donc il existe c€C tel que cz's£0. On a 3'=a'—y avec
x'€(x|ety €(y|etcx's£ 0 oucy £ o. Supposons cx' % o. Comme x€X, on
peut trouver 2’ € (cx’ [N X avec 2”54 o; 2" s’écrit ¢, &’ avec ¢, €(c|. Sic,y' =o,
onaoz=c (x'—y)eX.Sic,y' %o, 1l existe c, €(c, | avec ¢,y €Xete,y' 520,
en vertu de y€X. On en déduit ¢,(2'—y')eX avee c,(2'—y' )£ o0, car
c:(@'—y')=o entrainerait ¢c,€(o".2'—y )NC=o0, ce qui est impossible
puisque ¢,y' £ 0. On a done XA (2’ —y'| 3£ 0 et par suite x — y € X.

Montrons que X est fermé. Sinon, il existerait x€ X avec XN (2'|5£ 0 pour
tout &' € (x| avec &'~ o, ce qui signifie zeX.

Enfin X est contenu dans tout idéal a gauche fermé ¥ contenant X. Sinon il
existerait z€X avec x g F. Puisque F est fermé, cela implique I'existence de
2 €(x|avec ' o et FA(2'|=o0 d’ot XN (2| = o ce qui contredit z€X.

Remarque. — D’aprés B. Eckmann et A. Schopf (¢f. [6], p. 77), X étant un
idéal 4 gauche d’un anneau A, on appelle extension essentielle de X dans A un
idéal a gauche I qui contient X et qui vérifie la condition

XnY=o, YCI=Y=o0

dans laquelle Y désigne un idéal a gauche.

La propriété 8 montre que, pour tout idéal 4 gauche X, sa fermeture X est
extension essentielle maximum de X dans A. D’abord X est extension essentielle
de X car la condition

XNnY=o, YCX=Y—=o0

est vérifice. En effet, si I'on avait y€Y avec ys£o0, on aurait y€X d’ou
XN (y|# o, ce qui contredirait XN'Y = o. De plus, X est extension essentielle
maximum de X car, pour toute extension essentielle I de X, on aIEX. En effet,
soit u€I; pour tout «’ € (u| avec u'>£ o, on a XN (¢'| 3£ o, ce qui établit u€X,
dou ICX.

L’application X - X d’un idéal 4 gauche quelconque dans sa fermeture est
une application de fermeture et I'ensemble des idéaux fermés ordonné par
inclusion constitue un treillis complet T ( Théorie des treillis [5], p. 36) avec
élément nul o et élément universel A.

La propriété 8 va nous permettre de démontrer que ce treillis est modulaire.

Proprikrk 9. — Le treillis T des idéaux a gauche fermés est modulaire.,

Désignons par B\/ C le plus petit idéal & gauche fermé contenant les idéaux
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a gauche fermés B et C. On a
By C=B+C.

La modularité du treillis T s’exprime donc par la relation

XOB=Xn(B+C) =B+ (XnC),

les idéaux X, B et C étant supposés fermés. Il suffit de démontrer I'inclusion
XN(B+C)CB 4+ (XNC). Soit donc ze€X, x€ B+ C. Pour tout &' o avec
z'€ (x|, on a (B+ C)n(a'| £ o. Il existe par suite 2" €B + C avec 2 € (2’|
et 2’4 0. On en déduit 2’=0>b+c avec beB, ce(, don c=2"—beX et
ceXn(, Donc

2'eB+(XnC), dou [B+(XnC)|n(#' |0 e weB+(XNC).

Prorritre 10. — Soient deux idéaux a gauche X et Y tels qu'on ait XN Y = o.

On a aussi XN Y = o. Pour tout idéal & gauche ¥ JSermé et distinct de A, il existe
un idéal a gauche fermé 7.4 o tel qu'on ait ¥ NZ = o.

Supposons, en effet, qu'on ait XA'Y £ o et soit x€X N Y avec 2 £ 0. D’aprés
la propriété 8, on a XNn(x|5£ o, ce qui contredit XN'Y=o. Soit alors I un
idéal a gauche fermé distinct de A. Puisqu'on a F=£A, il existe x€A avec
x&l, I étant fermé, on peut trouver un élément 2’ € (x| avec @'~ o tel que
FN(@'|=o.0naalors FNZ=o0 avec Z= (2’| # o.

Pour continuer, nous avons besoin de la condition maximale dans le treillis T.
Elle n’est pas assurée par la condition (2 /) seulement comme le montre I’exemple
de 'anneau des polynomes a deux variables non permutables a coefficients dans
un corps. Mais elle est assurée par la condition (1/) d’aprés la propriété sui-
vante.

Proeriete 11. — Si Panneau premier A vérifie la condition (11), le treillis T des
idéaux ¢ gauche fermés vérifie la condition maximale.

En effet, supposons qu’il existe une chaine strictement croissante infinie
d’idéaux a gauche fermés de A, soit F,<F.,<...<F,<.... Choisissons,
pour tout i > 2, x;€F; avec x;€F,_,. Puisque I'idéal a gauche I, est fermé,
il existe y, € (2;| avec y; £ o et Fi_,N(y:;|=o0;onal,_,+ (y;|CF; La somme
Fi+(y.|+... 4+ (y.|+. .. estalors une somme directe ayant une infinité de
composantes, ce qui contredit la condition (17).

Remarque. — Réciproquement, si 'anneau premier A vérifie la condition (2 /)
et la condition maximale sur les idéaux a gauche fermés, il vérifie la condi-
tion (1/).

En effet, si I'on a une somme directe ayant une infinité de composantes

(] + (2| + oo+ (| + ..o,
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en posant I, = (x| 4 (.
d’ou résulte

—+ ... (@], onaxz,. &l, dapres la propriété 8,
IL<bhL<...<l,<....

Tutorime 2. — St Panneau premier A vérifie les conditions (1) et (21), en par-
ticulier 51l est nethérien a gauche, le treillis T de ses idéaux a gauche fermés est
un treillis modulaire complémenté de longueur finte. '

En effet, soit X&€T; montrons que X admet un complément. Soit X'€T un
idéal a gauche fermé maximal parmi ceux qui vérifient XN X'=o. Suppo-
sons X \/ X'£ A. D’apreés la propriété 10, il existerait YET tel que Y=o et
(X\/X)NY=o0. On en déduirait

(XVX)A (X' VYY) =X+ [(XVX)nY]|=X;

d’ou, en prenant I'intersection avec X, XN (X'\/Y)=o0.Or, on a X"\/ YDX'.
Ceci contredit le fait que X’ est maximal. Ona donc bien XA X' =o et X\/X'=A.

Le treillis T étant modulaire, complémenté, et vérifiant la condition de chaine
ascendante, est alors un treillis de longueur finie (propriété duale du théo-
réme 4 de [ 5], Théorie des tredlis, p. 257).

4. APPLICATIONS

TutoriMe 3. — S¢ A est un anneau premier vérifiant les conditions (11) et (21),
en particulier st A est un anneau neethérien a gauche, pour que Uidéal o soit N-
irréductible a gauche, 1l faut et il suffit que A soit un anneau d’intégrité.

La condition est suffisante d’aprés le théoréme 1. Elle est nécessaire car,
de ab=o avec a £ o, b~ o, on déduirait o-.b =< o d’ou résulterait, d’apreés le
lemme, I'existence de C £ o avec (0°.b)NC = o contrairement & I'irréductibi-
lité de o.

On sait que les applications X — 0-.X, Y — o.-Y définissent une application
biunivoque de I'ensemble des idéaux annulateurs a droite d’un anneau A sur
I'ensemble des idéaux annulateurs a gauche de A et son application réciproque.
Cette application est anti-isotone, le treillis des idéaux annulateurs a droite est
dual du treillis des idéaux annulateurs a4 gauche. Par suite, la condition mini-
male sur I'un de ces treillis est équivalente a la condition maximale sur I'autre.
Il en résulte la propriété suivante :

Proprietk 12. — St un anneau premier A vérifie les conditions (11) et (21), 1l
vérifie la condition (2 r). De plus, tout annulateur i gauche (ou a droite) est inter-
section finie d’annulateurs a gauche (ou a droite) d'éléments de A.

En effet, le treillis des idéaux a gauche fermés de A est alors de longueur
finie. Il vérifie donc la condition minimale. Par suite, il en est de méme du
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 3. . 22
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treillis des annulateurs & gauche puisque tout annulateur a gauche est un idéal
a gauche fermé et le treillis des annulateurs a droite vérifie la condition maxi-
male.

Le treillis des annulateurs a gauche, par exemple, vérifiant la condition mini-
male, on a, pour tout sous-ensemble S de A,

0'.8:{ \0'.5‘,-,

i=1

out les éléments s; sont des éléments de S.
Appelons suivant A. W. Goldie, idéal a gauche complément un idéal 4 gauche
pour lequel il existe un idéal 4 gauche Y tel qu’on ait XNY =0 et

XcX, X'NY=o0=X=X"

TukoriME 4. — Soit A un anneau premier vérifiant les conditions (11) et (21).
Les idéaux a gauche fermés coincident avec les idéaux a gauche compléments.

Soit X un idéal & gauche complément et soit Y un idéal a gauche tel qu’on ait

XNnY=ocet
XcX/, X'AY =o0=X=X.

D’aprés la propriété 10, ona XAY = o, d'ou X = X et X est un idéal 2 gauche
fermé.

Réciproquement, soit X un idéal a gauche fermé et soit Y le complément de X
dans le treillis T. On a donc

XnY=—o et X+Y=A.

Supposons qu’il existe un idéal 4 gauche X'DX tel qu'on ait X'NnY =o.
Choisissons X' maximal ayant cette propriété. D’aprés la premiére partie du
théoréeme, X' est fermé; d’ailleurs, 1l vérifie

X'oX, X'nY=o et évidemment X'+ Y == A.

Mais ceci contredit la modularité du treillis T. Par suite, X est un idéal a
gauche complément.

TuroriME 5. — Soit A un anneau premier. St o=X,NX.N ... NX, est une
décomposition de U'idéal o comme intersection d’idéaux a gauche N -irréductibles
sans idéaux superflus, les idéaux a gauche X; sont des idéaux a gauche fermés
maximaux (*) et U'invariant n de Kurosh-Ore est égal a la dimension du treillis T
augmentée d’une unité. Réciproquement, tout idéal a gauche fermé maximal est
une composante N-irréductible de 'idéal o.

(*) Nous entendons par idéal & gauche fermé maximal un idéal & gauche fermé distinet de A maxi-
mal parmi les idéaux & gauche fermés distinets de A.
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Soito=X,NX,N...NX, une décomposition de I'idéal o comme intersec-
tion d’idéaux a gauche n-irréductibles sans idéaux superflus. Montrons que
chacun des X;, par exemple X,, est un idéal a gauche fermé. On peut sup-
poser n > 1; écrivons alors o =X, NY avec Y=< o. X, étant n-irréductible a
gauche, il est maximal parmi les idéaux X qui vérifient o=XnAY. ((9],p. 179).
C’est donc un idéal a gauche complément et il est fermé d’aprés le théoréme 4.
Tout X; est donc un idéal & gauche fermé. S’il n’était pas fermé maximal,
il serait n-réductible dans le treillis T, ce qui est contraire a lirréducti-
bilité. On sait d’ailleurs que si la dimension du treillis T est ¢, o est I'intersec-
tion de d + 1 éléments maximaux ([ 5], p. 261). Soit, finalement, I un idéal a
gauche fermé maximal. On peut dans le treilllis T, écrire o comme intersection
de d 41 idéaux a gauche fermés maximaux F; sans idéaux superflus, F étant
une des composantes de cette intersection. Montrons que tous les idéauxainter-
venant dans cette décomposition sont n-irréductibles et, par suite, compo-
santes N-irréductibles de o. En effet, s’il n’en était pas ainsi, et si 'on avait
F,=XnY, par exemple, avec XDF, et YO F,, on aurait

XnYnkF.n...n¥,—=o (n="d-+1),
d’ou résulterait, d’aprés la propriété 10,
XnYnF,n...nF,=o,

soitYNnF,n ...NF,= o (car on aurait X:A), puis
Ynl.n...nF,=o,

soit Fon ... NF,=o (car on aurait Y = A), ce qui est impossible.
Considérons maintenant les éléments a €A qui engendrent un idéal fermé
égal 4 A; ils forment un ensemble E caractérisé par la propriété suivante :

(1) V2~ o, ona (a|n(x|Zo.

Considérons également l'ensemble D' des éléments qui ne sont pas diviseurs
de zéro a droite et L’ensemble G’ des éléments qui ne sont pas diviseurs de zéro
a gauche.

On a le théoréme suivant :

TueoriME 6. — St A est un anneau premier vérifiant la condition (21), on a
ECD'. Si A est un anneau premier vérifiant les conditions (1l) et (21), on a
E=D'CG'.

Supposons que 'anneau premier A vérifie la condition (2/) et soit @ un élé-
ment de E qui n’appartienne pas a D’. Cet élément est donc diviseur de zéro a
droite et I'on a o-.a £ o, c’est-a-dire

oCo-.a.
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Nous allons établir, par récurrence sur I'entier positif n, I'inclusion stricte
O'.d”CO'.a’H_l,

ce qui contredira la condition (27) et démontrera donc la premiére partie du
théoréme.

Il existe un élément x,£ o tel que xya =o0. D’aprés le lemme fondamental,
il existe un idéal a gauche Cy5£ o0 tel que (o-.z,)NCi=o0. On doit avoir
Cox,~ 0 ce qui permet de choisir un élément ¢, €C, tel que ¢y, 0. Puis-
que a appartient a E, on a (a |n(c 2, | £ 0, d’ou résulte I'existence de a; =~ o
avec a, € (a|eta, = c,x,avec ¢, €(c,|. De Ad, £ o, qu'on déduit du fait que A
est un anneau premier, résulte qu'on peut sppposer que @, est de la forme y,a.

On a done
Yo Z o et Yol =y = Cy 2yt = 0,

ce qui établit 'inclusion

0. Co. i,

Supposons qu’on ait alors o*.a"Co-.a"*'. 1l existe un élément x,< o tel
que x,a"=o et x,a""' £ o. D’apres le lemme fondamental, il existe un idéal
a gauche C, tel que (o*.2,a*)NC,=o. On doit avoir C,x,a"s< o, ce qui per-
met de choisir un élément ¢, €C, tel que c,x,a" £ o. Puisque a appartient a E,
ona(a|n(c,xz,| o;il enrésulte 'existence de @, 20 avec a, € (a| et a,=c, z,
avec ¢, € (c,|. De Aa, £ o, résulte qu'on peut supposer a, de la forme y,a. On
a donce

o 1 ’ L
Vo S — ) ot — o T I— 0.

D’autre part, on n’a pas y,a""* = o, c’est-a-dire ¢, x,a"=o car on en déduirait
c,€(o.z,a")nC,= o, dott a, =c,x,— o. On a donc bien

o.M oLt

Suppposons maintenant que 'anneau premier A vérifie aussila condition (1/)
et soit ' €D’ avec d' g E. 1l existerait z =< o tel que (d'|n(x|=o, et d' serait
diviseur de zéro a droite d’apres la propriété 4. On a donc D'CE, d’'ou E=D".
Supposons maintenant a € E avec a € G'. Alors a serait diviseur de zéro 4 gauche
et il existerait b~ o tel que ab=o0 d’ou a€o".b qui est un idéal a gauche

fermé distinct de A et, par suite, (a| Co-.b ce qui contredit a€E.

5. AUTRES PROPRIETES DES IDEAUX A GAUCHE FERMES. — Avant de poursuivre notre
étude, nous donnons quelques propriétés supplémentaires des idéaux a gauche
fermés et nous comparons nos résultats a ceux de A. W. Goldie.

Suivant A. W. Goldie, appelons idéal a4 gauche uniforme un idéal i gauche U
tel que I'intersection de deux idéaux a gauche de A contenus dans U et distincts
de o soit distincte de o quel que soit le choix de ces idéaux. Le lemme permet
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de démontrer la propriété suivante que A. W. Goldie démontre comme consé-
quence de la condition (2 r) [alors qu’elle va résulter ici de la condition (21)].

Propritri 13. — Dans un anneau premier A satisfaisant a la condition (2.1),
st U est un idéal a gauche uniforme, la relation ux —=o avec u€el et u£o
entraine Ux = o.

En effet, supposons qu’il -existe «'€U avec v'@ £ o. D'aprés le lemme, il
existe un idéal a gauche C =£ o tel qu’on ait
(o.t/x)ynC—o.
Il existe donc c € C avec cu' & 3£ o puisque Gu' @ = o impliquerait G =o. On

en déduit ci’/ £ o el

(wln(et | =0

puisque U est uniforme. Soit v&€ (u|n(ct/
¢x =0. Or ¢ est de la forme ¢ = au’ avec a € (¢

avec ¢ 0. De ux = o, résulte
. On adonc

aw'r=o et a€(ox)yn(c|C(o.u'x)nC=o,

ce qui contredit ¢ 3£ o.

La propriété suivante est une généralisation de la propriété 7. Avant de
I’énoncer, faisons une remarque qui nous sera utile plusieurs fois.

Remarque. — Pour tout élément x €A, on a Aw = (z|.
AzC(x|. Soit u€(x|. Pour tout 1/ € (u|avec u' £ 0, on a («'|n(x|5£ 0. Soit
ve(u | N (x[ avec ¢ > o. L’anneau A étant premier, on a A¢ =< o. Choisissons «
tel que av soit non nul. On a alors ave (v |NAx et (¢'|NAz=£0, ce qui éta-
blitueAx, d’ot (x| CAz et I'¢galité.

En effet, on a déja

Propriiti 14. — A étant un anneau premier vérifiant la condition (21), st
lidéal a gauche A est fermé, il en est de méme de U'idéal a gauche X-.a, quel que
soit a€A. Pour a€X, on a X+ .a=A; pour a&X, l'idéal a gauche X-.a est dis-
tinct de A. '

Soit, en effet, zgX-.a, c’est-a-dire xagX. Il existe done, puisque X est
fermé, ' € (x| avec &’a £ o tel qu'on ait XN (x'a|=o. Choisissons, d’apres
le lemme, un idéal C £ o satisfaisant 4 (o-.2’a)NnC=o. De Ca’az£ o, résulte
I'existence de c € Cavecca’'a=£o. Considérons I'idéal a gauche Y =(X-.a) N (cx’
Soit y€Y. On a donc y =c'2’ avec ¢'€(c| et ya€X d'ou c’'a’aeXn(z'a|=o.
Par suite, ona ¢’ €(o.2’a)nC=o, d'ou y =0 et Y =0, ce qui montre que
I'idéal a gauche X-.a est fermé. Pour a€X, on a évidemment X-.a=A. Pour
agX, on ne peut avoir Aa € X car on aurait, d’aprés la remarque précédente,
(a|=AaCXetaeX.

Précisons, dans un certain cas, la propriété 14.
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Propriiti 15. — A étant un anneau premier vérifiant les conditions (1) et (21),
st U'idéal @ gauche X est fermé maximal (*), pour tout élément a tel que ag X,
lidéal a gauche X+ . a est fermé maximal.

D’aprés la propriété 14, il suffit de montrer que X-.a, qui est distinct de A,
est maximal. Soit donc X-.aC, idéal a gauche fermé. On a YaEX, d’ou
X\/ Ya=A. Par suite, pour tout z =<0, on a (X+ Ya)n (x| o. Montrons
que ceci est incompatible avec Y2 A. Soit, en effet, y &Y et y’€(y| avec y'£o
et YN (y'|=o, d’ou résulte, en particulier, y' &Y et par suite y'ag X et y'as£o.
On a done (X+Ya)n(y'a|=£o et il existe y"€(y’| satisfaisant & y"a £ o et
y'a€X + Ya, c’est-a-dire que y”a est de la forme « —+ va avec u€X, v€Y. On
en déduit

(O'"'—9v)a=ueX et y—veX-.acy,
d’ou :
y'eY et  Y'eYn(y'|=o,
ce qui contredit y"a £ 0. On adonc Y = A et X-.a est un idéal & gauche fermé
maximal.

Proeriimie 16. — Si Panneau A vérifie la condition (21) et st X est un idéal a

gauche uniforme, U'idéal a gauche X est uniforme.

Soit, en effet, z€X, y€X avec 2 £ 0, y 3£ 0. D’aprés la propriété 9, on a
XNn(z|#oetXN(y|[s£o0.Soitalors 2’€(x|NX et y'€(v|NnX, avec '3~ o,
y'5£ o. Puisque X est uniforme, il en résulte (z’' [N (y'| £ o d'ou (z|n(y|s=0
et X est uniforme. '

A. W. Goldie appelle idéaux a gauche fondamentauzx les idéaux a gauche uni-
formes maximaux.

TukoriMeE 7. — Soit A un anneau premier vérifiant les conditions (11) et (2.1).
Les idéaux a gauche fermés minimaux () coincident asec les idéaux a gauche
fondamentauzx.

Soit un idéal a gauche X fermé minimal et soit z € X, y € X avec x#£o0, y7o.
Ona(x|=Xetye (x| dourésulte (x|N(y|5£ 0. Par suite, X est uniforme.
De plus, X est uniforme maximal car, pour z€X, il existe 2’ €(z| avec #5£0
et XN (z'|=o0 ce qui prouve qu'un idéal i gauche contenant proprement X ne
peut étre uniforme.

Réciproquement, supposons X uniforme maximal. D’aprés la propriété 16,
X est uniforme d’ou X=X et X est fermé. Si X n’était pas fermé minimal,
il contiendrait proprement un idéal a gauche fermé minimal Y qui serait un

(*) Nous entendons par idéal & gauche fermé minimal un idé¢al & gauche ferm¢ distinet de o mini-
mal parmi les idéaux & gauche fermés distinets de o.
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idéal uniforme maximal d’aprés la premiére partie du théoréme, ce qui constitue
une contradiction.

CoroLLAIRE. — St l'idéal a gauche X est fermé minimal, quel que soit a, Uidéal

a gauche Xa est U'idéal o ou un idéal a gauche fermé minimal.

En effet, X est uniforme, done Xa est I'idéal o ou un idéal a gauche uniforme
d’aprés le lemme 2.3 de A. W. Goldie [5] qui résulte de la propriété 13. Par
suite, si 'on a Xa £ o, Xa est uniforme d’aprés la propricté 16 et, puisque ¢’est
un idéal fermé, il est fermé minimal.

Remarques. — 1l résulte du théoréeme 7 que le lemme 3.2 de A. W. Goldie
est valable moyennant seulement les conditions (17) et (2r).

De plus, il résulte du théoréme 7 et de la propriété 10 que le théoréme 6 de
A. W. Goldie est valable moyennant les seules conditions (17)et (2r). En effet,
les sommes directes d’idéaux a4 gauche fondamentaux coincident avec les
sommes d’idéaux 4 gauche fermés minimaux dont I"'union dans le treillis T est
égale a A.

D’ailleurs, du théoréme 4, résulte également que les lemmes 3.4, 3.5 et 3.7
de A. W. Goldie sont valables si les conditions (17) et (2r) sont vérifiées.

Proeriite: 17. — Soit A un anneau premier satisfaisant aux conditions (11)
et (21). St X est un idéal a gauche fermé minimal et x un élément non nul de X,
lidéal a gauche annulateur o-.x est fermé maximal. Réciproquement, si l'idéal

a gauche annulateur o-.x est fermé maximal, U'idéal a gauche (x| est fermé
minimal.

Soit X idéal a gauche fermé minimal et x € X avec a < o. Supposons qu'il
existe un idéal a gauche fermé I tel qu'on ait o-.xCICA. Choisissons un
élément y g 1. Puisque I est fermé, il existe y' € (y|avec y'sZ2oet In(y' |=o.
On a y'xzo car, de y'x=o, résulterait y'€o .z, d'ou y' €l et y'=o.
Choisissons maintenant un élément i€l avec i€ 0.z, c’est-a-dire ix £ o.
Puisque X est un idéal a gauche uniforme, il existe un élément z < o tel qu'on
ait z€ (x| et z€(y'x|. Cet élément est de la forme /2 avec '€ (| et de la
forme y"x avec y"€(y'|. On a &z —y"x =0 d’o0t ' — y" €0 .x et, par suite,
'—y"e€l. Il en résulte y" €l et y’€ln(y'|=o, d’'ou y"=o, ce qui contredit
3£ 0.

Réciproquement, supposons que o-.zx soit un idéal i gauche fermé maximal.
On a x=£o. Supposons qu’il existe un idéal & gauche fermé Y tel qu'on ait

ocYc(x|. Puisque Y est fermé, il en est de méme de Y-.z d’apres la pro-
priété 8 et 'on a 0.z =Y .2 ou Y'.z=A. On ne peut avoir o-.x =Y . x:
en effet, choisissons y€Y avec y>£o. De y€ (ﬂ, résulte (2N (y|=o. Soit
z5£0 avec z€(x|N(y|. Puisqu'on ne peut avoir Az=o, l'anneau A étant
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premier, choisissons a tel que az soit non nul. L’élément az est de la forme o’
et 'on a dx=aze(y|CY, dou €Y .x=A, dou AxCY et, par suite,
A_ESY. Pour obtenir une contradiction et achever la démonstration, il suffit
d’appliquer la remarque précédant la propriété 13 qui montre qu'on a
Ae=(a].

Remarque. — La propriété précédente permet d’obtenir des idéaux annula-
teurs a gauche maximaux qui sont des idéaux a4 gauche fermés maximaux.
L’exemple 2 du paragraphe 7 montrera qu'un idéal a gauche fermé maximal
n’est pas nécessairement un annulateur a gauche.

Propriere 18. — Soit A un anneau premier satisfaisant aux conditions (1)
et (20). X étant un idéal a gauche de A, pour qu’il existe un idéal a gauche Y = o
tel que XNY = o, tl faut et il suffit que tous les éléments de X soient diviseurs de
3éro a drotte.

La condition est nécessaire d’apreés lapropriétée 4. Montrons qu’elle est suffi-
sante. Soit X un idéal a gauche dont tous les éléments sont diviseurs de zéro a
droite; supposons qu’il n’existe pas d’idéal & gauche Y £ o tel que XNnY =o.
Considérons une décomposition de o comme intersection d'idéaux a gauche
fermés maximaux sans idéaux superflus :

(»;\,nxgn...nx,,.

Posons
Li-=Nn(Nin...noNesnXoon. o0\, £ o,

L'idéal a gauche U, étant contenu dans I'idéal 4 gauche fermé minimal
Xin...nXNioiN NN o NNy,

I'annulateur o-.u; est, pour tout u; € U; avec ;% o, d’aprés la propriété 17, un
idéal a gauche fermé maximal. L’anneau A étant premier, on a o-.U;=o0, d’ou

joon
()f*‘ \("()'.II,'/-)7

j= .

les éléments u;; étant convenablement choisis dans U;.

Le treillis T des idéaux fermés étant modulaire complémenté et de longueur
finie n (th. 2), et les idéaux o-.u;; étant tous maximaux dans ce treillis, on en
déduit 'existence d’indices j,, j., ..., J, tels que

0= (0. uyy,).

i=1

Considérons I'élément & =u,; 4 u,; + . ..+ u,, €X. Montrons qu’il n’est
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pas diviseur de zéro a droite, ce qui constituera une contradiction. La relation
ax = o entraine, en effet

avyj=— (aiy;,+. ..+ ou,; YEX,AXon . ..NX,== o, donc a€o.uyy,.

De méme, on établit
UEO0 Uy, ey AEO0 . Upj,.

il en résulte

n
a€ { \(onui,-i) =o.

i=1

Remarque. — La propriété 18 étend le théoréme 10 de A. W. Goldie, dont la
démonstration utilise le fait qu'un idéal a gauche complément maximal est
'annulateur a gauche d’un élément, propriété qui n’est pas valable avec les
seules hypothéses (17) et (2/).

CoroLLAIRE. — L'anneau A posséde au moins un élément non diviseur de zéro
a drotte.

TukoreME 8. — Soit A un anneau premier vérifiant les conditions (11) et (21).
Pour que U'idéal a gauche 1 soit fermé, il faut et il suffit qu’'il vérifie la condition
sutvante :

(1) abel, aeD'=>bel,

D' désignant I'ensemble des éléments qui ne sont pas diviseurs de zéro a droite.

La condition est nécessaire. Supposons I fermé avec abe€l, aeD’. Si l'on
avait b1, I'idéal I-.b serait fermé différent de A, d’aprés la propriété 14. Or il
contiendrait I'élément e €D’ =E, d’aprés le théoréme 6, ce qui est impossible.

La condition est suffisante. Supposons I non férmé vérifiant la condition (1).
Soit b un élément de la fermeture I de I n’appartenant pas a 1. Montrons que la
fermeture de 1-.b est égale 4 A. Sinon il existerait un élément x £ o tel que
(I'.b)n(x|=o0. En particulier, on aurait b0 car xb=o impliquerait
x€o0'.bCl-.b. D’aprés la propriété 8, on aurait [N (xb | o. 1l existerait donc
x' € (x| avec o a’bel. Celaentraine 2’ €(l-.0)Nn (x| = o0, ce qui contredit
2'b = o. La fermeture de [-.b étant égale 4 A, il résulte de la propriété 18 et
de la propriété 10 que I'idéal I-.H contient nécessairement un ¢lément non
diviseur de zéro a droite, contrairement a la condition (1).

6. IMMERSION D’UN ANNEAU PREMIER NOETHERIEN A GAUCHE DANS UN ANNEAU DE MATRICES
A COEFFICIENTS DANS UN CORPS :

Propriere 19. — Soit A un anneau premier satisfaisant aux conditions (11)
et (21). St b est un élément de D' (c’est-a-dire non diviseur de zéro a droite) et a un
élément quelconque de A, il existe a' € A et b’ €D’ tels que b'a=a’'b.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc. 3. 23
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D’aprés le théoréme 6, on a D'= K. Il en résulte que pour toutidéala gauche
Y>£o0, on a [(b]-.a]nY £ o0. En effet, si I'idéal & gauche Ya est nul, on a
YaC(b|dou Y=YN[b| .a]£o.Silidéal Ya est non nul,ona (b|nYaz£o,
puisque b est un ¢lément de E. 1l existe donc 15£ o tel que t=ya€&(b] avec
v€Y.Onendéduit y€(y|-.aavec y=£o. La propriété¢ 18 montre alors I'exis-
tence d'un élément b'€D’ tel que b'€ (b .a d’out b'ae(b]. On en déduit la
propriété 19.

D’apres le théoréme 6, ensemble D' qui est évidemment multiplicativement
fermé, est contenu dans G’, donc est simplifiable & droite et a gauche dans A.
La propriété 10 montre alors que I'anneau A peut étre plongé dans un anneau
de quotients a gauche Q(A) tel que tout élément de Q(A) soit de la forme b~'a
avec beD’ et a€A) (cf. P. Dubreil [8], p. 280). On a donc le théoréme
suivant :

TutorkMe 9. — Un anneau premier A qui vérific les conditions (1l) et (21)
posséde un anneau de quotients i gauche Q(A) défini a un isomorphisme pres rela-
tivement a A.

Nous allons démontrer que Q(A) est aussi un anneau premier qui vérifie les
conditions (1/) et (2/). On démontre d’abord comme A. W. Goldie (lemme 4.1)
que I'anneau Q(A) est un anneau premier vérifiant la condition (1/), mais la
démonstration de A. W. Goldie ne s’applique pas a la condition (27). Pour
établir cette condition, nous allons plus généralement étudier les idéaux a

gauche de Q(A).

ProprikTe 20. — L'application Y -» X =Y N A définit un isomorphisme entre
le treillis des vdéaux a gauche de Q(A) et le treillis des idéaux & gauche fermés
de A.

D’abord, pour tout idéal a gauche Y de Q(A), I'idéal a gauche X=YnA
de A est fermé. En effet, si 'on a baeX avec b€ D/, on a aussi a=b"1baeX.
Donc Xest fermé d’apres le théoréme 8.

D’autre part, de YNA =Y NA, résulte Y =Y’ car y €Y entraine I'existence
de a€A etbeD’ avec y = b"a, d’ol résulte

a—=bb'aeYNA=Y'NnA et veY.

On a donc YCY', et de méme, YYCY. Par suite, l'application étudiée est
injective.

Finalement, st X est un idéal 4 gauche fermé quelconque de A, 'ensemble
des éléments de Q(A) de la forme b=z avec x€X et b&D’ constitue un idéal
a gauche Y de Q(A); en effet, on a, quel que soit z€X, beD’, a' €A, b'eD’,

Vd bt == (076 (d )
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avec a" €A, b" €D’ si ces éléments vérifient I'égalité b"a’= a"b; on a également,
quel que soit ., 2’ €X, b, b’ €D/, '

b=t — b ' = bbby — b b0, 2 =D b7 (b — b &)

si 'on détermine b,, b, €D’ par I'égalité b, b =06 b'. De plus, 'idéal a gauche Y
de Q(A) est tel qu’on ait YN A =X car la relation b~z €A avec x€X, bel)
implique b.b'x€X d’ou b~'x, d’aprés le théoréme 8, puisque X est fermé.

TuroriMe 10. — A étant un anneau premier vérifiant les conditions (11) et (21),
lanneau des quotients a gauche Q(A) est isomorphe a Uanneau des matrices
carrées M,,(K) d'ordre n sur un corps K, n étant U'incariant de Kurosh-Ore du
treullis des idéaux a gauche fermés de A.

En effet, on a déja vu que Q(A) est un anneau premier. D’autre part, il pos-
séde un ¢lément unité, et la propriété 20 nous montre qu’il vérifie la condition
minimale sur les idéaux a gauche, cette condition étant vérifiée par le treillis T
des 1déaux a gauche fermés de A (th.2). On est donc ramené au cas d’un
anneau premier artinien a gauche avec élément unité, étudié au paragraphe 1.

CoroLrLARE. — Le treillis T des idéaux i gauche fermés de A est un treillis
géométrique irréductible.
En définitive, on a établi le théoréme suivant qui est une extension du

théoréme 13 de A. W. Goldie :

TukoriMe 11. — Un anneau premier A posséde un anneau de quotients « gauche
qui est un anneau de matrices carrées M, (K) sur un corps K (commutatif ou non)
st et seulement st :

1° A vérifie la condition de chaine ascendante sur les annulateurs a gauche.
2° Toute somme directe d’vdéaux i gauche non nuls n’a qu’un nombre fini de

termes.

Le théoréme d'immersion 10 montre que les conditions 1° et 2° sont suffi-
santes. On démontre qu’elles sont nécessaires comme A. W. Goldie (th. 13).
Donnons encore une propriété intéressante de Q (A).

Tukorime 12. — L'anneau Q(A) des quotients a gauche de A est U'enveloppe
injective (°) du A-module A.

D’abord, Q(A) est une extension essentielle de A. En effet, soit M un

(%) Sur la notion d’enveloppe injective, »oir B. Eckmann et A. Schopf [6]. On sait que Ienve-
loppe injective d'un anneau A régulier & gauche est son corps des quotients a gauche [ Cf. P. GABRIEL,
Objets injectifs dans les catégories abéliennes (Séminaire P. Dubred, M.-I.. Dubreil-Jacotin et
C. Pusot, 17, 1959], ce qui est un cas particulier de notre théoréme 12.
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A-module contenu dans Q(A) et tel que ANM = o. Soit  un ¢lément de M;
on ax=>0b"'aavec a€A, beD’; il en résulte by =veAnNM=odotta=o
et x = 0. On a donc bien M =o.

D'autre part, Q(A) est un A-module injectif. En effet, soit I unidéala gauche
de A et / un homomorphisme du A-module I dans le A-module Q(A). Nous
montrons qu’il existe un élément b='a de Q(A) tel que f(¢) =1b"a pour tout
t€l. Soit J I'idéal a gauche de Q(A), ensemble des ¢léments de la forme ¢ '
avec 1€l et ceD’. Considérons I'application g de J dans Q(A) définie par
g(c'i)y=c7' f(¥). On vérifie que cette application est bien définie [elle ne
dépend pas de 'expression d’un élément de Q(A) sous la forme ¢='7] et qu'elle
est un homomorphisme du Q (A)-module J dans le Q(A)-module Q(A). Celui-ci
¢tant injectif (¢f. H. Cartan et S. Eilenberg, [2], p. 11), il existe b)~'a€Q(A)
tel que g(c™'i)=c"ib~"a pour tout élément c'i€J. On en déduit immé-
diatement /(i) = tb~'a pour tout r€1.

7. Exemeres. — Les deux exemples suivants sont des exemples d’anneaux
premiers vérifiant les conditions (17), (2/) et (2r) (ils vérifient la condition
maximale sur les idéaux a gauche) sans vérifier la condition (17) (7). Dans
I'exemple 1, on a un anneau sans diviseurs de zéro. Dans 'exemple 2, il existe
des diviseurs de zéro.

Exemple 1. — Soit K le corps des nombres réels et K(v) le corps des fractions
rationnelles a coefficients dans K et a une variable y. L’application a: f(y)->/(y?)
est un endomorphisme injectif de K(y) qui n’est pas surjectif. Considérons les
polynomes a coefficients dans K(y) eta une variable 2 non permutable avec les
coefficients et imposons les relations @ f(y) = f(y*)x. Nous définissons ainsi
un anneau A dont les éléments peuvent se mettre d’'une maniére unique sous la

forme

P(x)=fu(y)x" =+ furr ()" 4o fi(y) e+ fo(y)
avec n entier positif ou nul et f,(y) > o0. L'anneau A n’a visiblement pas de
diviseurs de zéro et est, par conséquent, premier.

Tout idéal & gauche de A est principal : il est, en effet, engendré par chacun
de ses polynomes de degré minimum. Mais la condition (17) n’est pas vérifiée

car la somme
!):‘ZLZ.*_’) —+ !)ka) e [}»EIII.;U‘ZIIL) —+. ..

est directe; en effet, une égalité de la forme
),im x2m Po(J') - ),2 2 p1 (v) —{—.'y'*.z"* Pz (l) 4. +),zr.. -1 p2(m—1) ])”171 (w)

est impossible avec P,(x)s£ 0; pour le voir, il suffit de considérer les coef-

(7) On trouve, dans H. Cartan et S. Eilenberg ([2] p. 16), un exemple d’anneau ncethérien 2
zauche et non ncethérien a droile, mais cet anneau n’est pas premier.
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ficients du terme de degré maximum (en 2) dans les deux membres qui seraient,
st Py(2) commence par le terme f,(y)x" [avee fo(y¥)5£0)], ¥*" [o(¥*™) et
YO AL ) AT L () [SEfi()at D est le terme
en 2"*"=1 du polynome P;(x)]; or, ces deux coefficients ne peuvent étre égaux
sans qu'on ait f;=o ect, de proche en proche, fi=o, ..., f,,,=0, dou
Jo=0, ce qui contredit 'hypotheése.

Exemple 2. — Considérons le corps K(y) de 'exemple I, puis I'ensemble
des polynomes i une variable 2 non permutable avec les coefficients, ceux-ci
étant les couples (/, g) avec f€K(y), g€K(v), les relations suivantes ¢tant
imposées :

(), 80)) = (g0, f()x.

On voit aisément qu'on obtient un anneau A dont les ¢éléments se mettent
d’une facon et d'une seule sous la forme des polynomes précédents

P o) = (fu(y)s ())& 4 (Sur ()5 &0 1 () 2" o= (So ()5 20 ()
L’anneau A est un anneau premier. En effet, si I'on a
P () = (i) guly D e PU@) = (L (08 ()

V00 (S s ga(r1) 7 (0, 00, (£,(r)s £, (1) 5 (0, 0), on voit aisément que
["'un ou 'autre au moins des produits P(x) (1, 1)P'(x) et (P(2) (1, 1)xP'(x)
est différent de (o, 0). '

Les idéaux 4 gauche de A sont engendrés par un ou deux polynomes. Pour le
voir, on considére un polynome P,(z) de degré minimum de I'idéal & gauche I
étudié-dont on peut supposer que le coefficient du terme de plus haut degré est
(0, 1),(1, 0) ou (1, 1). Dans le troisiéme cas, on a nécessairement I = (P, (x)|.
Dans les deux premiers cas, et si 'on a ID(P,(x)|, I contient nécessairement
des polynomes dont le coefficient du terme de plus haut degré est (1, 1); si
P,(x) est un de ces polynomes de degré minimum, on al=(P,(x), P.(x)|.

Les idéaux a gauche fermés propres sont tous de la forme I = (P,(x)| o
P,(2) est un polynome dont le coefficient du terme de plus haut degré est (o, 1)
ou (1, 0). En effet, d’aprés le théoréme 6, on a D'=E; par suite, tous les
¢léments de I, qui ne peuvent appartenir a E, ne peuvent appartenir a D et sont
des diviseurs de zéro a droite; or, il est facile de voir qu'un polynome dont le
coefficient du terme de plus haut degré est (1, 1) ne peut étre diviseur de zéro
(ni a droite, ni a gauche); donc I ne contient pas de polynomes de cette forme.

L’idéal (o, 1)] est 'annulateur a gauche de I'élément (1, o). C’est donc un
idéal fermé et cet idéal fermé est maximal. De méme, I'idéal ((1, o)| est un
idéal fermé maximal. D’autre part, on a

{ (0, 0)} = ((o, 1) [n((x, 0)].
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Donc, le treillis T est de dimension 1, deux idéaux fermés propres distincts
sont toujours incomparables et tous les idéaux fermés propres sont maximaux.

On n’a pas ici E=G'. En effet, I'élément (o, 1)a*+ (0, y)@. par
exemple, est diviseur de zéro a droite, donc n’est pas élément de E [on a
(1, 0)[ (o, 1)@*+ (0, y)@]= (0, 0)]; mais cet élément n’est pas diviseur de
zéro a gauche car une relation telle que

[(0, )22+ (0, ) 2] [(fa(¥), 0) &+ (fuert (¥), §nt @'~ ... = (0, 0),

avec f,(y) 5 o, exigerait g, (y*) =y fu(y*) = o, ce qui est impossible.
Finalement, I'idéal & gauche fermé engendré par I'élément (o, 1)2*+ (0, y)x
est propre (d’ailleurs maximal) et n’est pas annulateur a gauche.

Donc, dans cet exemple, les ensembles D'=E et G’ sont distincts et il existe un
idéal a gauche fermé qui n’est pas annulateur & gauche.

Exemple 3. — Soit C le corps des quotients a gauche de 'anneau A considéré
i Iexemple 1 el soit M,(C) 'anneau des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients
dans C. Le sous-anneau M, (A) de M,(C) admet M, (C) pour anneau de quotients
a gauche. Par suite, d’aprés le théoréme 11, M,(A) est un anneau premier
verifiant les conditions (1) et(2!). Considérons deux éléments a et a’ de A
n‘ayant pas de multiple commun & droite non nul, par exemple y*2* et y*x*;
I"élément

0o o
(a a)
de M,(A) est diviseur de zéro a droite et n’est pas diviseur de zéro a gauche.
Par suite, d’aprés le lemme 3.9 de A. W. Goldie et d’aprés notre propriété 12,
'anneau M,(A) ne vérifie pas la condition (17).

Remarquons que I'anneau de I'exemple 2 est isomorphe au sous-anneau de
M, (A) engendré par les matrices

‘o @ ) o
(Ox'i) et (.joy g<}))'
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