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PROBLEME GENERALISE DE HILBERT
POUR LES ARCS NON FERMES

Par M. W. POGORZELSKI.

1. INTRODUCTION ET LES FORMULES PRINCIPALES. — Soit, dans le plan de la variable
RN ~ —~ ,
complexe, un ensemble de p arcs dirigés a,b,, a,b., ..., a,b, non fermés et sans

points communs. Le probléme de Hilbert pour les arcs non fermés, proposé et
résolu par M. N. Mouskhelichvili [1], consiste en la détermination d’une fonec-
tion ® (z) holomorphe dans le plan de la variable complexe ayant les cou-

N

pures a,b,, a,b,, ..., 5:5,,, dont les valeurs limites

o+ (1), @ (1)
des deux cotés (1) de chaque coupure vérifiaient la relation linéaire donnée
o PO=GOE (g0

en tout point ¢ de I'ensemble

L :ia:\bv

V=1

non coincidant avec les extrémités a, et b, (a,5£b,).
Les fonctions complexes G (z) et g(¢) sont définies sur I'ensemble fermé L
et vérifient une condition de Holder. On admet que la fonction G (¢) est partout

Py
différente de zéro et que les arcs a,b, admettent des tangentes continues. En
outre, on demande que la fonction holomorphe cherchée @ (z) ait en toute

(1) On admet que les deux cotés, positif et négatif, de toute coupure sont en telle relation avec la
direction positive de la coupure comme les demi-plans Im (z) > o et Im (z) <o avec la direction
positive de I’axe réel.
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extrémité c,, c,, ...,c,,(a,oub,) des arcs L une limitation de la forme
Cte .
(2) [d)(s)]<m (J=1,2, ..., 2p),
|5 —c;

f étant une constante réelle positive, non fixée, inférieure a I'unité ; on pose

Coy= by, Coy—y = Uy, ot v=—1,2, ...,p.

D’aprés N. Mouskhelichvili, les extrémités ¢, sont dites singuliéres, si les
valeurs correspondantes de la fonction G (¢, ) sont réelles et positives.

La solution ® (z) du probléme de Hilbert est dite de classe /i (c,, ¢, ..., Ck,,>9
si cette solution est bornée aux voisinages des extrémités non singuliéres
distinguées ¢, , ¢, - .., ¢, (g =2p).

Soit la fonction
j=2p
(3) )((E):]\_‘[(;Mcl.)l,'el‘(s\7

j=1

ou la fonction I'(z) est donnée par I'intégrale du type de Cauchy

@ M= 5 (2RO,

2L {— =z

les branches continues du logarithme étant fixées arbitrairement sur tout

an
arc a;b;.
On choisit les constantes entiéres A, de facon que les conditions

6) —i< a4 <1
soient vérifiées, les constantes «; étant définies par les égalités

(6) @ iB== —logG(c;)  (j=1,2, ....2p),
le signe supérieur concerne I'origine c,,_, = a, de 'arc et le signe inférieur, le
cas ¢,,=0b,. Aux extrémités non singuliéres distinguées ¢, ¢, ..., €, on
choisit les entiers 4; tels que o < a;+ A;< 1. Aux extrémités singuliéres, les
conditions (5) donnent les valeurs uniques A;=——a;. Pour les autres extré-
mités non singuliéres, on choisit les %; tels que — 1 < a;+ 2;< o.

D’aprés N. Mouskhelichvili [17, la fonction (3) est dite solution canonique de
classe h(cy, ¢, - .., c;, ) du probléme homogéne de Hilbert :

) X*H(t) = G(t) X~ (1).

N P B ro -3
Cette fonction X (5) est holomorphe a I'extérieur des coupures a;b;.
Nous signalons que les valeurs limites X* (#) correspondent aux deux cotés de

N
tout arc a,b, qui sont disposés par rapport a la direction de I'arc comme les demi-
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plans supérieur et inférieur du plan de la variable complexe par rapport a 'axe
réel.

On peut montrer que la solution canonique X (), dans un voisinage suffisam-
ment petit de tout point ¢;, s’exprime par le produit

(7) X (5) = Q;(3) (5 — ¢4 8,

Les fonctions Q;(z)(j=1, 2, ..., 2n) sont holomorphes aux voisinages des

points c¢; coupés par les arcs ab, et elles sont bornées au voisinage de toute
extrémité c;. . \

On voit que la fonction (7") est nulle en toute extrémité distinguéec,,. ..., c;.
et vérifie la condition (2) au voisinage des autres extrémités.

La somme réelle

2p

@®) ‘ x:~27,,

est dite indice de la solution de classe 2 (¢, ¢, - - ., ¢ )

Si I’ensemble des extrémités non singuliéres distinguées (¢, ¢, - - ., qu> est
vide, nous désignons par /%, la classe, par X, (z) la solution canonique de cette
classe. L’indice », de cette classe est plus grand que les indices de I'autre
classe i (c,, ¢, - .., qu>, nous avons notamment

(9) =Sy — (-

En outre, il est facile de voir que la solution canonique X (z) de classe
h(cs,s €5 - -5 ¢,) est liée & la solution canonique X, (3) par la formule

(10) X(z)=(s—cp)(5—cp) - (5 — ) Xo(5).

En appliquant aux fonctions (3) et (4) les formules de Plemelj, on obtient,
pour les valeurs limites au point t€L de la solution canonique de

classe i (cy, ..., c,), les formules suivantes :
~ - X (¢t)
(11 X+(t) =\G (¢) X(2), X—(t1) = )
: = VG
ou
) »‘lp
(12) X(t):[[ (t—¢;)riel ™,

i=1

les branches des fonctions (2 — ¢;)" étant fixées pour tous les arcs :I-;bj et I'(2)
étant I'intégrale singuliére de la forme (4), au sens de la valeur principale de
Cauchy, au point intérieur z&€L. On peut montrer que la fonction (12) s’ex-
prime de la facon suivante :

2/

(13) X(=w( ] e

j=1
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(14) Y=o+ 134 2, 5/=$Im[2l—ﬁ10g(}(0/)]

(le signe supérieur pour ¢, = a,, inférieur pour ¢,=2b,), w (¢) est une fonction
bornée, différente de zéro sur L et vérifiant la condition de Holder avec le méme
exposant que la fonction donnée G (). N. Mouskhelichvili [1] a démontré que
toute solution de classe £ (¢, ¢, .. .. ¢; ) du probléme non homogéne (1) de
Hilbert est donnée par la formule

X(z) [/ o d .
(15) ® ()= Q(W.) [ % (,)” L X(5)P(s),
l/']“

(6)(t—=)
ou P (z) désigne une fonction entiére arbitraire.
D’aprés la propriété
([6) }gg .SXX(;):I

de la solution canonique, nous concluons que, si I'indice (8) de la solution est
positif, alors la solution (15) s’annule a I'infini dans le cas ou I'on choisit pour
la fonction P(z) un polynome arbitraire de degré z—1 au plus. Dans le
cas » = o, cette propriété sera vérifiée, si I'on pose P (z) =o. Sil'indice x est
négatif, la solution (15) s’annule a I'infini sous certaines conditions a vérifier
pour la fonction donnée g ().

2. Enonct pu prosLiME. — Nous posons le probléme de la recherche d’une
suite de fonctions @, (z), ®,(z), ..., ®,(5), holomorphes dans le domaine du
plan de la variable complexe extérieur aux coupures disjointes aux tangentes
continues

—

by, ash,, ..., «w,b, (ay# by)

dont les valeurs limites @ (z) et ®; (¢) des deux cotés de chaque coupure
vérifient le systéme de » relations non linéaires données
(1) D5 (1) =G, (1) D5 (1) + AF,[t, i (t), ..., D;(1), D7(2), ..., D, (¢)]
/ (v=1,2,....n)
en tout point €L, excepté aux extrémités a,, b, des arcs.

On demande que toutes les fonctions @, () soient bornées aux voisinages des
extrémités distinguées non singuliéres

(18) Clyy  Chy  wves  Ch

2 g
et que, pour les autres extrémités c,, elles vérifient des inégalités de la forme

Cte

(19) Ce(s) < T~"_—C§_L_|6’

f étant une constante, non fixée, inférieure a I'unité.
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On admet les hypothéses suivantes :

1° Les fonctions complexes G,(z) sont définies sur I'ensemble fermé L et
vérifient une condition de Holder

(20) [Gv(8) — Gu(th) | Z ke |t — b,

k, étant une constante positive et I'exposant A, une constante positive non
supérieure a 'unité. On admet, en outre, que toutes les fonctions G, sont diffé-
rentes de zéro.

2° Les fonctions complexes F, (¢, w,, u,, ..., u,,) sont définies dans la
région
(21) tel, w;ell (J=1,2,...,2n),

IT désignant le plan entier de la variable complexe, ou elles vérifient une condi-
tion de Holder-Lipschitz de la forme

[ Fo(t, wyy .y Uay) —Fo(8, uy, ..o, whn) ]
(22) ‘
292 -
<ke|le—o Y uj— | (ke>0, 0 <y Z1)
j=1

et, en outre, 'inégalité

2n

(23) | Fo(ty w,y oo, ug”)|<mp2[u,~i”+ mb,

j=1
ol my, my, r sont des constantes positives données, on a

oZr<Ii.

3. MiSE DU PROBLEME EN UN SYSTEME D’EQUATIONS INTEGRALES. — D’aprés la
formule (15) de Mouskhelichvili, nous pouvons affirmer que la solu-
tion @, (z), ..., ®,(3) du probléeme proposé, si elle existe, vérifie le systéme
d’équations suivantes :

‘ ®,(5) = L_XV(;)fF"[T’ 1) 9(2)y - D] g x 2y Py (s)
L

(24) 2T Xy (7)(r— =)
1 (v=1,2, ..., n),
o 9, (%), ..., 2., (7) désignent les valeurs limites des fonctions (24) au
N N
point =€ L des deux cotés des arcs a,b,, ..., a,b,

9v(7) = ®Y(7)

(23) | ©nyy(7) = D3 (7)

(v=r1, 2, ..., n),

X, () est la solution canonique de classe £ (¢, ¢, - .., ¢, ) correspondant a la
fonction G, (2); les P, (2) sont certaines fonctions entiéres.
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En faisant tendre, dans les formules (24), le point z vers un point inté-
rieur €L et en appliquant les formules connues de Plemelj [ dans I'hypothése
que les fonctions (25) sont de classe §5(c,,, ..., ¢ ), (voir le paragraphe 4)],
nous constatons que les fonctions limites (25) vérifient le systéme d’équations
intégrales singuliéres

| e = gm, (D), oy (1))
R T S OO
6 / X5
(2 ) @n+v(t)——‘_2X+E§; [ c?l(t>’ sy (P)ll(t)]
EEX_ )/ [, QP‘ "#’;P)’”( )]dr—i—X‘(t)P‘,(t)

(v=1,2,...,n);

les intégrales ont le sens de la valeur principale de Cauchy. Nous étudierons le
systéme d’équations (26), en y traitant les fonctions o4, ..., 0., comme des
inconnues et en y substituant, a la place de P,(¢), des fonctions entiéres
arbitraires.

/4. PROPRIETES D'UNE CLASSE DE FONCTIONS DEFINIES SUR DES ARCS NON FERMES. — Pour
étudier le systéme (26), nous introduirons une classe de fonctions complexes,
définies sur I'ensemble L —_—2 a,b,, remarquable par ses propriétés importantes.

v

Définition 1. — Nous appelons classe H% un ensemble de toutes les fonctions

complexes ¢ (¢), définies et continues en tout pointintérieur €L, qui vérifient
2 ’ M ,
'inégalité

Cte

(27) l0()| < — ;
['[[u_av[. ]t—bvl]

et I'inégalité généralisée de Holder suivante :

(28) ' lo(t) —o(t) | < LBl
[H[i—«av].]ti—bvl]

ou a et u sont des constantes réelles fixées pour la classe considérée, vérifiant
les conditions

(29) . o< p<i, oLa<1, o+ p<I.

Les constantes figurant aux numérateurs des expressions (27) et (28) sont posi-
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tives mais non fixées, les points ¢ et ¢, sont situés a 'intérieur du méme arc

arbitraire a.b., mais on a toujours ¢, €tb..

TnkoriMe 1. — Si la fonction ¢ (t) est de classe $}, ot o > o, alors la fonc-
tion 4 (), définie sur L par une transformation singuliére de Cauchy

(30) by = [ L
=

est ausst de classe %Y.

Nous avons donné la démonstration de cette propriété importante dans notre
travail [2] (*). Nous signalons la conservation des paramétres de la classe dans
la transformation (30).

THeorkME 2. — La classe $Y est un sous-ensemble de la clasu.ve Hiy
HCHy  (a+p<ri, ot <1)
st les paramétres de classes vérifient les inégalités
0 < P 4y oo .
Démonstration. — La propriété est évidente si o —Za o, et si le para-
métre p reste fixe. Pour étudier I'influence du changement de la valeur du para-
métre ., considérons sur tout arc z;v?)v un couple d’arcs a/‘?l"\, et T/'v'?)‘, n’ayant pas

de points communs. Nous distinguerons les deux cas suivants : 1° tea/ﬁ‘;,
t,€T.b,, alors la distance | — ¢, | admet une borne inférieure positive et, de la
limitation (27) de la fonction o (z) elle-méme, résulte qu’on peut choisir la
constante positive K suffisamment grande, pour qu’on ait

(31) lo()— ¢ ()| <K oAtz 0

l]]l—u.,[.]t.*b‘,!

| v=1

si g < 1, les distances |z —a, | et |2, — b, | étant arbitrairement petites; 2° les

~ . >
points ¢ et z, sont situés simultanément sur I'arc aYT"Y ou bien sur larc TYb,.,;
supposons par exemple,

tea, T, tetTy;

dans ce cas si |t —t, ||t —a,|, alors on a évidemment

\tft,\u/[t—tllw
[t —ay b=t —ayn

sl oy << M

(1) La démonstration donnée dans le travail cité est aussi vraie dans le cas actuel, ou les tan-
gentes ne sont que continues.

Arn. Ec. Norm., (3), LXXV. — Fasc. 3. - 27
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et la distance |#, — b, | a une borne inférieure positive, donc I'inégalité (31)
restera vraie, la constante K étant choisie suffisamment grande; il ne reste que
le cas |t —t,|>|t— a,|, mais alors I'inégalité (31) résulte directement de la
limitation (27), K étant suffisamment grand. Le théoréme 2 est donc démontré.

Définition 2. — Nous appelons classe §5(c,, ¢, ..., ¢, ) Uensemble de
toutes les fonctions de classe 5 qui sont bornées aux voisinages des extrémités
distinguées

Chy Clyy v ey C/‘.q (qégp)
des arcs (¢.,=b,, ¢sy_1=a,,v=1, 2, ..., p), et qui vérifient les deux inéga-
lités suivantes :
Cte
(32) le(t) < —; ,
Llie—apeie—o,
v=1
Cte |t — ¢ |* ~
(33) lo(t) —o(h)|< —; (t,€tby)
I I |t —ay Bop. |t — by |Ba+p
v=1
(a+ p.<1), ou b,=o, si a, coincide avec 'une des extrémités c;, ..., ¢, et

9

f,=1 dans le cas contraire; 0, admet des valeurs analogues relativement au
point b,. Signalons que la fonction ¢ (¢), quoique bornée aux voisinages des
extrémités ¢, ..., ¢ , n’a pas nécessairement des limites en ces points.

Tutorime 3. — Si la fonction ¢ (<) est de classe B (c,, ... ¢, ), la fonc-
tion § (t) transformée par la formule

2p

tid
(34) ¢(I):n(l~0/)'fi/\ _#(D)a (teL)
N L
= 1e—eni=—n
j=1
est de classe % (c;,, ..., ¢, ); on admet que les constantes y ;= y; + 1y; vérifient
les inégalutés
o<y <1 st =k, ..., Ky,
(35) —1<y; Lo st JF ks kg
@+ max | v | <1 St f=1,2,...,2p,
enfin la constante ¢ a les valeurs suvantes :
- p—a st a>p3=—max|y; pour jZFEky, ..., kg
(59 p=20 st a<<p.
Démonstration. — Pour démontrer le théoréme, il suffit d’étudier I'intégrale
. o o(t)dr . . ]
(36) T,-(t)_f CErRTe— (J=1,2,...,2p)

CjCja
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dans un voisinage suffisamment petit et fermé de 'extrémité ¢; ne contenant
pas des autres extrémités. Une branche continue de la fonction (7 — ¢;)¥ étant
choisie, nous appliquerons le théoréme sur le module de I'intégrale et nous
aurons l'inégalité (*)

[(t—¢;)Vi— (ri—c¢;) Vi< CGtesup |7 —¢; |=Y |7 — 7 |,

ou la borne supérieure concerne les points <’ sur I'arc 77,. Nous en déduirons
les inégalités

Cte |7 — 7 |*

i I [T —¢;|vi+u

(t—c))i (i —c;)Vi Cte|t—1y [»

| 7o — cjlYj+e

. ’
s1 Y+ u>o,

(37)
st Yi+up<o

. —~ , .
sous la supposition que <€ c;7,. Il en résulte que la fonction

k8 ¢ (7)) =¢(r) (r—¢;)7Ni
vérifie au voisinage du point c; les inégalités
. Cte
s EAGIRS Te—¢, ey}’

(38 Cte|7—1, &

[T — ¢, | Dorvyru’

o () — oM (m) [ <

|

siba+v,>o0(0/=o,si j=ki, ..., k, et 0/=1 dans le cas contraire). Nous
en concluons, d’aprés le théoréme 1, que la fonction (36) vérifie au voisinage
de I'extrémité c; les inégalités
Cte
1t —¢; 10"a+wr’/’
Cte|t—¢

[t —c; ]Oi“*\’l/'ﬂ"

()<

(39)
[F;(0) = F;(0) [ <

sous la méme hypothése que « 4 v, > o.

Dans le cas o+, <o, mais o+, >0 (ce qui n'a lien que si
J#Zky, ..., k;), on applique le méme raisonnement que dans la démonstration
du théoréme 1 et 'on conclut que la fonction F;(¢) vérifie, au voisinage de
Pextrémité c;, les inégalités

[F;(t)| < Cte,
Cte|t—1¢t, |+

! L—c; |0’-a+*(’/~+p

(4o) F)(0) — Ty (4) | <

2) On s’appuie ici, et dans la preuve du théoréme suivant, sur la propriété qu'il existe une
pp ) ) P
| t1—ts |

constante positive 7y, inférieure a ['unité, telle que le rapport ———— vérifie les inéga-
A’ ’ S19

|t —ts
S12
partie de cet arc qui joint les points ¢, et #.

litds o < 3 £ <1, t; el t, étant deux points arbitraires de Parc ab et 5 la longueur de la
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Enfin, si « 4y, <o, la fonction (38) tendant vers zéro, si = — ¢;, admet
un coefficient de Holder tendant aussi vers zéro et la fonction (36) vérifie la
condition de Holder avec un coefficient borné au voisinage du point c;.

Les propriétés démontrées de la fonction (36) confirment I'affirmation du
théoréeme 3, c’est-a-dire que la fonction transformée (34) est de classe i)";
Nous signalons encore que, d’aprés la transformation du théoréme 1 (voir [2]),
les inégalités concernant la fonction transformée (34) ont la forme

: C]].\'[@ C-z/\'o \
(41) ()< — el S

| | A

N ‘ v=1 C’ 1\[@ —+ C') /\ t— t1 i
(42) (6 — bty | < —CoMe+ Cko) | £ — 1]

[111—a 0o o — b, e

V=1

ou M, et £, sont des constantes positives, figurant aux numérateurs des expres-
sions correspondantes (32) et (33) concernant la fonction donnée ¢(2); les
constantes positives C,, C,, C,, C, ne dépendent pas de la fonction ¢(¢).

TatorkMe 4. — Si la fonction o(<) est de classe §5(cy,, .. ., c,..q), alors toute
branche de la fonction analytique

(43) o) = [[ s — ey [ 2LE
j=1 L [I(a-— c/-)Y,'(T_;)

j=1

(les hypothéses précédentes concernant les constantes v .étant conservées) holo-
morphe au voisinage suffisamment petit de toute I’extrémité c;, coupé par un arc
A~ L, . . , s 7. . g
correspondant c;c ., est bornée aux voisinages des extrémités distinguées c,, ...,
P Vo . ) . ., . .
O’
c;, et vérifie U'inégalité a singularité faible

Cte
(44) |®(5) | < To—oF

au voisinage de toute autre extrémité; le nombre o <1 est défini par les for-

mules (35").

Démonstration. — Pour démontrer le théoréme, il suffit d’étudier la fonction
7)dr
5 ®,(5)— (2 — yf __e()dr
(45) (5)=(z—c¢) Ty Ty

dans un voisinage suffisamment petit de I'extrémité ¢ choisie arbitrairement
parmi les extrémités cy, c,, ..., cs,; on a désigné par ¢’ la seconde extrémité
de I'arc choisi. Nous avons désigné, en outre, par y =+’ 7y" un des exposants
Y;=7Y,;-+ 1Y, qui correspond a I'extrémité c. On a donc o <y'< 1, si c appar-
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tient a I'ensemble des extrémités distinguées ¢, ..., ¢, et — 1<y o, dans
le cas contraire. Nous signalons que la fonction ¢(<), quoique bornée aux
-voisinages des extrémitées distinguées ¢, ..., Cr,» n’a pas nécessairement des
limites en ces points. Cette généralisation de nos hypothéses exige d’autres
méthodes pour I'étude de I'intégrale-de la forme (45), considérée aussi par
N. I. Mouskhelichvili dans son Ouvrage [1].

Soit une demi-tangente ¢T, issue du point ¢, sur laquelle sont situées les
projections orthogonales des points de I'arc c¢’ au voisinage de I'extrémité c.
Soient ensuite les deux demi-droites ¢T, et ¢T, situées des deux cotés de la
tangente cT, et faisant avec elle le méme angle aigu. Considérons un voisinage
fermé V. du pointc, ne contenant pas le point¢’, de diamétre suffisamment petit
pour que la perpendiculaire a la droite ¢T, issue de tout point z€V,, situé a
Iintérieur de lI'angle convexe entre cT, et ¢T, contenant ¢T,, coupait la
portion ¢¢ de I'arc ¢¢’ située dans V. en un seul point ¢. On suppose, de plus,
que le domaine V, est suffisamment petit pour que la tangente en tout point de
I'arc c¢ fasse avec la tangente ¢T, un angle aigu plus petit que celui des demi-
droites ¢T, et ¢T,. Désignons par &, 'ensemble de tous les points z 3£ ¢, situés
simultanément dans le voisinage V, et a I'intérieur de I'angle convexe T,cT,,
pour lesquels la longueur de I'arc correspondant cz est inférieure a la moitié de
la longueur de I'arc c¢.

Pour étudier la fonction (45) au voisinage de l'extrémité c, supposons
d’abord z€ &, et décomposons I'intégrale (45) en somme

(46) Pe(s) = B1(5) + D (3)

—~ - . > —~
des intégrales étendues aux arcs ct, et z,¢/, ou ¢, est un point de I'arc cv tel que
les longueurs des arcs ct et ¢, soient égales.
Ecrivons maintenant la premiére des intégrales (46) de la fa(;on suivante :

i) o) =z eyt [ CH I 0 e Erew [ 5

A

et remarquons que le produit (t — c¢)Vo(z) vérifie les inégalités (38'). Nous en
déduirons pour la premiére composante, I°“(z), de la somme (47) les limitations
suivantes :

° Dans le cas fa 4+ y'+ w0,

[I¢o(z)| < Cte|s —c |V .

101+v T — g1

dl .
+Cle]~—°[f|[ b T — ¢ w
2° Dans le cas 0a—+ '+ p. < o,

dl;
e e e

. dl;
= —clY .
+Cels =l | e
0

[I¢0(5) | < Gte |5 — ¢
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. . S )
signalons que 6 =o, sic appartient a Pensemble ¢, ..., ¢, (alorso < v <1)
et 0 =1 dans le cas contraire (—1<y'=0). En remarquant maintenant
l—c A . s '
Tl;:?n est borné, si z€ &,, nous déduirons dans les deux cas
antérieurs 'inégalité

(48) [T (=) [ <

que le rapport

Cte .
|5 — ¢ |V’

ou g =y [sia |y et po=asia>|y'].

La limitation de la seconde composante de la somme (47) est évidente,
puisque I'intégrale qui y figure est bornée pour s€ &, et nous obtenons pour
I'intégrale (47) la limitation suivante :

) Gt
(49) |®“<H<-—%W

La limitation de la seconde composante de la somme (46) est plus aisée

puisqu’elle n’exige pas de la décomposition (47). En désignant par s et o les

—~ — ey ey, T— S I
longueurs des arcs ct et cT et en tenant compte de llnegahteTég,

sl G2 25, nous aurons

N lye" - ~' d/r
(‘)0) |d)< (”){<Ctel“—cl f [T ]()oH-v;T tI

o
Cte
< Cte|s—c|¥ f O,QH,H e

En réunissant les résultats (49) et (50), nous voyons que 'intégrale (45) vérifie
I'inégalité

Cte .
(51) [ (5)] < Te—cpe s1 €&,
elle est donc bornée, si ¢ appartient a 'ensemble ¢, .. ., Cr, - Il reste a étudier

le cas, ou le point z est situé dans le domaine &, commun au voisinage V. et a
I'angle concave limité par les demi-droites ¢T, et ¢ T, (ne contenant pas la‘demi-
tangente ¢T,). On peut montrer par un calcul élémentaire que si le point 3¢
est situé dans le domaine &, et le point = a U'intérieur de I'arc ce, alors les
trois distances | s —c¢|, | 5 — |, | — ¢| vérifient I'inégalité

(=3

>sin —y
s—c|+|t—c| 7 2

|7 — 5]

(52) |

ou  est la borne inférieure positive de la mesure de I'angle aigu que fait le vec-
teur < — ¢, pour <€cy, avec les demi-droites ¢T, et cT,. Il en résulte, pour
la partie de I'intégrale (45) étendue a l'arc cv, dans le cas z€ &, I'inégalité

- Yfa (‘L'—L) (T——-z)

—epr(sin? Cte dl; < Cte
<l —eF(snl) | eoEE e < e

|5
i

(53)
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si petit que soit [z — ¢

. En somme I'intégrale (45) vérifie I'inégalité

Cte

dans un voisinage suffisamment petit de 'extrémité ¢ choisi arbitrairement. En
conséquence, nous en déduirons I'affirmation du théoréme 4.

5. EXISTENCE DE LA SOLUTION DU PROBLEME. — Le systéme d’équations intégrales
singuliéres (26) étant non résoluble par les méthodes de I'Analyse classique,
nous donnerons la preuve d’existence de la solution de ce systéme par 'appli-
cation du théoréme topologique de J. Schauder [ 3] sur le point invariant d'une
transformation (*) :

« Si, dans un espace linéaire, normé et complet (c’est-a-dire un espace de
Banach), une transformation continue fait correspondre a un ensemble E de
points, convexe et fermé, son sous-ensemble compact, alors il existe dans
I’ensemble E au moins un point invariant de la transformation. »

Soit donc un espace fonctionnel A composé de tous les systémes
[Cpl(t)a CP?(l)v ) CP'lll(t)]

de 2n fonctions complexes, définies dans I'ensemble des points intérieurs des
e P !

- . . . e
arcs L=a,b, +a,b,+...+a,b,, continues en tout point t€L, distinct des
extrémités a,, b, et vérifiant les inégalités

Cte

[Hlt—C;I]A
€L

les produits étant étendus a 'ensemble Z de toutes les extrémités ¢; différentes
des extrémités distinguées pour la classe (¢, ¢, . . ., ¢ ). Les fonctions ¢,(z)
sont donc bornées au voisinage des extrémités ¢, ..., ¢, . La constante qui
figure dans le numérateur du membre droit de I'inégalité (54) prend, pour
I'espace A, toutes les valeurs positives possibles, mais I'exposant constant
positif A, fixé au dénominateur, a une valeur unique pour tout I'espace A
choisie arbitrairement parmi les nombres inférieurs a4 1'unité, mais supérieurs
a la plus grande des valeurs absolues

(54) lov(8) | <=

(v=1, 2, ..., 2n),

(55) rr;la\vx|oc‘/’.—1—)f/’. <A<1 (v=r1,2, ..., 1)

\

liés a la solution X, (3) de classe (cy,, ¢, - .., c; ), 'indice variable j prenant

(3) C'est Gousseinov dans le travail [4] qui, le premier, a appliqué la méthode topologique pour
I’étude de ’équation intégrale singuliére dans le cas particulier d’un segment de I’axe réel.
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toutes les valeurs pour lesquelles les sommes o’ + 1, sont négatives [voir (5),

(7) et (7')], ou nulles.
On définit la somme des deux points de 'espace A par la formule

(56) (91 @20 ooy @] 90 0oy ooy Qo] =[919hs -5 Gan+ Ghn]
et le produit du point [¢,, ..., ©,,] par un nombre réel A par la formule
(56") Mo, ooy Qo | =291, oo v, A2y ].
Ensuite, on définit la norme du point U=/[o,, ..., 9,,] par la plus grande

des bornes supérieures des produits

(57) IVl = max fgg[[[lt~c/l°"‘+‘*l<9v(t>]J,

j=1

ou §/=o, si ¢; appartient & I'ensemble des extrémités distinguées ¢, ..., ¢, et
0=1,sic,€l.

La constante positive p dans la définition (57) est fixée arbitrairement de
facon qu’on ait

(58) o<(¢—|—41~X<1, = min (g, hy), (A + p)r A,

ou les constantes r, & et Ay caractérisent les fonctions G, et F, dans les inégalités
admises (20), (22) et (23), A est le plus grand de tous les nombres EYRENT

On définit la distance des deux points U et Vde 'espace A, comme d’habitude,
par la norme de la différence de ces points ;

(59) o(U, V) =||U—V|.

L’espace A est donc linéaire et normé; en outre, on voit qu’il est complet,
puisque la condition de Cauchy est a la fois nécessaire et suffisante pour la
convergence d'une suite de points de I'espace A, au sens de la norme (57).

L’espace A est, par conséquent, un espace de Banach. _

Considérons maintenant dans 'espace A un ensemble E de tous les points
U=[¢, ..., @2, ] ayant les propriétés suivantes :

Ul <,

p
(60) H]t——al-]e/"ﬂL]t,—bj[O}Aﬂ*[cpv(t)—cpv(ti)]éXIt—h [ (v=r1, 2, ..., 2n),
j=1
ou p et x sont des nombres positifs fixés arbitrairement; 6;=o si le point a;
appartient & I'ensemble des extrémités distinguées c;, ..., ¢; et ;=1 dans le
cas contraire, 6']. a des valeurs analogues relativement au point b;. On suppose,
comme d’habitude, que le point #, est situé sur l'arc ..

En accord avec la définition donnée précédemment, les fonctions ¢,(7) lides
avec I'ensemble E sont de classe §5(c,,, ..., ¢ ).



PROBLEME GENERALISE DE HILBERT POUR LES ARCS NON FERMES. 215

L’ensemble E est évidemment ferme’,‘ puisque le point limite d’une suite
arbitraire de points, vérifiant les conditions (60), vérifie aussi ces conditions.
En outre, I'ensemble E est convexe; en effet, si les deux points U, et U,
vérifient les conditions (60), alors leur combinaison linéaire [y U, -+ (1—vy)U,]
vérifie aussi ces conditions, lorsque y varie de o a 1.
- D’aprés la forme du systéme d’équations proposé (26), transformons
I’ensemble E par les relations

bo(6) = SAR[1, 01(0), -, aal(1)]
+2—;At—t.x¢<t>fLF”“ grlb e el e x50 P ),
O == 216 00, - 01
+ X5 >f ki ;ﬁi (e @O e X0 Py
\ 1,2, ..., n).

D’aprés les propriétés admises (22) et (23) des fonctions F, et les inégalités (60)
les fonctions dans les intégrales (61) vérifient 'inégalité

2nmgp” —|—mFC
2p

[[IT—C IQIA—H.L

ou la constante C est une borne supérieure suivante :

2p
69/ C—= t—c; geiA+p)r
(62') ;gg{]]l ¢ }
j=1

et vérifient les inégalités de Holder suivantes :

(62) | [FV[T: (P1(T)a "'7(?211(“.)”

(63) [Fy[7, 01(7)y « ooy Qan(T)] —Fy[T1, 91(71)y « ooy P2n(7e)]]

<kg| |7 —r1i |+ 2nxlt—n

P
| N R e R i e

- Jj=1
< kp(C+2nz) |7 —1 >

p
| |} (R DR A

j=1

ou la constante positive C/, ne dépendant que des arcs L, est la borne supérieure
suivante :

(&) SR REETIT | [EETTCESR A
j=1

Ann. Ec. Norm., (3), LXXV., — Fasc. 3. 23
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Nous en concluons, en tenant compte des formules (11), (13) et du
théoréme 3, que les fonctions (61) sont définies et continues a U'intérieur des
arcs L et qu’elles vérifient les inégalités de la forme

[ A Cy(2nmpp”+ mpC) + | A]| Cokp(C'+ 2n%) + C;Mp
2p )
11 6 —c; |\
. j=1
(65)  [do(2) — (1) ]

NG (enmppr 4 mpC) 4+ | 1| G Ap (G + 2nx%) + C;Mp + C kp
= m

l I lt_ a; ‘0,-A+pu [ ty — b,- |O’/ A+

j=1

(64) [ (2) | =

[t—¢e |,

ou les constantes C,, C,, C;, C, C,, C,, C, sont positives et indépendantes des
fonctions F,; M, désigne une borne supérieure des fonctions P, (¢) sur L et £, est
un coeflicient de Holder concernant les fonctions P,(¢) sur L. La transforma-
tion (61) fait donc correspondre, a tout point|9o,, ..., 9,,] de 'ensemble E,
un point [{,, ..., $,,] de I'espace A et toutes ses composantes ¢, (¢) sont aussi
des fonctions de classe §{(c, - .., ¢, ), comme les fonctions ¢,(¢) pour I'en-
semble E. En tenant compte des propriétés (64) et (65) de 'ensemble trans-
formé E', nous pouvons affirmer que cet ensemble fera partie de I'ensemble E,
si les constantes du probléme vérifient les conditions suivantes :

(66) 5 [ 4] Cy(2nmpp”+ mpC) + | 1| Cokp(C'+ 2n%) + C;MpZp Gt
AMC (2nmpp”—+ mpC) + | 2| CLhkp(C'+2n2%) + C,Mp+ G, kp =«
P

ou I'on a posé

w

P
(67) C,=sup II{l—a;j.\l-—b,—] .
teL "
_J=1 . -
Les constantes z et p étant arbitraires, nous voyons que les inégalités (66)
seront toujours vérifies, si le module du paramétre A est suffisamment petit.
Avant d’appliquer le théoréme de Schauder, nous démontrerons encore les
deux théorémes suivants :

TutoriMe 5. — La transformation de l'ensemble E par les relations (61) est
continue dans lespace \.

Démonstration. — Soit une suite arbitraire {U,} de points U,,=[¢{", ..., ¢i"']
de 'ensemble E, convergente vers un point U=[¢q,, ..., 9., ] de cet ensemble
au sens de la norme (57), c’est-a-dire qu’on a

2p

(68) 0(U,,, U)= mex sLup [H [t —¢; ]0"*‘+i* [oy™ (t) — cp\,(t):l |—o.

j=1

Pour démontrer le théoréme, il est nécessaire et suflisant de démontrer que
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la suite { U, } de points U, =[{1™, ..., diw], transformés par les relations (61),
converge vers un point U'=[d,, ..., {.,] qui correspond au point limite U
par les relations (61). Etudions dans ce but la différence

; (m m
(69) 4’("“ t)-—% t)-—‘:z‘ v(t)Fv[tv (2 )(t), ceey (P-(.’n)(t)]
7
— S V(OB 010(8), oy @oa() ]+ 1 (8) — L (2),
ou I'on a posé
(g (g ___Xj_ £ Yy (2 f MES CP,”“( C?’)”rf’( )ld‘:’
- (0 ()Y, (2) T
9
y— b oy 7 Folz, @1(2)s « oo 9an(7)] .
L(t)= 271_l.Xv(t)L,(t)fL X5(7) (= —2) dz;
en outre, on a
Xt(t)_—_Xf,”__,l(t), F,=F,_,, sl v=n-+1, n—+2, ..., 2n,
(69") . s1 v=1, 2, ..., n,
Yo ()= XL”( VXS (2), si v=n—+1, n-+2, ..., 2n.

L’étude de la premiére différence du membre droit de I'égalité (69g) est immé-
diate. Nous aurons notamment, d’aprés ’hypothése (22),

m

[Fo[ g, o™ (2), .oy @) —Fy[t, 00 (8), ..., 90, (0)]] < kg 2 ot (1) — @y (&),

v=1
donc, d’apreés la convergence admise (68), nous constatons que

°p

(70) Hl‘l\Sllp Il LE—cp | VAR B8 ol L ol ] — B[ oy ey CquH?—>0
j=1
\ si m-—>w.

Pour étudier la différence des intégrales (69’), considérons un arc /, portion
d’un arc arbitraire a, b contenant le point ¢, dont 'une des extrémités 7', I” peut
coincider avec les extrémités a, ou b,. Sans restreindre la généralité, nous sup-
posons que le point z soit situé au milieu de Iare [, si cet arc avec ses extrémités

. ;. 5. , . N T . f

I', " est situé a I'intérieur de I'arc a.b., ou bien que la longueur de I'arc /¢ est
au plus égale a la longueur de I'arc ¢/, si 'une des extrémités, par exemple /',
coincide avec I'extrémité a. ou b.. Décomposons maintenant les intégrales (69’)
en sommes d’intégrales
I[,'"”(l) — IE,’”"l(t) -+ I(,”(L”“(t),
(71)

/ [ L()=I(e)+1=4(2)

étendues 4 I'arc [ et a la partie extérieure L — /. Décomposons ensuite les inté-
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grales 17/(¢) de la facon suivante :

(72) I(\,”‘)l(t):;—%—I,X\f(t)Yv(t)[{Fv[t, O™ (T), L., O (2) ] [ XF ()]

dr
— 1

— R4 @0, - O] -

3 ad
+ 2—7T_l-YV(t) Fv[t, cpim)(t), \IIL (t)]f Tt.

Le premier membre de cette somme, que nous désignons par Ji(z), d’aprés les
inégalités (62) et (63), admet les limitations suivantes :

|t — ¢+ dic

(73) o <ce il [ -
. P —

w’,;.‘_“/[(),-,\rkyvlt‘b/_|0;_:\+(x

[t— ¢t |t dit i

Illt_a[O\Fuw b\O'Hp

/*!

Nous en concluons que, a tout nombre positif ¢, on peut faire correspondre un
nombre 7. tel que, pour tout arc / sur L de longueur v, I'inégalité

ap
(74) : msx;zg{f[]z_c [O/x-uurm\(t)l} g

soit vérifiée quel que soit m.
Le second membre de la somme (72), d’aprés I'inégalité (62), vérifie I'inéga-
lité suivante :

A : dr Ct
(73) |5 V(O B[t 9 (2), ... 7°P(>'r'1’(t)Jf’~t]< T log 7
l .

2T .
[]ie—c0
i=1

t—l’l

Done, tenant compte de la position du point z & I'intérieur de I'arc /, & tout
nombre positif € on peut faire correspondre un nombre positif ., tel que, pour
tout arc ! sur L de longueur 7., 'inégalité

20

(76) max sup% l I |t —c; |°"‘+*

\ j=1

LY R (1, g fv'z'f)f

m étant arbitraire, sera vérifiée. Les inégalités analogues aux (74) et (706) sont
vraies pour les fonctions ¢,(#) concernant le point limite U. Si donc I'are /
contenant le point ¢ a une longueur ¢gale a la plus petite des valeurs . et v,
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alors, pour toute position du point 7 a I'intérieur des arcs L, les inégalités

2p
-~ axs ¢ — c; [V Ty 2¢
(77) maxsupd L] 1e = o 1000 <
j=1
2p i
7 . t—c; |VA+u T (¢ 2¢
(77) max sup [Il o [T () [ 1< 5
Jj= )

m étant arbitraire, sont vérifiées. Il reste a étudier la différence des seconds
membres des sommes (71). Ces intégrales, étendues a la partie extérieure
L —1, sont réguliéres et leur différence, d’apreés la supposition (22), vérifie
I'inégalité

Y ke W, 19§ (5) — o(5) | dL.
-8 W=ty — =) | < L X5 Y, (¢ =
(78) I () O1<; 0 (Hl]‘_l P EOINEE

Remarquons maintenant que, d’aprés ’hypothése sur la position du point z &
I'intérieur de I'arc /, la distance |~ —¢| pour €L — [ admet une borne infé-
rieure positive. Donc, la longueur de I'arc / étant fixée comme le plus petit des
deux nombres 7. et 7., nous pouvons maintenant faire correspondre au nombre
arbitraire ¢ > o un indice N. suffisamment grand, pour que la différence des
intégrales étendues a I'ensemble L — / vérifie I'inégalité

2p \
max su t—c; (VA ImL—l(gy  TL=1(¢) | " < :s si m>N..
(79) p J ’ ’ ( !
v (€L N 9
j=1
En réunissant les inégalités (77) et (79), nous aurons

2p

(80) maxsups'nlt-c,- (Va1 () — L ()] < st m >N,
v teL(~jz1

d’ou, en tenant compte de la propriété (7o), on aura
Jim | U= U =,

ce qui établit le théoréme 5.

Tukorime 6. — L'ensemble E' transformé de Uensemble E par les relations (61),
est compact.

Démonstration. — Conformément a la définition, I'ensemble E’ est compact,
si, de toute suite {V,,| de ses points,

Vo= [, .., )]

on peut extraire une suite partielle { V, | convergente,
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o, ~ P —
Considérons donc sur tout arc a.b, deux arcs a,tz. et z,b. de longueur suffi-
samment petite pour que 'inégalité suivante soit vérifiée ;
=P
(82) max sup lw[\l——( Pearw Qim0 } < e

(V) €L,y
j=1

pour tous les termes d’une suite { V,,| de points de 'ensemble E’, arbitraire-

/

ment choisie; on a désigné par L, 'ensemble de points de tous les ares a.z.
et t/;E )

Nous signalons qu’il est possible d’établir I'inégalité (82), grace a la limita-
tion (64), vérifiée par tous les points de 'ensemble E'.

Remarquons maintenant, que sur I’ensemble de points des arcs t/?v, les fonc-
tions 47 (¢) sont bornées et, d’aprés (65), vérifient la condition de Holder

[ () — W () | <hylt— 0 (Y=1,2, ... 20),

avec le méme coefficient de Holder £y, quel que soit m. Done les fonctions
composantes des points de la suite {V,,Lg sont également continues et également

bornées sur I'ensemble des arcs zYtY, par conséquent, d’aprés le théoréme
d’Arzela, de toute suite fonctionnelle {Li"(2)}(v=1, 2, ..., 2n), on peut
extraire une suite partielle {{, (¢)}uniformément convergente dans I’ensemble

N ., . .
desarcs ¢,z . Il en résulte que, a tout nombre positif ¢, on peut faire correspondre
un indice N., tel qu’on ait

2p
(83) max sup I I [ £ —c; VA W (1) — b (2) | p < e si m > N, s<<N..
(v} (€eL—L, -
j=1
L’inégalité (82) étant vérifiée par tous les éléments de la suite { V.|, nous en
concluons que la suite {V, | de points

= (s s ]
vérifie la condition de Cauchy
» |
(88) 1| Vi — Vi, || = max sup T = teeidin — gy < (mys>Ne)
v) teL iy
conformément a la définition de la norme (57).

Or, I'espace .\ est complet, donc la condition (84) de Cauchy est suffisante,
pour que la suite des points { Vi"} soit convergente dans I'espace A, par consé-
quent I’ensemble transformé E’ est compact. ‘

Toutes les conditions du théoréme cité de Schauder étant vérifiées, nous en
concluons 'existence d'un point au moins [2](¢), ..., ¢;,(¢)] dans I'ensemble E
invariant relativement 4 la transformation (61). Ce systéme de fonctions
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[9:(2), - -, @,,(2)], est une solution du systéme d’équations intégrales singu-
lieres (26). Les fonctions trouvées ¢;(z) de classe 5 (cy,, - . .. ¢, ) vérifient la
condition de Holder (65), done, en substituant ces fonctions dans les membres
de droite des formules (24), on obtient un systéme de fonctions ®, (3), ®,(3), ...,

®,(3), holomorphes dans le domaine extérieur aux coupures a:,a,, dont les
valeurs limites @ et @7, d’aprés les formules de Plemelj et le systéme d’équa-
tions donné (26), vérifient le systéme d’équations donné (17) en tout point
intérieur ¢ des arcs L.

En outre, d’apreés le théoréme 4, ces fonctions vérifient la condition de rester
bornées au voisinage des extrémités distinguées ¢, ¢, ..., c; et la condi-
tion (19) pour les autres extrémités des arcs L. Nous pouvons donc énoncer le
théoréme suivant :

TuroriME 7. — Si les fonctions données G, et ¥, vérifient les conditions (20),
(22) et (23), si en outre le module du paramétre '\ est suffisamment petit pour que
les conditions (66) soient satisfaites, P, étant des fonctions entiéres arbitrairement
choisies, alors il existe des systémes de fonctions '

D, (z), Dy(z), ..., D,(5)

holomorphes a Uextérieur des coupures L dont les valeurs limites ®7 et ® vérifient
le systéme d’équations proposées (177) en tout point intérieur t€L et qui restent
bornées au voisinage des extrémités distinguées c, cy,, ..., ¢, en vérifiant la
condition (19) aux autres extrémités. Tous ces systémes sont déterminés par les
Sformules (24), ou P (z) sont les fonctions entiéres arbitraires et ,(t), ..., 92,(2)
Jforment les solutions du systéme d’équations intégrales (26).

En terminant, nous ferons encore I'analyse des conditions (66) d’existence
de la solution du probléme.

Nous avons déja dit que ces conditions seront toujours satisfaites si | A | est
suffisamment petit. Le choix des constantes positives p et z étant arbitraire, il
est naturel de profiter de cette circonstance et de choisir leurs valeurs, pour que
I'intervalle permis pour la variation du paramétre X soit le plus grand possible.

Ecrivons donc les inégalités (66) sous la forme équivalente

oGyt — G Mp
Ci(2nmpp”+ mpC) + Cokp (C'+ 2n%)
x— Gy Mp — C kp
anmpp” + my G) + Gikp (C'+ 2nx)

[A] <

(85)

2= g

sous la supposition que ¢ et x sont suffisamment grands pour qu’on ait

{ pC'— C;Mp > o,

8”/ Py
(857 | % — C,Mp— C, ko> o.

Si z varie de la valeur C; M, + C, &, 4 'infini, ¢ restant fixe, alors le premier
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membre droit (51) diminue vers zéro et le second membre augmente de zéro
vers la valeur limite [2nC, 4 |~*. Donc la borne supérieure de | A | aura la plus
grande valeur si nous choisissons pour z une valeur x, vérifiant I’égalité

pCZi—CgMp ZO—C;MP——C;/fp

(86) Cy(2nmpp”+ my CG) + Goky (G + 212) - G (2nmppm+ mpCG) + C), kg (C'+ 27 %g)

Nous en calculons %,(p) et la valeur correspondante A,(g) en fonction de p et
nous prouverons, par un calcul élémentaire, que A,(p) tend, en augmentant,
vers la limite

. 1
(87) F}{;T}o do(p) = Gl

si p tend vers I'infini. Par conséquent, si le paramétre A vérifie la condition

I
ZHC;I('F

- (88) (A<

(qui est la limitation la plus avantageuse), alors, il existe des valeurs p, x telles
que les inégalités (66) soient satisfaites et notre probléme admet les solutions,
quelles que soient les fonctions entiéres P, (z).
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