C.T.IONESCU TULCEA
Sur certaines classes de fonctions de type positif

Annales scientifiques de [ "E.N.S. 3¢ série, tome 74, n°3 (1957), p- 231-248
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1957_3 74_3_231_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1957, tous droits réservés.

L'acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1957_3_74_3_231_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR

CERTAINES CLASSES DE FONCTIONS
DE TYPE POSITIF ©

Par M. C. T. IONESCU TULCEA.

1. Intropuction. — Dans ce travail nous étudions certaines classes de fonctions
qui contiennent en particulier les fonctions de type positif usuelles définies sur
un groupe localement compact et les fonctions complétement monotones intro-
duites dans [15].

L’introduction de ces classeb de fonctions nous a été suggérée par la lecture
d’un article de Béla Sz.-Nagy [17], Les méthodes utilisées dans la suite sont
inspirées, surtout par celles employées par H. Cartan et par R. Godement dans

[4] et[9].

2. DEFINITIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES CONCERNANT LES MESURES DE RapoN (2). —
Nous désignons par G un groupe localement compact, par S, un sous-espace
localement compact de G et par m, la restriction 4 S d’'une mesure de Haar de G
invariante a gauche. On supposera :

(1) Sstable et contenant I'unité e de G :

(2) S muni d’une application continue x — x* de S dans S vérifiant les
relations (zy) =y a*, 57= 5 quels que soient z, y, z€S;

(3) Ar={x"|x€A} m-localement négligeable si A est m-localement
négligeable ;

(4) m(V) > o pour tout voisinage compact VCS de e.

Soit M(S) I’espace vectoriel des mesures de Radon complexes définies sur S
a support compact; pour toute mesure p. on notera avec S(p.) son support. Si i,

(*) Les principaux résultats de ce Lravail ont éLé exposés dans une Note : Fonctions de type
positif (C. R. Acad. Sc., t. 243, 1956, p. 1389-1392). ,

(2) Pour les notations et les nolions concernant la théorie de I'intégration utilisées et non expliquées
dans le texte, voir [2].
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v, 6€M(S), on peut définir les mesures pv et 3+ par les égalités

(5) [ 1@ dps(@)= [[ fay) du@rany)  pour feax(s)
et
(6) ff(x)d&*’(x):/‘j((w)dé(x) pour feK(S).

fsigniﬁe toujoursf; ¢ est définie par I'égalité 6(f) ==8( f). On constate faci-
S

lement que S(pv)=S()S(v), S(¢*)=S(8)* et que muni du produit (., v) - pv
et de I'involution & — &+, M(S) devient une algébre involutive ayant pour unité la
mesure ¢.. Pour toute p€M(S) et a€ S on désigne par ., la mesure ¢, ;

(7) [ £@) dpata) = [ flaz) dpz)  pour feK(S).

Remarquons qu’on a py,= (i )a et (&)a= ().

Soit L(S) 'ensemble des mesures appartenant a M(S) de la forme g.m (*),
ou g est une fonction m-localement intégrable ; on supposera toujours g(z)=o0
si xgS(g.m). Si ., v€L(S) et u=g.m, v=~h.m, on a pvy=u.m, u étant
définie (presque partout) sur S par I'égalité

w(y) = f 2(z) h(a—ty)de (%).

Si d€L(S) on démontre a I'aide de (3) que ¢*€L(S). Il en résulte que L(S)
est une sous-algebre involutive de M(S). Pour ., v, €L(S) les égalités (5) et
(6) restent encore vraies pour f m-mesurable et m-localement bornée (*).

Si p.=g.meL(S) alors, quel que soit a€S, on a pour f& K(S)

pall)= [ Flaw) g(@) dw == [ J) gty da == [ f() gue) dm (),
G G

ou g.(x)=0 si zgaS(p.) et g.(x)=g(a"'x) si z€aS(p). Il sensuit que
. €L(S) si € L(8) et, par suite, que I'égalité () reste valable pour f m-mesu-
rable et m-localement bornée. On dedult encore des relations précédentes
I'inégalité

| pa— P \éfl§((r‘x)~§(b“’x){dx pour a,b€S et p—=g.meL(S).
G

(3) La mesure g.m est définie par les égalités
g.m(f) =ff(.z') g(z)dm(z) pour fed(S).

(+) Pour une fonction f définie sur S on pose f(x) =f(z)sizel el:f( r)=osix¢S; dz est le
symbole d’intégration par rapport a la mesure de Haar de G, considérée.

(%) f est m-localement bornée si pour toute partie compacte K c S il existe une constante ¢(K) telle
que m( {z|[f(z)|>c(K)}nK)=o.
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Done I'application @ — 1, de S dans L(S), muni de la topologie définie par la
norme . — || || est continue (°).

Pour toute partie compacte KCS on désignera par L(S, K) 'ensemble des
mesures w€L(S) telles que S(p)CK. Muni de la norme p. — | p. |, L(S, K)
est un espace de Banach isométrique a I'espace L (K, my) des fonctions définies
sur K et intégrables pour la restriction my de la mesure m a K. Sur L(S),
réunion de la famille filtrante des L(S, K), considérons la topologie d’espace
tonnelé limite inductive des topologies des espaces L(S, K). Désignons par
L’(S) le dual correspondant de L(S). Si g est une fonction définie sur S a valeurs
complexes m-mesurable et m-localement bornée, la forme linéaire o' définie
par I'égalité

(8) x' () :fg(x) dp.(z) pour toute p.€ L(S),

appartient & L’(S). Réciproquement toute ' € L'(S) peut s’écrire sous la forme
(8), ou g est une fonction m-mesurable et m-localement bornée. Ce résultat est
immédiat si S est compact ; la démonstration dans le cas général repose sur un
théoréme de R. Godement (7).

Soit & un ordonné filtrant de fonctions m-mesurables tels que pour tout
compact KC S il existe une constante ¢(K) vérifiant la relation

m({z|.|f(z)|>c(K)}nK)=o
quelle que soit /&€ F. De la continuité de 'application @ — 1, on déduit la :

ProrositioN 1. — St & converge faiblement vers g, on a pour toute p.€L(S)
Iimff(ax)dp(x) :fg(ux)dy(x)
fE€F
uniformément sur tout compact.

Il suffit de remarquer que les applications a—>ff(aa:) du.(x)(f€F) sont

uniformément bornées et équicontinues sur tout compact.

Dans la suite de cet article on désignera par ¥(e) un systéme fondamental de
voisinages de e, pour tout Ve€¥(e), par .y une mesure appartenant a L(S),
positive de masse totale 1 et de support contenu dans V et par U l'ordonné
filtrant { p., | V€W (e)} (nous posons gy, = py, si VO V"),

3. REPRESENTATION INVOLUTIVE DE S. — Une représentation involutive (r.1.) de S est
un ensemble {H, U,}, ot H est un espace hilbertien et s — U, une représentation

(%) Le produit pv de deux mesures ., v est un cas particulier du produit de composition défini
dans [11]. Remarquons que M(S) et L(S) peuvent étre identifies & des sous-algébres des algébres
correspondanles de G, ce qui donne le moyen d’obtenir la plupart des propriétés formulées plus haut.

(7) JPour des résultats semblables et pour le théoréme de R. Godement, »oir [7].
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fortement continue de S dans I'ensemble £2(H) des opérateurs continus de H,
telle que U, =1U;. Une r.i. {H, U,} est irréductible si les seuls sous-espaces
vectoriels et fermés de H invariants par les U, sont H et { o}. Une représentation
involutive simple (r.1.s.) de S est un ensemble {H, U,, a}, ou {H, U,} est une
r.i. de S et @ un élément appartenant a H tel que I'espace vectoriel fermé
engendré par les U,a soit H. Si {H, U,, a} est une r.i.s. on constate immédia-
tement que U,.=1. Uner.1.s. {H, U,, a} est irréductible si {H, U,} est irréduc-
tible. Soit {H, U, a} une r.i.s. de S: la fonction f définie sur S par I'égalité
f(s)=(U,a|a) est la fonction caractéristique (f. c.) de {H, U, a}. Une fonction
[ est élémentaire si elle est la f.c. d’une r.1.s. irréductible. f est normée si
f(e)=1. Si S est abélien, on démontre comme pour les groupes, qu'une f.c. f
est élémentaire et normée si et seulement si f=£ o, f(st) = f(s) f(2), fw") = f(u)
quels que soient s, t, u€S; on verra d’ailleurs au paragraphe 4 qu'une fonction
continue satisfaisant aux relations précédentes est la f.c. d'une r.i.s.. Deux
r.i.s. {H, U, a} et {H, U, a'} sont isomorphes s’il existe une application
isométrique u de H sur H’ telle que u(a)=a’ et U ou=u-U, pour tout s€S.
Pour que deux r. 1. s. soient isomorphes, il faut et il suffit que les f. c. corres-
pondantes soient identiques.

Soit {H, U,} une r.i. de S. Pour toute u.€M(S) désignons par U, I'opérateur
défini par les égalités

(Uualy) = [ (Ul y)dp(s) (= y€H).
i — U, est une représentation de 'algébre M(S) dans £(H) telle que U, =Uj.

Pour toute fonction continue f a valeurs complexes définie sur S et & M(S),
désignons par f* la fonction définie sur S par I’égalité

(9) se) = [[ fsan) dps) dpo),
De (9) on obtient facilement les égalités
(o2 f+ Bg)—=afe+ Bg* et RS = ()’

quels que soient les nombres «, 8, les fonctions continues f, g, & et les mesures
, v, S€M(S). Si{H, U, a}estuner.i.s. de Set festlaf. c. correspondante,
alors

(10) S¥(zx)=(UxUpa|Uua) pour z€S et HEM(S):

4. Foncrions pE TyeE positi. — Une fonction f définie sur S & valeurs
complexes m-mesurable et m-localement bornée est de zype positif s1, pour toute

w€L(8),
(1) [[7+0rdas) dpcey=o

Soit ¥ un recouvrement de S par des parties ouvertes relativement compactes.
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Pour toute famille W = (r(A))scv de nombres > 1, soit P(R)(*) la classe des
fonctions f de type positif, vérifiant I'inégalité

(12) ﬂf(s+a+at) dup(s) du(t) ét(A)ﬂj'(s+t) dp(s) dp(t)

pour p.€L(S), AePVetaeA.
S'il existe une partie V, ouverte et relativement compacte, telle que

U@: S, alors pour qu’une fonction f de type positif appartienne 4 une \
n=—1
classe P(R), il faut et il suffit que I'inégalité (12) soit vérifiée pour une cons-
tante M convenablement choisie [ a la place de r(A)], pour p€L(S)etaeV. Si
S est continue, les inégalités (11) et (12) sont équivalentes avec les inégalités
qu'on obtient en remplacant les mesures w€L(S) par des mesures p.€M(S)
ou bien par des mesures 4 support fini.

Une fonction de type positif n’appartient pas nécessairement a une classe
P(R). On obtient un exemple si 'on prend

S =R, st=s et f(s):fe“e“” dt¢ pour tout s€S.

Chaque classe P(R®) peut étre identifiée a4 une partie de L'(8). Si l'on
remarque que

[ #ts70yds) dpoy= [ e ()

| st araey diz(s) d(oy = [ ) d(ay poga,

on déduit que chaque classe P(R) est fatblement fermée dans L'(S).
Voici deux des exemples de fonctions du type considéré :

a. St S=G et s*=s"* pour tout s€S les relations (11) caractérisent les
fonctions de type positif usuelles. Dans ce cas toute fonction de type positif
appartient a P(R,), ot R, =(r,(A))sev et 1,(A) =1 pour tout A€ ¥;

b. Supposons S abélien et s+=1+ quel que soit s€S. Pour tout s€S, soit T,
la translation @ — xs. Nous disons qu'une fonction f définie sur S a valeurs
complexes est complétement monotone ([15], p. 578) si quels que soient,
pentier > 1, n(1), ..., n(p) entiers positifs, s(1), ..., s(p) éléments de S et
T €S, ona

(I — T )" (L — T )" .. (L= Ty )" f(2) > 0.

D’aprés un résultat de A. Nussbaum (lemme 1, [15], p. 579), toute fonction

(8) Pour un semi-groupe discret S, qui n’est pas partie d’un groupe, on peut encore définir les
classes P(}) et obtenir des résultats analogues aux théorémes 1, 2, 4, B, 6 et 7.
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complétement monotone appartient & P(#,). 1l est facile de constater que si-
I'équation s> =1 a une solution dans S quel que soit z&S, P(R,) coincide avec
la classe des fonctions complétement monotones.

TutorkME 1. — Une fonction f appartient a une classe P(R) st et seulement st f
coincide localement presque partout avec la f.c. d'uner.i.s. {H;, U, a,} deS.
Lar.i.s. {H;, Uy, as} est déterminée a un isomorphisme prés.

On vérifie que la condition est suffisante par un calcul direct. L'unicité de la
r.i.s. résulte d’'une remarque précédente. Il reste & montrer que la condition
est nécessaire. Pour ce faire posons pour 1, v€L(S)

(p]v) = ﬂ F(s+2) dv(s) dp (1),

L’application (&, v) — (@ |v); est une forme hermitienne positive sur L(S) et
poura€ A€V ona
(13) (Pal pra)r< e (A) (1| 1)

Soit maintenant Ny= { | (| p-)s=o01} et pn— f(p.) I'application canonique de
L(S) sur L;=L(S)/N,. Munissons L, d'une structure d’espace préhilbertien
en posant

SN r=(xlv),  pour f(p), f(v)€Ls

et désignons par H, I'espace hilbertien complété de L,. Pour a€S et f(n) €Ly,
posons

Uraf () = f(Pa)-
Uy . est une application linéaire de L, dans L, et, d’aprés (13),
”Uf,a”éf(A)% si aeAeV;
~ il s’ensuit que Uy, est prolongeable 4 H, et I'on constate facilement que -
Upe=1,  Upa=UsUssp  Uper=1Uj},

quels que soient @, b, c€S. De l’inégalité (13) on déduit encore pour
a,beAe,

10 f () — U F(2) 1l == [ £ () — F120) | Z 8 (AT || pam b |-

Il résulte que a— Uy, est fortement continue; done {Hy, Uy} est une r.i. de S.
Remarquons maintenant que

limsup || /()| <o et Lm(7(p) )= [ F() dp()

quelle que soit p.€L(S). Donc . — f() a une limite faible a,€H, suivant
I'ordonné filtrant U et a, vérifie évidemment I’égalité

(14) (f)las) = [ £(3)di(y) pour toute p.
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On déduit (f(;k)]Uféa,),_ff(sﬁ“y)dyv(y) pour s€S et n€L(S) et en inté-

grant par rapport a v
(15) [ S Unan) i) = (F) 1))
Des égalités (14) et (15) on obtient

f(f‘f|Uf,saf)fdg(s):(f(”)I“/)/':ff()’)dg(]’)

et, par suite, f(s)= (U, ,a,|a,), localement presque partout. Pour achever la
démonstration du théoréme il suffit de remarquer que, d’apres (15), espace
vectoriel fermé engendré par les U, ;a; coincide avec H, (°).

Remarques. — 1° D’apreés le théoréme 1, toute fonction f appartenant & une
classe P(R) coincide localement presque partout avec une fonction continue.
On identifiera /, dans ce qui suit, a la fonction continue (unique) avec laquelle
fcoincide localement presque partout.

2° Si festlaf.c. d'uner.i.s. {H, U, a}, alors f€P(R), ou 'ii—(L(A))Aen
si et seulement si, quels que soient A€V et s€A, on a

(16) ULl < e (A%

En effet, de (16) on déduit pour toute suite (¢;) de nombres complexes, toute
suite (s;) d’éléments de S, A€V et s€A,

Z(‘lc,f(s stss;) = ”U <ZCiUfi“>l‘2ét(A) ‘lZ(:,USia :
=x(A) Y@, f(sfs;),  done feP(H).

Réciproquement, si f€P (1), des relations précédentes on tire I'inégalité (16),
car 'ensemble des sommesz c;U,a est dense dans H. Si {H, U} est une r.1.

de S telle que les U, vérifient les relations (16), a€H et f(s) =(U,a|a) pour
s €S le raisonnement précédent nous montre encore que f€P ().

3° La remarque précédente et ’égalité (10) nous montrent que si p.€M(R)
et f€eP(R), alors feP(R).

4° SifeP(R), ona|f(s) [ér(A)l f(e) pour s€A; en effet
|f() 1= (Upear|ar) | Z1 Upsll- 1l as |-

On en déduit qu'une.partie BCP(R) uniformément bornée a I'origine est uni-
formément bornée sur toute partie compacte ; donc faiblement bornée dans L'(S).

(°) Pour le cas S = G et s+= s~ pour s€S, voir aussi : I. GELFAND et D. Raigov, /rreducible uni-
tary representations of loeally bicompact groups (Mat. Sb., t. 13, 1943).

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 3. 31
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Pour deux fonctions f, g de type positif on écrira
(17) f=s
si f— g est de type positif.
TutoriME 2. — St festla f.c.delar.i.s. {Hy, Uy, asl et si f> gil existe un

opérateur A, positif et majoré parl, permutable avec les U, ; tel que pour tout s € S
ona

(18) 8(s) =(AUssariar)s.

Soit u 'application linéaire f(p)— g(p.) de L, dans L,; u est continue et,
par suite, prolongeable comme application linéaire continue de H, dans H,.
Considérons la forme hermitienne positive p(z, y) = (u(x)|u(y)), définie sur
H,><H;. Pour z€Hy, p(x, ) L (x|x),; donc il existe un opérateur A tel que

oZLALL,  p(xz,y)=(Az|y);y pour z, yeH,
En particulier, dn a
(Ugs g (1) |8 (v))s = (AU f (1) | S (V)
d’ou I'on déduit (18). On a encore
(AU f() [F () = (Ups AF () LSOD) s
d’otut il résulte que A permute avec les Uy,..
Remarques. — 1° Si f€P(R), il s’ensuit de (18) que g€ P(R).
2° On déduit encore de (18) que g est limite uniforme sur tout compact de
fonctions de la formeZ cici f(57ss;).

5. UN THEOREME DE CONVERGENCE.

PropositioN 2. — Sotent f€P(R), A, BEV et t€A, s€B. Alorsona
(19) |f(2) = f(ts) P22 (A) f(e) (f(e) (1+2(B))/2 — R(s)) (*°).
Soit {H, U,, a} une r.i.s. de S dont fest laf. c. Alors
J(6) = F(ts) [P = (U(Uo—Uy)a] @) L] Ul [ (Ue— Us) | B[ @] FZ 5 (A) f(e) (|| a]

I Us[PllallP —2Rf(s)) Z25(A) f(e) (f(e) (1 +2(B))/2 — Rf(s))

et, par suite, 'inégalité (19) est démontrée.

Dans ce qui suit on supposera (ce qui, d’aprés (16), n’est pas une restriction)
que le recouvrement 3 contient le systéme fondamental Y (e) de voisinages de e

et les familles B = (r(A))ev définissant les ensembles P(R)sont telles
que lim r(A)=1.

A€V (e

(10) Si z =z + iy, alors Rz = .
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TatoreME 3. — Pour qu’un ordonné filtrant F CP(R) converge uniformément
sur tout compact vers une fonction g€P(R), il faut et il suffit que F converge
Saiblement vers g et que lim sup f(e) = g(e).

JEF

Soit KC'S une partie compacte et o < e 1. Choisissons un entourage U, de
la structure uniforme induite sur S par la structure uniforme gauche de G tel
que

(20) (z,y)€UN(U(K) < U(K))  implique [g(x)—g(y)|<=e;
(21) U(e)ePB(e) et t(U(e)) L1+¢;
(22 U={(2x,y)|y€x2V}n(SxS), ou V est un voisinage de ¢ dans G.

On constate facilement que si s&e SNV="U(e), alors (z, z5) €U quel que soit
z€8;siz€K, alors zs€ U(K) et, par suite, | g(z) — g(zs)| Ze.

Choisissons maintenant une mesure appartenant a L(S), w>> o0 de masse
totale égale a 1 et telle que S(1)CSNV. On peut supposer, sans aucune restric-
tion, que I'ensemble { f(e)| f€ F} est borné; alors les fonctions appartenant a
F sont uniformément bornées sur tout compact et, par suite, il existe (prop. 1)
f-€F telle que si /> f. (**) on a pour tout t€K.

(23) | [ 1 i) = [g05) s

.

Remarquons que, quel que soit z€S, | f(5) — g(3)| est majoré par

(26) ’ [ ttz) — o duts)

+| [ —sendu]|+| [ e — e i) |

D’aprés I'inégalité (23), le premier terme de la somme (24) est majoré par « si
z€Ket f f.; il en est de méme pour le second, car S(n)c SN V. Il reste a
évaluer le troisiéme terme. Pour ce faire choisissons A,, ..., A, € telles que
A,U...UA,DKetsoit M=2sup{r(A,), ..., r(A,)}]. Alors on a pour z€K,
seU(e)et [ f.

[ f(5) — f(zs) P=ZM f(e)(f(e)(1+x(U(e)))/2 — R[f(s))
ZMf(e)(fle)(1+¢e) — R f(s)) =M (g(e) + &) ((g(e) +¢&) (1+¢) — R f(5))
ZM(g(e)+e)(g(e)e+(1+¢e)e+g(e) — R f(s))

et, par suite (en appliquant 'inégalité de Schwarz),

If(f(z)—f(m))dp(s) 2M<g<e>+1><g<e>a+zs>+f<g<e>-mf<s>>du(s>-

- Mais, pour f> /.,

f(g(e) — R f(5)) dpa(5) = f(g(e) — R g(s)(dpls) +f(ag<s> — R f(s)) dp(s) L 2.

(1) 1l s’agit de I'ordre de I'ordonné filtrant &.
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Donc pour /> /. et z€K, on a

/() —g(5) | Z 2z + T MF (g(e) -+ )
et, par suite, le théoréme est démontré.

Remarques. — 1° Le théoréme 3 étend aux classes P(R) un résultat démontré
par D. Raikov [16] pour les fonctions usuelles de type positif définies sur un
groupe localement compact.

3° Du théoréme 3 il résulte que sur toute partie TP (R) telle que f(e)=g(e)
pour f, g€ la topologie faible coincide avec la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact.

6. UN THEOREME D’ APPROXIMATION CONCERNANT LES FONCTIONS APPARTENANT A UNE CLASSE
P(R). — Considérons une classe P(R) et soit

Py(R)={/f]/eP(R), fe) =1}

P(R) est le cone de sommet O engendré par Po(R). Nous disons qu’une partie
QcP,(R) est réguliere si :
(25) Qest convexe;

(26) feQ et f=£o0implique f/f(e)€Q;
(27) fe€Qet f> gimplique g€Q.

ProrositioN 3. — P (R) est une partie réguliére faiblement compacte.

La vérification des propriétés (25), (26) et (27) est immédiate. Pour
démontrer que P,(R) est faiblement compacte, il suffit de montrer que P,(R)
est faiblement fermée [ car P,() est faiblement bornée et L(S) est tonnelé].
Soit donc F CP,(R) un ordonné filtrant convergeant faiblement vers g; P(R)
étant faiblement fermée, g€ P(R). Il reste 4 montrer que g(e)=r1; or si
g(e) >1 on déduirait du théoréme 3 que F converge uniformément sur tout
compact vers g. Donc g(e) <1, ce qui contredit I'hypothése g(e) >1.

Pour toute partie réguliére Q € P, (1) désignons par A(Q, R) 'ensemble des
fonctions élémentaires normées appartenant a4 Q. Nous posons A(R) au lieu

de A(Q, B)si Q =P, (R).

ProposiTioN 4. — Pour qu’une fonction f=£o0 appartenant & une partie régu-
liére Q soit un point extrémal de Q, il faut et il suffit que f€ A(Q, R).

Ce résultat se démontre comme la propriété analogue des fonctions de type
positif usuelles. On peut utiliser une remarque de N. Bourbaki ([3], chap. I-II,
p- 82-83) pour montrer qu'une minorante arbitraire d’une fonction f€Q est un
multiple scalaire de fsi et seulement si f est un point extrémal de Q.

TutorkME 4. — Une fonction f appartenant au cone de sommet O engendré par
une partie réguliére faiblement fermée ) est limite uniforme sur tout compact de
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Jfonctions de la forme
(28) 27\1%, o Ao, EAi:f(e)
et o; sont des fonctions élémentaires normées appartenant a Q.

Considérons la fonction f]/(e). D’apreés le théoréme de Krein et Milman ([ 3],
p- 84), f]f(e) est limite faible, et par suite d’aprés le théoréme 3, limite uni-

forme sur tout compact, de fonctions de la forme (28), avec A;>0 etE A=1.

Avant de terminer ce paragraphe nous allons construire un exemple de partie
réguliére faiblement fermée. Soit f€P(R), R,(f) I'ensemble des fonctions
appartenant a Po() de la forme

(29) S ey

ol y, ..., ik, sont des mesures a support fini et R(f) I'adhérence de R,(f)
pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

Si f€R,(f), p- est une mesure a support fini et f*(e) <1, alors (d’aprés une
remarque faite au paragraphe 3) f*€®,(f). On peut encore montrer que
SrER(f)sipeM(S), feR,(f) et f*(e) L1. En effet, choisissons pour cela
~un ordonné filtrant & de mesures a support fini tel que : (i)S(v)cS(p) pour
toute ve€ F; (ii) ||v|| < || w|| pour toute ve F; (iii) F converge vaguement

vers (. Alors lim f”= f*uniformément sur tout compact et, par suite, f* € R(f),
VETF

car on peut supposer f¥(e)<_1 pour toute v€ F.
ProposiTion 5. — R (f) est une partie réguliére faiblement compacte.

Démontrons d’abord que R (f) est une partie réguliére. On constate immé-
diatement que R (f) vérifie les conditions (25) et (26). Il reste donc a montrer
que he R(f) si g>het g€ R(f). Soient = >0 et KCS un compact. Il existe
alors une mesure 3, dont le support est fini, telle que
(30) : |gP(z) —h(z)|Le si xekK;

d’autre part il existe g, € R, (f) telle que

(31) lg(z) —gi(x) | Ze/(x+[|BIF)  si zeS(B)"KS(f).

De (31) on déduit ‘ '

(32) |g8(z) — g ()| Le st zek,

et, par suite [ d’aprés (30) et (32)],

(33) |g8(z) —h(z)|<L2e  si zek.

Maintenant si g#(¢) =1, g € Ro(f): si g2(¢) > 1, gl () € Ro(f) et
(34) |8 (2)/gh(e) —h(z)| Z2e(1+|h(2)]) si zeK,

car 1= g%(e) =1+ 2z. De (33) et (34) on déduit que he R(f).
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Démontrons maintenant que R(f) est faiblement fermée. Pour ce faire il
suffit de montrer que R(f) est 'adhérence faible de R,(f). Soit donc g une
fonction faiblement adhérente a R, (f). Si g(e) =1, on déduit g€ R(f) d’aprés
le théoréme 3. Supposons g(e) < 1. Soient o< =< (1—g(e))/2, KCS une
partie compacte et € L(S) telle que :

(33) igi(z) —g(x)|=e¢  pour zek.
g étant faiblement adhérente 4 R,(f), il existe (prop. 1) h€ R, (f) telle que
(36) |g¥(x) — hv(2)|=e  pour zeK.
On déduit de (35) et (36), A*(e) = g(e)+2e 1 et
|g(@) —ht(z)|Z2e  pour xeK;

il s’ensuit g€ R(f).

7. REPRESENTATION INTEGRALE DES FONCTIONS APPARTENANT A UNE cLAsSE P (R). — Pour
toute partie réguliére faiblement fermée Q désignons par B(Q, R) I'ensemble
des fonctions non identiquement nulles faiblement adhérentes a A(Q, ). Dési- -
gnons encore par B, (Q, #) I'ensemble { /| f€B(Q, R), f(e)=1}].

JProrosirion 6. — St S abélien A(Q, B)=B(Q, R). -

Soit ¥ CA(Q, R) un ordonné filtrant convergeant faiblement vers une fonc-
tion g==o et soit weL(S) telle que fg(s) dp.(s)%o [on peut supposer
ff(s) dp.(s) £ o pour toute f€ 9] Alors (prop. 1), on a

tim 7 dia(o)= [y dp(o)
uniformément sur tout compact. Mais
[Fesydu) =1 [ s dpts) pour zeS @ fes.

Il s’ensuit que f converge uniformément sur tout compact vers une fonction
nécessairement identique a g; on déduit

g(s)=g(s)g(t) et gur)=g(u)
quels que soient s, ¢, u€S. Done
FEQNA(R) =A(Q, 1)
et, par suite, la proposition est démontrée.

TukoriME 5. — Pour toute fonction [ appartenant au cone engendré par une



SUR CERTAINES CLASSES DE FONCTIONS DE TYPE POSITIF. 243
partie réguliére faiblement fermée Q CP ()il existe une mesure de Radon positive
sur B(Q, R) u,, telle que : (1) w(B(Q, "ﬂ)nGBi(Q, 13)) = o; (ii) pour tout s€ S

on a

(37) f(s)sz(chws)duf(cp);

(ii1) 8¢ S est abélien A(Q, W) =B(Q, R) et y.; est unique; (iv) Si S est séparable
on peut choisir p.; telle qu’on ait

w(B@ ®nfa ®)=o
Commencons par démontrer que I'application ¢ — o(e) définie sur B(Q, )

est absolument mesurable (**). Pour toute A€W (e) soit

M(9; A)=sup{|o(z)||z€Al;
on a

Mg y=supl| [g(@)du@)|lpelS) ullzn S@eal

On déduit que 9 — M(¢; A) est semi-continue inférieurement sur B(Q, R).
Soit (A,),_.c.. une suite de parties appartenant a ¥(e) telle que limr(A,) =1.
nywo

“Alors

¢(e) =LmM(¢; A,),
n>o»

car

,
o(e) =M(9; Ay) Z¢(e)r(A,)? pourtoute ¢ etn=r1, 2, ....

Il s’ensuit que @ — @(e) est absolument mesurable.
Supposons f(e) =1 et soit ., une mesure de Radon positive sur B(Q, R) de
norme || s || =<1 vérifiant I’égalité

69 [I@due= [ due) 46 du)  powr peL(S).
De (38) on obtient, quel que soit A€ V(e¢),

fOZ [ Mg A du) <A [ ge)dur(e).
B(Q.R) B(Q.R)
Il s’ensuit
f(e)éf 9 (0) dpr(9) =l v |
B(Q.R)
et, par suite,

lerll=1 e w(B@®0(EQ W) =0

(12) Une fonction f définie sur B(Q, ) est absolument mesurable si elle est mesurable pour toute
mesure de Radon positive, donnée sur B(Q, R). )
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Si l'on remarque (4 l'aide du théoréme 3) que I'application (s, ©) — ¢(s)
de S ><B,(Q, #)dans I'ensemble des nombres complexes est continue on déduit
que l'application (s, ) - ¢(s) de S><B(Q, R) dans I'ensemble des nombres
complexes est () w~mesurable pour toute we€L(S). S(w) étant compact
pour n€L(S) on déduit que (s, ) - ¢(s) est bornée presque partout (pour la
mesure p.@Q 11,) et, par suite, qu'on peut intervertir I'ordre d’intégration dans
le second membre de (38), simplifier par p. et obtenir, pour tout s€S, 'éga-
lité (ii).

Si 8 estabélien ona (prop. 6) A(Q, R) = B(Q, R). Désignons par C,, (A(Q, R))
I'ensemble des fonctions continues & valeurs complexes définies sur A(Q, R) et
s’annulant a 'infini. Pour toute p.€L(S), soit f, la fonction définie sur A(Q, )
par U'égalité £,(o) :fcp(s) dp.(s). On constate facilement que £, € C, (A(Q, R))
pour toute w€L(S) et que I'ensemble des f, est dense dans C,(A(Q, R)).
De (38) on déduit alors I'unicité de la mesure ;.

Si S est séparable, alors Q est métrisable et pour obtenir (iv) il suffit d’ap-
pliquer le théoréme de Choquet (**).

Remarques. — 1° Supposons S abélien tel que I’équation s> = ¢ ait une solu-
tion dans S pour toutz€S et s*==s pour s€S. Considérons la classe P(R,) cor-
respondant a la famille o= (r,(A)) ey, 00 1, (A)=1 pour tout Ae¥P.
Alors A(R,) est formé des fonctions continues a valeurs réelles, telles que
u(st)=u(s)u(t), oZu(r)=r1 quels que soient s, ¢, r&€S. Une fonction com-
plétement monotone appartient a P(#,). On déduit alors du théoréme 5 la
formule de représentation intégrale démontrée dans [15].

Il est & remarquer que méme sans supposer que |'équation s* = ¢ ait une solu-
tion dans S pour tout € S, on peut déduire du théoréme 5 la formule de repré-
sentation intégrale démontrée par A. E. Nussbaum. En effet, toute fonction
complétement monotone f appartient a P(,); on a alors

(39) . So)=[ o) du(e)  pour ses,

Ja(H,
ou W, est une mesure de Radon positive et bornée sur A(R,). Désignons par
A,(R,) I'ensemble des g€ A(N,) telles que g(s)> o0 pour tout s€S. Pour
~obtenir la formule de A. E. Nussbaum il suffit de montrer que S(p.,)c A (R,).
Or ([15], lemme 1)

ﬂ.f(s—kt—i—a)d‘zl(s)dy(t)éo pour a€S et peL(S);

('3) TutorkME DE CHOQUET. — Soit B une partie convexe compacte métrisable d’un espace loca-
lement convexe et & [’ensemble des points extrémaur de G3. Pour tout x e 03 il existe une mesure de

Radon positive py sur @B de norme ||py|| =1 telle que x =f[ dug(t) el py (65(\[}5) =o.
il \

(Poir [B]; lénoncé précédent se réduit immédiatement d celui ot 03 est une base d'un céne convexe
pointé saillant.)
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on déduit alors (avec les notations utilisées dans la démonstration du théoréme )
de la formule (3¢9)

(40) f;u o) | ful9) P dus () >0 pour a€S et peL(S).
A(

0

De (40) on obtient

f g(ayh(9)dus(o)>x 0 pour toul a€S
A(Ry)

et heC, (A(W,)), A= o0; il sensuit p(a)>o0 pour a€S(u ), c'est-a-dire
S(py) €Ay (R)-

1 Iin connexion avee ces remarques mentionnons encore larticle 127 de
G. W. Mackey ou sc trouve annoncée une généralisation du théoréme de
Haussdorf-Bernstein-Widder.

2° Du théoréeme 5 on déduit encore les généralisations du théoréme de
Bochner-Herglotz aux groupes localement compacts (voir [9] et [13], et en
partie un théoréme de A. Devinatz [6].

3° Le théoréme 4 peut encore se démontrer a 'aide des théorémes 3 et 5.

Pour ne pas prolonger I'exposé, nous allons énoncer dans ce qui suit, sans
démonstration, un théoréme plus fort, sous certains points, que le théoréme 5
(mais dont la démonstration est plus compliquée).

Nous disons que le semi-groupe S a la propriété (D) s'il existe une partie
dénombrable 9t CL(S) telle que I'ensemble des mesures

Zvi;xi (somme finie),
ou v; € I et ., appartiennent au centre de L(S), est dense dans L(S). Si S est
abélien ou séparable, L(S) a ¢videmment la propriété (D).

Pour tout ensemble P(R) et mesure de Radon v sur B(#), positive ¢t bornée,
désignons par N(R, v) 'algébre des fonctions définies sur B(R), v-mesurables
et bornées munie de I'involution g — g.

Pour toute fonction f appartenant & une classe P(R), f. ¢. de la r.i.s.
{Hy, Uy, a,}, désignons par @, I'algébre engendrée par les U, ..

TrtoriMe 6. — St S a la propriété (D), d toute fonction f&P (R) et algébre invo-
lutive & C @, commutative et maximale, on peut associer une mesure de Radon 1.,

sur B(R). et une seule, positive et bornée et telle que : (1) 1., ( B)n [} A('i’t)> =0;
(i1) il existe une représentation g — ¥, de Ialgébre involutive N(R, v.p) sur l'al-
gébre involutive & qui vérifie pour toute g€ N(R, ;) et s€S U'égalité
(UpiFearlap= [ o()s(9) dps(5).
. B(R)

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 3. 32
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Remarque. — Pour un résultat analogue sur les fonctions de type positif

usuelles définies sur un groupe localement compact séparable, voir [ 18].

8. REPRESENTATION SPECTRALE DES R. I. DE S. — Nous supposons S, dans ce para-
graphe, abélien et pour toute famille = (r(A)),¢y de nombres > 1 nous dési-

gnons par R(R) la classe des r. i. de S, {H, U,} telles que
U.=1 et [UJ/=c(A)® pour toute Ac¥ et s€A.

Désignons encore par T(R) la tribu des parties de A(R) dont la fonction
caractéristique est absolument mesurable.

Du théoréme 5 on peut déduire un théoréeme concernant la représentation
spectrale des r. 1. appartenant a une classe R(R). Rappelons, avant de le
démontrer, plusieurs définitions.

Une famille (., ).en,en de mesures de Radon définies sur un espace loca-
lement compact B est semi-spectrale si : (1) iy, -= @y -+ by, - quels que
soient a, b et x, e z€H; (i) pw,y= Py, quels que soientz, y € H; (i) prp o >0
et || v, || = * quel que soit xe€ H.

Pour toute fonction f bornée et absolument mesurable, il existe un opé-
rateur U, € £(H) qui vérifie I'égalite

(Uya|y) = fm)dum(q)

quels que soient 2, y€ll. La famille semi-spectrale (1., ).en,en €5t appelée
spectrale si (1) f. ., = uUﬂ - quels que soient f bornée et absolument mesu-
rable et z, y €H. Pour quune famille bcml-bpectmle (Kz,y)ven,yen SOit spectrale,
il suffit que I'égalité (Z) soit vérifiée pour toute fappartenant a un ensemble &
de fonctions bornces et absolument mesurables, tel que la seule mesure de
Radon p.>> o s’annulant pour toute f€ & soit p.=o0 (**).

TutoriME 7. — Pour toute r. i. { H, U} appartenant @ R(R) il existe sur T(R)
une mesure spectrale réguliere E (**) et une seule telle que quels que soient x, y € H
etsES

(U.wly):f\m)q(S)d(E(?)avly%

Un opérateur T € £2(H) est permutable avec les U, si et seulement st TE(K) = E(K)T
pour toute partie compacte K C S.

La fonction s — (U,x|2) appartient a P(R) ¢nel que soitz€Hl; d'aprés le

(1*) Pour ces notions, voir R. GODEMENT, Sur la théorie des représentations unitaires ( Ann. Math.,
t. 53, 1951, p. 68-124) et C. T. ToNescu TuLcea, Spatic Hilbert, Bucarest, 1956.
(13) Pour [10], p. 62.
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théoréme 5 il existe une mesure de Radon positive et bornée (etunesecule) ., ,
sur A(R) telle que

(Uya | ) —_—f 0 (s)dpr(9) pour tout z€H.
: AR

Si nous posons
I . .
Mo,y = ?}(H"l'—‘—.\',.’lj+_\’— Meae—y, -y -+ lfl“x+i_1',:L'+i_\‘ _ l[J-/I.'fij',xA[)‘) pour x, Yy € ll,

alors on a quel que soit s€S

4 oY) = 5(8) A\ (0);
(4e) (Unr| 1) Lu{"(‘)("“("

la mesure p.., ¢tant uniquement déterminée par les égalités (f1) on déduit
facilement que la famille (12,,)en  en €St semi-spectrale. Mais ona¥. g, = .y
quels que soient s€S, @, y €H si nous posons pour tout s€S, 5(¢)=1¢(s): il
s’ensuit que la famille (g, ,).en ,en €5t spectrale, car Uy=U, quel que soit s€S.
Pour obtenir la mesure spectrale E il suffit alors de poser pour tout AeT(W),

E(A)=Ugy.

Remarque. — Le théoréme [ 7] contient comme cas particulier un théoréme
de W. Ambrose [1], R. Godement [8] et M. Neumark [14] et un théoréme de
A. E. Nussbaum ([15], p. 575) (**). ~
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