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ETUDE DE

CERTAINES FONCTIONS MEROMORPHES BORNEES
SUR LE CERCLE UNITE

APPLICATION A UN

ENSEMBLE FERME D’ENTIERS ALGEBRIQUES

Par MM. J. DUFRESNOY er Cu. PISOT.

D00 O —

1. — Introduction.

Nous allons poursuivre ici 'étude de I’ensemble S des entiers algébriques 0
supérieurs 2 1 et dont tous les conjugués ont un module strictement inférieur
a 1. Nous avons déja consacré a cette question un Mémoire (*) dont, en régle
générale, nous utiliserons les notations.

Nous représenterons donc par

P(z)=po+ pi5+ p:a2+...+ pey 551+ €37,

ol p, > o0, e =1, le polynome irréductible ayant 6 pour zéro et par Q(z) le
polynome

Q(z)zezsp<;>.

Excepté pour les polynomes P(z) de la forme 1+ p,z4- 3%, ou p,Z—3, la
fraction rationnelle % a un module égal & 1 sur |z|=1 et posséde dans le
cercle unité un pole et un seul z = % Au voisinage de I'origine, elle a un déve-

loppement en série de puissances a coefficients entiers. Cette fraction ration-
nelle joue un role essentiel dans I'étude de 'ensemble S.

(1) Ann. Sc. Ec. Norm. Sup., t.70, 1953, p. 105-133. Quelques compléments ont ét6 donnés ulté-
rieurement dans le Bulletin des Sciences Mathématiques, t. 77, 1953, p. 129-136.
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Rappelons que I'ensemble S est fermé (). Dans notre Mémoire cité, nous
avons démontré que = L\/) est le plus petit élément de 'ensemble dérive S';

nous avons aussi obtenu les quatre plus petits éléments de S. On sait que
M. Siegel, avait déterminé antérieurement (*) les deux plus petits éléments; il
n’a pas obtenu tous les nombres de S inférieurs a 0,; mais il a toutefois
signalé parmi ceux-ci les nombres suivants que nous désignerons par0, et (*):

P — 51+ 5 — 5%)

b,, zéro de P,,(5)= — sio n==2p (poat),
P — 32 (45— 3? .
» de Py, (5)== 11”2 ) sl n=ap 41 (p==1);
0, zéro de 1 — 524 3"(1 + 5 — 32 avec w1,
ny -

Ici, par une méthode nouvelle, ne faisant pas appel & notre Mémoire anté-
rieur, nous allons montrer que I’étude de S est intimement liée au « probléme
des coefficients » pour une fonction f(z) méromorphe dansle domaine |z| <1,
ayant un seul pole a I'intérieur de ce cercle et satisfaisant, sur |z|=1, &
f(5)| £L| f(0)]. Nous en déduirons la connaissance de tous les nombres de S
qui sont inférieurs 4 0, et méme de tous ceux qui dépassent 0, d’une quantité
suffisamment petite. En plus des nombres signalés par Siegel (0, et 0,), nous
verrons que ’ensemble des nombres de S inférieurs 2 O, contient un nombre
particulier 0” qui est racine de I’équation

1 — 3+ 32— 3"+ 235 —z°—o.

Nous verrons que les nombres de S qui sont supérieurs a 6, mais suffi-
samment voisins de 0, appartiennent & 'une des deux familles suivantes : la
premiére famille est formée des nombres

1+ 5% (14 5 — 3%)

0,,, zéro de Py, (z) = e si n—=ap

(p=o0),
» de /P2p+1(Z)EI-—{—Z‘-’p‘*‘1(I—I—-Z-—52) s n=ap-+1  (p>0);
la seconde famille est formée des nombres

0:,, zéro de 1— 3% — 3" (14 3 — 3?) avec n>.1.

(2) R. SaLey, Duke Math. J., t. 11, 1944, p. 103-108.
(3) C. SiecEL, Duke Math. J., t. 11, 1944, p. 597-602.

(%) On peut remarquer que ce sont les seules familles de nombres de S lendant vers 9. que les
considérations de notre Mémoire cité mettent en évidence. En effet, 0., étant totalement réel, on a,
d’aprés le théoréme 3, sur | 3| =1, les deux inégalités
1|1+ 2— 2% ot l1—z2 | <|1+2—22].

D'od la formation des deux familles, en opérant comme il a 6té indiqué dans la démonstration du
théoréme 1. On verra aisément qu'il n’existe pas, en dehors de ==1 et ==(1— z2), de polynome A(z)
a coefficients entiers, avec A(0) 5% o, qui vérifie | A(5)| £ | 1+ 5 — 22| sur | 2| =1, 1'6galité n’ayant
lieu qu'en un nombre fini de points.
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Chacune de ces familles est formée de nombres qui vont en décroissant
lorsque I'indice n croit.

Ces résultats fournissent une nouvelle démonstration du fait que O, est le
plus petit élément de S'; on voit de plus que c’est un élément isolé de S’ (*).

2. — Ftude de certaines fonctions méromorphes.

Soit une fonction f(s), méromorphe pour |z| 1, réelle pour z réel (*),
n’ayant dans |z|=_1 qu'un pole 3=« qui est simple (nécessairement réel) et
satisfait & o<« < 1. Nous supposerons que |/f(z)|<Z1 sur |z|=1 et
que f(o)>x1. Nous nous proposons d’étudier les coefficients (nécessairement
réels) du développement en série de puissances de f(3) au voisinage de
origine, soit

f(3) =ug+ 105 4.0 - w5

Etablissons d’abord un lemme qui nous sera plusieurs fois utile dans

la suite. ’

LEMME PRELIMINAIRE. — Soient A(z) et B(z) deux polynomes, vérifiant
|B(3)| | A(z)|sur |z|=1. On considére la fonction
¢(5) = B(2)f(s) — A(z).

Supposons qu’elle ne soit pas identiquement nulle et qu’elle présente, auvoisinage
de Uorigine, le développement en série de puissances

9(3) = ap 5t + ap B 4. L avec ks,

Alors, dans |z| <1, le polynome A(z) présente au moins k—1 zéros. St ce
nombre de zéros est exactement k — 1, la _fonction ¢(z) ne s'annule, dans | 5| <1,
qu’au point z==o0 etl'on a a;~o; st, de plus, A(1) £ 0, on a A(1)9(3) (3—a) <o,
pour z réel, satisfaisant a 0 <z <1, donc A(1)a, > o.

Considérons en effet la fonction
0. (2)=B(5)f(5) (5 — @) — AA(2) (5 — a)

ou A est une constante réelle supérieure 4 1. Le théoréme de Rouché montre
que, dans |z|<r1, cette fonction présente le méme nombre de zéros que
A(z)(z—a). Quand % tend vers 1, il doity avoir £ de ces zéros au moins qui
tendent vers zéro. Il en résulte que, dans |z|<1, la fonction ¢,(z) doit
présenter £ zéros au moins, donc A(z) doit présenter £— 1 zéros au moins.

(%) Certains de nos résultats ont été résumés dans une Note (C. R. Acad. Sc., t. 238, 1954,
p- 1551-1553).

(%) Quelques-unes des propriétés que nous obtiendrons dans la suite subsistent si 'on supprime
les hypothéses de réalité.

‘
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Si A(z) présente & —1 zéro exactement, ¢,(3) présente £ zéros et ceux-ci
tendent tous vers s =o quand A tend vers 1; il en résulte que, dans |z| <1,
la fonction 9(z) nes’annule qu’a 'origine qui est un zéro d’ordre %, donc
a5 0. D’autre part ¢,(z) conserve le signe de ¢,(1), c¢'est-a-dire le signe de
— A(1), pour z réel et satisfaisant a o<z <1, olt ¢ désigne le plus grand
des modules des £ zéros de ¢,(z); en faisant tendre A vers 1, on en déduit

A()g(z) (s —2)<o  pour o<<s<r,
d’ou, en faisant tendre z vers zéro,
A(1) ar> o,
ce qui achéve la démonstration du lemme.
En appliquant ce lemme au cas B(z)=1, A(z) =u,, on en déduit que, dans

| z| <1, la fonction f(z)—u, ne présente que le zéro 5 =o, que ce zéro est
simple et que u, > o.

ETUDE DU CAS 1wy > 1.

Considérons la fonetion

. :zu(,f(;)~—1
Sz = J(z) —u

Elle est holomorphe dans |z| 1 et elle vérifie | f;(3)|<1sur|z|=1.On
a donc | fi(3)| L1 pour |z]|Z1; en particulier | f,(0)| <1, soitlu—‘_’l%l|é1,
soit encore, compte tenu du signe de u,,
US> ug—r,

I’égalité n’ayant lieu que si f,(z)=1, c'est-a-dire f(z)= ——

I — Uys
Ce cas particulier étant écarté, nous appliquerons a la fonction holomorphe
et bornée f,(z) la transformation classique qui conduit i la nouvelle fonction
f‘)(z = l fi(z)—f1(0) ,
: 5 1— fi(5)fi(o)

soit

fo(z) = 1 [uouss — (ui—D)]f(z) — [wr5 — up(ui—1)]

[ — o (w0 — )51 f(2) — [tatts— (G —1)3]

Dans |z| 1, cette fonction f;(z) est holomorphe et vérifie | f,(z)|<1. En
appliquant la derniére inégalité au point z=o, il vient

oty — uy(uy—1)
ui—(ug—r1* |[—

1,

qu’on peut encore écrire (puisque le dénominateur est positif)

2 - 2

u? u?
L w1 L uy sl —— — (ul—1),
U+ 1 - T Ug— 1

une égalité ne pouvant avoir lieu que si f,(3) ==+1.
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Suivant un processus classique dans I’étude des fonctions holomorphes
bornées, on peut faire sur f,(s) une transformation analogue a celle qui a été
So(z) —f.(0)
1— fa(5) /s (0)
et bornée et ainsi de suite. En écrivant-que | f;(0)| <1 et d’une fagon générale

| fu(0)| <1, on obtient une suite de doubles inégalités sur les coefficients «,,
Uy Uy ..oy Uy, . ... Ces inégalités pourraient étre étudiées directement, mais
nous les retrouverons plus loin par une autre méthode, les donnant sous une
forme qui sera plus pratique dans les applications.

Dans ce qui préceéde, les inégalités

Ifl(;)|é17 |f.’(;)}é[a ce ey ‘j;l(;)[él) crey

faite sur f,(z); celaconduita une fonction f;(z) = s holomorphe

W=

valables pour |z| <1, ont été appliquées systématiquement au point z=o.
Appliquons-les maintenant au point 5 = a.
L’inégalité | f, ()| <1 donne

lauy| L1,  soit > u,-

R~

L’inégalité | f,(a)| <1 donne

9

I gty — (Uy—1
L (o)
a uy— uy(ug—1)a|—

qu’on peut encore écrire (puisque le dénominateur est positif)

uyo®—+

a—1Lo0,
I+u0

Uy
I— Uy

uyo*—+ a+1Lo,

soit

Tal — T

u,
I+ Uy
3 4 32,

Et ainsi de suite. La méthode que nous développerons plus loin nous per-
mettra de traduire I'inégalité | £,(«)| <1 de facon analogue.

ou 7, est le zéro supérieur a 1 du polynome D, (3) =u,+ z—3" et le
uy

I— Uy

zéro supérieur a 1 du polynome D] (z)=u,+

ETuDE DU CAS yy=1.

La construction précédente de la suite f,(z), fi(2), ..., fu(3), ...,
s'effondre lorsque u, = 1, puisqu’elle conduit a £, (3) =3, f,(5) =1. Cependant
des considérations de passage a la limite (") nous ont amené a considérer la

Llofg(z)——l'
u— f2(z)’
Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 1. 10

(7) Introduisons en effet la fonction g«(z)= il est équivalent de dire que, dans
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fonction

Il résulte du lemme préliminaire que, dans | z| <1, le dénominateur de cette
expression ne s’annule qu’en 5= o ol il présente un zéro double. Mais, comme
le montre son développement au voisinage de l'origine, le numérateur de g,(z)
présente un zéro multiple en s=o. Par conséquent, la fonction g,(z) est
holomorphe pour |z | <1.

Sur |z| =1, 'expression A (z) = F=

. .. . ' 1 : 5—1 ’
imaginaire conjuguée est X <:> = ————— desorte que I'on a

On en déduit aussitot que |g,(3)| =1 sur |s|=1. Onadonc |g,(z)|=1
pour | 5| 1.

A partir d’ici nous opérerons avec la fonction g,(z) comme nous opérions
tout a ’heure avec la fonction f,(z). Nous obtiendrons une suite de fonctions
holomorphes et bornées que nous désignerons par g5(z), ..., g.(5), ....
Et nous aurons

/
|g2(53) | L1, lgs(5) | L, ce lgn(s)| L1, ceey pour |sz|<L1.

En appliquant ces inégalités au point 3= o0, nous obtiendrons les inégalités

cherchées entre les coefficients u,, u,, uy, ..., u,, .... La premicre d’entre
elles est
. ul— u, u?
|g2(0) | L1 soit ‘1—u—— 1 ou encore aiéu._,.

En appliquant les inégalités au point 3= a, nous obtiendrons les inégalités
faisant intervenir «. La premiére d’entre elles est

a4 uja —1

| g2 ()| L1 soit ——

u, o
Z1 ou encore a4 —— —1 20
— 2

qu’on peut écrire
Ty L

Rim

Nous avons ainsi mis en évidence I’essentiel de notre idée directrice : pour
les fonctions méromorphes f(z) on a des propriétés analogues a celles qu’on

| 5] <1, fo(2) est holomorphe et de module au plus égal & 1, ou de dire que g2(z) jouit de ces pro-
(U022~ uy 3 —ug) f(z) — (32— uf)
(uoz?—usz —up) — (ud22—1) f(z)

priétés. Or un calcul immédiat conduit & gs(z)= qui pour

up =1, donne la fonction que nous considérons.
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obtient classiquement dans I'étude des fonctions holomorphes bornées quand
on étudie le « probleme des coefficients »; de plus le pole « satisfait d une suite
d’inégalités faisant intervenir les coefficients.

Avant de reprendre I’étude de la question par une autre méthode, donnons
une application des considérations précédentes.

Application. — Recherche des fonctions f(z) dont le développement en série
de puissances est a coefficients entiers et commence par les termes 1+ 5 - 5?.
Considéronsl’expression de g,(z). Son dénominateur (3>—z—1)—(3*—1) f(3)
a un développement a coefficients entiers dont le premier terme est z. Son
numérateur (z°4z—1)f(5)—(z>—1) a un développement a coefficients
entiers dont le premier terme est du (roisieme degré au moins. Il en résulte
" que le développement de g,(z) est a coefficients entiers et ne contient pas de
terme constant. Or la fonction g,(z) est holomorphe et de module au plus égal
a1 dans |z| 1. Par consequent g2(5)===3" avec n>>1, ou g,(5)=o, ce
qui entraine
I — s (1 — %)

flz)= - Ep ( = ou ]‘(;)25_—

On en déduit immédiatement la proposition suivante (*) :
Les seuls nombres 6 de ’ensemble S dont les fractions rationnelles associées

gont un développement qui commence par 1+ 3+ 3 sont les nombres 0,

A
1

-

e

n

3. — Formation directe des inégalités précédentes.

La méthode que nous venons de suivre conduit & une expression explicite
des premiéres inégalités indiquées, mais ne donne pas les suivantes sous une
forme qui soit d’'un maniement commode dans les applications. Aussi allons-
nous reprendre entiérement la question d’une toute autre facon, en nous
inspirant de I’étude classique du « probléme des coefficients » pour une
fonction holomorphe bornée (*). Nous partons toujours de la fonction méro-
morphe f(z) satisfaisant aux conditions qui ont été indiquées dans la section
précédente et qui présente comme développement au voisinage de l'origine

f(B8) =uwo+ w1z +.. .+ upst+. ...
DErINITION DES POLYNOMES D, kT E,,.

Etant donné U'entier positif 7, nous nous proposons de rechercher s’il existe .
un polynome E,(z)=1+4 p 3+ po3*+... + 3" tel que, si l'on pose

(%) Nous avons déja obtenu ce résultat [ Ann. Sc. Ec. Norm. Sup. (loc cit.), p. 11g-120].
(?) Sur cette question on pourra consulter deux Mémoires de Scuur (J. reine ang. Math., t. 147,
1917, p. 205-232; t. 148, 1918, p. 122-145).
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D.(3)
5, (5)
un développement en série de puissances qui commence par

D,(z)=—3"E, < i>, la fraction rationnelle

ait, au voisinage de l'origine,
Ug— Uy F— oo~ Uy 3L
Nous exprimerons cette propriété en écrivant que
(wo+ w5z +4...+ 1ty 5" 1) E,(5) — D, (3)
est divisible par z". Nous obtiendrons ainsi pour déterminer les inconnues p.,,
thay .., s un systéeme de n équations linéaires. Pour rechercher si nous avons

affaire 2 un systéme de Cramer, nous formerons le systéme homogéne associé ;
or on voit immédiatement que celui-ci exprime que

(to+ 105+ .oty 377 (a5 =4 PaZ o oA 20 3") 4 (P a1 5 o oo g 507)
est divisible par z”. Supposons que le systtme homogene ait une solution autre
que la solution banale ; cette solution peut toujours étre supposée réelle; pour
cette solution on aurait p,=—o pour p—~h et w,,,><0, ou k est un certain
entier positif ou nul; cela entrainerait p.,—=o pour p>~n—=h et p, ,_, %o,
donc n>>2/ + 2; le polynome

(o4 uyz+ ... 4~ Uy 3"71)
X (lu-/z—H -+ H»Iz-m; “+ .ot H«n-/zﬁl zu~2h—2> -+ ([J‘Il*/LA1+ Pn—h—25 +.oo 4 (‘L/I+15n_2h‘2)

serait divisible par z*~"*~*, donc la fonction
LP (;) Ef(s) ([U*/H—l -+ Pri2 s “+ ...+ Hll—/z—lzn_zh_z) -+ (Hllf/z—l -+ Mn—n—25 o= hst 3”'-211—2)

résenterait a I’origine un zéro d’ordre » — A —1 au moins.
p g :
Appliquons a cette fonction le lemme préliminaire. Nous distinguerons
plusieurs cas :

a. Y(z)=Z£oetn>2h-+ 2. Le polynome p, s~ tn_po 544 P32
doit présenter n— h — 2 zéros a 'intérieur du cercle unité. Or ce polynome
présente en tout n — 2k — 2 zéros dont le produit des modules est

—N—1
| s,
[Lht1

donc au plus n—2h—3 zéros a l'intérieur du cercle unité. Il y a donc
contradiction
b. U(z)=£o0etn=2h- 2. 0na alors
$(5) = pra[f(5) + 1],
expression qui ne s’annule pas a I'origine. Ce cas est donc impossible.
c. Y(z)=o. Alors
flz)=—

n—h—1 -+ Mn—h—2 % ..+ M1 B2
Pt Praa B o P ST
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serait-une fraction rationnelle de degré s < n — 2, ayant un module égal a 1
sur |s|=1. C’est le seul cas ou le systétme homogéne peut avoir une solution
non banale, donc le seul cas ou le systéme initial peut ne pas étre un systéme
de Cramer.
On précise aisément ce dernier point si I'on met la fraction rationnelle /()
U(s
V(s

)) de degré s avec V(o) =1; on sait que

U(':)EE:.“V<;> ou e—==Er.

sous la forme irréductible

Le systéeme initial est Cramérien si s+ 1; il est encore Cramérien peur
n=s- 2 side plus e =—+1.

Pour simplifier les énoncés qui vont suivre, nous appellerons cas B celui ou
f(z) est une fraction rationnelle ayant un module égal a 1 sur |z|=1; cas A
celul ou cette propriété n’est pas réalisée.

Nous pouvons maintenant résumer nos résultats :

Lemme 1. — Dans le cas A, les polynomes D,(z)et E,(z) existent et sont
uniques pour toute valeur de Uentier positif n. Dans le cas B, si f(1)=+1, il en
est de méme pour n = s+ 2; on vérifie alors que

Dis(s) = (1—2)U(s), Dya(5) = (1—2?) U(3),
Eoi(z)=(10—25)V(z), E;a(5) = (1—52) V(3).

Dans le cas B, st f(1)=—1, il en est de méme pour n = s +-1; on vérifie alors
que
D;(s) = U¢s), Dy () =1+ 5)U(r),
E.(z) = V(s), Evi(z)=(1+25) V(3).

Un calcul immédiat donne dans tous les cas

Uy

Dis)=wuy— 3 Dy,(z)=u 5 — 52

1(5)=w, ) 2(%) ot T )
u

E(s)=1— w5, E,(s)=1— I+luos—u0;2.

DeriNiTioN pES poLYNOMES D), ET EJ,.

Etant donné I’entier positif n, nous nous proposons de rechercher s’il existe
un polynome E,(z)=1+4 p; 5+ ;2" +...+ ., 5" tel que, si 'on pose

D) (z)=23" Eﬂ<;>, la fraction rationnelle E‘Ef;

développement en série de puissances qui commence par

ait, au voisinage de I’origine un

Uy~ Uy5 oo o Upy 51

Comme ci-dessus, nous formerons le systeme d’équations linéaires auquel
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*

doivent satisfaire p.;, 1], ..., ., puis le systéme homogéne associé; ce dernier
exprime que la fonction

W (3) = (%) (s = Plora S oo Pniog 37070) — (it = Popeies 5 et gy 347202)
présente a 'origine un zéro d’ordre n — /2 — 1>/ -1 au moins. Nous distin-
guerons encore trois cas :

a. *(s)=£0 et n>2h~+2. On est conduit & une contradiction comme
précédemment.

b. V*(s)s=£oetn=2h~+2.0n aalors
V() = pin [f(5) — 1]

Siu, 1, cette expression ne s’annule pas a 'origine; donc ce cas estimpos-
sible. Si u,=1, cette expression posséde un zéro simple a I’origine; ce cas peut
donc se présenter lorsque 2= o, n = 2; mais alors, on voit directement que le
systéme non homogéne est impossible.

c. Y*(z)=o. Alors
J(=)

* * ~ *  n—2h—2
— “n—-lz—i -+ lu‘n—lt—2 540+ f‘L/L+1 gr—
= * YR —2h—2

h+1 Rl TSy T N Sy W gn—

serait une fraction rationnelle de degré s —n — 2, ayant un module égal a 1
sur |z|=1. C’est un cas ou le systéme homogéne peut avoir une solution non
banale, donc un cas o1 le systeme initial peut ne pas étre un systeme de Cramer.
On précise comme plus haut que le systéme est encore Cramérien pour
n=s-+ 2, si de plus e =—1.

Résumons ces résultats :

LewMe 2. — Dans le cas A, les polynomes D, (z) et K| (3) existent et sont uniques
pour toute valeur de Uentier positif n £ 2. Dans le cas B, st f(1)=—1,ilenestde
méme pour n = s —+ 2.; on vérifie alors que :

D, (5)=(01—=3)U(s), Di,(5)=(—2)U(s)
EL (5)=(0—2)V(z), EL.(zs)=(1—2)V(z).

Dans le cas B st f(1)=-1, il en est de méme pour n s+ 1; on vérific alors
que :

-
S

)E‘U(;), D}, (5)=(1+5) U(s),
3)=V(s),  EL (5)=(-+2)V(z).
Ces résultats subsistent pour n = 2 si uy=~ 1. Mais si u,=1, les polynomes D;(z) et
E; () n’existent pas.

Un calcul immédiat donne
Uy
1— U,

D} (z) =uy+ 3, Di(s) =u,+

El(s) =1+ w5, E
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Complétons les résultats énoncés dans les lemmes 1 et 2 en recherchant ce
qui arrive dans le cas B pour n>> s+ 2. La méthode que nous allons suivre
s’appliquerait encore 2 n = s -1, maiselle n’apporteraitrien de nouveau. Sinous
imposons toujours aux polynomes D,(z) et E,(z) les propriétés indiquées au
début de cette section, on voit que

U(z)E,(5) —V(5)D,.(5)
est un polynome divisible par s*. Or, ce polynome se reproduit au signe prés
lorsqu’on change s en = et qu’on multiplie I'expression obtenue par z+. On a
donc
U(z)E,(5) — V(5)D,(5) =o0.
Il en résulte que

D.(5)=K(s)U(s)
E.(z)=K(z) V(z)

ou K(z) est un polynome de degré n — s vérifiant

I

s

K(;)E—f(l);”ﬁ’K( > et K(o) =1.

Par conséquent, sauf sin=s—+2et f(1)=-1(casdéja vudanslelemme 1),
il existe une infinité de couples de polynomes D,(z) et E,(z); et pour chacun
d’eux on a

~

E,(s) V (2)

D,.(z) U(s
P

On développerait des considérations analogues pour D, () et E, ().

~
D *

PROPRIETES FONDAMENTALES DES POLYNOMES D, E,, D7, E’.

, L . . D,(z .
Dans le développement en série de puissances de E—"E_—;, nous connaissons
n ~
les n premiers termes; nous désignerons par w, le coefficient du terme suivant,

de sorte que

D,.(s
F—'% Uy U S A Uy ST W, s
N
Nous définirons de fagon analogue w,; on aura
D, (=
Ef("; Sl 77 S 72~ S S 7/ Lo B B (0l L SN
n\~

Un calcul immédiat donne

)
w?
wy—ur—1, Wy up—1-+ i,
1+ 1,
9
, u? .
wi=1— ul, wi—=1—ul— ! si wyFAI.

I-— Uy
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Dans le cas A, les s, et w, sont bien définis pour n > 2.
Dans le cas B, ils sont bien définis pour 2 < n<s5+41; 0ona en particulier

W Uy si f(1) =—1, W= u, si f(1) =1, W1 == Wy = Usq

et, pour 2 >~s 2, quoiqu’il y-ait une certaine indétermination sur les poly-
nomes D,, E,, D, E nous avons vu que

no n?

d’ou il résulte que
W, = W, == U,.

Dans I’étude qui va suivre nous ne parlerons des polynomes D,, E,, D},
que lorsqu’ils existent et sont définis sans ambiguité (voir lemmes 1 et 2).
Considérons la fonction

E.(2) f(5) — Du(5) = (un— w,) 3" +. ...

n( )
s)
lemme 1) sil'on est dans le cas B avec s <~ n lorsque f(1 ):—1, avec s =n—1

lorsque f(1) = 1. Sinon, le lemme préliminaire montre que D,(z) doit pré-
senter dans | z| <1, au moins n — 1 zéros.

Mais, d’autre part, il résulte de la définition de D,(z) que le module du pro-
duit de ses zéros est égal & u,>> 1. Par conséquent, sauf peut-étre pour n=1,
le polynome D,(z) présente n — 1 zéros a 'intérieur du cercle unité et un zéro
3 =1, extérieur au cercle unité. De plus, 7, ne peut étre négatif, sans quoi la
Dn(—5)

E,(—%)
aux fonctions f(z) au début de la section 2 <le pole intérieur au cercle unité

E,

Elle ne peut étre identiquement nulle que si f(z)=

), ¢’est-a-dire (voir

fonction =u,— u, 5+ ... satisferait & toutes les conditions imposées

étant 5 = — i) d’ou il résulterait — u, > o, ce qui est faux.

On peut développer des considérations analooues sur le polynome D;(3),
ce qui conduit au lemme suivant :

LemmMe 3. — Sauf peut-étre pour n=1, les polynomes D,(z) et D, (z) ont chacun
un zéro et un seul extérieur au cercle unité. Ces zéros <, et <, sont supérieurs a 1.
Dans le cas A les autres zéros sont intérieurs au cercle unité; il en est encore ainst
dans le cas B lorsque n —s.

Dans ces conditions, le polynome E,(z) ne présente dans |z|<1 que le
zéro i- Puisque E,(o)=1, on a donc E,(1) <o, donc D,(1) >o. Etant tou-

jours ecarte le cas ou E,(5)f(s ) D,(s)=o, le lemme préliminaire nous
apprend alors que

(1) E,(3) f(3) (5 — ) = D,(5) (5 —a) <o
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pour = réel satisfaisant a o <z <1 et, en particulier, que
Up— W, > 0.

On peut développer des considérations analogues avec les polynomes D} (z)
et B, (=), ce qui conduit au théoréme suivant :

[nkoriME 1. — Dansle cas A, on a, st u,4 1,

Wy < Uy,
W, < U, < W), pour n> 2,

tandis que st uy=1, on a
' 0 < Uy,

W < Uy,
W, < u, << w, pour n>3.

Dans le cas B, il en est de méme pour n <_s; on a ensuite

W= wy < W) st f(1)=—1,
W< U= W} st f(1)=—=+1
et enfin
W= u,= W pour n>>s-—1.

Nous montrerons plus loin que ces inégalités sont celles que nous obtenions
sous les formes | f,(0)| <1 ou [g.(0)| <1 dans I’étude de la section 2 (*°).

Nous avons déja remarqué que le module du produit des zéros de D,(z) est
égal a u,>x1. Or 'un de ces zéros est 7, et tous les autres sont de module infé-

. s . . , . . I
rieur a 1. Il en résulte que tous les zéros ont un module supérieur ou égal & —

~n

donc que D,f%) > o, puisque D, (o) =1u, > o. En faisant z = 1 dans I'inéga-
\Tr

n

lité (1), il vient

— a > o.

‘n

On opérerait de facon analogue avec D’ (z), E,(z) et 7,. On parvient ainsi au
théoréme sulvant :

TutoriME 2. — Dans le cas A, on a, st u,541,
I
o< s
I *
Tn <l % <7, pour n>2,

(1) Ces inégalités ne font intervenir que les coefficients z, du développement de f(z). La réso-
lution des systémes d’équations donnant les polynomes D,, E,, D;, et E; permet, d’'une maniére
analogue a celle employée dans le cas des fonctions holomorphes bornées dans le cercle | z| <1,
d’esprimer le théoréme 1 sous la forme d’une suite d’inégalités portant sur des déterminants dont
les éléments sont les coefficients u,.

Ann. Ec. Norm., (3), LXXII. — Fasc. 1. 11
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tandis que st u,=1 on a

—

Ty < =

- R

< - <7, pour n>3.

53

Dans le cas B il en est de méme pourn < §; on a ensuite

; st f(1)=—1,

T < - =T, st f(1) = +1,
et enfin

I *
Tort == o, = Tesre

Nous verrons plus loin que ces inégalités sont celles que nous avons obtenues
sous les formes | f,,(a)| <1 ou|g,(a«)| <1 dans I'étude de la section 2.

AUTRES PROPRIETES DES pOLYNOMES D, E,, D, E*

ny e

Il résulte immédiatement de nos définitions que

D (= D,(s
n(2)  Du(s) Wh— ) 5

E; (3) E,.(s)

~

d’ou

D, (2)E (5) — D,(5) E;(z) = (w, — w,) " +...,
En remarquant que le premier membre est un polynome qui n’est pas altéré
par le changement de = en = suivi de la multiplication par 5", on en déduit

(1) : D, (5)E, (5) —D,(5)E;(5) = (w, — w,) 5"

Cette identité montre, en particulier, que les polynomes D, (z) et E,(5) sont
premiers entre eux et qu’il en est de méme des polynomes D, () et E (3).
On établira par un raisonnement tout a fait analogue les identités suivantes :

(2) Dii(5) En(5) = Dp(5) Engs (3) = (tp— Wy ) 5" (1 — 5),
(3) Dy (3) E;(5) — D;(5) Enii (3) = (tn— w3,) 5" (1 + 3),
(4) D1 (5) En(5) — Da(5) Efa (5) = (p— W) 5 (1+ 3),
(3) Dl (3) EL(5) — D (5) Bl (5) = (e — wp) 5" (1 — 3),
et encore

(6) D2 (5) Ep(3) — D, (5) Epr2(5) = (un— wp) 5 (1 — 5%),
(7) Diie(2) E;(2) — D3 (5) Efie (5) = (un— w}) 5" (1 — 52).

Toutes ces identités ne sont d’ailleurs pas indépendantes et certaines peuvent
se déduire des autres par un simple calcul algébrique. Ces identités en entrai-
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nent encore d’autres qui peuvent étre utiles. Par exemple, de (1), (2) et (3)
d’une part, de (1), (4) et (5) d’autre part, on tire la proposition suivante :

LemMe 4. — Dans le cas A pour n>>1 si u,=%1 et seulement pour n>>3 st
u,=1, dans le cas B pour 1 = n s st u,41 et seulement pour 3 —n._s st
u,—1i,ona

Dos (2) = ZE (14 ) D, (3) + 20 (1) D ),
B (5) = z—_‘fﬁuﬂ)l«: (3) + =Tt (1= 9) EL(3),
D) = T (1= ) Dy (3) - FE (1) D),
B (s) = Y2 % (VB (s) - e (5 B (s),

W — W, W — W,

De méme, des relations (2) et (6) d’une part, (5) et (7) d’autre part, on tire
la proposition suivante :

LemMe 5. — Dans le cas A pour n>x1 et dans le cas B pour 1 ~n s —1,
on a

22 — W
Dn—f—.".(z) = (I -+ Z) Dll+l(z) - 'L;_—W,}iis Dn(z)v
n n

Up Wn
Eno(z)=(1-+5)Epni(2) — hﬁ E,(z).

Dans le cas A pour n>x1 st u,5 1 et seulement pour n>>3 st u,=1, dansle

cas B pour 1 ZnZs—1 si u,5~1 et seulement pour 3 ~n-—s—1 st uy=1,
ona

Uy W,l
Ilf"( )—(I+ )D/z+1( )“—L'—ﬂ*'Dn( )7

Uy, — W,

Upiy — W,
n+°( )—(I+ )Eﬂ+1( )“"%&T,Ii“‘En(z)'

De I'identité (1) et du lemme 4 on tire encore

4(W - un) (un"‘ Wn)
W — Wy

(8) W — Wy ==
d’ou il résulte aussitot que

Wt — Wnp12Z W, — Wnj
autrement dit, la suite de terme général w, — w, est monotone décroissante.
Dans le cas A, on a affaire 4 une suite infinie dont le terme général est positif;

elle tend donc vers une limite positive ou nulle; de plus, en écrivant larela-
tion (8) sous la forme

Wy W, \2 ‘
4<un — ”—2‘_"> = (W, — wo) [(w, — wn) — (Wh1 — War)]s

o , q- , . < Wt wi\2
on voit immédiatement que la série 2 <un— ——"2——> est convergente.
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Les propriétés précédentes permettent aussi d’étudier les suites de termes
généraux <, et 7,. En effet, si nous faisons 2=+, dans la premiére identité du
lemme 4, il vient

Up— W
Dn+1 (T/L) — _nx'_"l

W, — W,

(1—1a) D;(Tn)v

quantité qui est positive puisque 7,< <, etD,(+ o ) =—+ w0 ;donc D, (7,) >o,
ce qui entraine 7,< 7,,, puisque D,., (4o )=—2. La suite des =, est crois-
sante. On démontrerait d’une facon analogue que la suite des 7, est décroissante.
Dans le cas A, nous avons affaire a des suites infinies; et alors

1

Ty ~>T 2

a
T TN 1

o

Nous allons établir que 1 =7"= i En effet, posons
N I CO RPN N S
o) = g — 1) | =) (- 5 )-
9n(5)

Les fonctions holomorphes sontuniformément bornées sur |z| =1, donc

~n
z

aussi dans le cercle unité. Il en résulte que 2,() tend vers zéro. On en déduit,

puisque /(z) présente un pole simple en z=«, que ;I; — . On démontrerait

de méme la proposition suivante : dans le cas A, la fraction rationnelle g”g;,
. o C . D,(z
qui a un poleetunseul z= TI— dans | 5|1, et quivérifie | & E,; =1sur|z|=1,

tend uniformément vers f(z) dans tout domaine fermé ne contenant pas z = «
et intérieur au cercle unité.

Remarquons enfin que les identités établies ci-dessus entrainent des pro-
priétés remarquables pour D,(3), E.(5), D,(z) et E,(2) sur |z|=1 car on a
alors

E.(z) =— 5" D, (5) et E)(2)=3"D(3).

[’identité (1), par exemple, donne

D} (5)Dn(z) +D,(5) D (5) = w,— w,.
Si {3 et 3* sont des nombres réels, on a donc sur |z|=1
|BDn—+ Dy 2= 2| Dn [P+ B[ Dy [+ BB (9w — wy)
et de méme
|BEn—+ B ELP=[ B Dy — D P= 2| D, [P+ 52| D} [ — " (wn— w}),
d’ou
[BEn+ BB, P — B Dy B D) P= 235 (w) — wa).
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Il en résulte, en particulier, que les fractions rationnelles
BDn(5) + "D, ()
* T x ’
5E'L(Z : @ En(z)
dont le développementcommence par u, -+ u, 3+ . . +~u,_, """ ont, sur lz]=1,
un module inférieur a 1 si 8 et 3* sont positifs.
Pour terminer, montrons que les inégalités données par les théorémes 1 et 2
sont celles que nous avions obtenues dans la section 2. ’
Placons-nous d’abord dans le cas u, > 1. On vérifie immédiatement que
o (B +E)f—(Di+D,)
AC (E —E)f—(D]—=Dy)’

Nous allons établir que, pour n>>2, on a

o (Er+En)f— (D, +Dn)
o) f) = BB f= (D= D)

La démonstration se fait par récurrence en utilisant la relation

(10) Fraat) = SR

et en remarquant que cette relation demeure vraie si I'on change f,(35) en

el

A0 ( 3 et /,(0) enf Ok de sorte que 'on passe de —— a f,(z) commel’on passe

fi(5) ( )
de f,(3) a fo.1(2). Il suffit donc de faire le calcul pour le passage de n & n 1.

Dans la formule (9) calculons f,(o); a cet effet, nous utiliserons les déve-
loppements

E/‘(:)f(;) - D/l (Z) e (ull_ Wn):”+- ey

E;(3)f(z) —Djp(5) = (un— w))5"+. ..

2Uy— Wp—

il vient immédiatement f,(0)= - “+. En utilisant la formule (10) on

Wy — W
en déduit alors, grace au lemme 4,

f (Z) R hn+l+llll+l)‘f (D;+|+ l);u_l)
o Erei—Ep)f— (Dji — Dty

ce qui achéve la démonstration.
Recherchons ce que devient cette propriété dans le cas u,=1. On vérifie

immédiatement que
Uy _ E u _
< 2~ ’>f < 2~ ’)

& (3) = :
u, W .
(e m)=(5em)

— — (Usy— wy)

On en tire

2
ot = (2t — w2)
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Puis on calcule

Il

W=

g:(2) — g (0)
I—

§:2) :(8:(0)

Grace aux relations
Us — Wy
D;(z) = (1+5) D:(5) — TZ(I —5),

Us— W,

Es(5) = (1+ 5)Ea(s) — 3(1—3),

221

tirées du lemme 5, et aux relations

x Uy — W,
D} () =(1—3) Ds(s) — (1 + 2),

. s — W,
E;(s) = (1—35)Es(5) — —ci+R),

qu’on déduit facilement de (4) et (7), ce calcul conduit a

(5) = Ei+ Ea)f — (D3 + D)
$ = (B =) f— (D;—Dy)

On en déduit comme ci-dessus que, pour n>>.3,

(E;+ En)f_ (D;+ Dn,).

(9 bis) gn(5) =
Résumons ces résultats :
LemMe 6. — Dans le cas A pour n >~ 2 st u, 5~ 1¢t seulement pourn >~ 3 st u,=1,

dans le cas B pour 2 —n_Zs-1 si u,~1 et seulement pour 3 ~n_-—s—+1 st
Uy=1,0na

- [E ;(z)‘*“E/z(S)]f(;)—[D;(;)_“Dn(z)].
Ju(z) 0w 8u(3) = [y T E, ()] /() = [D;(:) = Da(2)
St u,5 1, on a de plus
' _ [Ei(z) + E(2)]f(2) — [Di(z) + Di(3)]
ﬁ(Y_WNQ—Ed@V@%aDH@—Dd@J

tandis que st uy,=—1, on a

:[ﬂ~~E4>lﬂ)-7ﬂa~Dxn]

| 2

_[ﬂ~+E<ﬂﬂ>—f%z+muﬂ'

L’étude de la section 2 nous a conduit aux propriétés suivantes :

Dans le cas A pour n>>.3, dans le cas B pour 3 —~n_—_s-+1, on a

| fa(z) | L1 ou lgn(5) ]| L0 quand |z L.
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Ces résultats subsistent pour n =1, 2 st uy 1. St uy=1, on a

|&a2(5) | L1 quand 5| L1

En appliquant ces inégalités au point z=o, on retrouve le théoréme 1; en les
appliquant au point 3= «, on retrouve le théoreme 2.

. — Application a I’étude des petits éléments de 1’ensemble S.

Nous allons appliquer les résultats précédents aux fonctions f(z) que sont

les fractions rationnelles g—(% associées aux nombres 0 de ’ensemble S. Nous
sommes dans le cas B; nous avons |
P(s) i "
-Qﬁ_uo—%—uw—i—...—{—un; -+
ol uy, u,, ... sont desentiers et ou le pole intérieur au cercle est a« = %

On a D,(3)=u,—z, donc ©y=1,; il résulte du théoréme 2 que u,-"0.
Pour les nombres 9 inférieurs a 2, auxquels nous nous limiterons, on a donc (**)
Ug=1.

q . . Y u 9
Dans ces conditions, nous avons déja vu que Dy(s)=1+ 55—z et

u? . ;s . . .
Wy = »2—‘ D’aprés le théoréme 2, nous devons avoir 7,< 2; il en résulte que

D,(2) <o, soit u, < 3; les seuls cas possibles sont donc u, =1 et u; = 2.
D’aprés le lemme 5, on a alors

Uy — —
- 2
D.s)=(+35)1+ —253—5)—5 —(1— 3).
=09 (14 a2 ) mz 2 =)
St u, = 2, ce qui exige u,>~ w, =2 en vertu du théoréme 1, on a

D:;(z)}:(1—{—z)(1+z-—z2)—zu22_2(1-——z);

ce polynome présente un zéro et un seul <, dans U'intervalle 1 <z <+ o0, et

pour u,>>3 ce zéro est au moins égal a celui de 2+ 354 2*— 23 qui est

supérieur 4 0,. Pour les nombres 0 inférieurs a 8,, auxquels nous nous limite-

rons dorénavant, on a donc u,=w,=2, ce qui ne peut correspondre qu’a

1+/5
2

—0_.

P(z)=D,(s)=1+5— 3" c’est-a-dire 4 6 =
Nous n’avons donc¢ plus 4 considérer que le cas u,=1, qui exige

I N .
TN ; c¢’est-a-dire u,>>1; on a alors

D;(S)E(I;FZ) <I+ -

N
(3]
|
2,
N——
i
n
/:\.
&
I
N |
SN————"
—
-
|
2]
~

(11) On peut remarquer ici que la relation uy=1 caractérise ceux des nombres de S qui sont des
unités.
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Pour u,= 3, ce polynome n’est autre que P,(z); pour u,> 3,1l présente le
ZEro 7, > 62> @3. En vertu du théoréme 2, nous avons donec u,=1 ou u,=2.
Le cas u,=1 a déja été étudié (cf. p. 75). Il correspond a
Pz)=1— 324 3"(1+ 5 — 3?) avec n>1, soit 0="0,,
ou

Ps)=1— 32— 3" (143 —3?) avec nIsi, soit 6—="0,.

Ces nombres 0 étant écartés, nous avons donc

Ug—U;—1, uy— 2.

Pour poursuivre la discussion, nous utiliserons systématiquement les
propriétés suivantes qui découlent immédiatement de I’étude faite plus haut.

Premiére propriété : Lorsque u,, uy, ..., U, 4, sont connus et que s . n, on
forme le polynomeD,(3); On en déduit la valeur de w,. On doit avoir u,>w,,
I’égalité entrainant 6 =r~,,.

Deuxiéme propriété : On forme ensuite

U, — W,

D,y(z)=(1+3)D,(3)—= D, (3).

”/141 - Wn-—!

On doit avoir D, (1) >0, qui est équivalente a u,—~w, (voir lemme 4),
I’égalité entrainant 0 ==, et D,,,(z)=(1— z)D,(z). Si les deux inégalités
strictes u, >w, et D,,,(1) > o sont satisfaites, on a s> n 1.

Nous utiliserons les polynomes P,(z) et P,(z), dont 'expression a déja été
donnée dans 'introduction.
Considérons le développement en série entiére (**)

I
=145+ 237+, . ¢34 ...

~ ~2
I—35—3

Soit N I’entier tel que
U=+, pour n <N,

Uy Z Px.
D’aprés ce que nous venons de voir, N>.3. D’autre part s> N, comme le
p = =

montre le lemme préliminaire appliqué a

1 i .
Q(s) e P(z) = (on— ux)zN+.. ..

52

Nous devons maintenant distinguer deux cas :

. . I .
(12) On peut remarquer que la fraction rationnelle s — est, dans | z| <1, la limite commune

Pu(z) . Pu(2)
d t A~
° Q)" Qn(z)
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Premier cas : N est pair, soit N=12p avec p >
On vérifie facilement (') que

p+2

: 5Py (5)
d y d'ou  w,,—v¢,,—
- / /
I+ p—+ I

P'_’])—i—i(;)+ po

bl

D., (2)

I

. , . [ —+ 2 .
il en résulte (premiére propriété) que u,, >~ ¢, —£+ > soit Usp> 03, — 1. On
a ensuite

D2p+1(5) = P-.'p+1(5) — (Usp— V'_’p):" ])2/1—1 (5);

en utilisant la deuxiéme propriété, il vient u,,—~ vgl,—f— P— SO1t Uy, ¢y, + 1
sauf dans le cas p=2 ou u,,= vq,,—l— est pOSblble, mais alors 0 =1 et
D;(2)=—D;(2)=—1<o, dou 6 =] > 2, cas écarté dans notre étude.
I ne reste donc 4 examiner que u,,=v,, =1, avec s >~ 2p 1.
Siuy,=v0y,+1,0naD,,,(35)= ng(z), d’out W,y = 05,4+ 2; 1l enrésulte
(premiére propriété) que s, > 9y, -+ 2. On a ensuite

p+1

Dopia(5) = (1+ 3) Dypys(3) — 5p 3

(ttspin — V’p+1—‘2)“ p(3);

en utilisant la deuxiéme propriété, il vient

, .
ap +6
Usp iy < Vopyg =+ 2 + ——-
l_/)—H_ 2p+1 [)._,+P 1

Les deux inégalités bornant les valeurs possibles de u.,., montrent que pour
p>=5 on a forcément usp.y = ¢yps+ 2 =w,,., donc 0= 62,,. Pour p =4, on
peut avoir uyp,y > 2,4 + 2, mais alors

D2p+:’<62”) - 2[;;_:—[’ (tapir — Vapir— 2) O’P D’/'(O’p> > o,

d’olt 6 >7,,,, >0,,>.0,, cas que nous écarterons en nous limitant dorénavant
al’étude des nombres 0 inférieurs a 8.
Siuy,=vsp—1,0na Dy, (3)=P,,(5), dot wy,,=¢,,.,—2;1l en résulte
(premiére propriété) que u,,.; > ¢,,,, — 2. On a ensuite
Dypia(3) = (14 3) Dap i (3) — (p + 1) (Uaps1— ¢2pr1+2) 3 Dap(5);
en utilisant la deuxiéme propriété, il vient

hp — 2

Uy Z 0y —_2 4 ——
2p4+12=Vopi+1 P2+P 1

Les deux inégalités bornant les deux valeurs possibles de u,,,, montrent

(13) On pourrait déduire ’expression de D,,(z) des considérations développées plus haut.
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIL. — Fasc. 1. 12
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que, ou bien wuy,.y =90, 4 —2=w,,.,, ce qui entraine 0 =70,,, ou bien
Uspiy == Vapy —1 avec p=2. L’étude de ce dernier cas ou s>~ 2p 42 =06 se
poursuit de la méme facon : on trouve D;(z)=1—5+3*— z" 4 23°—3°,
puis wy=11, d’ou (d’aprés la premiére propriété) u,>11; on a ensuite
D;(5)=(1+4+3)D¢(5) — (us—11)3 D;(3) et (d’aprés la deuxiéme propriété)

) . .
Ug 11—+ 35 on en conclut que yy=11=w,, dou 0==,, racine de
1—5+4 3" —3'4 23" —3°=o0; c’est le nombre que nous avons représenté par
6" dans I'introduction.

Deuxiéme cas : N est impair, soit N=2p -1 avec p>1. On vérifie faci-
lement que

D2p+1 ()= P2p+l (=), d’ou Woprr = Vapr1— 15
il en résulte (premiere propriété) que u,,. s> ¢.,., — 1. Ona ensuite

Pt
p+2

Dypia(5) = (14 5) Doy (5) — (tapir— Poprr+1)3 Dyp(2),

ou D,,(z) est le méme polynome que celui qui a été employé au début de
I’étude du premier cas; en utilisant la deuxiéme propriété, il vient

2p + 2

U, Z v, I —_
2p+1 wpr1 1+ —
[)' +P — I

Les deux inégalités bornant les valeurs possibles de w., , montrent que I’on
doit examiner successivement :

a. Uypy = Vopr— 1= Wy, ; maisalors 6=0,,,,.

b. uyp 4> 05,4+ 2 avec p = 2; mais alors

D2p+2(62p+1> N ( 1+ 6-2/74—1) D2p+1 (62])—(»—1) —3

+ 14 A
§ T+ 9 02p+1 sz(02/1+l)

>~ ( 1+ G§p+1> P;>p+1 (’0\21)4—1’\) —3 6§//+1 Pz,;~1<62p+1) >0
1+ 05p s

)

ce qui montre que 0 >7,,,, >0,,,,>0,, cas qui doit étre écarté parce que
nous nous limitons a 6 < ;.

C. Uypir= 0sp—+1; Pétude de ce cas, ou s> 2p -+ 2, se poursuit toujours de
la méme facon : le polynome D,,,,(z) qui a déja été formé, se met ici sous la
forme plus simple

A 23
Popia(5) + P—+—2P‘2p+i(z) 4
D?p—f—‘-’(z) = I+ 3 d’out Wapro= Vopio—+ 2 — p+a

)



ETUDE DE CERTAINES FONCTIONS MEROMORPHES BORNEES SUR LE CERCLE UNITE. 91

4 .
~——i0n a ensuite

il en résulte (premiére propriété) que Uy, 05,5+ 2 — o

~ U —— s — 2
D2p+:5(5) = P‘.’]I+1(;) - iJLfL 5 P‘.’p+1(z) 5

en utilisant la deuxiéme propriété, il vient u,,, .~ v21,+2—|—2+g- Les deux
inégalités bornant les valeurs possibles de u,,,., montrent que ’on doit examiner
successivement :

Qe Uspps==Vapro—1aVEC P==1 0U Pp==12; MAIS S| p=2, 0N A Uy, s == Wy,,a,
donc 0 =r,,..,=r7,, cas i rejeter car D,(z) n’est pas & coefficients entiers;

tandis que si p=1, on a > 7, supérieur a 6, > f;, comme on peut-le vérifier
par le calcul.

B. Uspis>=s,0-+ 3 avec p < 4; mais alors D2,,+3(02,,+1) > o, done
B2 7y > Onp By
nous écarterons ce cas en limitant notre étude aux nombres 0 inférieurs a 9,.

Y. Uspia= s, o+ 2; mais alors s>>ap—-3 et nous poursuivons I'étude
suivant la méme méthode ; nous avons

D?p—l—:‘(z) = Pzﬁ—H (=), d’ott Waps == Vapas 3;
il en résulte (premiére propriété) que wu,,,; > 9,,,,-+ 3; on a ensuite

. + 2 -
Dopia(5) = {(1+35)Dspps(z) — L A (tapas— Popas— 3) 5 Doy (3);

. vy L, ey . . 8
en utilisant la deuxiéme propriété, il vient uy, ;=" 4+ 3 + s Les deux

inégalités bornant les valeurs de u,,., montrent que I'on a, ou bien
Us i3 == 0apsy—+ 3, ce qui entraine § =n,,,,=190,,.,, ou bien ws, s>, ;44
avec p =7, mais dans ce dernier cas on a

P+

A (,jzp—u D2p+2(62/1+1> > 0,

Dy (Osp ) e —

“ce qui entraine 0 >1,,.,>H0,,,>0,, et nous écarterons ce cas en nous limi-

tant aux nombres 8 inférieurs a 9, ;.

’

Si I'on compare entre eux les nombres 0,, 9, 0,, 0, ce qui ne présente aucune
difficulté, on peut résumer les résultats de I’étude précédente sous la forme que
voici :

TutoriMe. — Les nombres § de Uensemble S qui sont inférieurs a 9,; sont les
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sutvants -

0, == 0 << 0, << 05 << 0y << 0 << 0, << 05 << 07 << 0, << 0 <.
1+ /5

<0, <0, <0 <... < - <---<6rz<6:1+1<6/z—1<---<615~

/5

I’ensemble dérivé S’ de S. On voit de plus que c’est un élément isolé de S'.

On retrouve, en particulier, le fait que

est le plus petit élément de




