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ANNALES

SCIENTIFIQUES

LECOLE NORMALE SUPERIEURE

NOUVELLES APPLICATIONS
DU CALCUL FONCTIONNEL A LA MECANIQUE

Par M. Hensr PAILLOUX.

Dans un précédent Mémoire (') nous avons montré qu’il était possible de
modifier la méthode employée par Lagrange pour 'étude des systémes matériels
a n paramétres, de facon a mettre en équations les problémes de Statique ou de
Dynamique de systémes matériels dans lesquels il est nécessaire d’introduire
des fonctions-paramétres pour représenter toute forme possible. Dans un
dernier chapitre nous proposions un procédé d’approximation pour I'étude de
I’équilibre des poutres droites : & partir des équations rigoureuses de I'Elasti-
cité, et grace 4 une approximation que 'on peut améliorer, nous avons établi
des équations assez voisines de celles de la Résistance des matériaux classique.

Nous nous proposons ici d’appliquer une méthode analogue aux plaques,
membranes ou coques, et de donner les équations correspondantes de Statique,
de Dynamique, ou celles des vibrations périodiques.

L’étude est faite d’abord en axes rectangulaires, ce qui donne des équations
relativement simples. Comme application nous étudions la Statique des plaques
planes chargées dans I'approximation du second ordre. Rapportant ensuite
I’espace a un systéme de coordonnées curvilignes quelconques, les méthodes
du Calcul tensoriel permettent d’évaluer le potentiel de forme d’un corps vibrant
a trois dimensions. On considére d’abord le cas d’une coque de révolution dans

(1) dnn. Ec. Norm. Sup., t. 69, 1952, p. 213-257.
Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 1. I
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I'approximation du premier ordre. Cette approximation probablement faible se
justifie par des calculs relativement abordables qui permettent d’étudier le
probléme de la vibration des cloches. La mise en équations de ce méme probléme
dans le cas d’'une approximation du second ordre est donnée, ainsi que I’énoncé
des problémes de Mathématiques a résoudre pourle systeme différentiel obtenu.
Nous terminons ’étude du mouvement des coques par les équations générales
en variables quelconques, puis nous particularisons en supposant d’abord que
I'on a affaire a4 un systéme triple orthogonal de coordonnées, puis, que la
surface moyenne de la coque est rapportée a ses lignes de courbures.

L’application de la méthode générale des fonctions-parameétres est faite a
I’'Hydrodynamique pour retrouver les équations des fluides parfaits en variables
quelconques de Lagrange, et étudier en particulier I’écoulement adiabatique,
permanent ou non, d’un fluide parfait dans une conduite de section faible et
presque constante. .

En Résistance des matériaux on rencontre des probléemes assez difficiles a
propos d’assemblages de poutres constituant des systémes fortement hypersta-
tiques. L'idée fréquemment utilisée consiste & remplacer cet assemblage de
poutres par une membrane, ce qui permet d’introduire la continuité et la
dérivabilité (quoique, au point de vue calcul numérique, certains ingénieurs
préferent utiliser des équations aux différences finies, mais nous n’abordons
pas ici le point'de vue pratique, nous nous bornons aux mises en équations).
Nous considérons une membrure de pont 4 contour rectangulaire rigide dans
laquelle il existe des tirants verticaux articulés ou encastrés dans les deux
poutres horizontales, et nous recherchons le déplacement en un point
quelconque. Méme probléme pour une grille verticale formée d'un cadre
relativement rigide et de deux systémes de barres, horizontales et verticales,
~ encastrées 4 chaque nceud. Aprés ’étude des petites déformations d’un plan,
nous étudions & cas de la grille horizontale (par exemple, I’ensemble des
poutres en béton d’un plancher), les deux systémes de barres étant orthogonaux
ou non. Il est trés intéressant de constater que ces probléemes de Résistance de
matériaux peuvent se traiter, suivant l'idée de Lagrange, en séparant la
recherche des déformations géométriques de celle des tensions ou réactions. II
s'introduit une grosse simplification de calcul. La connaissance des défor-
mations permet de connaitre la répartition des efforts.

Nous terminons par la recherche de la forme optima des colonnes de révo-
lution pour résister au flambement.

1. StitiQuE ET DYNAMIQUE DES MEMBRANES RIGIDES EN AXES RECTANGULAIRES. —
Soit X une portion de membrane rigide, ou coque, limitée par un contour I'.
Cette membrane posséde en chaque point une épaisseur ¢ variant peu et
lentement autour de chaque point. Par définition, la surface moyenne est équi-
distante des deux faces de la coque supposées trés voisines. Rapportons la
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surface moyenne a trois axes rectangulaires Oxyz, et soit s = z(x, y)'équation
de la surface. Nous désignons par p, ¢, r, s, t les dérivées partielles premiéres
et secondes de la fonction z. Les coordonnées X, Y, Z d’un point P de la coque
peuvent s’exprimer en fonction de trois paramétres qui sont les coordonnées
rectangulaires z, y dela projection de P sur le planx Oy, et { cote relative de P
par rapport a la surface moyenne. Autrement dit, les coordonnées de P ont la
valeur suivante :

(1) X=u, Y=y, L=s(z,y)+¢

{ varie entre &= A(x, y) qui dépend de ’épaisseur de la surface au point P et
de I'angle « que fait la normale a la surface moyenne avec I'axe des z. Nous

avons

I
e=2hcosa, cosa.—:—\/ma

de sorte que

(2) 2h=e\1+ p*+ ¢

h(z, y) est donc une quantité connue, que nous utiliserons constamment.
Soient u, ¢, w les composantes rectangulaires du déplacement du point P
sous l'action de charges que nous préciserons ultérieurement. Nous admettons,
comme nous I’avons fait dans le cas des poutres, que les fonctions u, ¢, w sont
réguliéres en, et qu’on peut, avec une approximation suffisante, les développer
par la formule de Taylor, en se bornant aux termes du premier degré en { :

U=uy+ U, P == 4+ (P, W= Wy 4+ Lews.

Uy, Usy Uy, 91, V2, v sONt des fonctions de @ et y, mais elles ne dépendent pas
de {. Cette hypothése sur u, ¢, w revient & supposer que leurs dérivées pre-
miéres en { varient peu au voisinage de la surface moyenne. En fait, un déve-
loppement limité de Taylor, dans le cas ou I"accroissement des variables n’est
pas infiniment petit, est satisfaisant si les derniéres dérivées conservées sont
presque constantes dans I'intervalle considéré. Ce fait peut ne pas se produire
pour certaines dérivées d’ordre moindre, ou pourles dérivées d’ordre supérieur
a celui ou I'on arréte le développement.

Pour pouvoir effectuer certaines dérivations, résolvons les formules (1) par
rapport A @, y, {, et calculons leurs différentielles :

dz=dX, dy=dY, d{=d%L—pdX —qady.
Le potentiel de forme d’un corps élastique étant donné par la formule

(3) 265:%[7\624- 2p(ef + e} +e3)+ hu(g; + g5+ &2)]dX dY dZ,
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nous constatons que c’est une fonctionnelle des u;, ¢;. Pour la déterminer,
nous avons besoin du jacobien suivant :

I (o]

D(x, ¥, %) -
D(X,Y,Z)

o
o I o
—p —q 1

dont I'inverse, qui vaut l'unité, intervient dans I'intégrale précédente. Evaluons
d’autre part les coefficients de la déformation. Ils ont la valeur suivante :

(4) { €[:A[+CBi, e:A +§B,

2= C;+¢ Dy, A=A +A,+A;,- B=B;+B,+ By,

ol nous avons posé, pour abréger les calculs,

d d
A,:%—pum AQ::-dly1 — qva, As=w,;
B1:du2, B,— %, B;=o;
5y | ox dy
C=2" o qwy,  CG=2" v pwn,  C=22 %M o g
1= dy 9 == W2, = oF 2 — PWa, = om dy PV2 — qUs;
0w, __ dw, __O0vs du,
Di= 5 D=5z Di=37 + 3,

Le potentiel de forme prend alors la valeur suivante ¢
w:ﬂlMA +¢B)+ 23 (A;+ CB)? + p.E(Ci+ ¢ Dy)? ] dar dy dy

:ﬁ[(1A2+ 2pSA? + pECP) + 2L (AAB + 2p XA, B+ p2CD))
‘ + 2(AB24- 2u2B} + pED}?) ] de dy dt.

Nous pouvons maintenant effectuer I'intégration en {, ce qui donne

2m:ﬂ[2h()\A‘3+2pZA§+ pECH) + 22 (0B 4 2p3 B} + pEDf)dedy.
2 .

Tenant compte de la signification des symboles, nous voyons que le potentiel
de forme est une fonctionnelle des u;, ¢;. Il se présente comme une intégrale de
surface portant sur un polynome en u;, ¢; et leurs dérivées premiéres en x et y.
Comme le calcul des variations fournit directement la dérivée fonctionnelle de
l'intégrale ‘

iF(u, u,, uy) drdy

sous la forme
JF Jd JF Jd OF

- g e = = ey

Y

nous saurons calculer les dérivées partielles fonctionnelles du potentiel de
forme en appliquant les formules de dérivation des fonctions composées.
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Aprés avoir remarqué que I’on a

JF oA JA; 2G; 2 h? JB dB; e n dD;

g o il s, 2 22 i s it

»du—2h<)\Adu +2pZA, ou C‘du>+ 3 <1Bdu+2yEBl » + 2Dy du>’
OF (54 OA 2 h2 oB OF
Tu‘-,t_._2lL<AA.du;.+...>—I—T<)\B5—IZZ—|—...>, d-—u:__...,

nous trouvons de cette maniére le tableau suivant :

Iw 9 © 0
du T 55[2h(7\A—l—2pA1)]—W(zphca),
ow 7} 7}
—d—v-i- —— IZ(Z[J.}'LC.;)——' Jy[zh(}A -+ 2P.A2)],
o) d )
i %(zphcz)—— d—y(zphci),
ow
© E:zh[pcz—p()\A—l—2pA1)—qua]
0 [2h® a [2h?
= g5 | S 0w | = g (B en,).
(410}
Ovu =2h[pCi— ppCi— g(AA + 2pAy) ]

S0 [2h? d[2h?
“%<T“D3>'@[T(XB+2”B2)]’

ow 0 [2h? d [2h®
\ T :2h(7\A+2p.A3—p.in——ppcz)- %<—3—-IJ-D2>— @(TPD‘>'

Pour évaluer le travail des forces extérieures agissant sur la coque, nous
distinguons les forces massiques, ou de volume, et les forces de surface agissant
sur I'une ou I'autre des faces de la coque.

Soient &, %Y, % les composantes de la force massique par unité de volume;
ce sont des fonctions données de X, Y, Z. Nous avons donc, par exemple,

Z(X,Y, Z):-T(x»)’,Z-FC):-T—FI&’:'u

& et T, étant, dans ce qui suit, calculés au point de coordonnées x, y, z et
non X, Y, Z. Le travail virtuel des forces massiques a donc la valeur suivante :

Z ﬂf(szc + &L (Suy+ ¢ 80y) da dy dt,

la sommation étant entendue pour les trois composantes. Nous pouvons effec-
tuer I'intégration en C,

2h® _, A
2ﬂ<2hf£8ui+ —3—335 8u2) dxdy.
=

Pour connaitre le travail des forces de surface, désignons par X+, Y+, Z*
et X, Y-, Z~, les composantes des forces agissant sur ['unité d’aire des faces
de cotes respectives z + A et z— h.
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L’élément d’aire dela surface décrite par le point de coordonnées x, y, s+ A,
étant ‘

ph,+ gl
____:r> dz dy,

h’ h' 2dx dy ~ 2 2
Vi+(p+ x)+(q+ )dzdy ~\ 1+ pP g (I+1+p2+q

le travail Virtuel des forces précédentes a pour expression

h' - h -
Zﬂ [(X++X—)—!—(X+ X)Il)+p—|q— ]8u1+h(X+ X—)b‘u?%\/l—i—p’z—i—q?dxdy.

Calculons encore la force vive de la coque,

QTZE ﬂp(zli—i—gh.z)"dxdyd{:x ﬂp[2]iﬂf+-¥l¥z>d$d]'.
e w3

Ses dérivées partielles fonctionnelles par rapport aux fonctions-paramétres
sont nulles, et ses dérivées par rapport a leurs dérivées par rapport au temps
ont la valeur suivante :

aT — oohi JT . 2ph3 .
du, —2Phdn Em = T U

Nous avons enfin les six équations du mouvement, dans le cas le plus général.
Elles sont du type suivant :

2phil :—dzg—|—2h£€+(X++X_)\/I—I—p2+q2+(X+—X—)M,
) uy \/I+P2+92
’ = 92 +2—M:E’ 4+ (X = X)W1+ pP+ ¢°

29’3—uz—'——xt2 3 st/ P q°-

L’approximation faite est dite du second ordre, car nous avons arrété les
développements de Taylor du déplacement aux termes du premier ordre. Une
approximation moins bonne, mais meilleure que dans le cas des poutres droites,
est celle que I'on obtient en prenant le déplacement du point P réduit aux seuls
termes u,, ¢,, w,. Comme les calculs sont beaucoup plus simples, nous les
donnons i titre d’indication. Dans ce cas, toutes les quantités B; et D; sont
nulles, et nous avons

_ Oduy dvy .
Al— %3 Ag d}’ A';——— 05
()w1 0w, __Ovy  duy
=% G=3 G=g+ 50
. L., . : 0w dm o
avec trois dérivées fonctionnelles seulement, PR PRl o dont la valeur est
1 1 1

toujours donnée par le tableau (6).
Le travail virtuel des forces extérieures comprend les termes suivants :

ph,.—+ qh,

w=3 [2h£+(X++ X)WiF prr git (Xr—X)
e > ) \/I+P2+q2

] ous dz dy,
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d’ou les trois équations simplifiées du mouvement :

/ ()l}_ J du, doy du, | Jd dvy du,y
on G = () e R e (0 )]

» —I—2/15C+(X+—+—X-)\/I+p“+ q2+(x+_x_) Phw—i—qh, ,

| e
d?vy 0 vy duy 0 : Jdu, dp, dvy
N el 2en (G ) |+ gl o152 + 5 ) e 52 ]|
®) - N T T _\ _Phy+ gl
4 2hY + (Y + Y )Wi+p+ g+ (Yr—Y) 2T,
Viep+¢
()2W1 . J ()Wi d dWl
aph o = ﬁ(Qth_x>+ @<2ph ay >—|— 2h%
(L W T o @ — 2y LRt
Vi+pi+ g
2. STATIQUE DES PLAQUES PLANES CHARGEES. — Considérons une plaque plane,

homogéne et d’épaisseur constante, située dans [e plan horizontal, I'axe des s
étant vertical ascendant. Elle supporte a sa partie supérieure une charge uni-
taire X, Y, Z. Nous allons écrire les équations du mouvement en nous
contentant, pour commencer, de I'approximation d’ordre un. En supprimant
I’indice, nous avons »

*u __ 0J ) du ov du d dv  du X

ORI P2 NG B X FYE TN S R &
de — dzxz" \dzx  Jdy dy dx  dy dy €
0w d Ow 0 ow 7
0o T ozt or Toytoy Tt
(X, Y, Z, peuvent aussi désigner les composantes de laforce extérieure globale
qui agit sur I’élément d’aire dzdy de la plaque, qu’il s’agisse de forces mas-
siques ou de forces de surface). Les équations sont celles de I'élasticité a trois
dimensions avec une force moyenne répartie dans toute I'épaisseur, le dépla-
cement étant supposé indépendant de s. Le systéme précédent peut étre
considéré comme satisfaisant. : '
Avec 'approximation du second ordre, nous conservons les notations anté-
rieures qui se simplifient :

Aiﬁ %l%, AQ:%}’, A;=ws;
B1:(3;:, Bg:‘())—‘;, B;=o;
Ciztz)—“;—i—vo, ng%—Fuz, (33:3—()1 %%5
DI:%}“, D,— 0;;2’ D3:%+%“72-
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On obtient alors les équations de la statique des plaques planes chargées :

+ -
dc:; . o Y+Y___

e dx dy

_‘uC,—t—»EL) (7\B+2‘uB,)+,ud ] _&" — =0,
oD, Y-
— uC+ — [Hd r) (AB+2;:.B2]+ — Y —|—Y Y =o,
D
_(1A+2HA)+;L <‘) > >+—z~ == —o.

Formons enfin le systéme d’équations en u;, ¢; :

du, dvy dw,
(7\—|—p.)dx< + dy>+yAu1+k-d—__o,

duy  dvy dw,
(A + )dy< +dy>+y.A01+77~_0,

du2 ()Vo -
(9) <AW1+ = dy) -

, d_w_t duz 002 A

P\ 0z +u2> (A+p )dx oz e u‘,]_o,

ow, A Ju, dw .
”(dy +92) i A )0y<0x > 1 ”

‘ A du, dv, A —

\ =% oy PR + Wy +2[J-W2—I-LE Wy =— p.

Nous nous sommes bornés a 'écrire pour le cas fréquent ot 'on néglige les
forces massiques dues a la pesanteur, mais ol ’on tient compte d’une pression
verticale unitaire p sur la face supérieure. Le symbole A désigne le laplacien &
deux termes, en x et y. On peut remarquer que les premiére, deuxiéme et
sixieme équations ne contiennent que les trois fonctions inconnues u,, ¢, w,,
tandis que les troisiéme, quatrieme et cinquiéme équations ne contiennent
que iy, 05, ;.

Le calcul symbolique permet, enun sens, de résoudre de tels systemes. Nous
allons écrire successivement ’équation qui fournit ¢, quand u, et w, sont
connus, I’équation qui donne u, quand w, est connu, et enfin I'équation a
laquelle satisfait w,. Pour n’avoir que des calculs algébriques d’élimination,

désignons par X, Y les deux opérateurs différentiels - dd Grace a ces nou-

velles notations, le systéme en u,, v,, w, prend ’aspect suivant :

s [(A+ )X+ pAJug+ (A + )XY o+ AXwy= o,
(IO) ) ()\+H)XYU1+L()\+H)Y2+‘LLA]01+ )\YW!:O,

2
' )\Xu1+7\Y01—-I—<)\—I—2[J.—-[J.—18—2A>Wz:—-_p.
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La premiére équation du systéme (10) donne ¢,. Nous la considérons comme
une équation du premier degré en ¢, et nous la résolvons comme telle, mais en
prenant soin de ne jamais diviser par un opérateur différentiel, pour pouvoir
interpréter plus simplement les résultats :

(11) . (l—l—pt)XYv,:—[(7\—;—;1)X2+p.A]ul—7\Xwg..

Portons la valeur de ¢, ainsi trouvée dans la deuxiéme équation du systéme (10),
ou plus exactement, éliminons ¢, entre la premiére et la seconde équation, sans
introduire de dénominateurs, comme s’il s’agissait d’équations linéaires. Nous
formons ainsi 'équation en u, :

(A+2 p) A2uy=— A X Aw,.
ou encore, J¢, étant une fonction harmonique arbitraire,
(12) (A2 p) Auy=— AX w, + 5¢,.

Sil'on porte cette valeur de u, dans la valeur de ¢, obtenue précédemment on
trouve une autre valeur de u,, que I’on aurait pu obtenir directement par la
méthode d’élimination appliquée aux deux premieres équations en u, et ¢, :

(A+2p)A%0;=—2Y Aw,.

ou encore
(A+2p) Aoy =—2AY w, + K, (AXK = 0o0).

Mais ce procédé serait défectueux, car il semble introduire un arbitraire trop
grand (fonctions arbitraires d'intégration ) qu’on réduit d’ailleurs par un recours
au systéme proposé.

Dans les relations qui donnent symboliquement u, et ¢,, multiplions par X et
Y respectivement, nous trouvons

(A+2m)A(Xu;+ Yo ) =— AA o, + X80, + YO,

Or, la méme combinaison linéaire formée a partir des deux premieéres équations

du systéeme (10) donne

(A4+2p)A(Xuy+ Yo,) +2A wy—o.
Par comparaison, nous constatons que la fonction harmonique &, n’est pas
arbitraire, comme nous I’avions annoncé, il est nécessaire que I’on ait

X3, +YK,—=o.
Nous avons done

()\+2H)(Xu1—|~Yvi)+7\w2:L"z (Ar,=0o).

Partant alors de la combinaison linéaire correcte entre u, et ¢,, nous transpor-
tons dans la troisiéme relation du systéme (10) :

(13) p[4(7\+p)—(7\+2p)15—:AJw2:—(l—|—2,u)p—)\I;’g.

Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 1. 2
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Tirant, theorlquement, w, de cette équation, les équations (12) et (11)
donnent u, et ¢,. Bien entendu, 1l s mtrodmt un nombre importantde fonctions
arbitraires qui sont 4 déterminer grace a des conditions aux limites dont nous
n’entreprenons pas I’étude.

D’une maniére'analogue on écrit le systéme différentiel en w,, ¢,, w, :

2 ) 2
{p— %[(7\4— ) X2+ yA]%u2~ %XY%+ X w,=o,
(14) ——%(A—F[.L)XYILZ—}—%[J.—-f—;[(l%—y)Y'z—l—pA] 04 1Y wy=o,

X tts+ Y 0ot Aw, = ﬂa.

On forme comme précédemment les équations en ¢, et u, :
E—ZXquzgy— Ei[()\—l—p.)X"’—l—}LAJlu»%; ;.LXW =o0
12 ) 12 § ! ’
© O ") A o Ot 2 ) A2 | = x( CA
‘H—E( =2 ) BT | i )w,.

Si maintenant dans le systeme (14) nous multiplions la premiére équation
par X, la seconde par Y, et que nous ajoutons membre A membre, nous formons
“la combinaison suivante :

[[.L— %(7\ + 2;.L)A] (Xtta+Yo,) + pAw,=o,

qui permet‘ I’élimination de u, et ¢, de la troisiéme équation du systéme (14) :

I 3
SOramdm=|—pr S0rama|L
(’est une équation aux dérivées partielles du qujatriéme ordre.

3. VIBRATION DES PLAQUES PLANES. — En mesurant, si c’est nécessaire, la dévia-
tion de chaque point & partir de la position d’équilibre sous I'action de charges
données, nous pouvons supposer que ces derniéres sont nulles, puisque le
systéme différentiel est linéaire par rapport aux déplacements et par rapport
aux charges. Les équations (7) permettent la mise en équations du probléme
de dynamique. Nous avons trois couples de relations telles que les suivantes :

0 u, o] e’ 0%u, o]

pe ot, +;)—z_[1:0’ °e o8 _'—BI_,:O'

Les valeurs des dérivées du potentiel de forme sont les mémes que dans le cas
de la Statique. Nous pouvons écrire immédiatement les six équations du mou-
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vement de la plaque, en I’absence de forces extérieures, avec 'approximation
du second ordre :

02u, ou, do,

| dw,
pW + (A + )dz<dx+dy>+,uAui+}

—= 0,

0%p, J [/ du, dv, dw,
p__dlz —I—()\-f—‘(/v)d—)/( -+ dy>+‘U-AV1 {—}——‘y = o,
2, u, dvy\

P =5 o FH(AWj—F oz +7‘}7>_0,

g? Qu, ow, g2 Ju, dv,
2 oF +“<%+“2>“6[“+ )ax<o N dy>+“““°]“°’

a_zdzvz+ d& o e’ duq . 0v> A
12 92 P dy+ ? (2 +H)()}/ dy TEA =0

g2 d>w, 3 (du, dm

12 d¢t oz oy

>+(7t+2‘u)w2—-p Aw,—o.

Comme précédemment, ce systeme se décompose en deux systémes partiels
ou les fonctions inconnues sont, d’une part u,, v,, w,, et d’autre part u,, ¢., w,.
Bornons-nous a une étude rapide des vibrations propres, celles pour

lesquelles
uy—=U, @iwt, U, = U, e“"‘, ey

" w étant une constante que nous déterminerons ultérieurement. Les six nou-
velles fonctions inconnues sont solutions des deux systémes suivants :

[—pw?+ (A4 ) X2+ pA uy+ (A + ) XY, + A X wy—o,
A+ )XY uy+ [—pw+ (A4 p) Y2+ pA] oy + AY wy=o,
WXt Yoy o [ (2 ) = 1 (put pd) |

%p—— %[(K+y)X2+pm2+ [_LAJ}uz— f—;()\—{—[.l.)XY v+ uX W =o,

a 2(1+H)XYu2+{H— %[()\+“)Y2+P“)2+HM§V2+#YW1:0,
p(Xus+ Yoo) + (A —pw?) wy—=o.

La résolution symbolique de ces deux systémes s’opére comme dans les cas
précédents. Nous donnons seulement les équations auxquelles satisfont ¢, et o,

. . 2 2 2
{pwﬂ[—(l—l-mu)—i—E—pw?]+(k+p)[4y—f—zpwﬁ]A—%p(l—i—zy)A?%wi:o,

[ ppwi+ pm’*A—f—;(.L()\%—zu)A"]w?:'o.

Les systemes d’équations étant linéaires et homogenes, en tenant compte de
conditions sur les frontiéres, on trouve la seule solution identiquement nulle,
sauf si la constante » prend des valeurs bien déterminées. Nous n’abordons pas
I’étude de ce dernier probléme.



12 HENRI PAILLOUX.

LE POTENTIEL DE FORME EN VARIABLES QUELCONQUES. — On parvient de différentes
maniéres au potentiel de forme calculé en variables quelconques, suivant les
principes de base adoptés. On peut relire a ce sujet le chapitre X des Tenseurs
en Mécanique et en Elasticité de Léon Brillouin plus spécialement consacré a
I’Elasticité. Nous nous proposons ici de parvenir au but en partant de formules
usuelles et en leur donnant un caractére tensoriel, en nous réservant de
reprendre ailleurs la notion d’énergie en Mécanique.

On sait que le double de ’énergie nécessaire pour produire une déformation
“de composantes rectangulaires u, ¢, & s’exprime ainsi

m:ﬂ [ (ert €2t es) 2 o (€5 4 €3+ €2) + G 1 (8 + &2+ g)] dr dy dls,

avec les coefficients suivants de la déformation :

’ - ’ ’
€1 == Uy, 281 =W,-+ ¢, ey

X et u sont les coefficients de Lamé. Les notations données ci-dessus pour les
coefficients de la déformation ne sont vraiment commodes qu’en axes rectan-
gulaires, car elles ne font pas apparaitre le caractere tensoriel de I’ensemble de
ces coefficients. En surlignant les quantités évaluées en axes rectangulaires,

nous posons
du;  du;

€= — + =2,
Y77 ozl T ozt

- de sorte que la correspondance entre les anciennes notations et les suivantes se
fait ainsi :

€11 — 2 €4, o3 =2 &1,

‘En axes rectangulaires nous pouvons écrire le potentiel de forme de la
maniére suivante :

QE:ﬂ[Z(e_n)-i— €29 -l—e."‘ )-f- — eu +;2:2—|—e;3 >+V<9232+€_-‘>1 +el° ):l dz dy ds

La notation ci-dessus est mauvaise car le caractére tensoriel de diverses
grandeurs apparait mal. On sait qu’en axes rectangulaires A et {1, au point de
vue dimensionnel, sont le quotient d’une force par une surface. Un produit tel
que hdz dy dz est homogéne au produit d’une force par une longueur, ¢’est-a-
dire, & un travail. Or, un travail est un scalaire, donc strictement invariant,
comme toute énergie. Il est donc nécessaire que le crochet qui figure dans ©
soit aussi un invariant. Comme il s’agit pour I'instant d’axes rectangulaires, la
distinction entre covariance et uontravanance n’est pas essentielle, et nous
pouvons encore écrire

—2 —2 —2
2w~ﬂ"|: (el +e2+el ) + = (e1 +e2 +e] )—l—p. e; +ei +el )]dxd_ydz.
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Pour parvenir & un résultat d’écriture plus simple, introduisons les scalaires
suivants :
ei=ej+ e+ ei,

et =(el e +el) PrATIpTE
i €k — \€1 e, +ée; +2\e;, +e; +e; ).
Nous avons alors, toujours en axes rectangulaires,

213:”(%(22—%{;5{‘;2) dr, dr = dz dy ds.

Nous ne ferons pas dans la suite la transformation tensorielle sur et p. qui
sont des densités scalaires, puisque nous avons remarqué que leur produit par*
I'élément de volume dx dy dz, capacité scalaire, estun scalaire. Nous ne ferons
le changement nécessaire que sur I’élément de volume, et non sur A et p. dont
nous conserverons la valeur en axes rectangulaires.

Nous avons alors en axes quelconques la valeur suivante du potentiel de
forme

gm:ﬁ[é(eﬁ)ﬁ—i— ge!‘el}c]df, df:D—D(%dﬂdx?dﬁ.
Notons que dt est I'¢lément de volume dedy dz et non la capacité scalaire
dx' dx* dx®.

Pour avoir une évaluation définitive du potentiel de forme, il nous reste &
calculer les sommes contractées €} et efei. Si nous nousreportons a la définition
des e;;, nous pouvons, en axes rectangulaires, introduire des dérivations cova-
riantes, identiques aux dérivations ordinaires :

- _ du; du; _Du;  Du;
YT 0w 0z Dz/ Dzt
Les expressions écrites ont un caractére tensoriel correct qui permet tous les
changements d’axes. Nous avons en particulier
Dui Du]
(xé) “= Dzl * Dat’

C’est la formule (X.44) de L. Brillouin. Si nous introduisons les composantes
g’* du tenseur métrique fondamental, nous pouvons obtenir les composantes

mixtes de la déformation
. el]‘:g//‘eij— ofk Dy —l—gﬂf%-

—° D/ Dai

Dans le second terme faisons pénétrer g/* sous la dérivation; nous savons
qu’il se comporte comme une constante : On voit ainsi apparaitre les compo-
santes contravariantes du déplacement. Employons-les systématiquement pour
calculer les composantes mixtes de la déformation

ko ok Du” Du*
€ =g gmw—l— Dot
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De ces formules nous déduisons en particulier la dilatation

; i Du’ N Du! Dut
;= & ih T _— T2 ——
=& ST T D Dat

Nous avons de méme le second invariant,

kot — (it e, P Duf (Om. Duf  Dut
ol =\ 8"8u pgr + gt )| 8788 Tgs + D

ko ol e Du” Dub o Du” Dul i o DuB Dut*  Dut Dut
=& EnET SR Ty Dar T8 8 gl Dtk T8 S Dga Dt T Dat Dak

On constate que le premier et le quatriéme termes sont identiques. On fait la
méme constatation sur le deuxiéme et le troisitme, aprés avoir remplacé les
indices muets j, £, 7, & par «, 7, k£, 3. Nous parvenons a la valeur suivante :

o ./ Dui\® ko Du” Dul Du* Dut D(z, y, 5)  Tos s
05) 2m= [ |15 ) (2000 ps + Dt e ) | iy 4o ot
qui fournit la valeur cherchée du potentiel de forme. Ultérieurement, nous

aurons & préciser le tenseur métrique fondamental dont la connaissance permet
de calculer les dérivées covariantes.

5. VIBRATIONS DES SURFACES DE REVOLUTION. — Considérons une surface de révo-
lution autour de Oz, limitée soit & deux paralléles, soit & un seul paralléle, la
surface rencontrant alors I'axe de révolution. Pour étudier les vibrations de la
coque ainsi définie, nous supposons qu’elle est d’épaisseur constante et qu'il
n’existe pas de forces extérieures. Nous employons le méme raisonnement
qu’au paragraphe 1 pour mettre le probléme en équations, apreés avoir, au préa-
lable, obtenu le potentiel de forme en coordonnées semi-polaires grace aux
résultats du paragraphe précédent. Ce dernier résultat peut-étre obtenu a la
suite d’'un changement de variables et de composantes dans la valeur du poten-
tiel de forme de I’espace euclidien & trois dimensions rectangulaires.

En coordonnées semi-polaires le carré de I'élément linéaire euclidien a pour
expression

ds>=dr*+ r* d9*+ dz* (t=r, 2°=10, 2*=z).

d’ou le tableau des gy et celui des g™ :

I o o I o ° .
ngle: o r* o 5 Hglk“: o r? o
0 o I o) o I

On en déduit les symboles de Christoffel. Ils sont tous nuls, sauf

r12,2:r21,2:7’7 r22,1:‘“"a

I
N e 1
112—1‘21—;’ 2 ——1T,
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On en déduit le tableau des dérivées covariantes des composantes contrava-
riantes U¢ du déplacement :

DU _ Jw DUt o, DAt gt
Dzt — or’ Dzt — 90 " Dab - 9z’
DU Jur U DU QU ! Du:  Ju:
Dzt — or Dzt — a0 T Dz — 9z’
DU gus Dus  gus DU guws
Dzt — “or’ Dz — 00’ Dz* — 9z

La formule (15) nous permet d’évaluer le potentiel de forme. Utilisant le
jacobien
: D(z, v, 5)

nous trouvons
011.1 ()‘LL" ut JU\? Ju? UL)?2 oU\2’
o= [T G T [ () (G )+ (5
-+ .U»[(I()—IL + 2 ()—u—1>2+<9—1—1’—1 -+ du3>2+<rd_w +1 diLj)j}rdrdﬁdz
Sadr r-d0 dsz ar dsz roJdy ’
aprés avoir regroupé des termes, comme pour les coordonnées rectangulaires.
Désignons maintenant par R, 0, Z, les coordonnées semi-polaires d’un point
de la coque dont nous voulons étudier les vibrations. Prenonsr, 8, coordonnées
polaires de la projection du point considéré de la coque sur le plan 0y, comme
paramétres sur la surface moyenne de la coque, et soit { la cote relative du
point de la coque par rapport a la surface moyenne. r, 0, { sont donc trois para-

métres pouvant servir a fixer la position d’un point de la coque. Entre R, 0, Z
et r, 0, {, nous avons les relations suivantes :

=r,

R=r, 0=0, L—=z-+¢.

z=2z(r) est ordonnée sur la surface moyenne. Le paramétre { varie entre -+
et — A (r), h étant lié a I’épaisseur de la surface par la relation

2/2:8\/1+z’2.

Les accents désignent ici les dérivations par rapport a r, quand il s’agit de
fonctions dependant uniquement de 7.

Dans une approximation du premier ordre, assez médiocre, mais sans doute
meilleure que dans le cas analogue des poutres, nous admettons que U*, U?,
U* ne dépendent pas de (. Les trois dérivées en z sont donc nulles dans la
région de I’espace qui nous intéresse. Nous avons alors le potentiel de forme
particulier suivant :

o [ ([0 2 W[ (o
- | or 00 r B or r >]

oz 1 OUL\?2 0U3\2 1 JU3\?2
+“[<r7+FTO>+<Tr>+<F 00”}
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que I’on obtient aprés avoir effectué l'intégration en {. Nous pouvons mainte-
nant écrire les dérivées fonctionnelles du potentiel de forme

Jdo Xx(d%‘ ouz ‘LU) 2p.x<d‘u2 CLL1>

i s\ or T T ~\ o0 T

/out  Jur our” d [px/ ouUr 1 out
[\or 0 'r>+2“d—r] oo[ (W*?W)]’
”_w__i[ﬂf<r@+£d_“‘£>]_ix[;<% ow Ay oow
Jouz—  odr| r or r db a9 o T Tt )+2H<W+T>]’

Jw Jd . 0%”\ px 0U? o \/_—F,.l
owr — o\ or ) T de oo ) rT eV S

Les composantes contravariantes de la vitesse d’un point de la coque sont

i . , . .
7 et par suite, le carré scalaire de la vitesse vaut
out -z_‘ ) 02 z+ U3\ 2
—_— - "-‘ —
ot dt ot )
Nous pouvons alors évaluer la force vive de la coque sous forme d’intégrale
triple, puis nous effectuons I'intégration en {, ce qui nous conduit au résultat

suivant :
1 2\ 2 13\ 2
0T = ﬂ [<‘m > +r (d;'f > +<%> J2hrdrd0,

ol p représente la densité cubique de la coque, que nous supposons constante.
at, U2, U sont alors solution du systeme différentiel suivant :

Jd [ Ju o o d , 0U? Jw
6 a\" o) T =% a\P*T dt>+dw‘_°"
(19) ~ d/ U\ dw _
ot <P“ W) A=
ou les dérivées du potentiel de forme ont les valeurs précédemment calculées.

Admettons maintenant que la vibration de la surface de revolutlon aitlieude
sorte que le mouvement soit périodique :

Uk(r, 0, 8) =Vi(r, 0) et (w == const.).

Les fonctions ¥ satisfont alors au systeme différentiel suivant :

! 2 1 Q2

pw? r\/l 3Pt — 7\\/1-11— _,2(01? +d(;l; +3;->—2H\/I—::—Z—E<ddz —l—?)
N d s vt oV dV ]

b‘?«{ Vid-s [ (dr R R r>+2‘ud_r]%

7] —/ 0V 1 V!
+%[H\/I+Z‘<r?;+;%—>]:0,

I . D2 D1
t7) pm'—’rﬂ\/m‘vg—i- %[gr?V@(r%+%%)]
d Wrearci B gt gV vt , avr Pt .
00% tre [ (T*W+T>+2“< 9 +7>]}—°’

I J riEs ——5 OV? +i()2‘v3 pw?
ryi+ a2 or = Tor 7 g6 ©
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On constate la disparition de I’épaisseur ¢ des équations, ce qui ne semble
pas conforme a I’expérience, mais il se pourrait peut étre que pour des épais-
seurs trés faibles ce résultat puissé étre considéré comme acceptable. Dans le
systéme précédent les deux premiéres équations forment un systéme a deux
inconnues V* et ¥, tandis que la troisitme équation ne renferme que la seule
inconnue V°.

Comme application des équations précédentes, proposons-nous de trouver la
période fondamentale d’une cloche dont le sommet et le plan tangent en ce
point sont maintenus fixes.

Ce probléme est différent de celui ou I'on étudie les vibrations d’une cloche
sonnant a la volée, qui oscille autour d’un axe horizontal fixe encastré dans la
cloche, sous 'action de la pesanteur. Il est vraisemblable que les résultats
quantitatifs sont différents.

Nous admettons, dans le probleme proposé, que la vibration a lieu dans le
plan méridien de chaque point, ¥?=o, et que la répartition des déplacements
soit de révolution; V" et ¥* sont des fonctions de r seul, indépendantes de 0. Le
systeme différentiel ci-dessus se simplifie, et se réduit aux deux équations
suivantes : v

d ‘vt>_ 1

200 QN — P
pwirY A(dr_*—r

ou, apres avoir ordonné,

8 dzot (_1+ z' 5" CE_FV Ry mz_w)‘_"“_,_ Az’ Y
(18) ar + dr A+2p P DY

roo1+3z" re r(r+ z'*)
d*v’ (1 z'z" \dVP  pw? o
(19) _d;?+‘7'+1+z’2> & T E =

Le probléme de Mathématiques que nous avons a résoudre actuellement se
pose ainsi : Pour chacune des équations précédentes déterminer une constante w
de maniére que chacune de ces équations posséde une solution qui satisfasse a
des conditions aux limites que nous allons énoncer. 1l est a présumer que les
deux nombres @ que 'on détermine ainsi sont en général différents (il s’agit
bien entendu du plus petit nombre que I'on puisse ainsi déterminer, car les
conditions aux limites donnent une infinité de nombres w, le plus petit de
chaque série correspond a la période fondamentale). Une cloche peut étre
considérée comme bien construite si les deux périodes fondamentales, corres-
pondant & chacune des équations différentielles sont égales.

La cloche étant parfaitement encastrée en son sommet, cela entraine la fixité
du sommet ¥'=V*=o0 pour r=o, ainsi que la fixité de la tangente a la

Ann, Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 1. 3
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O¥L]

L % : v .
méridienne —— =o. D’autre part, au bord libre de la cloche les tensions

internes doivent étre nulles. Comme la déformation est de révolution il suffit
d’écrire cette condition lorsque § = o, rayant sa valeur maximum. Nous allons
calculer les tensions internes en partant des composantes contravariantes du
déplacement, U*, UL*, UL*, en passant ensuite par les composantes suivant les
axes qui s’introduisent normalement dans [’étude des coordonnées semi-
polaires, U*, U, U, puis par les composantes rectangulaires

(Vtcoslh — r?sin0) !, (V' sinf + V2cosh) et, V3 il
Or V' et V* sont des fonctions de r, et ¥%>= o. Utilisant les différentielles

suivantes :
dr = cosl dz -+ sin dy, r d = — sin0 dz + cos0 dy,

il nous est possible d’obtenir les coefficients de la déformation. On en déduit le
tenseur des efforts, et en particulier

' 1 1 1 ‘
N1:[7\<% 42 >+2p<dcv cos20 +- 2suﬁﬁ)] elo?,

1
T;=2 (dcv > sin 0 cos0 el®?,
dy3
1‘,: iwt,
To=p I cosfe

Ces quantités permettent de calculer les composantes de la tension en un
point ou 7 est maximum et 0 nul :

3
N1.._l:(7\—|—2p.)dl—|—)\ ]e“"‘, T,—o, ngycilire""".

Les expressions ci-dessus sont nulles et nous obtenons ainsi les conditions
aux limites cherchées. En résumé, pour I'équation (18), nous recherchons un
nombre w tel qu’il existe une solution pour laquelle

dvt
V1(0)=o; ()\4-2}1.)74—)\7:? pPOour  Tmay
tandis que pour ’équation (19) nous recherchons une solution satlsfalsant aux

conditions aux limites suivantes :

a3

Q3 — - @ev
V3(0) = o0; ar

—=o0 pour r—o et Ipyax.

Les deux équations (18) et (19) se rameénent a ’équation de Bessel lorsque

z:f\/(——g)—é?dr,
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a et k étant des constantes. £ =o correspond au cone de révolution. Pour
toutes ces coques, I’arc de la méridienne est b7+ (b = const.).

Recherchons maintenant des solutions du systéme (17) qui soient de la
forme suivante :

(20) VM=q(r)edd, =iy (ryed,  VI=1{(r)e,

n étant un entier assurant la périodicité du déplacement sur la surface de révo-
lution. Admettant, ce que nous allons bientot établir, qu’il existe des fonctions
réelles ¢, v, telles que les fonctions ¥, %, 9° qu’on en déduit par les formules
précédentes soient solutions du probléme général des vibrations d’une surface
de révolution, on peut trouver des solutions réelles a partir de ¥, V2, V° de la
maniere suivante. Le remplacement de 7 en — 7 dans les formules (20) fournit
une deuxiéme solution complexe ¥', V2, V°. Comme le systéme proposé est
linéaire, on peut former les combinaisons

(o), (), L(amaas),
2 2 2

(=), (T, L(v-w),

21 21 21 .

qui sont réelles, et satisfont encore aux équations du probleme.
Transportant les valeurs des ¥* dans le systeme (17), on constate que o ety
sont solution du systéeme différentiel réel

m dr{ \/I—i—»/z[)\((p’—n)()_*‘()\—%—Q[J,);‘?]é

—n,u(rA —+ —~> Ao —|—(}+2p.)<

VTE:-:I;Z"["'\/I—I“'“<"A+'—“>]+H"

et que ¢ est solution de I'équation différentielle

By pmr n? -
( \/1 d’)+< n 7>"!"—0’

/

7<P+(7+21.L)( ny +

\/1—}—"2 d

z'z" pw? n‘-’)
" / 2 )\=o.
¥ +<r 1+z"’>4} < r*

Ces équations étant réelles, elles possédent bien des solutions réelles comme
nous 'avions affirmé.

Il resterait ensuite a trouver les solutions de ces équations différentielles qui
vérifient les conditions aux limites précédemment données. En particulier, les
conditions sur le bord libre de la cloche peuvent s’obtenir de la maniére
suivante. Les composantes rectangulaires du déplacement d’un point de la

ou
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coque s’expriment en fonction des composantes contravariantes de la maniére
indiquée dans la recherche de la période fondamentale :

u=(Vtcosh — r?sinf) etw, p = (V*sinf + rY2cos) etwr, W == V? it

les ¥ étant donnés par les formules (20). Nous trouvons ainsi

u = (¢ cosh — iry sinf) e+t o — (g sin0 + iry cosh) end+ivr, g enib+ivt

ce qui nous permet de déterminer le tableau des composantes du tenseur des
tensions

N1:7\<cp’+ ?_ ny ) +2p [cp’ cos*() + <CP nx> sin?0) — i(rx’-|— Ll;) sin 0 cos@],

(-
N2:7\<<p’+ ? —nx) - 2p[cp’ sin20 4 (;'E — ﬂX) COSzO""i("X,’—‘" ?)Sin@ COSO]v
\
T, =p <LP' sinf + ni%cos()),
T,:p(k[/cosO——ni%—sinO),

Ty=pn

r

2 (cp’— :i -+ nx) sin0 cos0 + l.<n_cp -+ rix’) (cos*0 — sin20) |.

/

Il nous intéresse de connaitre les composantes de la tension relative a la
coupure ayant pour cosinus directeurs cosf, sinf, o. Ce sont les trois fonctions
suivantes :

N; cos® + T3 sinf, T;cos0 4+ N,sin0, T,cosO + T,sinf

qui doivent étre nulles quel que soit 6 :

[7\ <<p’—|— g — nx) + 2‘11.(9’] cosO — e (ﬂ + rx’> sin 0,

r

[A(q;’q— g — nx) -+ 21¢<p’:| sin0 + pi(nq) -+ rx’) cosl, ud/.

r

Pour le rayon extréme de la cloche nous devons donc avoir les trois conditions
suivantes :

K(cp’+ % — nx>+2(¢<p’:o,
re

—;.——I—f'X,:O, qJ,:O.

6. VIBRATION DES COQUES DE REVOLUTION. SECONDE APPROXIMATION. — DéSigﬂOl’]S
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par R, O, Z les coordonnées semi-polaires d’'un point de la coque, et soit
3 =2z(r) I’équation de la méridienne de la surface moyenne. Exprimons les
coordonnées R, ®, Z d’un point de la coque au moyen de trois paramétres r, 0, {
de la maniére suivante : r et 6 sont les coordonnées polaires de la projection du

point considéré sur le plan 2Oy, et { représente la cote relative de ce point par
rapport a la surface moyenne,

R=r, 0 =0, Z—=xz(r)+¢.
Comme au paragraphe 1, { varie entre — A et ++ A(r), h étant lié a I’épaisseur ¢
de la surface par la relation (2),
2h =¢\/1+ 5"
Les accents désignent ici les dérivations par rapport a r lorsqu’il s’agit de

fonctions qui ne dépendent que de r. Dans une approximation du second ordre

on admet que ’on a une bonne représentation des composantes du déplacement
en prenant

W= ui(r, 0) + goi(r, 0).

En remarquant que

dr=dR, di=d®, di=dZ—zdR,

on peut appliquer les résultats obtenus au début du paragraphe 5 au calcul du
potentiel de forme. On obtient

am:ﬁ‘[)\(A +ZB)2+ 2;LZ(AL-+ ¢B:)?2+ pE(Ci+ ¢D;)?r dr d dg,

apreés avoir posé
A =34, B—=2B,,

Ai—:.%g—z’v‘, Az:—d—d%i—*—u?l’ Ay=v3
Bi—_———%‘;, B‘;:%—Fga B;—o,
C,:r%i’jz—-l—;%ue—i—z’v’, szvi—l—%—lg—z’rﬂ, C;:rvz—i—;%y

Effectuons I'intégration en ,

— lehr(xA2+zH2A;+pzcn+ 2 B z,uZB?—{—pLZDE)]drdO,
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et calculons maintenant les dérivées partielles du potentiel de forme

%’— =2h(AA + 2p2A,) — izhr(lA—t—z‘uA ) — J 2[J.hC1,

J J 7}
dT?ﬂ _=— %gphr‘-’ci— %Qhr(lA “+ 21Ay),
Jw d 7}
= %zyhr(}g 76 2wh G,
7 . h?
Q‘?T:ﬂ” — (A +2p A+ pCy] + 2—3——(1]3 +2uB,)
Jd o2l® a al®
+ o3 r(AB+2pB, %TD“
3

g —=ophrrCy— (%.EQL[JJ‘DI dd() 2? r(AB + 2pB,),
0w , 0 2h? 0 2k’
5 = 2hr(AA + 2 A;— pz C»)——7 —br rD,— 96 3 wDy.

Pour mettre en équations le probléme de la vibration de la coque en I’absence
de forces extérieures, formons la force vive et appliquons la méthode de
Lagrange,

du? apt ou? 00?\? ow’
= (3 e ) (5 oms
ou apres 'intégration en ,
o { dut™ , %)" dud\?
”“ﬂﬂf’{”’ oz)+'° o) W)
: 23/ det\? | (dvr\? dv’ '
Les équations condensées du probleme sont les suivantes :

0 p Jut o d 3 Ot oN
a\PPM e )T e = a\?P3 T o) T e =

Jw d< h? dv> Jw

=o,

d< I?duz‘ .
A dt>+d_u‘2——0’ 2\ 2375 )t om

7} hr 0u“> ow 0 h? R o3 Jw
a\PP" or )T o= w\*f3 7;)+55—
Ces équations nous permettent de former les équations différentielles relatives
a une vibration qui est de révolution autour de Oz, et pour laquelle on a
wt=q(r) e, u=o, W= (r) e, pl=o(r)ew vi=o, v = B (r) eiwt,

w est une constante qui reste a déterminer. Parmi les vibrations de ce type se
trouve la vibration fondamentale.

On constate que les équations relatives aux fonctions-parameétres u? et ¢?
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disparaissent complétement, et il reste quatre équations a quatre inconnues
ut, ud, o, v

2p02hro — zlL[X(cp’—az’—i— % -+ ﬁ)%—ng]

+ 5;2hr[7\(

\

¢ — oz’ + % + ﬁ>+ ap(o'— az’)]:o,
200 hr{ + %zphr(a + ¢ —Bz)=o,

3
2pm?%ra — zhr{—— [X(cp’~ as + ?— +@>+ 2 (9’ — az’)] 34 (e 4+ — @5')2

3
—%%l—r[7\<%——a’>—2pa’]:o,
‘Zh:‘ . / - (P -1 ! ‘ ! d 2]l3 AR
200 grﬁ—zhr[7\<@~ag+f---i—ﬁ>+2p(3—p»(a+qz—6z):|+%—3—;uﬁ_o.

Il resterait a résoudre le difficile probléme de la recherche de w pour que le
systéme différentiel posséde une solution non identiquement nulle vérifiant les
conditions aux limites.

7. CaLcuL pu ds* p’une coue. — Nous avons vu que pour déterminer le
potentiel de forme, il était indispensable, par laméthode proposée, de connaitre
le tenseur métrique fondamental. C’est ce probléme que nous abordons ici.

Soit P un point de la coque et M sa projection sur la surface moyenne. Si «, 3
sont les coordonnées curvilignes de M sur la surface moyenne et y la distance
de P a la surface, convenablement orientée, la position de P est c'omplétement'
définie par la connaissance des trois nombres «, §3, v :

H
> > -
en désignant par N=M, A Mg le vecteur normal a la surface moyenne. Ce
vecteur ﬁ est relié au vecteur unitaire normal ;;1 par la relation KI = H;;, avec -

>
H = VEG — F2. Formons le vecteur différentiel dP :
> —> > >
dP = dM + %dN+Nd}ll.

>
Son carré scalaire sera le ds? cherché. Auparavant mettons le vecteur dN sous

la forme suivante :

> — —> -
dN =AMy + pMg—+ vN.

Nous obtenons les coefficients A, 1, v en faisant les produits scalaires par

—> % —+ . . . .
M, Mg, N. Pour cela nous utilisons les notations classiques suivantes :
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Nous remarquons de plus que

> > > > > = .
M, dN = d(N.My) — N aMy=— (D do + D' dB) = E} + Fjs,
- > - > > =

Mp dN = d(N.My) — N aMy=— (D'da 4+ D" dB) = F} + Gy,

de sorte qu’en multipliant respectivement par G et —F, ou —F et E, puis en
additionnant, nous trouvons

H2 )= (FD' — GD) da + (FD’— GD') dB,
H2p = (FD — ED') da -+ (FD'— ED") dB,
Hv = dH.

La derniére de ces relations correspond au produit scalaire par N. Nous avons
en définitive :

> = - Y } -
dP =M} da+ M dB -+ H—,j [(FD'— GD) da + (FD"— GD') dB M,
—

. i VN Y
—l—[(FD—ED’)da+(FD'—hD”)d(3]M3+NHdH5+Ndﬁ-

Apres avoir regroupé quelques termes, on trouve la valeur suivante pourle ds* :

2y

i

+ L {(GD*— 2FDD' + ED?) da
+2[EDY D'+ F(D'*— DD") + G DD'| da dB

4 (GD— 2F D' D'+ ED") B2 ).

(21) ds’= (Eda*+ 2F da df + G df3?) —

(D da?+ 2 D' do df + D" d?) + dy?

On voit s’introduire dans le coefficient de v la courbure normale

1 _ Ddae*+ 20 dadp+ D' dp*
R,  H(Eda*+ 2F da dp + G dp?)

' >
calculée dans la direction dM.

Si 'on néglige les termes en y* petits par rapport aux carrés des rayons de
courbure de la surface, nous avons

22) ds>= (Eda®+ 2F do dB + G df3?) — %I(D da?+ 2 D' da d + D" df3*) + dy*.

Calcul géométrique du ds*. — La méthode précédente donne la valeur du ds*
d’une surface matérielle définie 2 I'aide de parameétres «, 3. La méthode suivante
donne l'interprétation des termes duds®. P décrivantune courbe quelconque dans
I’espace (non forcément voisine de la surface moyenne), attachons lui le point M,
de la surface moyenne, qui se déplace par continuité sur cette surface moyenne
de facon que la normale en M passe constamment par P. Le point M décrit une cer-

. > > >
taine courbe sur lasurface moyenne. Soient ¢, /, £, les trois vecteurs unitaires du

triedre géodésique de cette derniére courbe : 7 est dirigé suivant la tangente a la
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” . > . 1
courbe, j est normal & la surface, £, normale géodésique, forme avec les deux
précédents un triedre direct. On sait que le triedre précédent (dit de Darboux-
Ribaucour) posséde une rotation égale a

LT 7
T AL
=5+ R "R,

(C’est la rotation instantanée de la Cinématique pour un mouvement de ce
triedre dans lequel le point M décrirait sa trajectoire avec la vitesse - 1.) Or
nous avons ici : '

—> > >
OP = OM + v/,
et en dérivant par rapport a I’arc o du lieu de M :

> .
dP > >dy djy

T de T s
Comme

dj > > Tk

a] _ -t /K

do =N/ == gt

nous avons donc
-)-Y do
T,

> .Y i
dP=1 (1 — E‘-)da’ “+jdy+
Le carré scalaire donne le ds® sous la forme désirée :

. ) _l 2 T‘.’.>
(23) ds’__[<1 Rm> + 7

do® + dy*.

e

Nous allons lui donner une autre forme intéressante en introduisant les
directions principales de la surface au point M, et 6, angle que fait la tangente
“orientée du lieu de M avec la premiere direction principale. Rappelons les
valeurs de la courbure normale et de la torsion relative :

1 __cos‘lﬁ_*_sin‘l() 1 (1
R, R, R, ’ T,

1\ .
R E) sin 0 cos0.

Ayant écrit le ds* ainsi :

dsz:[l—— _21% +Y2<—£.— -+ %)J de® + dy?,

nous calculons le groupement

Il en résulte la valeur suivante du ds* :

2 2 _ X : in? _X >
ds?— [cos 9.(1 R1> —+ sin 0<1 R2> \

Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 1. 4
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Si l'on désigne par do,, do, les projections du vecteur dM sur les deux
directions principales,
) doy = cosf do, doy—=sin() do,
nous avons encore :

(24) ds’:(l— —{—> do} + (1— I§—2>2da§+dyg.

Il est possible d’interpréter géométriquement cette formule, et méme de
I'obtenir directement si 'on se rappelle que les lignes de courbures jouissent
de la propriété suivante : le long de chacune d’elles, deux normales 4 la surface
infiniment voisines, se rencontrent au troisiéme ordre prés en un point qui est
un des centres de courbure principale de la surface.

Sous les derniéres formes du ds* nous voyons mieuxcomment peut se traduire
notre hypothése concernant I’épaisseur de la surface. Si y est faible vis-a-vis
de R, et R,, nous pouvons écrire plus simplement :

o 27 2 _ 2 2

(25) ds _<1 R1>da'+<l R2>da2+dY2’
ou, par le calcul, pour une surface définie paramétriquement :
(22) ds*=(Eda?~+2FdadB + GdBt) — 2L (Dda?+ 21 dud + D'dp2) + dy*,
formule déja rencontrée.

8. Equations pE L’ELASTICITE EN VARIABLES QUELCONQUES. — La formule (15)
donne le potentiel de forme en variables quelconques, et la méthode des
fonctions-paramétres permet d’écrire les équations correspondantes de Statique

ou de Dynamique. Nous supposons que dans le déplacement virtuel défini par
la variation virtuelle arbitraire 3U, les forces extérieures accomplissent le

travail
ﬂ 2,0U! dat d® d.

Sous forme condensée, les équations de la statique sont

o]

W:Qm'

Pour calculer la dérivée fonctionnelle, nous remarquons que l'intégrale du

. aJum .
potentiel de forme est un polynome en U™ et ——; puisque

Dau:  gud

i
— T —— CLLm'
Dzt ™ ozt km

Prenons la demi-dérivée ordinaire de l'intégrale par rapport 4 U™; on trouve

; . , UL ; D L. DUt Dk
)\Z( I‘,m>+[~1-g//‘gih<r/mD /C+F1cmD_xj>+[J'<lzkmD /c_'_[‘kmD >
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ou encore

. Dawi
7\lem Dzt +21U'(ér/ l/lll_'_rz/n)D e
Pour obtenir la demi-dérivée partielle de l'intégrale par rapport a -1:—13
Jdx

supposons d’abord n £ m; la demi-dérivée partielle vaut
D’ Dun»
2\ 8 8z + P )

Tandis que si n=m, il faut ajouter le terme unique A2

m

» ou I'indice n’est

D 1L
pas muet. Dot les équations de la Statique : '
Dt , D2 D3 Dat:
(26) )\(I‘}ln D 1 I“’//z D 2 r;m D >+ QP’(éﬂkI‘l /”l+ rllll) D k
., 0] onk g DU Dun Jd Dum
Fozi\8  8im Pyt * Dgn ) T oz Do o

d
Comme les composantes contravariantes de la vitesse sont —— ', le carré de la

longueur de ce vecteur est
0U! JUA
%79 "ot
On en déduit la force vive du systéme élastique. Pour obtenir les équations de
I'Elasticité dynamique, il suffit donc d’introduire au premier membre de
I'équation (26), la quantité
0 D(z, y,5) JuU!
dz[P D (at, o, ) dtJ

~ La formule (15), qui donne le potentiel de forme, est d’'un emploi relative-
ment facile si 'on a affaire 2 un systéme triple orthogonal de coordonnées
curvilignes :

_ D(x, Y, /.‘) ; 2 Dat DaL . DU\ 2
2=l b, =, =) N\ Par TP T D

s <D°IU * /DU | /DU
P _Dx1>+ Daz‘-’)_l_ Dx">
D‘u? 2 DCLLS 2
Ak (m‘) +é’“é’w<mr>
b’ L (Dur\?

DU /DU
+gmc1i <W ) +,§‘mg22 <—])?> J %dx‘dx?dx".

En particulier cette formule peut étre appliquée au cas d’'une coque dont la
surface moyenne est rapportée a ses lignes courbures (F=D'=0). Le ds* (21)
de I’espace euclidien se réduit aux termes suivants :

<\/1< E\/G)°daz+ (VG — %)W@LF dye.
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Il est alors possible de déterminer les symboles de Christoffel, puis les
dérivées covariantes qui figurent dans la formule (26). Dans I'approximation

i i i ; St £
du second ordre, on pose U= u'+ v¢', puis on intégre entre -+ ~ par rapport

a v, et 'on opére comme dans les exemples antérieurs. La méme méthode est
applicable au cas ou la surface moyenne est rapportée a des coordonnées
curvilignes quelconque, mais les calculs sont plus longs.

9. AppricaTioN A L'Hyoropynamioue. — Nous allons montrer que la méthode
des fonctions-paramétres permet de retrouver les équations des fluides parfaits
en variables de Lagrange. -

Soient a, b, c trois paramétres définissant la position d’une particule du fluide
considéré. a, b, c sont par exemple les coordonnées rectangulaires ou polaires
dans I'espace, de la particule, ou tout autre systéme de coordonnées curvilignes,
a I'instant initial. Ce systéme de parameétres qui individualise chaque particule
est donc indépendant du temps. Considérons alors trois fonctions-paramétres &,
1, {, fonctions de a, b, ¢ et du temps ¢, qui définissent la position d’une

particule lorsque le temps s’écoule. Nous désignons par £ 7, { les dérivées
partielles de ces fonctions par rapport au temps; ces quantités caractérisent la
vitesse de I’élément fluide.

Soit maintenant un fluide situé dans une enveloppe fermée X, fixe ou de
mouvement connu a I'avance. A cette surface correspond dans I’espace a, b,.c,
un domaine D nécessairement fixe s’il n’existe aucun échange de matiére avec
Pextérieur. La force vive du fluide est une forme quadratique en £ 7, {. Elle
est homogéne si les parois sont fixes, sinon elle se présente sous la forme

2T :ﬁ[aijcpi¢/+ 2Broi-+ 1] dadbde.
D .
Les coefficients «, 3, y sont des fonctionnelles des ¢ qui représentent I'une ou
I'autre des fonctions &, , C. .
Soit d’autre part : ‘

8% :ﬂ(mg + Qdn + Rot) dadbde,
D

le travail virtuel des forces extérieures dans un déplacement virtuel arbitraire
conservant les liaisons, c’est-a-dire ici, laissant indéformable et impénétrable
la cloison X. Dans le cas ou il existerait un travail des forces intérieures, on le
ferait entrer dans le terme précédent.

Nous devons remarquer que les trois fonctions-parameétres £, v, { ne sont pas
indépendantes, car il faut tenir compte de I’équation de continuité qui traduit
la conservation de la masse, dm = dm,. Nous considérons que la densité p est
une fonction de @, b, c, t, comme toules les fonctions inconnues que nous
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utilisons. Soit Hdfdv d{ I’élément de volume dans I’espace ot se meut le fluide,
et Kdadbdc 1'élément de volume dans I’espace a, b, c. L’hypothése de la
conservation de la masse se traduit par la relation différentielle

oHdédadt =p,Kdadbdr,

ou mieux, par
II D(&’ Y)‘, C) _— IOOK

D(a, b, ¢) 0

relation dans laquelle on remarque que le second membre est une fonction
dea, b,c,t.

Si nous nous reportons a la notion de déplacement virtuel, ici défini par les
trois fonctions non indépendantes ¢&, ¢v), 8{, nous aurons la relation imposée
au déplacement virtuel en prenant la différentielle ¢ du jacobien précédent, et
en se rappelant i;[ue £, 1, { varient seules, a, b, ¢, ¢ étant des constantes dans
cette opération. Nous obtenons donc

7} oF - Jd - 9 D((-)\é, N, §) D(&v 67}1 %) D(a: uB 6:)_
<d_il°”n>6‘ +<?)-_n1°° H>8” +<BEl°gH>ac T D(a, b, c) Dia b,e)  D(a, be)

Multiplions par une fonction arbitraire A(a, b, c, t) et intégrons dans D :

D(un, ¢) 5 Dz, 8) o, D(c,n)\ ’
Zﬂ [D(b -,,+D(b o), D )d?;aJ(lmlbz[(,

a b, e
zﬂxd, log H 0% du db de = o.

€n,¢

Intégrons par parties, nous obtenons

\! D(ni Q z D(Cy G) D(E 7))
Zﬂl[n(b ()a g on 4 g )ac]dbdc

+2ﬁ}d;logH6 da db de

€&

d D('ﬁ, C) Jd D(ﬂ, C) () D(y]7 C) L .
—)ﬁ[da D(b, ¢) + db)‘D(, @) + )\D(( b)] ozdadbde = o.

Avant de poursuivre les calculs, vérifions que I'intégrale double est nulle. En
effet, supposons que la frontiére de D soit représentée paramétriquement
'aide de u et v. Comme le déplacement virtuel doit étre tangent a cette frontiére,
sinon on aurait entrée ou sortie de matiére, nous avons la relation suivante :

D()’vﬂ) D(zrz) D(mi.))
50 o) T D o) T Dlu ) =
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Or, en fait, z, y, 5 sont des fonctions composées de u, ¢ par I'intermédiaire
de a, b, c. Nous avons donc

D(y.z)  D(y,s) D(b, ) N D(y, z) D(ec, a) + D(y, z) D(a, b)
D(u, v)  D(b,c) D(u, v) D(c, @) D(u, v)  D(a, b) D(u, v)’

etil en résulte que I'intégrale double est nulle, ainsi que 'intégrale triple.

Si nous nous reportons a I'intégrale d’'Hamilton, dans le cas ou les fonctions-
paramétres ne sont pas indépendantes, on sait qu'il suffit d’ajouter a I'intégrale
habituelle I'intégrale entre les deux instants ¢z, et ¢, de I'intégrale triple
ci-dessus. Nous sommes alors conduits & un systéme de trois équations telles
que la suivante : '

d oT

d JT d ., D(n, Q) d.D(n, ¢  0.,D(nY)
dt gf

d
P_XBZIOgIH' d_aXD(b, c) + (_fle(rr, a) + o D(«, 0)°

Cette équation se simplifie grace 4 la remarque suivante. Dans I'espace a, b,
¢, le vecteur de composantes

D(x, ©) D(», ©) D(n, §)
Db, r')’ D(e, //,)’ D(a, b)

est le produit vectoriel de deux gradients,
gradn A gradg;
il en résulte que sa divergence est nulle, on a donc plus simplement

d JdT _ 9 . 0L D(n,¢) 0k D(n, ) = 94 D(n, )
dt gi — P——-)\azlogH 00 D(b, ) o D(c, a) + Oe D(a, b)

Si on multiplie par £, cette équation, et par 7, et {, les deux autres équations
analogues, et qu'on les ajoute membre A4 membre, on obtient I’équation
suivante : , .

AT 40T 4Ty D) MM,
ol - w! T — r ’ ] ’ a
“di gk " gy Tl g (P&, + Qu,+ RE,) + 2

—_

“D(a, b,c) H

et I'on forme de méme deux autres équations analogues qui se prétent mieux a
une éventuelle élimination de A. On note aussi la présence d’un jacobien dont
P K
eH -

Formons explicitement les équations du mouvement en axes rectangulaires.
La force vive a pour expression

la valeur est

QT:ﬁPOK(¢e+yz+ &) dadbde.
]



NOUVELLES APPLICATIONS DU CALCUL FONCTIONNEL A LA MECANIQUE. 31

le travail virtuel est d’autre part

3% :ﬂ"(xax+ Yoy + Zdz) Kdadb de
D

quand on désigne par X, Y, Z les composantes de la force unitaire qui agit sur
I’élément de masse p,dz dy dz. On parvient alors a trois équations telles que la
suivante :

A . » D(yss) 5, D 5) 5 Dy, 5)
/z[‘9°‘”“P°KX+Aa D6, ¢) " D(ea) "D b’

¢

ou, apres la transformation donnée antérieurement,

— D(xvyvz)

Kpu[(# = X)& (F = Yyt (G — D)5 ) = a5 055
et comme -

D(«x, Y %) . &)_I_(
D(a, b,c) ¢

on a finalement trois équations telles que

(& = X)alyt (7 = V)it (5 = D)= S0

Nous constatons, ce que 'on peut démontrer autrement, que 2, dans ce cas,
s’identifie avec la pression. , .

Les trois équations analogues a celle qui précéde sont les équations des
fluides en variables de Lagrange quelconques.

10. ECOULEMENT ADIABATIQUE D’UN FLUIDE PARFAIT DANS UNE CONDUITE DE FAIBLE SECTION,
PRESQUE CONSTANTE. — Un fluide, pour l'instant quelconque, s’écoule dans une
conduite de faible section, presque constante, de maniére que l'on puisse
définir une densité, une vitesse, une pression, etc., uniques pour une section
donnée d’abscisse curviligne s. Soit a I’abscisse curviligne de la méme section
a I'instant initial ¢,. Nous supposons que la densité p, la pression p, I’abscisse
curviligne s sont des fonctions de a et ¢, pour I'instant inconnues. Les quantités

po=p(a, &), Se=1S(a, t,)

font partie des données initiales, et la section droite S de la conduite est une
fonction donnée de s.

Equation de continuité. — Les deux sections d’abscisses a et a + da, A
. C . . ds NETT
U'instant initial, ont pour abscisses respectives s et s + s~da, a I'instant z. Les

masses des deux éléments de fluides que ces sections permettent de définir,
sont égales :

Js Js
posoda:psa—ada; pOSo:de—a-

3y
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Telle est I’équation de continuité qui permet d’évaluer la nouvelle densité, ¢
a I'instant ¢ quand s est connu en fonction de a et .

Equation du mouvement. — Le mouvement du fluide a lieu sous I’action d’une
force extérieure dont seule la composante suivant la tangente a la trajectoire
moyenne intervient; nous désignons par F, cette composante par unité de
volume. Nous négligeons toute force de viscosité. La vitesse des points d’une

tranche d’abscisse s est s = % La force vive du fluide est
f PoSoS‘zda

pour la portion qui initialement était entre les tranches d’abscisses curvilignes
a, et a,.
Le fluide est supposé parfait. Pour nous, et cela rejoint les définitions

. . . , . C . fore]
habituelles, cela veut dire que le travail spécifique des forces intérieures >

(travail ¢% pour un petit volume %) est proportionne] a la variation relative de

volume :

6%:—])% ou 0B =— pov.

‘l)

Si le volume augmente, il faut dépenser du travail, d’ot le signe moins. Le
coefficient de proportionnalité est appelé pression. Un déplacement virtuel du
fluide & Uinstant ¢ est défini par la fonction s de la seule variable a. Le volume
Sds compris entre les deux tranches a et a -+ da devient dans ces conditions

S - cla ( > du.

\

Il lui correspond le travail virtuel

“/ dS 0ds d0s
-—f p8< >a'a__—‘/a‘o <p7537668+psd >da.

D’autre part le travail virtuel des forces extérieures a la valeur suivante :

f F,Sds ds :f F,S fﬁ osda.
g ”o da

o

Imaginons que nous refaisons la mise en équations a I'aide de I'intégrale
d’Hamilton, nous aurons une intégration par parties a effectuer, nécessitée par

. J . ;
la présence du terme - ¢s. Il en résulte que nous avons a remplacer le terme
relatif & la pression par I’expression suivante : '

“ar dSds 0, o la,  (“e0p
[ [—P%d—“—i—%(ps)]o.sda_f ST«SS(M’

aq
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et nous parvenons ainsi & I’équation du probléme

o d Js
—pOSos—i—S(—)%—}—F,Sd—a:o,
ou
d.}‘ z_s‘ __dp Js
VRO TE

quand on tient compte de P’équation de continuité. Les quantités inconnues
sont ’abscisse curviligne s, la pression p, ladensité p. Pour les déterminer nous
avons ’équation dynamique ci-dessus et I’équation de continuité. Il faut y
ajouter ’équation d’état. On peut par exemple, supposer que I’écoulement se
fasse sans échange de chaleur, ni avec les parois, ni a 'intérieur du fluide. On
admet généralement une relation p = koY entre la pression et la densité.
Considérons le cas du mouvement permanent, pour retrouver les équations
classiques de I’étude des tuyeéres. S’il en est bien ainsi, en chaque point
d’abscisse curviligne donnée s, la pression et la densité ne dépendent pas
explicitement du temps. p est donc fonction de a et ¢ par le seul intermédiaire
de s(a, t) nous avons alors une équation dynamique simplifiée :
G
La vitesse, elle aussi, est une fonction de s seul. Si on la désigne par¢ =35, nous
avons

Si de plus la force F, dérive d’une fonction de force, ou méme plus générale-

F[(S)

ment, si 'on désigne par U(s) une primitive de la fonction —,» Dous avons

do__d [/ [dp N
—cﬁ_Z’E(, —+LL).

. ) . Js .,
Multiplions les deux membres de cette relation par ¢= - et intégrons par

rapport au temps :

La fonction f(a) se détermine d’aprés les conditions initiales.

11. MemBrures pE ponts. — Considérons une membrure de pont constituée
par un cadre rigide rectangulaire bien encastré aux angles. Cette membrure est
posée sur deux appuis simples de méme niveau par ses deux sommets inférieurs.
Pour utiliser au mieux la poutre supérieure, on pose des tirants verticaux

Ann. Ec. Norm., (3), LXX. — Fasc. 1. 5
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identiques, réguliérement disposés, simplement articulés sur les poutres hori-
zontales inférieure et supérieure. Désignons par les indices 1, 2, 3, 4 les
éléments relatifs a la poutre inférieure, verticale droite, supérieure, et verticale
gauche. Nous négligeons le poids des tirants et celui des poutres verticales qui
n’influe que d’'une maniére négligeable sur leur longueur. Nous tenons compte
de charges réparties sur les deux poutres horizontales, p, ou p, par unité de
longueur. Prenons pour origine des axes le milieu O de la poutre inférieure,
Oz est horizontal dirigé vers la droite, Oz est vertical ascendant. Nous
admettons pour simplifier que la répartition des charges est symétrique par
rapport & Oz, mais cette hypothése n’interviendra guére que dans I’écriture de
certaines conditions aux limites. Soit 4 la hauteur du pont et 2L sa longueur.
Q, E, | sont la section, le module d’élasticité et le moment d’inertie d’'une
section de poutre (sans indice pour les tirants); / est ladistance de deux tirants
consécutifs. u, ¢ sont les composantes du déplacement d’un point.

Dans ce probleme et dans les suivants, nous avons un assemblage de poutres
en assez grand nombre. Nous remplacerons dans nos raisonnements cet
assemblage discontinu de poutres par une membrane formée d’un grand nombre
de poutres identiques et réguliérement réparties pour passer ensuite a la limite,
la distance de deux poutres consécutives tendant vers zéro. _

Ce probléme et les suivants peuvent plus ou moins facilement se traiter par
les méthodes classiques, mais la méthode des fonctions-parametres, outre
I’avantage qu’elle posséde d’étre systématique, met en évidence le fait que la
solution du probléme dépend d'une ou plusieurs équations aux dérivées
partielles, dont la solution se détermine, en principe, grace a des conditions au
contour, fréequemment plus compliquées que celles que 'on considére dans les
problémes usuels d’Analyse, et que 'on peut obtenir par la mise en équation.
Quoique dans la membrure de pont que nous considérons, le cadre rectangulaire
soit 'essentiel, il ne nous donne que des conditions de contour.

Dans ce probléme les fonctions-paramétres sont u,(y), u,(y), ¢,(x), ¢;(x),
car elles permettent de déterminer toutes les déformations ou efforts intérieurs.
Le potentiel de forme comprend la contribution des quatre poutres du contour

L P - h »
dp, \? d?e,\? I - d?u, \? d?>u, \*) .
fofn(G) e nl) Jews [ o)~ 1 (F2) Je a=n.

ot l'on a tenu compte de leur courbure et non de leur allongement. D’autre
part, pour un tirant dont seul I’allongement entre en ligne de compte, le
potentiel correspondant a pour valeur

EQ
ZE(V:&— o1)%.

Cette quantité est valable pour une longueur /, distance de deux tirants
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consécutifs. Faisant le passage a la limite indiqué plus haut, le potentiel de
forme du a 'ensemble des tirants est

L
EQ
2/‘; m(%— v de.

Pour I’ensemble du systéme matériel,

L
- d?p,\2 A2y, d? u2> d?u,\?
o B[ () e o oo () (52 v
D’autre part, le travail virtuel des forces extérieures a pour expression

L
0% —— 2/ (p109y+ p;0v;) dy.
0

Nous pouvons maintenant écrire les équations de ’équilibre :

d* 4 EQ d* Uy
El, dz: - 777‘(‘)3—"'1):—P11 El, d T —O0,
db o, EQ dtu,

EI;;W—F—/{Z—(V;M(Q):—P:“ EI?W:O

Les conditions aux limites expriment, soit que les sommets du rectangle
sont immobiles (par raison de symétrie, et parce qu’on néglige les variations
de longueurs des cotés du rectangle), soit que les angles du rectangle restent
droits : -

(=L :V,»_(‘*_“L):O.
us(0)=us(h)=u,(o)=u,(h)=o,
dv,(— L) du,,(o) dv.(L) dus(0)  dvs(L)  du,(h) _ dvs(—L)  du,(h)
dz dy dz dy = Tdz T dy = T4z " dy =

Nous nous bornons, pour notre objet, a faire la mise en équations du probleme
sans vouloir en donner la solution compléte.

12. PONT A TIRANTS VERTICAUX ENCASTRES. — Nous considérons la méme membrure
que précédemment, mais les rotules existant entre les tirants et les poutres
supérieure et inférieure sont supprimées et remplacées par des encastrements.
Au lieu de rechercher des fonctions u et ¢ d'une seule variable, dans le probleme
actuel, nous rencontrons des fonctions de deux variables.

Chemin faisant nous aurons a transformer des intégrales doubles en inté-
grales simples ou inversement, aussi désignons-nous par 8 I’aire intérieure du
rectangle et par £=£2,+ £2,+ £,+ £, son contour décrit dans le sens
direct. La formule de Riemann,

ﬁ R’ydxdy:—fﬂdx,
s £
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appliquée au cas ot R =PQ donne une formule d’intégration par parties

jqu;dxdy:—fPQdx_ﬁQP;,dxdy.
) Ve s

que nous utiliserons par la suite, ainsi que celle qui correspond & une intégra-
tion en . '

Nous supposons encore que la longueur des poutres du contour est
conservée, le potentiel de forme ne fait donc intervenir que-leur courbure;
tandis que pour un tirant interviennent 'allongement et la courbure. Nous
remplacons encore I'ensemble des tirants par une membrane continue dont
nous désignerons par u(x, y) et ¢(x, y) les composantes du déplacement au
point de coordonnées x et y.

La portion de tirant d’abscisse o, dont les extrémités ont pour ordonnées y
et ¥ + dy subit une déformation telle que les extrémités se déplacent vertica-

lement (seul déplacement entrant en ligne de compte) de ¢(x, y) et v + gygdy

dy

respectivement. Le taux d’allongement est donc
Y

s et le potentiel de forme
dua i I'allongement de ce seul tirant est

" do\?
- EQ<—> dy.
2[, oy

Pour I’ensemble des tirants, nous trouvons donc

EQ /dv \2
2w1:ﬂ‘—<—> dzdy.
s L \dy

Cette formule est vraie quelle qué soit la forme du contour. On calcule de
méme le potentiel du a la courbure des tirants :

El /0?u\?
262:ﬂ7<w> dz dy,
s

valable, lui aussi, quelle que soit la forme du contour.
Pour les quatre poutres du contour, seule la courbure intervient :

+L 5 h ; +L S h 9 P
0rp\? 02u\? 0%¢p\? 0*u \?
25;,»_[_[‘ EI, <(E7> dz -&—[) EI?(W) dy +‘f_L E13<()x‘3> dx —|—£ EI, (5}—2> dy.

Dans ces termes il s’agit de fonctions d’une seule variable car x ou y y est
constant. Dans ce probléme nous allons calculer explicitement la variation du
potentiel de forme dans un déplacement virtuel de forme dans un déplacement
virtuel quelconque, quoique l'intégrale double soit seule nécessaire, mais
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nous constaterons que les conditions aux limites annulent la variation repré-
sentée par une intégrale simple. Calculons ¢, et intégrons par parties :

__ (TEQ ov 069 _ EQ [rov EQ d%¢
3131~ﬁ‘ T dy dy dz dy =— - d op dx——l— X ,Svdxdy
De méme,
__El duddu Fu d"

Partageons encore le terme @, en @, Ty, Ty3, Ty,, relatifs chacun a un coté
du rectangle. Nous obtenons

)} [3 gyl 3;;6"] +EL-£ 22 b0 da,
Sge = I [Z;‘j _‘%‘f _ %}Eau]; - EIL f,, ‘(’;yﬁ du dy,
Swye = EI, %}’ ‘%‘;f_’ _ %x_v ap}z — ]‘Ifﬁ g;_‘:au da,
amu:EIL[%’j %ji‘ > “au] —EI‘fB ‘gy‘j Su dy.

AB et CD sont les deux cotés horizontaux du rectangle ABCD. ¢ est la somme-
de tous les éléments partiels trouvés. On peut remarquer que dans les expres-
sions tout intégrées les seconds termes sont nuls par suite de la fixité des
quatre sommets en A et B nous avons deux appuis simples et fixes, en C et D,
cela résulte de la symétrie des charges et de I'invariabilité des longueurs des
cdtés verticaux.

Pour vérifier que la somme des quatre termes restant dans la partie tout
intégrée est bien nulle, regardons, par exemple les termes correspondants aux
sommets A et B :

dov 0?u\ dou
maas (B0 G ) G - (B 5
d*¢\ ddv 02u ddu
moss (e ) G - (B15) 5
... 0 Jd o . . :
Les quantités ——d¢ et — ——du représentent les angles dont ont tourné les
ox dy
tangentes en A. Elles sont égales. Les moment agissant en A sur deux éléments
2 2
de cotés du rectangle sont respectivement EI, g—ﬁ et EI, %fl Comme 1ls sont
- Y
égaux, le terme relatif au pointA est bien nul. On ferait le méme raisonnement
?u
1 d 2 EI2 d—y-—_y.
Dans 8o;; ne subsistentdonc que les lntégrales curvilignes. Nous avons aussi
des simplifications dans les termes ¢, et ¢w,. En effet, sur 2, et £, Su=o,

en B ou les moments sont — EI
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dy = o, tandis que sur £, et £2,, év=o0, dz=o0. Il en résulte que I'intégrale
curviligne de 0w, est a calculer seulement sur £, et £, tandis que l'intégrale
curviligne de o, est identiquement nulle. La somme de tous les termes restant
de la variation du potentiel de forme est égale au travail virtuel des forces

extérieures :
6%:[ — P Bvdx—l—f ps Ov de.
2, £,

Le principe du travail virtuel donne donc la relation globale suivante :
EQ 0%*¢ El 0'u EQ dv dtp
80—|———8u>dxdy+[<———-—+E )Bvdx
ﬁ( T 0y [ oy 7 dy e
. d'u EQ dv
+fh]2W5udy—£<T ay >8va’x——/ Eh

Il en résulte que u et ¢ sont solutions des équations aux dérivées partielles

& 2
?)—]lf:o, g—};:o (dans §).

Bu dy.

(Il existe un second membre si I'on a une répartition de charges sur les tirants
verticaux.) De plus la solution doit satisfaire aux conditions limites suivantes :

dv dky dvu

gdy lI,d . ==0 sur £, W_f.o sur £2,,
dv oo du
Q oy -+ llsd? —o0 sur £y, o o sur £,.
13. GritLe verticALE. — Une grille, qui peut étre une membrure de

pont métallique, est constituée par un cadre relativement rigide, et supposé
inextensible, et par deux systemes de barres réguliérement disposées. Les unes
sont horizontales et les autres verticales, de sorte que la grille est nécessai-
rement verticale. Nous admettons que les poutres horizontales du rectangle
supportent des charges réparties p, et p, par unité de longueur. Nous prenons
les mémes axes que précédemment, et pour simplifier les conditions aux
limites, nous admettons la symétrie des charges. Les barres horizontales et
verticales sont encastrées en chacun des nceuds et aussi aux points ou elles
rencontrent les cotés du rectangle. La grille est posée sur deux appuis simples
de méme niveau aux sommets inférieurs A et B du rectangle.

Désignons par Q, /, I la section, I'espacement et le moment d’inertie des
barres horizontales et par Q', 7, I’ les mémes éléments relatifs aux barres
verticales. Remplacant le systéme de barres par une membrane, on peut évaluer
le potentiel de forme des barres horizontales, du a leur allongement et a leur

courbure
EQ /ou 0%¢
gﬂs[ I <dx> T <dx>]d @ dy;
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ainsi que celui des barres verticales :
I ﬂ[’EQ’<dc}>2 El [/ 0*u
- —\ 5= ) + =~ ) dz dy
2 L 0 \dy 7\ 0y?

Le contour rectangulaire fournit la contribution

S Y Xy P S Py N o

tandis que le travail des forces extérieures est

f—pi&)dx—l—fpﬁvdx.
E:‘l

£,

Formons le potentiel de forme de la grille
S Q/odu\? T /%u\r  Q/ do\? d*v
o=t [19(%) + 2 () % (5) + (&) Jwo
» 9%y ’u dy 02u\?
+E11f<d >d +EIof<dy>dy E13f<d >dx——EL,f<W>dy,
2y 2y 23 2

et avant d’en rechercher la variation, notons que les deux fonctions u et ¢ ne
sont pas indépendantes par suite de ’encastrement aux nceuds.

Considérons les trois points de coordonnées x, y; x4+ dz, y et x, y +dy
avant toute déformation. Aprés I'application des charges, ils viennent respecti-
vement en

A, y4+v; (@+de)+ (u+ wyde), y+(v+ v, do);
z+ (u+uydy), (y+dy)+(v+v,dy).

Les deux vecteurs initiaux, orthogonaux, dz, o et o, dy deviennent dx + v, dz,
v, dr et u dy, dy + ¢, dy. Nous admettons que I’encastrement est suffisant
pour qu’ils soient encore orthogonaux

[e)y(1+ uy) + 0 (14 ¢)) ] de dy = o,
ou, en négligeant les termes du second ordre,
Uy + vpy=o.

Cette condition exprime que la dilatation angulaire est nulle. Elle montre que u
et ¢ ne peuvent étre pris comme fonctions-parametres. Il existe une seule
fonction-parametre, ¢, que nous choisirons de maniére que

! 7
u—~q,, V:—(Py.

Le potentiel de forme que nous avons évalué antérieurement est correct car
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les encastrements n’apportent aucun potentiel supplémentaire (s'ils ne sont
pas élastiques), mais nous devons y exprimer u et ¢ en fonction de o :

QIPg\ | @ dch>2 I/ &g \* I/ dg \*
25 —=E R feNt L0 e N U/ 0 A,
o=t f[10(5) 2 (5 + i)« r(amag) Je o

. 2 _ dl‘CP 2
+|«1]< )dx—n—hhf(d———xdyz) dy
. 0*¢ \?
_EI f< )dx—Pl,,f/d dy)dy.

On calcule la variation du potentiel de forme dans un déplacement virtuel

arbitraire 29 <s0us la seule réserve que ce déplacement virtuel soit nul en A, B,
» N . d N N \ . , . .

G, D, cest-d-dire 5—do= yécp = 0>. Aprés les intégrations par parties

nécessaires, faites comme dans 'exemple précédent, et apres avoir retranché

le travail virtuel des charges, on trouve la relation suivante, conséquence du
principe du travail virtuel :

o Q W
11ﬂ4[ l q‘).'j‘ -
gl ”e v

/

v l vI Il VI
o — 79w — g %:a»-*] S¢ du dy

]()

i

dy S¢

1, 1
—+ E<— zCP_-L.',

Q'
ZICPL’]‘"‘ -+ v ‘f}
~ Q "
vef 'H?‘“’—
Ly 22,
+f ]

I v v v
7 Pz 4 1o %»*) 9200 + ( 7 P —

e

"

2 -+
l Pas ZCPI“

>5q)]dy

Ty > 0
E(l, CP_;LzJ: —_ l/ (Pyz — l;;(P;,ﬂT> —|—p,] @ 6(P

v ! 9/ " )
+ E( — ZCPZ»G l/cP-’-273 —+ — l/ Pys 6(?;([.%‘
i " " mn d
s +E —(I,ql,,y.+14@_ry.u)maq —|—< P2y —FIkCPrya)d—x 6(?
| L v \ O I . : \a
+<? Qg2+ 1, <P'L“)>@ 8(? — <7, Qays + ZCPQL«)>OCP-—|A
I i " w v d
-+ E (11 CP‘.,_.g)-— Ig CPl_} )d d 8? +< lCPlij —+ IZ CPr).~3>a?v' 8(?
i I " 17 r w ! w by
7 Pt L%« gy 02 H % + g 9my )90 |
m /// d
—|—EL(L,,p,,s+Iﬂol“)d y 09 +< 1710”3+ Dy, d—xﬁqs
" d l’ w l n
+<—13<Pza 7 9H’>@8?_<Z/ Qiuys - 7 Pasy >64>}
i " " " 0
+EL(I‘£CP_T]: lg(Plx,) ) dyﬁﬁp I,g,CP,,a—I—lCPlz,)—a;g@

(
{

"

I:s cPl“ 3 l/ q)xy

| L |
dyéq}—t— 7,cpx33+7<913y>6<p D:O.
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Les quatre derniers crochets sont a calculer au sommet indiqué en indice.
Par suite de la fixité des sommets, on peut noter que les deuxiéme et troisiéme
parenthéses de ces crochets sont nulles.

La fonction-paramétre ¢ est donc solution de I'équation aux dérivées
partielles

I VI 1, VI Sz v 9, 1w
7 Patyr T g Qaryr = Qs e
Elle doit vérifier sur le contour les conditions suivantes : *
I/ . Ql " 1 v ! v 9/ J
sur L’, : lu<7; Qrayr — Va @y + 14 cp.,,,,ﬁ),.> = p1, — 7%y — 7 Prrrys 7 ({?3.3 =o0;
ol Q " I v v ], \4 Sz m I v
sur £,et £, 7 Pz — Zcpr,yg + Loy, =o, 7 Prys — 7 Qs + 7 Qeyr = 03
1 I, Ql " v . I v ! v QI "
sur £; : E( 7 Qhaye — v Qye— I;;cp..m_,.> + p3;=o0, — 7cpx«y — Py + 7= 05

et aux quatre sommets, on doit avoir :

ll v I v
en A,B,C,D: 7i Pays + 5 Pisy = 0,

en A : Lign,+ Ligy.—o

" "

en B: 1,05, —Loy,.=o,
" "

en G: T30+ Loy.=—o,
enD: I;0%,—I,¢y.=o.

Cet exemple, relativement difficile, a été traité d’'une maniére entiérement
analytique : formation de I'équation aux dérivées partielles, et conditions au
contour. Nous avons évité ’emploi des réactions au contour. Elles auraient
permis de constater que les conditions de contour qui ne sont pas géométriques
sont vérifiées, comme on I'avait fait dans les exemples antérieurs. Mais notre but,
qui est de se ramener a des problomes classés de Mathématiques, est atteint :
il reste 4 déterminer une fonction solution d’une équation différentielle
connue, moyennant des conditions analytiques connues au contour. En parti-
culier, il serait intéressant de prouver que l'ensemble de ces conditions
détermine une fonction unique.

14. PETITE DEFORMATION D'UN PLAN, CALCUL DES NOUVELLES COURBURES. — Pour
étudier I'équilibre de nouveaux assemblages de poutres, initalement plans,
nous avons besoin de calculer les nouvelles courbures, normale et géodésique,
et la torsion relative d’'une courbe donnée, aprés une déformation trés petite.

Considérons une surface plane située dans le plan invariable £Oy. Sous
I'action d’un systéme de charges, le point de coordonnées «x, y, o, subit un
déplacement de composantes u, ¢, w, fonctions de x et y. Nous considérons

Ann. Ec.. Norm., (3), LXX. — Fasc. 1. 6
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que z et y sont les coordonnées curvilignes de ce point sur la surface déformée.
Les vecteurs qui définissent le plan tangent en un point P sont

> >
)I ’ U ! J ’ U ’
] IL‘(I + u.’L’? ().T’ W.Z')’ Pj(“j? I + V}” (v’)‘)'

On en déduit le vecteur normal et ses composantes
N=P,. AP, (— Wy — o), 14U+ o).

u, ¢, w et leurs dérivées premieres et secondes sont supposées petites et I’on
néglige les produits deux 4 deux de ces quantités. Dans ces conditions on
calcule les coefficients des deux formes quadratiques de Gauss de la Théorie
des surfaces :

E=1+24,, . F=u,+, G;:I—}—QV}, =14 U+ ¢,

D = Wi, D'=w1),), D" = wya.
On en déduit le carré de la distance de deux points voisins
ds*= (1+ 2u,) dz*+ 2 (U, + v,) de dy + (1+ 2v¢).) dy?,

qui était initialement dz* 4 dy*. Il en résulte la connaissance de I’allongement
relatif

ol wpdx*+ (U, + vip)dz dy + ¢, dy?
(27) 7= At dy? '

On détermine ensuite, par des formules classiques, la valeur de la courbure
normale ‘

8 1 Waedrl+ 2w, doedy 4+ w.dy?
(28) R, — dz* + dy* ’

et celle de la torsion relative

L Wy (da® — dy?) + (Wha— wis) d dy’

(29) T——r dz? + d)’2

aprés déformation; auparavant, ces quantités étaient identiquement nulles. La
formule suivante :

o+ B AR)

R, H ds?

donne la valeur de la courbure géodésique. Le numérateur vaut

Bx+d*u dzr—+du — W, ’d" &u d d
By 4+ do dy+de  — ws N’ o du dwodu

A

(1+ U+ ¢)).
’ d? d*v d d T
d?w dw 1+ U+ ¢y Joae dyde
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Quant au dénominateur, il fait intervenir I'actuel ds?, c’est-a-dire dz*+ dy* et

’allongement relatifa—ll :

_:l_
Hds* = (1 + u,,~+ ¢)) (da*+ dy*)* (1 +3 6—;>

\

D’ou le nouveau rayon de courbure géodésique,

d*x + d?u  dx —+ du

(30) I A*y + d?v  dy + dv ol
R, = T =37 )
& (dx*+ dy?)?
I’ancien valant
d*x dy — d*y dx
(da®+ dy2)%
15. GRILLE VERTICALE A BARREAUX OBLIQUES. — Imaginons des barreaux tous

identiques, inclinés de I'angle == a sur ’horizontale, réguliérement disposés,
limités a un cadre rectangulaire ABCD dont deux cotés AD et BC sont verticaux.
On admet un encastrement parfait en chacun des nceuds du systeme. Nous nous
proposons de trouver, dans une étude sommaire, I'équation différentielle a
laquelle satisfait la fonction-parametre dont dépend la déformation du systéme
soumis a des charges réparties systématiquement sur les cotés AB et CD.

Recherchons d’abord la condition qui lie les composantes u et ¢ du déplace-
ment, sur Oz horizontal et Oy vertical. Le point de coordonnées z, y vient
aprés déformation en @+ u, y—+¢. Le point voisin du précédent, situé
sur la poutre inclinée de 4 a qui passe par ce point, a pour coordonnées
x + lcosa, y + Isina avant la mise en charge, et

&+ u + [(cosa + uy cosa + uw'ysina)

¥ + 9+ l(sina + ¢} cosa - ¢y sina),

apres I'application des charges. Le petit vecteur de composantes /cosa, /sina
a pour nouvelles composantes

U[(1 + ul)cosa + uy sina], I[v, cosa + (1 + ¢})sina],

tandis que le vecteur analogue, issu du méme point mais incliné de — a a pour
nouvelles composantes

Ul(1 + ul) cosa — uy sina], U'[v cosa — (1 + ¢))sina).

D’une premiére maniére, le produit scalaire de ces deux vecteurs, apres
déformation a pour valeur

(1 + ul)cos?a — ugvgsihﬁa —+ ¢"cos*a — (1 + ¢y )*sina),
c’est-a-dire

W[(1+ 2u})cos?a — (1-4- 2¢),.) sina]
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quand on néglige les termes du second ordre. D'une seconde maniére, ce
produit scalaire vaut encore

(I+0ly(I'+adl')cos2a
par suite de la conservation de I’angle 2« des petits vecteurs. La comparaison
de ces deux valeurs donne la relation suivante :

ol ol ; oy
1—;——[) 1—+—7— cos20 = (I + 2u,)cos?a — (I + 2¢))sin%e,

c’est-a-dire, apres avoir développé les calculs

mn2 ~Os2 4 Yy —
2sin®o cos?a (U, — ¢} ) = o.

. ™ . \ M
Comme « n’est pas un multiple de =, sinon les systémes de poutres ne seraient

pas distincts, on peut satisfaire a la condition précédente en introduisant la
fonction-paramétre ¢ telle que

Comme nous nous bornons a I’écriture rapide de I’équation aux dérivées
partielles du probléme, sans nous soucier des conditions de contour, quelque
important que soit matériellement ce contour, il suffit de calculer I’énergie des
systemes de poutres croisées. Nous calculons d’abord I’énergie de courbure et
d’allongement du systéme de poutres inclinées de 4~ «. Le changement de o en
— a donnera ensuite les énergies corréspondantes pour le second systeme.

Le calcul direct, ou la formule (27), donne I’allongement relatif d’une poutre

9/ " p vy
7 = Yy + (@2 =+ @y2) sSina cosa.

On en déduit, pour cette seule poutre, I'énergie d’allongement relatif a une
petite longueur / : ' '

~ EQU[gly + (9% g}s) sin cosa]?.

Considérons maintenant une petite aire rectangulaire dxdy dont les cotés
paralléles aux axes ont pour longueur dz el dy. Cette aire est équivalente a
celle d’un parallélogramme de base horizontale dx et dont 'autre coté,
paralléle aux poutres considérées a pour longueur /= gny—a Déformons encore
ce parallélogramme de facon a obtenir un rectangle équivalent dont I'un des

. . . dx sina
cotés est /, et I'autre dzrsina. Dans sa largeur sont comprises T poutres

(2) Cette condition entraine le fait suivant : en chaque point de la membrane, les directions
faisant les angles == 3 avec ’horizontale, tournent dn méme angle, qui dépend en général de .
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paralléles, A étant la distance de deux poutres voisines. Si $ représente la
région du plan ou est la grille, I’énergie d’allongement des poutres du premier
systéme a pour valeur

EQ

7 (0% + (@h2 + @) sina cosa]? do dy.
)

Pour le méme élément de poutre, I’énergie de courbure a pour valeur

EIl(A i>2.
Rg
La formule (30) donne la nouvelle courbure qui est identique a la variation de

courbure, car la courbure était initialement nulle. Cette formule s’écrit dans le
cas actuel

d>u cosa
I d?v  sina . d*u d?p
= = ——————/— = SIN A —— — COSQa ——»
g ds? ds* ds?

de sorte que

I . . .
= = sina (Qyz, cOS*a 4 2@y,2SiN0 COSA ~+ Pyasina)

93

A " m

— cosa (@as COS?A —+ 2 QlraySIN O COSA —+ PrryeSin?ar).

On en déduit comme précédemment I'énergie totale du premier systéme de
poutres

El T . . , .
5 [cosa(— @%,COS*a + Qryasin?a) — sina (— @ay.COs*a + @yssina )] dz dy.
> 3

s

On est donc conduit a I’énergie de I’ensemble des poutres, contour exclus :

EAQ ﬂ[<9'55+ (Qha—+ ¢'ya)?sin?a cos?a] daw dy

s

W =

-4~ E)E 1]‘[005% (— QxsCOS20t ~+ Qyesin?a)?+ sin?o (— @ysyCcOs* o + 0)asin?a)?] da dy.

ws
La variation de cette intégrale, telle que la donne le calcul des variations,
quand on suppose la variation nulle au contour (ce qui n’est pas le cas en
général pour notre probléme, mais cela est sans influence sur I'équation aux
dérivées partielles et n’agit que sur les conditions de contour que nous laissons
de coté) peut se calculer simplement. Si X et Y sont les opérateurs

. J 2 1, . ; P
symboliques 5 et 9y’ I’équation cherchée s’écrit

{E[X?Y? + (X® + Y?) sin?a cos?a] — I(X?cos®a + Y2sin?a) (X?cos?a — Y?sin?a)?} ¢ =o

. , N . ™ A ,
Si dans cette équation on fait « = 50 on retrouve le méme résultat qu’avec

I’équation aux dérivées partielles du probléme précédent, apres avoir toutefois

N
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T

effectué une rotation des axes de[' et supposé les deux systéemes de barres

identiques
Q =8, I'=1I, l=1=2.

Si 'on désire écrire les conditions au contour, on opére comme au para-
graphe 13, c’est-a-dire que 'on ajoute & I'énergie des systémes de poutres
I’énergie du contour; puison calcule la variation de cette énergie toute entiére,
et I'on transforme le résultat grice a des intégrations par parties, de facon a le
mettre sous la forme suivante :

p p
ﬁPanxdy+L<Q1a¢+ﬂ,@a<p+s,(7y__zacp+...>dx

+f<Qg3CP+Rg£U5<p+...>dy+f +f +Ey+ Ezy+E¢+Ep=o.
£ £,y 2,

Les conditions aux limites sont

sur 8: P=—o, sur £;: 0=Q,=R,=S;=...;

)

en A: E;=—o,

Elles expriment naturellement les conditions d’encastrement au contour,
mais il est inutile de le vérifier. Ce sont ces conditions qui doivent déterminer
la solution de I’équation aux dérivées partielles.

16. GriLLe HORIZONTALE. — Un assemblage de poutres encastrées qui intervient
souvent dans la construction de dallages en béton armé est le suivant : deux
systemes de poutres paralleles équidistantes sont construits simultanément, de
sorte qu'aux nceuds on a pratiquement un encastrement parfait. Cet assemblage
a une forme rectangulaire, dont le contour repose sur des appuis simples, un
rectangle égal horizontal. Nous admettons ici une répartition constante de
charges verticales, p par unité de surface; nous supposons par surcroit toutes
les poutres identiques. Nous admettons en premiére approximation que le
déplacement d’un point de la grille, sous I'action des charges, est vertical,
égal a w(x, y).

Le potentiel de forme d’un élément de poutre de longueur trés petite, /, est

{ f o1 \? 1 \? 1 \?
E[GJ(AT) +E12<AB—m> +EI3<AE> ]
1, et I, sont respectivement les moments d’inertie de l'aire de la section
droite par rapport a 'horizontale et a la verticale du centre de gravité.
9 1 I I N
Or, en ’absence de charges, T R, R, sont nuls pour une poutre droite ; le
potentiel de forme se réduit donc a

L/ GJ ElL, ElL,
2\T: TR, TRE)
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ces quantités étant calculées dans la position déformée. La formule (27)
montre que l'allongement relatif est identiquement nul (c’est de I’hypothése

inverse qu'on déduit la nullité de u et ¢). Les formules (28) et (29)donnent —R'—

et %;; la formule (30) montre que Rig est nul.

Dans une premiére hypothése, nous supposons que les cotés du rectangle
qui sert de contour sont paralleles aux deux systémes de poutres, qui sontdonc
orthogonaux. Pour le premier systéme de poutres, un élément de longueur /a

pour potentiel de forme

N~

(G (w5 )? ~+ EI(wha)?].
Il en résulte pour toute la surface le potentiel
;—)\ﬂ[GJ(wZ_U-)z—l- El(w)? |do dy.
S
De la méme maniére on a pour le deuxiéme systéme de poutres

I ua U
. ﬂ;g GI (Wl )+ EI(wl)?] daz dy.

Le potentiel de la grille horizontale est donc défini par

2m=1 ﬂ[zGJw.’,’c}—i—El(wﬁ+ W) | de dy.

S

Le travail élémentaire des forces extérieures, dans un déplacement virtuel Sew,
valant
— powdx dy,

"
on en déduit I’équation différentielle du probleme

¥ & 13
2GJ d"zz—;‘iy,,—l-—FI(%: + %) + Ap=o.
Un calcul plus complet donnerait les conditions au contour.

Dans une deuxiéme hypothése, nous admettons que les poutres sont inclinées
de I'angle ==« sur I'axe des . Les deux axes Oz et Oy étant des axes de
symétrie du systéme matériel. On calcule le potentiel de forme de la maniére
indiquée ci-dessus et I’on trouve

O =

> -

ﬂ{ GJ [ cos?ao + (Wya — Wis)?sin?a cos?a |
s

~+ EI[ (g cos?a + wys sin?a)? + wiisin?2 a] } dz dy.
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Le travail virtuel des forces extérieures ayant la valeur précédemment
donnée, on forme sans peine I’équation différentielle du probleme

{ G [X?Y2cos?2a + (X — Y?)2sin?a cos?« |
+ EI[(X%cos?a + Y2sin?a)? - X*Y2sin?2a]} w +Ap =o,

avec les symboles

Il conviendrait d’adjoindre les conditions aux limites qu’on obtient en
formant complétement la variation du potentiel de forme.

17. FORME OPTIMA DES COLONNES DE REVOLUTION POUR RESISTER AU FLAMBEMENT. —
Nous donnons un dernier exemple d’application du Calcul fonctionnel pour
déterminer le rayon r(z) a donner a une colonne de révolution verticale
supportant la charge verticale Q donnée, de maniére & employer le minimum
de matériau. La longueur / de la colonne est une donnée du probléme.

Ox est 'axe de révolution et O une des extrémités de la colonne. Nous
employons la théorie sommaire du phénomene. Soit y(x) la déflexion de la
poutre, sous I’action de la charge Q, supposée nulle aux extrémités de la poutre.
Calculant de deux maniéres différentes le moment fléchissant en un point on
parvient a I'équation différentielle du second ordre
31 EE e Qy=o,
ou l'on considére, en général, y comme la fonction inconnue et r(x) comme
donné. Il n’existe de solution non identiquement nulle pour cette équation,
et satisfaisant aux conditions aux limites trouvées, que si Q prend I'une ou .
I'autre des valeurs d’une certaine suite. La plus petite de ces valeurs est la
valeur critique de flambement, au-dessus de laquelle la colonne se brise, car
une petite déformation s’amplifie.

D’un autre coté, nous voulons choisir la fonction r(x) de maniére que la
quantité de matiére utilisée soit minimum :

t
(32) 6f nr:dzr = o.
0

Nous nous ramenons 4 un probleme du Calcul des variations en considérant que
c’est y(x) la fonction variable dont dépend le probléme, et non r(x) comme il
est d’usage de le faire.

Soit donc y(«) une fonction arbitraire, continue, possédant un nombre
suftisant de dérivées continues, cette fonction étant nulle pour z=oetx =L



NOUVELLES APPLICATIONS DU CALCUL FONCTIONNEL A LA MECANIQUE. 49

La supposant connue, I’équation (31) fournira r:

2Q ¥

PR
r=- Tk oy

Enfin, y () doit satisfaire a la condition

Bf\/——ydx_o

C’est un probléme bien connu du Calcul des variations. On forme I’équation
d’Euler :

//;

v~ "

On peut I'intégrer complétement, mais nous avons trouvé des difficultés dans la
détermination des constantes d’intégration.

18. Coxcrusion. — La diversité des problemes traités montre tout l'intérét
qu’il y a 4 introduire le Calcul fonctionnel en Mécanique et aussi en Physique.
Le détail des calculs mis a part, la méthode est simple et reléve directement des
conceptions de Lagrange au sujet du principe du travail virtuel. Il semble que
les exemples étudiés sont relativement simples dans le cadre de I’Analyse fonc-
tionnelle.

Nous avons.vu divers procédés pour mtrodmre ou éliminer les réactions au
contour. Le procédé, peut-étre le plus intéressant, a consisté a ne les introduire
que par leur travail virtuel élémentaire, puis a traduire exactement le principe du
travail virtuel. On trouve ainsi une intégrale de surfaceaugmentée d’une intégrale
curviligne et de termes isolés au contour (points singuliers tels que sommets de
rectangles, ou appuis), dont I’ensemble doit étre nul quel que soit le déplace-
ment virtuel. L’écriture de cette condition se fait immédiatement, sil’on est
assuré que les fonctions-paramétres sont indépendantes. Sinon, ou bien on
recherche des fonctions-paramétres indépendantes, ou bien on introduit
les multiplicateurs nécessaires. De toutes facons on forme simultanément
I'équation ou les équations diftérentielles du probléme et les conditions aux
limites.
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