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ETUDE

DE

LA REPRESENTATION CONFORME

AU VOISINAGE DE LA FRONTIERE -

Par M"e JacoueLine FERRAND

(suite et fin.)

CHAPITRE IHI.

ETUDE LOCALE DIRECTE DE LA REPRESENTATION.

28. Nous allons passer & I'¢tude locale directe et géométrique de la repré-
sentation conforme au voisinage d’un point accessible « de la frontiére I' du
domaine A. Par deux transformations homographiques sur les variables 5 et {
respectivement, nous pouvons nous ramener au cas ou le point « et son corres-
pondant a sur la frontiére y'y de D sont a linfini. Soit {= /(=) la fonction
représentant D sur A et s =2({) la fonction inverse. Le bout premier E()
contient, en général, outre le point accessible « a I'infini, un continu de points
accessoires inaccessibles. Remarquons que le point {=o0 peut étre multiple
et appartenir 4 d'autres bouts premiers : le point o est déterminé par ses
voisinages topologiques, images des voisinages de a. '

La méthode que nous employons suppose connus les principaux résultats
relatifs & la mesure conforme.

DeriNirion. — Soit {, un point intérieur au domaine A, y un ensemble de pounts,
ou, plus exactement, de bouts premiers de la fronti¢re I' de A. Si, dans la
représentation conforme de A sur le cercle C( | w|<1) effectuée de maniére qu’a (,
corresponde le point w = o, I’ensemble y a pour correspondant un ensemble k de
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76 JACQUELINE FERRAND.

la circonférence K( |w|=1) mesurable et de mesure ., nous dirons que p. est la
mesure conforme (') de y vu de {, dans A, soit . =m({,, v, A).

La mesure conforme est un invariant dans toute représentation conforme.
Il est évident, par une transformation homographique sur la variable w, que.
si y est mesurable par rapport a4 un point {, de A, il est mesurable par rapport
a tout point intérieur a A.

Si vy est le complémentaire par rapport & I' de 'ensemble v,

m(Zy, ¥, d)==2m— m({, v, 4).

Si 'on représente A sur le demi-plan droit D(2x > o) et si I'on prend pour v
I'ensemble de bouts de I' qui correspond a un segment a’a de I'axe y'y, v est
mesurable dans A et I'on a

I —

m(g v, d)=2

Arg

71?2

—

z et { étant deux points correspondants dans D et A.

PREMIERE INEGALITE. — Principe de ’agrandissement du domaine (*). St A’ est
un domaine contenant A dont la frontiere I a en commun avec I un ensemble ~
mesurable dans A', alors 'ensemble vy est mesurable dans A et l'on a

(26) m(g, v, A)Sm(g, v, A) (¢ intérieur & A).

Devxiine INEGALITE (*). — St A est un domaine simplement connexe ne contenant
pas a son intérieur le point {=o, Y un ensemble mesurable dans A de points
Jrontiéres de A contenus dans le cercle Q(|{|<3), et {, un point quelconque de A
tel que |{|=¢>¢,ona

(27) m (%o, *,f,A)§8arctan;;\/2<8\/§<477:\/?o

légalité n'ayant lieu que st A est constitué par la portion de plan extérieure uu
cercle Q, coupée suivant la demi-droite ArgC: Argl,+ =, v étant identique, a
un ensemble de mesure nulle prés, a la circonférence limitant ().

29. Donnons tout d’abord une application du premier principe.

Lenme 1. — St le domaine A contient au point « = o un secteur d’accessibilité S,
d’ouverture 2w > o, défini par || >R, | Argl| < w et si { s’éloigne a U'infini a

(') La mesure harmonique (R. NEVANLINNA *[1], p. 37) est le quotient par 2z de la mesure
conforme, appelée aussi angle conforme.

(2) Le premier énoncé de ce principe (dans le cas ou y est un arc de frontiére) se trouve dans le
Mémoire de M. P. Montel *[1], en note, p. 31. Pour des références plus détaillées, voir R. NEVANLINNA
‘1], p- 63.

(3) M. OsTrowskl *[1], p. 430, déduil cetle inégalité d’un théoréme de Milloux-Schmidt-Nevanlinna,
donnant la solution du probléme de Carleman-Milloux. (#oir R. NEvANuINNA *[1], p. 96.)
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Uvntérieur d’un angle | Argl| < w —¢, ona

(28) im | Arg g (2)| < "

Démonstration. — On peut supposer, ce que nous ferons souvent, que {=o
est un pomt accessible de la frontiére I' de A qui a pour correspondant s = o,
sinon on s’y rameneralt par des translations.

Soit L un point intérieur au secteur S,, et 5 = o({)son correspondant dans D
( fig. 4). Désignons par (3 le premier point de rencontre de la demi-droite Ou
(Arg{=w) avec I' lorsqu’on va du point 3,=R ¢" intérieur a A vers le point
frontiére { = o; [3 est un point frontiére accessible de A, soit b son correspon-
dant sur y'y, et inversement soient Y~ et v~ les branches complémentaires de
frontiéres de A, déterminées par leur voisinage, correspondant respectivement
aux demi-droites by, by’,

m(g, )**,A):Z —i—Al (z——b)J

Considérons la fonction harmonique m, (C) définie dans le domaine A, constitué
par le plan de { coupé suivant la demi-droite indéfinie Bu (d’argument w),
par ses valeurs : ’

m, =27, si { est sur le coté ¢~ de la coupure tourné vers l'intérieur de S,
(d’ argument © — 0);

m,=o, si { est sur le coté ¢+ de la coupure tourné vers I'extérieur de S
(d’argument » + 0);

m, () est la mesure conforme de ¢~ vu du point { dans A,. Sur 2~ on am,2m,

car m<a2m; sur Y on a m,2m, car m=o. Donc en tout point { du domaine A,

172\
D
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N\,
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yl

. Fig. 4
simplement connexe intérieur a la fois a A et A,, limité par y et Bu, et par
conséquent en tout point du secteur S,,

my(g)zm(g v, A),
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m, ({) s’évalue facilement, si l'on représente A, sur un demi-plan au moyen de
la fonction Z = \{ — 5,
my(g)=2m—w—+ Arg({— B).
Si { tend vers « = o, 3 = 9({) tend vers I'infini. b et ( restant fixes,
Arg(s —b) — Args —o, Arg(—B) — ArgZ —o.
De I'inégalité
Arg(Z—B)+2m—w22Arg(s— b))+ 7,
on deéduit a la limite

™

2

N N
lim </\rgz -, l\rgg) < s
et si Arg{<lw—zg,

_— T2
lim Args < ——»

On démontrerait de méme que si { — oo dans le domaine

Argl >—w +¢,
on a
E—T
2

lim Argz >

b

d’ou, au total, 'inégalité annoncée.
Remarquons, puisqu’il s’agit d’une limitation asymptotique, qu’il suffirait de
supposer que A contient le secteur S,

8] >Ry, [Argl{<o—m,

7, étant aussi petit que 'on veut pourvu que R, soit assez grand; on dit alors
que x =oo est accessible par un angle d’ouverture 2.

Ce lemme nous a servi (') a montrer que si « est angulairement accessible
dans A, la fonction {= f(3z) a pour limite angulaire unique o =0 ; en effet,

2 un chemin \ aboutissant en « dans un angle |[Argl|<w —z¢, correspond

T—:

dans D un chemin L allant & ['infini dans I'angle |Args | <

— sur lequel /'(3)
a pour limite « =o0. La proposition résulte alors d’un théoréeme de M. Montel
1, p. 19]. Mais nous avons vu (Chap. II, § 20) qu’il n’était pas nécessaire que
L soit contenu dans un angle d’approximation et qu'il suffisait que a soit
accessible pour étre la limite angulaire unique de /().

La conservation des angles.

30. Définitions. — Nous dirons que la représentation { = f(5) de D sur A
est semi-con forme au point « a I'infini si le long de tout arc de Jordan s’¢éloignant

(1) C. R. dcad. Sc., t. 212, 1941, p. 977.
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a 'infini dans une direction d’argument déterminé ¢, Argf(z) a une limite 6
satisfaisant a

D=+ p (%, - const.).
Si A =1, la transformation conserve I’angle de deux courbes al'infini. SiA <1,
alle le multiplie par le facteur 2.

Nous réserverons le mot de conforme pour le cas ou il existe une limite ¢
finie et non nulle du rapport ]@ lorsque z tend vers l'infini dans un
angle| Argz | <0, g Cette limite estla dérivée angulaire de f(z). Le domaine A
est alors dit valable au point « = c. Plus généralement nous dirons que A est

f(=)
t

valable sur un angle d’ouverture ) si le rapport == a une limite ¢ (0 < ¢ <o)

lorsque = tend vers I'infini angulairement : il en résulte que Arg f(z) — AArg:s
a une limite, donc que la représentation est semi-conforme. La réciproque n’est
pas vraie.

Tncoreme. — Il revient a M. Ostrowski *[1, p. 447 ], d’avoir trouvé la condition
nécessaire et suffisante que doit remplir le domaine A pour que sa représen-
tation soit semi-conforme & l'infini, & savoir que :

1° Il existe un intervalle 8,, 0, tel que A contienne les secteurs S,
0, +e<<Argz <<0,—z, 12] >R,
z étant aussi petit que l'on veut pourvu que R, soit assez grand.
2° Il existe sur la frontiére de A deux suites de pornts telles que

e
S V-4-1

Zy-> o0, Arggy— 0, = 1
(29)
e ArgZy,— s, C—{f—’ 1.
v
Alors on a semi-conformité avec
0,+0, 0,—0
0 — 1 2 2 — 1 L{).

2 (1

La démonstration de M. Ostrowski (') est une trés belle application de la
mesure conforme. Le principe, au moins, en est simple et nous a servi de point
de départ pour I'étude de cas plus complexes. Nous allons cependant essayer
d’en donner ici une démonstration plus intuitive fondée sur une méthode de
M. Montel *[1, p. 6].

(*) Une aulre démonstralion de ce théoréme, basée sur l'intégrale de Dirichl et et, a notre avis,
moins directe, a ét¢ donnde par M. Caleb Gattegno dans le Bulletin des Sciences Mathématiques,
1938, Ire Partie, p. 12.
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31. Démonstration. — S'il y a semi-conformité de la représentation au point o
avec § =Ad + u, nous pouvons toujours nous ramener par la transforma-

tion {'=({e~*)" au cas A =1, u= 0. Alors le domaine (que nous désignerons
encore par A) doit contenir les secteurs S.

Arggl< - gi>Re

Nous supposerons aussi que { = o est un point frontiére accessible de A et
correspond 2 3 =o (ou s’y raméne par des translations). Soit{ = f(3), z = 9({)
la représentation de D sur A et de A sur D.

Posons

or(%) = %—){— (R = const. positive).
C’est une fonction univalente qui représente sur D le domaine Ay homothétique
de A par rapport & 'origine dans le rapport TI{
ox(L) -> o0 enfin | g (1)| =1.

Montrons d’abord que la condition nécessaire et suffisante pour que la représen-

;81 0. 24(8) =03 si { >,

tation sott semi-con forme & l'infini est que, quel que soit { fixé tel que | Argl | < _.)_,
er(8) > & lorsque R — 0.

l.a condition est suffisante, car en prenant { = ¢, on voit que

Argo(Rel) -0, si|0l<<=;

I’angle de deux rayons est conservé, donc aussi I’angle de deux courbes.
. , . . 0 . _r;'\
La condition est nécessaire, car si Arg g(Re”) — 6 quel que soit § <( 0 < 2)a
Argor(y) > Argf,  donc gn(y)—¢

(Arg{ est une fonction harmonique uniforme dans A).

32. La famille des fonctions o,(?) est définie, pour R assez grand, dans
tout domaine strictement intérieur i l'ensemble limute intérieur restreint des
domaines Ag, et elle est normale dans ce domaine, puisque les valeurs de 9,(2)
tombent dans le demi-plan D. Montrons que les fonctions inverses f;(z) définies
dans D forment aussi une famille normale. Nous savons que z,= ¢,(1) a pour

\ \ . T
module 1, et d’aprés notre lemme (ou Pon fait o = ;“>, on a

3

I
4

g Tim | Argsq | <

5 —1

I3 Al ( Y —_ : N
Représentons D sur le cercle C(w|<1) parw = T Aupoint 3, correspond wy
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tel que

T B 1
him |y | <tang o << e

eciie ]

Donc. pour R assez grand,
[owp | < !
R o

Posons fi[z(w)]=gu(w). La fonction gy(w) est univalente dans C, prend au
point wy la valeur J=1 et recouvre pour R assez grand le cercle de centre { =1
de rayon cose (e > o quelconque donné), puisque A, contient les secteurs homo-
thétiques des secteurs S.. Elle ne recouvre aucun cercle concentrique de rayon
supérieur a 1. puisque Z=o appartient a la frontiére de tous les domaines A,.
“Donc (voir P. Moxter, 2], p. 50) | gx(wy)| reste compris entre deux nombres
positifs indépendants de R, et, d’apres le théoréme de Keebe, on aura dans tout
cercle C, (1w|<r,< 1) une double limitation

o <k(ry) <[gun(w)| <K(ry).

De plus, comme gy(wy)=1, |ga(»)]| est borné uniformément et les familles
gn(w) et fr(3) sont normales.

Soit z, un point fixe quelconque intérieur a D, on peut enfermer son corres-
pondant w,, ainsi que wy, dans un cercle C, fixe. Onjoint w, & 4 par un chemin L.
complétement intérieur 4 C, sur lequel | gx(w)| reste supérieur a k(r,)=4k,.
Quel que soit le point w sur L, g, (o) est univalente dans le cercle de centre ,
de rayon 1—r; donc gy(w) recouvre le cercle de centre T=gu(w), de
ki(1—ry)

4
joignant les points { =1 et {,= fx(3,), et restant 2 une distance de la frontiére
de A supérieure 4 o, d étantindépendant de R. Donc les points /;(s,) ne peuvent
s’accumuler que dans un domaine connexe contenu dans l'ensemble limite inté-
rieur complet des A, et contenant L =1.

Si nous considérons une suite partielle convergente f; (z), sa limite est,
comme I’a montr¢ M. Montel, une fonction univalente f,(s) qui représente
conformément D sur le plus grand domaine connexe ¢, contenant le point { =1
et contenu dans I'ensemble limite intérieur restreint 3, des domaines A, de la
suite : car la suite f; (z,) tend, d’aprés le raisonnement précédent, vers un
point Z, de 2, quel que soit z,. Et réciproquement, si I’on considere la suite des
fonctions inverses o, ({), elles sont définies. pour n assez grand, dans un
domaine donné quelconque strictement intérieur a 2. (connexe ounon). Dans o
la limite de ¢ () est la fonction 9,(%) inverse de f,(z); dans un autre domaine
connexe ¢, distinct de 3, et intérieur & 3, (s’il en existe), o, ({) tend vers une
constante imaginaire pure.

Le cas qui nous occupe ici est particulierement simple : nous voulons, quelle
que soit la suite R,, que

rayon d = - Au chemin L correspond un chemin A, intérieur a A,

‘Pﬂn(§)—>§, fﬂu(i)—>5.
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L’ensemble ¢, doit se réduire au demi-plan { > o. Or, si les suites de points
de M. Ostrowski n’existaient pas, on pourrait trouver une suite infinie dé
secteurs S, intérieurs a A définis par

ro<|C|1<r, e, Py > 1y et (e fixé)
et 'une des inégalités

™ A ™ T
. o ¥ —_ ( — O —
A < ArgZ < ; -+ 0,, 2 > Argl > > 0,

les domaines A, contiendraient un secteur fixe s homothétique des S,, et pour
la suite A, le domaine 2, défini précédemment contiendrait, outre le demi-
plan (£>0), le secteur s. Réciproquement, si les deux suites {,, , de
M. Ostrowski existent, A, admet dans sa frontiere les suites homothétiques
dans le rapport é» lesquelles ont pour ensemble limite, lorsque R — o, I'axe

7!
SVl
P

,
imaginaire tout entier <£1 cause des conditions == -1, > 1) :donc 2, est

oV sV 3
le méme pour toutes les suites R, et coincide avec le demi-plan Z > o.
24({) doit alors représenter 2, sur D. Or 9(0) =0, ¢,(®) = o, [g,(1)/=1.
Done o,({) =" et o,({) ne dépend pas non plus de la suite considérée.
C. Q. F. D.

33. A cette étude se rattachent les théoremes sur les plis de M. Ostrowski
“[1, p. 449-471]. Le domaine A satisfaisant aux conditions du théoréme pré-
cédent, M. Ostrowski définit le noyau A* et les plis F, du domaine.

Pour @,>o0 assez grand, la demi-droite &> a, portée par I'axe réel est
contenue dans A. Pour tout o > a,, on désigne par 3, le plus grand arc de la
circonférence |{ /=0 contenu dans A et contenant le point {=¢. Le noyau A”
de A est I’ensemble de tous les points de tous les ares 3,. (Vest un domaine
simplement connexe dont la frontiére est formée de points de I' et d'un
ensemble fini ou dénombrable d’arcs v, de certaines circonférences |{|=¢,.
Chacun de ces arcs v, est une coupure de A qui isole un domaine simplement
connexe F, contigu a A" appelé pli du domaine.

Si  est un point intérieur ou frontiere de A*, on pose ()= .

Si { estun pointintérieur ou frontiére d’un pli F,, on pose o ({) =¢..

Par la méthode de la mesure conforme, M. Ostrowski démontre le théoréme
fondamental suivant.

PREMIER THEOREME SUR LES PLIs. — S¢ 0({) — oo, |o({) |~ o] o (0)].

La définition des plis fait jouer un role particulier & lorigine. Mais
M. Ostrowski montre que si 'on change d’origine, la nouvelle fonction ¢'({)
est équivalente a 5({) lorsque p({) — o.

34. En rapprochant ce théoréeme d'une extension du lemme de Schwarz
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donnée par M. Julia ('), nous obtenons un lemme dont nous ferons usage dans
la suite.

Lexme II. — S¢ le domaine A contient un domaine A, admettant aussi o = oo

B .y . 3 ! £
comme point frontiére accessible et valable en ce point sur un angle d’ouver-
ture mT., et st l'on représente A sur D par la fonction 5 =9({) avec correspon-

. Cgas . | p
dance des points a U'tnfini, le rapport W—O(f—c')— reste borné lorsque ¢ ({) — oo.
Démonstration. — Nous pouvons supposer les axes choisis de telle sorte-
mT

—e¢, |CI>R.. Daprés le
théoréme sur les plis, il suffit de démontrer la propriété pour les points {=p
de I'axe réel. Soit L= f,(z) une fonction qui représente conformément D
sur A, avec correspondance des points 4 l'infini, et z=0,({) la fonction

que A, contienne les secteurs S, : ]ArgC|<—2—

1 QO 4 S ’ . f1(5) ) -
inverse; A, étant valable sur un angle d’ouverture mm, T—>X(0<A<w)

| T
Iorsquez—>w<}‘Arg:1<60<E>-
La fonction ¢({) représente A, sur un domaine D, intérieur & D. La fonc-
tion o| f,(3)]=1{Y(s) représente donc D sur le domaine intérieur D,. D’aprés

le théoréme de M. Julia
R{bG=)]

lim ——— =¢ (0e < ),
si N
(p)
=000, 5= 0) > o0, Argzs — o, L—>c,
4 { 91(p) { o1p)
et, comme
9(e) KA1 NN
o ; 0 o

C. Q. F.D.
Application a l'étude des limites de f(z).

35. Nous allons appliquer les considérations précédentes a un probleme
qui nous a déja occupés (Chap. II, § 22), mais cette fois d’un point de vue
local : préciser, selon la configuration géométrique de la frontiere I' de A,
Pordre de contact avec y’y des courbes I' s’¢loignant & I'infini dans D sur
lesquelles la fonction {= f(z) a pour limite unique « == (1’01’dre maximum

locx

logr + 1 >
En supposant que la représentation de A sur D est semi-conforme & I'infini et
que A contient a son intérieur un domaine A’ valable au point =0, nous
avons obtenu le résultat suivant.

de contact d’une telle courbe avec 'axe y'y a 'infini est £ =—1lim

(1) G. Juria, Acta Math., t. 42, 1920, p. 349-355; pour I'application & la représentation conforme,
voir les Mémoires de MM. G. Valiron et C. Carathéodory cités dans I'Introduction, p. 2.

“Ann. Ec. Norm., (3), LIX. — Fasc. 2. 11
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TukorEME. — St lon peut former un domaine A* contenu dans A admettant
dans sa frontiére le point o = oo, mais aucun point accessoire du bout (), en
enlevant de A une suite de domaines périphériques (poches) A,, séparées de A*
par des coupures ¢, d’extrémités o, Q,, sur T, la coupure ¢. étant contenue dans le
cercle de centre a,, de rayon 0,, et salis faisant a

N

0
(30) Pn—> ©, ?TZ —> 0, On & < pot (k>—1)
i
[ étant une constante > o, Rn:: [, pn==p(ctn)]-
Alors { = f(5) - o lorsque 3= ax 1y — o dans le domaine x2ay~" quel que
soita > o.
Plus généralement, si A contient un domaine A' valable au point @ = = sur un
angle d’ouverture mm (par exemple un secteur angulaire d’accessibilité) la
derniére condition (30) doit étre remvlacée par

k41
(31) On < PV onRapn ™ (k>—1).
36. Démonstration. — Soient (fig. 5) A, la poche séparée de A par la

S T
A

coupure p,, et A\ =A—A, le domaine simplement connexe restant; I', la
portion de la frontiere I', définie par son voisinage, qui, avec la coupure g,,
limite A,, et correspond & un segment s, de )’y limité aux points a,, b,,
correspondant respectivement a «,, (3,; z, I'image dans D du point {=¢, de
I'axe réel OZ, point qui est contenu dans A et A, dés que ¢, est assez grand.

S \/
- ( Pn__. o

Fig. 5.

M (pny Lny Ay =m(z), $p, D) =2 Arff
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2, étant sur la frontiére de A, on a

. T . op— i
lim Argo, 2~ lim 22" %l 5
— =9 — On =
Puisque
-9 b sp—
= o, L s et Arg 22 5 o,
Pn An Sp— /)n
D’aprés le premier théoréme sur les plis, si I'on pose r,=|z,], r,=|a,|, on
. r , . X . ,
voit que .* 1. D’autre part. la représentation étant semi-conforme, Argz,—o.
n
Done -
-! 1 ﬁ ' ! 1 TE
‘.Arg(zn”‘“n)?”’f};’ Al‘g(z”——[)n)\—}-[:-
Dans le triangle a,b,3, la longueur /, du segment s, est équivalente
!
. ’ Zp— b
aar, |Arg=>——"|, donc
3, —
l,, o“n
(32) I~—<8(1+sn) = (e,—>o0 lorsque n —> ).
‘n In

Soit une suite {, de points de A tendant vers un point accessoire w du bout
premier E(w) a distance finie, ¢({,) — . Dés que p est assez grand, {, ne peut
plus tomber dans A*, puisque ce domaine n’admet plus w dans sa frontiére.
Donc {, tombe dans une poche A, . Il est impossible que I'indice n, reste borné
lorsque p -~ o, car I'image d'une poche A, est un domaine D,, contenu dans D,
tout entier a distance finie. Or si {,— w, 5, %, le point z, ne peut rester dans
un domaine D, d’indice borné. |

Evaluons la mesure conforme de I', vu d’un point { = f(z) intérieur a A,,
dans A; si |{—a,/ >0, ona

m (g, Tuy A) > m (%, Tny An) =21 — m (&, qn, An>;zw_8\/?%‘r.

D’autre part,
3 — a,

5— b,

m(¢, Tny A) =m (5, $p, D) =2| Arg

. 64 . s —a
bone |{—a, | > ;4 o, entraine IAn-g d

s — b,

T <
> I’angle a,zb, est alors le plus

grand du triangle @,0,z; supposons, pour fixer les idées, que a, soit le plus
petit angle de ce triangle
O T,
2 Eera—— .
= \/ 1 — % | I

Puisque I’angle en =z du triangle est obtus, I'ordonnée y de z est comprise entre
les ordonnées de a, et b, et son abscisse x vérifie
/\ ’

A ha
xSl langa, <<, 3%,

z— Uy,

z— b,

{(%(MSEM !
2 -2

~|Arg
2 °

Appliquons cette inégalité a {, et ala poche 4, ; lorsque p »o, J, > w
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ICP_OC”P] .

8 On. ) ,

-’3,;<7;:]n,, \/R"P(l—i—a,,) (ep—>0);
n,

en comparant a (32) on obtient

N

64 0 ,
x,<< F(1—+—s;,)r,,p7——"”——— () —>o0).
. Y ,on,, ny,

D’aprés le lemme 11 il existe une constante K telle que r, <'Kg, , puisque A
contient un domaine valable. D’autre part,

e

a np

p

"'P

=1, c’est-a-dire —>1,

puisque |y, | est compris entre |a, |et|), |.

Ces inégalités, jointes a I’hypothése (30), montrent que x,|y,|* reste borné
par un nombre H fini indépendant du point @ lorsque p->w. Done si = tend
vers l'infini dans le domaine 2 >H|y |, le point {=f(z) ne peut avoir pour
limite ancun point accessoire ® du bout E(x) & distance finie et f(z)—> .
Mais il résulte alors d’un theoréme de M. Montel *[1, p. 36], que f(z) a méme
limite « = lorsque 3 —o dans un domaine & > a |y |™ quel que soit a > o.

Si, plus généralement, A contient un domaine A’ valable sur un angle
d’ouverture mmn, le raisonnement n’est pas modifié, mais on a ;) <Kpg, et
pour arriver 4 la méme conclusion, il faut modifier 1égérement I’hypothése.

Le cas limite k=—1 correspond & la convergence angulaire déja étudiée.
La condition (31) n’impose alors rien de plus que la semi-conformité de la
représentation ; mais, comme nous I’avons vu, cette condition n’est nullement
nécessaire. Il semble difficile d’obtenir pour 2> —1 des conditions & la fois
nécessaires et suffisantes. -

37. Exemples. — Pour k=o nous obtenons une condition suffisante pour
que f(3) ait pour limite unique « = lorsque z-—>o dans un demi-plan
quelconque (x> a > o), ou, si I'on représente D sur le cercle C(|w|<1) et
posant f|z(w)] = g(w), une condition suffisante pour que g(s+) ait une limite
unique lorsque w tend vers un point de la circonférence K(| ' =1) en restant
dans un cercle tangent intérieurement & K en ce point.

La condition est toujours satisfaite si la frontiere de A est toute entiére
comprise entre deux droites, par exemple entre £=o0 et £=—r1, ce qui
n’exclut pas I'existence d'un bout premier admettant pour seul point acces-
sible « = o et possédant un continu de points accessoires, comme le montrent
les deux exemples suivants (fig. 6 et 7).

Dans ces exemples, le domaine A est formé par le demi-plan £> —1 dont on
a 0té soit (fig. 6), les segments ‘

n=m(f+1), —1<t<o (m entier quelconque);
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soit (fig. 7), le continu
I N

sin
-+ 1

e s —1<:zZo.

Gy

Dans les deux cas, le bout E est constitué par la droite =—1 en entier.
Il suffit de prendre pour coupures ¢, des segments paralléles a I’axe réel; leur
longueur est toujours inférieure a4 1. On pourrait aussi prendre pour
coupures ¢, les arcs de cercle centrés a I'origine qui limitent les plis : alors A*
serait le noyau de A. Dans tous les cas, on peut choisir les points a, de maniére
que 2,= R, et la condition (30) est satisfaite.

La propriété peut d’ailleurs se démontrer directement comme application
d’un théoreme de M. Julia étendu par MM. Valiron et Carathéodory : on sait en

Wﬁ o
F ”

wely
|

o

o

Fig. 6. Fig. 7.

effet que, dans ce cas, il existe une constante ¢ (o <c¢ < ) telle que
ce+nzazes |[{=i+in=flz+iy)l

Donc, si z=ax+ ¢y -» dans le demi-plan #>¢, nécessairement, {— co.
Le résultat se déduit alors du théoréme de M. Montel.
Plus généralement, si la frontiére de A est comprise entre les deux courbes

C i=Aln
E(‘,)) ';—BJ:;;—" (A>B, k>—1),

les conditions du théoreme sont satisfaites. Remarquons que c’était la condition
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suffisante trouvée par MM. Bessonoff et Lavrentieff (') pour que le domaine A
soit valable.

1l suffit d’ailleurs que A contienne le domaine A, valable défini par £2A |7, [
et posséde une double infinité de points frontiéres «,, o, (fig. 8), compris
entre les courbes CC’, tels que

T _k ) . ’
\rgan"? 5’3 Ap—> L€, H//-: [ Hu< [J-HnA ((H/L: L% ‘)

. (($ >o0).
Arga,—>— op—r 0, R — R, <pR7F (R,= a,])

En effet, on peut supposer, sans restreindre la généralité, que le point «,
est une extrémité de I'arc du cercle |{|=]a,| qui appartient au noyau de A,
sinon on le remplacerait par une extrémité convenable de cet arc.
Alors z,=]a,|=R,. On prendra 3,==,., et g, sera la coupure constituée
par deux segments paralleles a l'axe réel limités a leurs points de
rencontre o« o), avec C, et par 'arc de C qui joint & & ) ,. La longueur de
cette coupure est de 'ordre de R,.,—R,, donc elle satisfait & (30). On opére de
méme sur les points a,.

Remarquons que les suites a,, o, satisfonl aux conditions de M. Ostrowski,
et que leur existence entraine la semi-conformité de la représentation; on
verra au Chapitre IV qu’elle entraine méme I'existence d'une dérivée
angulaire.

Pour terminer donnons un exemple distinct des précédents (fig. 9). Etant

.
Ll
uﬂ,
CI
¥ 0 H
C C
o
= ’
1 %n
mnﬂ
s
Fig. 8. Fig. g.
données deux suites de pointsa,, «, sur 'axe imaginaire (¢, = (R, «, =— (R})

(1) Bull. Soc. Math. France, t. 58, 1930, p. 175-198.
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s’éloignant a I'infini et satisfaisant a
Ro — R, << pR7A, R, —R,<pR* (> o),

le domaine A est constitué par le plan de { dont on a 6té les coupures formées
par les demi-eercles
R,

= <o),

le bout E est formé par I’ensemble des points de I'axe réel négatif OZ'. Les
conditions (30) sont satisfaites.

CHAPITRE 1V.

GONDITIONS D’EXISTENCE D'UNE DERIVEE ANGULAIRE.

38. Nous rappellerons tout d’abord les résultats de M. Ahlfors.

Nous supposerons toujours, dans ce qui suit, que A admet le pomt o = ®
comme point frontiére accessible correspondant & @ == et le point f=o0
correspondant 4 b =o.

On pose

c=log{=X+1Y, s=logz = u + iv,

5({) et s(z) sont deux fonctions uniformes respectivement dans A et D
qui représentent A et D sur deux domaines Q et B. Soit 3, le plus grand
~arc du cercle |{|=p, contenu dans A et coupant un arc de Jordan

donné joignant 3=o0 a a=oo. [Dans le cas ou A contient les secteurs
Ss(!ArgZ’<;—'—s, i’;i>Ra>, donc pour p, assez grand la demi-droite
n=0,E>p, l'axe B3, sera choisi de maniére a couper cette demi-droite
pour p >o,; lorsque p varie cet arc engendre le noyau A* de A. | Soit 6, la

coupure du domaine D image de {3, dans la transformation 3 = ¢({). O, et T,
seront les coupures correspondantes des domaines et B. On désigne par O(p)
la longueur de la coupure 0,; par u,(¢) et u,(p) respectivement le maximum
et le minimum de « = logr sur la coupure 0,.

Alors si
> et : dP
0,
2 Pl o P @ (P)
on a la premiére inégaliié
Pa d
(33) “1(92)—‘%(91)27?”/?1 E_GEDT_[”L

Cette formule se démontre a I'aide de 'inégalité de Schwarz. Jointe a une
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deuxiéme inégalité qui donne une limitation en sens inverse, mais, dans des
cas plus restreints, et dont nous ne nous servirons pas ici, elle a permis &
M. Ahlfors d’établir le théoréme suivant.

TagorimMeE. — Pour qu’il existe une dérivée angulaire

(

¢ = lim (o< e< ).
r>w !
A. [l est nécessaire que U'intégrale
" ‘m—0(p) dp
3 f T—0Olp) dp
(5 TR

sott bornée supérieurement et que pour tout domaine A contenu dans A, symétrique

par rapoort @ Uaze réel, pour lequel la fonction associée @( ¢) est a variation
totale bornée, l'intégrale

(35) f T—0(p)
1 0(p) P

sott bornée in férieurement.
.« 75 , . . ™ . ”
B. Il suffit que si Uon désigne par ., le mazximum de |Argl| sur la

Sfrontiére de A pour K'S|C|SK™*', K étant une constante positive quelconque
suvérieure a 1, et st I'on pose

A=y S [y = 0,
Ay=—o0 si py<o,

;L - ) 1 . . 9 . ,
la série }_‘ A, converge (') ainst que Uintégrale
v=1

(36) | JALOELE:

39. Citons, comme application de la premiére inégalité, l'interprétation
géométrique des résultats du Chapitre II. Nous avons vu que, pour une plénitude
~de points a de y'y, lorsque z —a dans un angle d’approximation f(z) a une

limite a(a) et
J(z) —a

Vz—a

—> 0.

S'(=) Vs —a-»o,

. . 1 < ! '
Par les transformations homographiques 5, = ——,(,= ;——on se raméne

4

(1) M. Grootenbcer a montré qu'on pouvait remplacer cette condition par la sunante un peu plus

générale : ), étant défini dans lintervalle py < | ¢ | < oy il suffit que les séries V hy et Zk log v+t

1
convergent.



ETUDE DE LA REPRESENTATION CONFORME AU VOISINAGE DE LA FRONTIERE. 91

v

au cas ol {=f(5)->», lorsque = > <|Argz | < g — s>- Alors

Sz
\ =

>, logp — - logr -> o,

O =

d’apres 'inégalité d’Ahlfors

R
20(p) — = do
bl 8 PG e VNIV lorsque R -> .
f, O() o ’ 1

Done, quel que soit R,, on ne peut avoir constamment pour R >R, : @ < ‘;
Autrement dit, il existe une infinité de valeurs de ¢ pour lesquelles A contient
un arc 3, du cercle (| =_¢ de mesure supérieure a g Et plus précisément, la
valeur moyenne de ©(p) calculée en prenant loge pour variable, dans

Pintervalle 1<0 <R, a une limite inférieure au moins égale i~ lorsque R - » .

40. Propriétés de U'intégrale de Poisson. — Soil
F(z)=G(x, y)+ Mz, y)
une fonction holomorphe dans le demi-plan droit D et sur safrontiére y'y (x>0)

dont la partie réelle G(x, y) prend sur I'axe y'y une suite continue de valeurs,
soit g(y). L’intégrale de Poisson (*) transformée donne

P ¥ 1 /+” I ) ( ;
=) — T — ,,, o( vy
(%0) ) T, Se— () 1 /")/)"’ X

—_

Supposons maintenant que F(z) soit holomorphe seulement dans Uintérienr
de D et pas nécessairement sur y'y. On considére alors la fonction continue
g:(¥)=0G(g, y) et I'intégrale

1 1

(37) P - Fin=Lf [ _

— Y L— 7y

8e(0)

M.

indépendante de ¢ dés que « < .

Supposons que G(.x, y) soit bornée et tende vers une limite g(y) lorsque,
y restant fixe, « tend vers zéro, pour toute valeur de y, excepté au plus pour
un ensemble E de points a =1y de I'axe ' y tel que

¥y dy
= —— =0
e . |+.,,z

Si 'on fait tendre ¢ vers zéro, I'intégrale (37) existe & la limite comme
intégrale de Lebesgue, car la limite de g.(yy) est une fonction g(y) bornée, de

(1) Poir Fatou, Acta Mathematica, t. 30, 1906, p. 360.
Afn. Ec. Norm., (3), LIX. — Fasc. 2 12
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premiére catégorie, donc mesurable, et définie en tout point de y'y étranger
a E. Bornons-nous a considérer

(g(y)—&(=n]ydr.

(38) (s 0)— (1, 0) =" /[ L
x

1
. a7 17

Pour que H(x,, o) ait une limite finie lorsque 2, tend vers 'infini, il faut et
il suftit que I'intégrale de Lebesgue

i vy .
/ |g(y) —g(— )| — — soit convergenle.
0 v

1+

On voit que dans cette intégrale on peut négliger ’ensemble E.

41. Appliquons ces considérations a la fonetion

F(z)= [log'/(—':) :,'l(,gﬂo_ — (ArgZ — Argz),

5 cr
f(z) étant toujours la fonction qui représente conformément D surA; on a
FAvrgl — Argz | <3m.
D’apres les résultats du Chapitre I1(§21)("), si = tend vers un poinl a =t
de I’axe y’y sur une parallele & O, le point {= f(z) tend vers un point

accessible de la frontiére de A & distance finie ou infinie, excepté au plus pour
un ensemble E de points de y' y tel que

dy . - dy
—) =0, douc a fortiori [. J - =
g o L7
- N , e, . . l x.) | i x.) |
Si f(z) a une dérivée angulaire ¢ = lim PACD -5 log (@) tend vers la
Xy o £y A

limite finie loge lorsque &, tend vers U'infini. Pour celail faut et il suffit que si
I'on pose

lim Arg
x>0

Sle+ay
—a =—g(),
l’intégrale (39> [I[‘g(y) _g(_),)]fl}l converge.

[ g(¢) existe si le point @ = it n’appartient pas a E|.

Sile domaine A est symétrique par rapport a I’axe réel,

g =—gl=y)= |7~ 0(y)

I
P

(notations de M. Ahlfors).

(') On applique le résultat ici au voisinage de a = =, ce qui est possible, parce que f(z) est
définie dans le demi-plan D entier et qu'on étudie les limites de f(z) sur la sphére de Riemann.
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D’aprés une remarque de M. Ahlfors il est suffisant, pour I'existence d’une
[f )|

5 |
supérieurement lorsque s tend vers lmﬁnl sur un chemin L contenu dans

dérivée angulaire, que le rapport reste borné inférieurement et

T - J > ‘av A . 1 Q (1
un angle [Argz| <. —¢, par exemple sur l'axe réel; donc il suffit que
I'intégrale (39) soit bornée en module.
Conditions suffisantes.

42. Pour qu’un domaine A soit valable, il suffit qu’il contienne un domaine
valable A, et soit contenu dans un domaine valable A, : car si A contient un

domaine valable A,, nous avons vu (lemme II, Chap. III') que le rapport "—P—((—))—‘
est borné angulairement, et 'on montrerait de méme que si A est contenu dans

$9)

Y5 est borné. La condition cherchée se

un domaine valable A,, le rapport r o L)
décompose ainsi en deux parties.

Comme domaine A, nous prendrons un domaine simplement connexe,
symétrique par rapport a I’axe réel, contenu dans le demi-plan droit >0 et
limité par un arc de Jordan. Pour qu'un tel domaine soit valable, il faut et il
suffit que I'intégrale, toujours positive,

o I . dy .
(397 [ [% f-;‘\rgf(zy):l —)— :/ &y
_ J 1

v

soit bornée.
Pour former A, (fig. 10), nous nous donnons une suite positive croissante

N n Y
(’V+]'
LPV+] . b\)' D
ipy - Py a,
A‘
0 3 0 3 0 nox
‘iP\,.&
Fig. ro.
quelconque 9, pae .. .5 0uy - - .(p, ) et nous désignons comme précédemment

. T‘: 1
par w., le maximum de; — |Arg{|surla frontiére de A pour ¢,<|{|<p,,,, par 2,
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le plus grand des nombres o et u,. A, sera l'intérieur de la région formée

par la réunion des secteurs o,<

1Z1€0uu, gArgZ{gg — A,. La frontiére de A,

est une ligne brisée formée d’arcs des cercles |{| =7, et de segments des
. . T N , .
demi-droites |Argl|= _ —,. Dans la représentation conforme de A, sur D

[{=/1(3); 5 =9,(0)] réalisée de maniére que les points i l'infini et les axes
réels se correspondent, il v a correspondance continue entre les frontiéres.
Posons ’
Pv1— Pv'

G
= Oys€ N7 , Uy =—hy—+

Q
1
i
sl
w ~
N
el A
|
\\/
.

Dy
.
oy

B, de la frontiére de A,. Il est dans le cercle

Considérons le segment o, |
I, 1 T—1R,|<p,u,, d’autre part I'are 3, «,,, de la frontiere de A, est intérieur

au moins
AL, s 2

a Iy st AyS7oa.

Donc, tout point frontiére de A, tombhe au moins dans un cercle I', ou dans son
symétrique par rapport & 'axe réel. Soit A, le domaine formé des points du
demi-plan droit (£ >> o) extérieurs a I',.

D’apres les propriétés de la mesure conforme, si g, est un arc de frontiér?
de A, contenu dans I',, K, la demi-circonférence (|{— 177, |=12,u,, £>0) qui
limite A,, et Z un poiht intérieur a4 la fois 3 A, et A,, on a

m(Z, ey, A Sm(g, K, A)).

Appliquons cette inégalité au point L=z, de I'axe réel, intérieur & A, et A,
si v est assez grand,
21U,

= JArc tang ———;.
2 -1l

- 1— (11— u,)
m(o,, Ky, A)) —4jArg ——M 2~

(iu vy ,) | S . ;1(14,, ll.,)
Dés que «, est inférieur & 1 on a

m(py, 9, &) < 8u,,.
Le domaine A, est un domaine « sans plis » dont la représentation sur D est

semi-conforme a U'infini si’, ~o. Alors, d’aprés le théoréme sur les plis de
M. Ostrowski (§ 33), si I'on pose

"v:?l(Pv), ”'/:?l(av); b‘l:?l({j‘l),‘
on voit que
Ly | 1b,!
fa S ”‘—>I, 1y,
r, ”, ’

en outre, si u,— o,

Pyt 7y
== 1, — 1.

oy ry

Soit s, le segment de I'axe y’y correspondant & larc g,. 1l est vu du
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point L =r, de I'axe réel sous un angle o,

1 i 1
@= m(ry, sy, D)= —2-/)1(()‘,, oy, A)) < fu,.

\

Donc ¢, o et la longueur /, de s, est équivalente & Vo li,u\,, d’ou

/~;<4\/2 rvuv(l_‘_e‘/) (3\,—>O).

Sa longueur logarithmique, soit d,= f (‘—‘, est limitée par
: Sy v
d, < 4\2 u,(1+ ) (ey—0),

donc d,< 6u, pour v assez grand (soit v > v, ). D’autre part, sur s, lec maximum

f ()) <6u\,A,
a.

v

T R
de 5 — Arglesty,

Tout point de la frontiere de A, appartient au moins a un arc s, ou a son
symétrique o, par rapport a 'axe réel, donc les segments s, recouvrent le demi-
axe positif Oy

()(]-([7?\62/.,%,7*62};‘ bz; Pyir — PV.

P N

Posons log P;“ =o¢,. La convergence de I'intégrale (3¢') est assurée si les deux

v

@»

yo. N 2 - ~N
séries E A, et Z AyGy SONt convergentes.

v=l1 v=1

- - A o - .
Tueorime 1. — St les deux séries Z A el 2‘ 7oy 0y SONL conyvergentes,le domaine A,
V=1 V=1
est valable.
ExempLe. — Soit A le domaine obtenu en enlevant du demi-plan & > o les ares
de cercle

T R,
1z =R,, | Arg? | ;‘; —0, <R.,-—,> <, 0y—o0, Ay

R,

>]\>1>

M. Wolff (') a démontré, dans ce cas particulier, que la condition nécessaire

trouvée par M. Ahlfors, a savoir la convergence de la série 263, était aussi
V=1

suffisante. Ce résultat nous apparait comme une application du théoréme I :

donnons-nous en effet une suite ¢, décroissant assez vite pour que la série Z 0,¢,

V=l

(1) C. R. Acad. Sc., t. 200, 1935, p. 630. M. Ahlfors avait trouvé comme condition suffisante la

7. N
convergence de la série z By.

v=1
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. o . 1 Ry
soit convergente, et satisfaisant en outre & ¢,< ; fog R, On prendra
on=R, e, Pavps == Ryet®, d’ott 8,,—=2a¢,, Fpy=10,, Ly = 0.

A3. Nous prendrons pour domaine A, la réunion de A et du demi-plan
droit £ > 0. Supposons que le domaine A satisfasse aux conditions (29) de semi-
conformité de M. Ostrowski <avec ,—=—06, =+ g - On peut done trouver sur

sa frontiére deux suites infinies de points (,, ‘C; telles que

=)

T , ;. T,
1. = Ry— o, Argly—+ 5’ [, 1 =R, — o, .Argf,’,,»—;,
R R’
log 2L —3, —»o0 log 2L =4 >0
bl bl o ! J .
R, R, !

Les deux suites-peuvent c¢tre ordonnées de maniere que

R,... >R, R, >R, - donc 4,>o0, 9, > o.

Cherchons a quelles conditions supplémentaires doivent satisfaire ces suites
pour que le domaine A, soit valable. Posons

™ . n
Argl,— — st Argl, > -
6, — 2 - %
n-—
T
0 st ArgZ, < =3
2
' . T.
— Argl), — 5 si Argfl, << 3
!
0/,:
. , TL'
o st Argl,>— —-

2

Considérons le plus grand arc (supérieur a =) du cercle || = R, contenu dans A,.
Soit a, I'extrémité de cet arc qui a un argument positif; ¢’est un point acces-
sible de la frontiére du noyau de A,. On définirait de méme le point o/, d’argu-
ment négatif

o T 7 , D ™
fa, =R, ggj\rga,,gg + 0, ta, | == R}, — —~2Arga

Nous désignerons par ¢, (fig. 11) la coupure du domaine A, formée par les
deux ares de cercle

121 =Ry, éAl‘gléAl‘gan; =Ry, §AFgC§APgalH4,

et du segment de I’axe imaginaire joignant les points /R,, ¢R,.,. Cette coupure

isole une poche Q, du domaine A, située dans le demi-plan £<o. Le
cercle |[{ — iR, |<R,v, contiendra la coupure ¢, si I'on prend

Rpi — Ry

VIL:GIZ -+ elt*rl -+ i
n
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S'il existe un point {intérieur aQ, et extérieurau cercle ', : | — R, |[S16R,,v,
on aura, en désignant par v, la portion de frontiére de A qui, avec ¢, limite Q,
| par application des inégalités (26) et (27)],

Hn '

m(Z, Yn, A,) > m(g, Tns Q) =1— m(& qn, Q) >om— KUT\/ E

|

.

16R, ¢,

Donc si z, a,. a,., sont les points correspondant respectivement & (, a,, o,.,
dans la représentation conforme de A, sur D [réalisée par{ = f,(z), z = 2,(0),

D+l

Fig. 11.

avec correspondance des points a I'infini], on verra du point s le segment s,
de 'axe y'y joignant les points a,, a,., sous un angle g,

[k}

1 1
Qp—= gln(:-, S, D)= gm(t_, Yoy Ag) >

Donc = est intérieur au demi-cercle ¢, tracé sur s, comme diameétre et contenu
dans D.

On opére de méme avec les points o, o, , et pour toutes les valeurs de net p,
on ote du domaine A, tous les points, s’il en existe, intérieurs a une

poche Q,(Q.) et extérieurs au cercle correspondant I',(I",); soit A, le domaine
restant, limité par des arcs E, Y_;ﬁ des circonférences I',, I", et des portions de
frontiere de A,; soit D le domaine intérieur 2 D qui correspond & A, dans la
transformation z = p,({). Les arcs de la frontiére de D correspondant aux
ares ﬁ sont intérieurs au demi-cercle c,,.
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Reprenons pour le domaine A, la démonstration de la premiére inégalité de
M. Ahlfors *[1, p. 8]. La coupure (3, sera le plus grand arc (supérieur a =) du

cercle |{|=2¢ contenu dans A, et ©(p) sa mesure en radians. L'image de 3,
dans la transformation z = ,({) est une coupure b, du domaine D portée par
la coupure b, image de (3, et n’en différant que par deux petits arcs contenus

/

respectivement dans deux demi-cercles ¢,, ¢, les indices n et p étant déterminés
par R, <o <R, RSo <R, ..
La coupure b, sépare I'origine du point a l'infinidans D. Donc a,.., estsur Oy,

! /
a,,, sur Oy'.
Posons
an=1dr, (r,>o0), t,==— 1, (1r,>o0),
” , r.
dy=log =+, d, = log L.
; I'IL } r/l
Lorsque ¢ -> o, /
’ l./l
l'p—> 0, "// >, ~s 1.
I'n

Faisons les transformations 6 =log{ =X + Y, s = logzs ==u + i¢ (fig. 12);
la coupure b, a pour image une coupure T, du domaine B transformé de D, de
longueur {(¢), et portée par la fzoupure T, de la bande B<] v < ;>, transformée
de b,, de longueur UeH[UeHr2l(o)].

v

A

A‘n r i+ 1
Cn?\\ Sx/
B R A
?.*P’( TP U
6 S0

1 L
7 7
Ap Ap”
Fig. 12.

Soit A,=loga,, A =loga,. Nous allons montrer que les extrémités de la

coupure T, sont contenues respectivement dans les demi-cercles C,, C, tracés
sur les segments S, (joignant A,, A,.,) et S, (joignant A/, A ) comme dia-

n?

. oo d, d) . . .
métres, de rayons respectifs —"» -” et contenus dans B. Soit en effet P le demi-
plan ¢ < f, z un point intérieur au demi-cercle ¢,, et s = logs,

m(s, Su, PYy2m(s, S,, By =m(z, s,, D),
or

s— A, T—a,

m(s, S,, P)=2Arg ———, m(z, sy, D)=2Arg ——= > 1.
s — All+l

Donc s est intérieur au demi-cercle C,,.
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De méme si 5’ est intérieur au demi-cercle c,

applique ceci aux extrémités de b,. Co Q. F. D,
Désignons par "

s'=1logs' estintérieur a (. On

or(p) Doscillation de «==log|g,(%)| sur T,

% () l'oscillation de v —log| . (%) !
d,~+d, |
2

sur T,
:

Bp)zmi4+(p),  E(p)2|7—

+w(p) 2w — w(d,+ d)) +5*(p),

d’autre part, en appliquant l’inégalite’ de Schwarz,

- ds |*
2(0) == <0 as
/ (P)A[ & ] 200 Xf do
d’out 'inégaliteé B ‘
7:'-’7_;:(»2((1)§Tr(d_,,,+a’,,) +/‘ ds “‘(“
o(p) 0(p) do
X,

" ax ay,

5 (p)
fit—)(”dpsf w(d,+ d))
P O(p) Yo

1

en posant
X, = logps, X, = logps.

Soient r,(p) et r,(p) respectivement le minimum et le maximum de r =

2:(0)|
sur b,, de méme r,(p)et r,(p)le minimum et le maximum de r sur b,
r(p)sri(p)sra(p)Sra(p),
B (p) =logri(p) —logmi(p);  w(p)=logri(p) —logri(p);  o(p)2®(p);
log 71 (p) — logri(p) <d, -+ d/’,

— lorsque o> .
]01-‘"‘2(9)—"]01%'1""2(?)<(l,,+d,’,% 9 orsque 0 ->rx

En reprenant le calcul d’Ahlfors *[1, p. 9], ona, si ¢.> ¢, €7,

~e Tan d
log 77 (p2) — lovlq(o,)——f - "f (dui-d))) —2—,
“1 PO( ©1 P)

or, d’apres la construction de A, on voit facilement que

0L (p) — <16 (v,+ V,,),

_ ny 2
“9(p) bfpﬂ 16 NIELUA N\
o< _—Cl < — Yn—+ v, ) <“ ¥nOn+ — (”6'
_fr; P O(p) P2 o ( ;1 T ‘;T‘ "

les indices n, et n,, p, et p, dépendant de ¢, et p,. Or

P

Yn=— 0n+ 9n+1 -+ R, y

‘ . R, . .
dés que ¢, = log —Ri‘ est assez petit, ona ¢,<0,+0,.,+20,.

Ann. Ec. Norm., (3), LIX. — Fasc. 2 13
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Si les séries

p=l1

o

/‘-—n(@_ﬂd.‘o et logp—/‘ rdp
o p0(p) JipO(p)

est borné lorsque ¢ — «. Alors
- d
10(' ri(P)_logp> / ——6(—)(]0+ N ('\:CODSL).

(o , . ;. . >
Pour montrer que log—‘g—‘) reste borné inférieurement lorsque g oo, 1l suffit
de montrer la convergence de

f (d,L+d;,)—_"L<lf'(dn+d,;)"—'-“.
1 f)@(P) TJ p

Alors le domaine A, sera valable, car on sait déja, puisqu’il contient le demi-

plan 2> o0 (lemme II, § 34), que log- (“))‘ reste borné supérieurement. Il

suffit donc que les séries Zd c, et \ dp o/, convergent.
n=1 p=1 :
Nous ne savons pas limiter d, comme pour le domaine A,. Mais log - q;((c))‘

i

est borné,

Posons
N

Sy est borné, Sy< A

(/ 0"—2‘ 8,,+ z du"‘ On) On,

n=—1 n=1 n=1

la série zan est supposée converger. Soit B sa somme

n=i1
N N—1

Zd On< b Fz(s "‘Sn I)Orz——B+S\ OL\+ZSH(OH‘-8H+1)!

n—i n=—I n=1
n—1

yd0n<B+A 6\4>|6 all+1]

n=1 n=1
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Pour que la série ¥, d,c, converge, il suffit donc que les séries >
n—1I n=t
WA N
et 2‘ |0,— Onsy | CONVergent.

n=1
x

. Ql , L
Mais la convergence de 0, 5, est conséquence de la convergence de >.0,2,

n=it n=1
W N
et Z \On—_‘ Opt |
n=1
Tugorime 1. — Pour que le domaine A, soit valable, il suffit que les six scéries

suwvanltes soient convergentes

% » %
Y N ] N Y
) 0/L (O E O,}, E t 0y — Opgq ‘\7

n=i n=iIi n=t1

z £
N

*
N7 ’
V )r ar 8/2 l()”>v 0/M—l l'
; /l /)’ p}

=1 =1 p=1

Remarquons que les suites {,, ) dont nous sommes partis sont arbitraires

I'existence d’un tel couple de suites suffit pour que A, soit valable.

/i rNPe ; . . .ot N N WY .
A4. Interprétation. — La convergence des séries ZB,L o,,,etzep 0, exprime
n=1 P =1
que les points g, C/', sont situés sur une courbe 1" limitant un domaine A" pour
lequel 'intégrale (36) converge (on peut prendre pourI” la ligne brisée joignant
ces points dans I'ordre; A’ satisfait aux conditions suffisantes de M. Ahlfors).

x

2
n

LLa convergence des séries 28 et ESP exprime que ces points sont assez

n=1 p=1

, ol , . Ql Q
rapprochés les uns des autres. Enfin la convergence des séries Z | 80— Crst |

I

p=1

% ’ ’ (PR ’ oy , o,
et Z\B/,—Blm| est une condition de régularité dans la répartition de ces
n=1
. . , Ce o
points, qui est assurée en particulier si les suites ¢, et ¢, sont monotones non
croissantes.

ExempLes. — Soient A et B les domaines symétriques formés en otant du
plan {=~E-+iv, pour A

les demi-droites <o, n===R,;
pour B

les demi-circonférences £ << o, [£]=R, etledemi-axe :<o, n=o0;

R,, R,, ..., R, ... étant une suite positive croissante tendant vers l'infini.
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=

Rn+ 1
R,

[

, les séries 2 o) et Z | Cns 1 — B |

n=I1 n=1

Si, en posant ¢,= log ‘convergent, les

deux domaines A et B sont valables.
Pour le domaine A, avec les notations de M. Ahlfors, on a,

. . R,
si R,Sp <Rniy, 8(p) — m=narccos -*;

i

si P:Rn+u G(H”‘r'i):@(R”):ﬁ'
n M
iRTl+l
p tR
Z iR, b

1N

-r
/_iRnﬂ "

Fig. 13. Fig. 14.

Il existe deux constantes positives £ et 4’ telles que

Ry oy i
7

R,

[@(p)~7:](—f—(f >/\'lar(:cosR J"> LS.
o n+1

YR,

La condition suffisante de M. Ahlfors [convergence de I'intégrale (36)]
exigerait donc la convergence de la sérieES% ce qui est plus restrictif que la

1=n

convergence dezai. Quant a la convergence de I'intégrale (35), ici équivalente
n=lI

a la convergence de l'intégrale (36), elle n’est nécessaire, d’aprés I'étude

de M. Ahlfors, que si la fonction ©(p) est 4 variation totale bornée, ce qui

» »

ge deéi: a sorie R, I T e cania N /Y
exige déja que la série ¥ Arc cos = converge, c’est-a-dire que la sene}_‘ Vo

Ruii
n—=1 n=—1
converge.
Pour le domaine B, on a
O(p)=m, s'il existe une valeur de n telle que o = R,:
O(p)=2m, dans le cas contraire.
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Donc, I'intégrale

"

f‘ [O(0) — r]%’ = logp

est toujours divergente lorsque ¢->=, et les criteres de M. Ahlfors sont ici
inefticaces.

TaeorkME (résumé). — St le domaine A satis fait aux conditions du théoréme 1,

le rapport !—(f((—f))—l
Pis

reste borné lorsque { — .

- . . . .. L &
St le domacine A satis fait aux conditions du théoréme 11, le rapport —‘(%Elﬁ reste
| 5

borné lorsque { — .
St le domaine A satisfait a la fors aux conditions 1 et 11, il est valable ().

I’inégalité d’Ahlfors ainsiaffinée permet dans certaines applications d’obtenir
des résultats plus précis, par exemple dans la démonstration du théoréme
de M. Denjoy sur le nombre des valeurs asymptotiques des fonctions entiéres.
Supposons que la fonction entiére F(Z) ait une limite lorsque { décrit un
continu I' tel que celui représenté sur la figure 15, possédant une double
infinité de points Z,, {, satisfaisant aux conditions du théoréme II. Le

Znﬂ
Tn

1£

%2
4§

0

Fig. 15.

domaine A formé des points du plan extérieurs aI" est contenu dans un domaine

valable A,. Si le domaine A est sans plis, on peut le représenter conformément

surle demi-plan D de maniére que |<,7|(C—"])‘ reste borné. La fonction G(z)=F| f(z)]
S/ )

est définie dans D et satisfait aux conditions du théoreme de Lindeléf. On a

(') Dans une premiere étude, fondée uniquement sur la mesure conforme (C. R. Acad. Sc.,t. 212,
1941, p. 977), nous avions établi des conditions du méme type, mais plus restrictives.
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donc, si M(p) désigne le maximum de |[F({)| sur le cercle [{|=

—log M (
li _0____9_)>0 La fonction F({) est d’ordre 1 au moins, alors que I'ordre

l

minimum fourni par les conditions de M. Ahlfors est seulement - S

Discussion des résultats. Conditions nécessaires.

45. Une condition nécessaire et suffisante pour I'existence d’une dérivée
angulaire est la convergence de I'intégrale (3g). Or, & notre connaissance, les
conditions géométriques suffisantes établies jusqu’ici reviennent & la con-
vegence absolue de cette intégrale : c’est bien ce qui se passe dans le cas, le
plus fréquemment étudié, ou le domaine A est contenu dans le demi-plan £> o
et ot l'ona -

g(r)>o0, &l—y)<o

ou si le domaine A contient ce demi-plan [g(y)<o, g(—y) >o0]. Ces
conditions sontdonc trop restrictives. Nous allons montrer qu’elles permettent
une conclusion plus précise que I’existence d’une dérivée angulaire.

TukorkME. — La convergence absolue de l'intégrale (3q) est la condition
nécessaire et suffisante pour que, si s =z tend vers l'infini sur l'axe réel, la
L/(2) ]

-

Jonction log ait non seulement une limite finie, mais une variation totale

Jinie.
Démonstration. — Examinons d’abord les deux cas particuliers :

A est contenu dans le demi-plan £>> 0. D’apreés (38) on a

(L g Y er)— el dy
]Oh a2 IO » / ll + ,_ J,;z)_+_} la .) h,( ))](1))
done, st x, >a,,
IO(» ./(Il)i —10{," l/("'o)l <o
a @,

est non croissante.

|f(2) |
x

la fonction log

b. A contient le demi-plan £ > 0. On aura cette fois, si z, > z,,

\./ ry) | >”

i

log —log 1L T) L

1./‘(1'1 )|
a

\f(

la fonction log———— est non décroissante.

Dans le cas général, puisque l'intégrale (39) est absolument convergente, on
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peut la différentier sous le signef-

e T Y \
W) =tog L[] o s |0 — s,
e \0 o — ’
[ D' () | < [ 2 _*_(1/‘2)__;})[{['}’

/‘ (b’(l) {/r< j )i ) )I)f;—é;(a__,)[

La variation totale de ®(x) est bornée. C.Q.F.D

46. L’exemple de M. Ahlfors nous a montré, dans un cas particulier, la
portée du théoréme I. Pour discuter les résultats du théoréme II, nous nous
placerons dans le cas d’un domaine A sans plis, contenant le demi-plan £ > o,
symétrique par rapport a4 I'axe réel et limité par un arc de Jordan continu,
auquel cas g(y) =—g(—y)<o, etsur la frontiere = | f(iy)| = | f(— iy)
est fonction continue non décroissante de y > o.

Enfin nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme. — G(X) étant une fonction continue non négative pour XZo, si

lintégrale f G(X)dX est convergente, on peut trouser une suile croissante

de valeurs de X : X,, Xy, ... X, ... (X,, >+ ) telle que les sérz'esz (X,...—X,)?

QA ' Y e : " 4
et}_‘()s,,ﬂ — X)) G(X,..,) soient simultanément convergentes.

n=1

Démonstration. — Remarquons d’abord que sil'on connait une suite X, relative a une fonction II(X)
conslamment supérieurc & G(X), la méme suite convient pour G(X). Nous allons déterminer une
suite X, relative & la fonction H(X) égale, pour chaque valeur de X, au plus grand des deux

nombres G(X) N L’mtegralouo)f H(X) dX est uwdemmunt convergente. La suite X, sera

déterminée par récurrence (fig. 16) : X, étant suppose connu, nous prendrons pour X, 'abscissc
du premier point de rencontre B, de la demi-droite Y =X —X,(X > X,), issue du poinl A,
d’abscisse X, de I’axe OX, avec la courbe Y = H(X). Soit A,+¢ la projection de B, sur OX. Le
triangle T,(An Ans1 Bn) est lout entier dans la région définie par o SYSH(X), X >o0. Son aire

esl é(X,wf. — Xa) H(Xn41). Or G(Xp41) SH(Xp+1) = Nyt — NXi. On prendra X, 21 quelconque.

La somme des aires des triangles T, est bornée par i’intégrale (40). La convergence des deux séries en
résulte immédiatement. 1l suffit de montrer que X, tend vers Pinfini. Or X,y — X, = H(X111)2X52,.

Done X, ne peut avoir aucune limite finie. C.Q.F.D.

»

v d . N T )
De la convergence de | mtegréle[ g(y)%, nécessaire a l'existence d’une
1
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dérivée angulaire, on déduit alors I'existence d’une suite croissante y,,
Yas oo os Yur oo (¥n— o) telle que sil’on pose

N D
0/1: (-S'()'n); fl/z: ]Og‘)_ ?
Jn

N S
les séries L d,0,., et }_‘ d, convergent.

n=l\ n=l

Fig. 106.

Soit
. i 0n+§
:/125‘3(’41)'11):]‘11(5( '>

"n—

) Ln= O( - ’..,)'n) =R, e~i(0n+§)-

Posons

])\IH-I

On==log ——
R,

\ . . ‘ 0
La méthode de la mesure harmonique permet de montrer que le rapport —*

n
® ES

reste borné lorsque n — o. Donc les séries Z 5: et 20”“ o, convergent. Or,

n=i1 n=I\

d’aprés le théoreme 11, il suffit, pour que le domaine A soit valable, qu’il existe
sur sa frontiére une suite de points {, (auxquels on associe leurs symétriques )

: .. 5 ~ .
pour lesquels les trois séries 2 2, ZO,,H 2, et E |8,+1—8,| soient conver-
n=—1 n=—1 n=i

gentes. Seule la convergence de la troisiéme série pourrait donc ne pas étre
nécessarre : mais c’est une condition de régularité qu’il semble difficile
d’¢liminer.



