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LES
PROBABILITES CINEMATIQUES ET DYNAMIQUES

Par Louts BACHELIER.

On dit qu'un probléme est relatif aux probabilités géométriques lors-
qu’il consiste & déterminer la probabilité pour qu’un ensemble de
points, de lignes ou de surfaces dépendant d’une certaine facon du
hasard posscde une propriété géométrique donnée. Par exemple,
lorsqu’on détermine la probabilité pour que quatre points pris au
hasard & Uintérieur d’un cercle forment un quadrilatére convexe, on
résout un probleéme de probabilité géométrique.

Nous disons qu’un probleme est relatif aux probabilites cinématiques
lorsqu’il consiste a étudier les déplacements d’un point ou d’un
systtme, ces déplacements dépendant en totalité ou en partic du
hasard.

Par exemple, un point immatériel ¢tant animé d’une vitesse ¢ dont
la grandeur est constante et dont la direction varie constamment au
hasard, on peut déterminer la probabilité pour que, au bout du temps¢,
ce point soita une distance donnée de son point de départ.

Pour ce probleme, le mouvement du point considéré dépend uni-
quement du hasard; dans cette ¢lude nous traiterons un cas plus
compliqué ot le déplacement du point dépend du hasard et aussi de la
position actuelle de ce point.

Nous disons qu’un probleme est relatif aux probabilités dynamiques
lorsqu’il consiste a étudier le mouvement d’un point ou d’un systéme
matériel, les forces qui sollicitent ce point ou ce systéme dépendant
en totalité ou en partie du hasard.
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Par exemple, un point matériel étant soumis a I'action d’'une force
dont la grandeur est constante et dont la direction varie constamment
au hasard, on peut déterminer la probabilité pour que, & I'époque ¢,
ce point matériel occupe une position donnée de Pespace et pour qu’il
soit, de plus, anim¢ d’une vitesse dont les composantes suivant les
axes sont données.

Ce probléeme de probabilité dynamique est le plus important de notre
étude, nous traiterons aussi le cas d’un point matériel qui se meut
dans un milieu résistant et celui d’une tige rigide mobile dans un plan.

Dans mes précédents travaux, j’ai fait remarquer Pintérét que pre-
sentait la conception de I'unité du caleul des probabilités. Tous les
problémes comportant de grands nombres doivent étre ramenés & une
forme unique qui permet & la fois d’apercevoir les propriéiés particu-
lieres qui les différencient et les caracteres généraux qui les unissent.
La présente étude contribue & démontrer Putilité de cette unité de
conception.

Les formules que nous obtiendrons sont asymptotiques, il importe
de le remarquer une fois pour toutes.

PROBABILITES CINEMATIQUES.

1. Un point géometrique M est animé d’une vitesse ¢ dont la gran-
deur est constante et dont la direction varie constamment au hasard. Le
mouyement de M étant rapporté a trois axes rectangulaires passant par
sa position initiale, quelle est la probabilité pour que, au bout du temps (,
le point consideré ait pour coordonnées x, y, z?

Suivant notre méthode générale, nous imaginons quatre joueurs A,
B, G, D et nous faisons correspondre chaque élément de temps i une
partie de leur jeu considéré comme continu. Nous supposons que, i
chaque partie, les joucurs perdent des sommes respectivement égales
aux accroissements de @, y, 5, —x —y — z dans 'élément de temps
correspondant. ,

Dans ce qui suit, comme d’ailleurs dans toute la théorie des proba-
bilités continues, les pertes des joueurs sont considérées comme
positives; les gains sont done exprimeés par des nombres négatifs.
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Pendant un élément de temps, le point M subit un déplacement ¢ d¢
dans une direction quelconque toutes les directions ayant égale vrarsem-
blance (c’est, par définition, ce qu’il faut entendre par le terme :
direction variant au hasard). Ce déplacement du point M ne dépend en
rien des déplacements antérieurs ni de la position actuelle du point.

Soient £dt, nde, {de les projections du déplacement du point M
pendant I'élément de temps d¢; les valeurs moyennes de &, 7, { sont
nulles par raison de symétrie. De I'égalité

Ez_i_ N2 4= (2= ¢2

on déduit, en désignant par VM la valeur moyenne,
VME2 4+ VM2 + VMG = ¢2,

ct comme ces valeurs moyennes sont égales par raison de symétrie,
on a

2

VMgt = VM= VM = o

La valeur moyenne des produits £v, £¢, n{ est nulle par raison de
symétrie; a chaque valeur positive de £v correspond une valeur néga-
tive de méme probabilité.

Considérons maintenant le jeu de A & une partie quelconque (la
partie d’ordre ¢, pour fixer les idées), ce joueur perd une somme £de
indépendante des faits antérieurs du jeu et de sa perte totale actuelle,
son jeu admet donc 'indépendance, cejeu est de plus équitable puisque
la valeur moyenne de £ est nulle.

La valeur moyenne des carrés des pertes de A pour la partie consi-
dérée est i,;ia’z.

La valeur moyenne du produit £ d¢ des pertes des joucurs A et B
pour cette partie est nulle.

Le jeu considéré de A, B, C, D admettant I'indépendance, le pro-
bleme proposé qui consiste a chercher la probabilité pour que les
joueurs A, B, C perdent respectivement les sommes z, y, s en ¢ parties
est un cas particulier de celui qui a été résolu dans mon étude sur les
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probabiliiés a plusieurs variables (Annales scientifiques de U'Ecole Nor-
male superieure, 1910, p. 339).

La probabilité a pour valeur

(90— 73,4) ¥ (P D= 73 ) (%1 %= 7] 0 ) 5 |

19 £
P Al 2( Loy S Pa Laya) XY H 2 (Yna Lana= P2 Lot ) XS4 2(Lvaa Lo Pi iy )5
mymyA

A désignant le déterminant

da dy dsz,

Dy VAR AR
A=| — v, P2 — /23 |
73,1 VAR Y3

Il suffit de calculer les fonctions o ¢t 7 d’apres les données du pro-
bléme.

o, est la fonction d’instabilité relative au jeu de A pour £ parties,
c’est le double de la somme des valeurs moyennes des carrés des pertes
du joueur A pour chaque partie, ¢’est-a-dire la quantite

N
'.),/ "(";_'/"

)

dans le cas général ot la vitesse ¢ est une fonction arbitraire donnde
R .
dua temps el la quantité 3 ¢*¢ lorsque la vitesse ¢ est constante.
D)

Les fonctions o, et g, ont méme valeur que 2. Les fonetions 7 sont

Cnulles, par exemple 7,, est le double de la somme des valeurs
moyennes des produits des pertes de A et B pour chaque partie ¢t ces
valeurs moyennes sont nulles, comme nous avons vu.

Remplacant dans la formule générale ci-dessus les quantités o
par 3970 el les quantités 7, par zéro, on obtient la probabilité pour que
les joucurs A, B, C perdent les sommes z, ¥, 5 en ¢ parties, ¢ est-a-dirve
la probabilité pour que, a Uépoque t, les coordonnées du point mobile
sotent x,y, 3 :

I A i

D
Ly
3

e

da dy ds.

3

7!\/7?(%;’”)2
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2. Lorsque la vitesse ¢, au lieu d’étre constante, est une fonction
arbitraire donnée du temps, la méme probabilité a pour valeur
224y 32

t
2 r v2dt
3

e Joa

— 2 t N
77\/7r<§j: ¢2 dt

3. La probabilité pour que le point M se trouse, a ’époque t, a une
distance r de son point de depart est

dx dy dz.

v

1);

2

P

;l'“l
fi 2 k
b7 e

—dr.

- 3
\/TE 2 2
3 v=¢

La valeur moyenne de r est

4r2 e’ 2 \/2 R
pm —————dr = ==\ / = L.
Vv z yrV 3

La valeur moyenne quadratique de r est

]

1
72 2
@ =3
2 o2t

0 3 b3
r? {u: i—— dr — ﬁ 2 pL.
VEE rs N\ VaV 3
o (q 2 [)

La valeur la plus probable de r s’obtient en annulant la dérivée par

Lo

, I . 2 .,
rapport & r de la probabilité, on trouve ainsi \/3 VL.

Sil’on considére une surface sphérique infiniment mince de rayon
fixe r, la probabilité sur cette surface sphérique commence par croitre

)

. . rzo. , R . =
avec ¢ jusqu’a ce que £ = —- Elle décroit ensuite et lorsque (= =
elle devient maxima relativement aux autres. Le maximum individuel
précede le maximum relatif.

Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — FivmEer 1913. I
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La probabilité pour que le point M soit en dehors de la sphire de

rayon R est

hr: e

VT, B
( =02 t)
R 3

\

Les valeurs de R qui correspondent & la méme probabilité (écarts

ey

Cette derniére intégrale est de la forme [ A2ed, elle se calcule

isoprobables) sont proportionnels & \/

facilement 4 I'aide des Tables de Kramp; on a, en elfet, en intégrant

par parties
fr:—"*’d).=),c’“"-=+f27.’c W,

5 7'.(4’"7'.x ¥ o,
f7.2(:“'"’d7\:—— " e ;/(: ,‘L([/..

La valeur probable de r est la valeur de R pour laquelle intégrale

d’ol1

. I
ci-dessus a pourvaleur - En d'autres termes, cette valeur probable est
la distance qui a autant de chances d’étre ou de ne pas étre dépassée i

’

Pépoque ¢; cette valeur probable est égale i

/2
1,00 ... -,;07[.

En résumé, dans le cas considére, le point s’¢loigne proportionnel-
lement & la racine carrée du temps.

4. Silavitesse était variable, les écarts croitraient comme la quan-
tité
1

t 2
<f ¢ dt> .
0

Sila vitesse ¢ décroit indéfiniment lorsque ¢ croit, les Gearts peuvent
ne pas croitre indéfiniment et tendre, lorsque ¢ augmente, vers une
valeur asymptote.
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Si, par exemple, v = , 0N a

L+ o

13
1 1
f"zdt:—— )
0 o {4+ o

la probabilité pour que le point M soit & une distance r & I’époque ¢ est

hr:e

R

VT3l % t+oa )|
et, le temps croissant indéfiniment, la distribution des probabilités
tend vers la loi finale exprimée par la formule

72

4 : %_a
r:e -
Are g

VE(%a)é

5. Sile point M doitse mouvoir dans un plan contenant la vitesse ¢,
la probabilité pour que, a I'époque ¢, le point M soit & une distance r
de son point de départ est

&l

- s
are *
g 4

La valeur moyenne de r est

;2

=5rre T
[t
A 2

p2¢

La valeur moyenne quadratique de r est

1

_NE
e —

<\/( -—;ﬁ—([l' :\/Vﬁ[.
)

La valeur la plus probable de 7 est —=yv*z et la valeur probable est

_ V2
0,832 ... Vo2l



84 L. BACHELIER.

Dans I’ensemble, le point s’¢loigne proportionnellement & la racine

carrée du temps.
Si le point M doit se mouvoir sur une ligne, la vitesse ¢ pouvant, a
chaque instant, avec égale vraisemblance, étre dirigée dans un sens
HE: ; oit. 4 Pérn L pld
ou dans P'autre, la probabilit¢ pour que le point M soit, & I'époque ¢, &
une distance x de son point de départ est
P
P

Vravte

Les ¢carts sont, dans I’ensemble, proportionnels & Veri.

dx.

6. Cas 0U LE HASARD N'AGIT pAs skuL. — Dans la question que nous
allons étudier le hasard n’agit pas seul; le pointgéometrique considére
est animé d’un mouvement qui dépend de sa position actuelle.

Un potnt M qui est mobile dans Uespace est altire par un centre fize ()
proportionnellement a la distance. Indépendamment du mouvement dit a
cette attraction le pornt M est constamment animé d’une vitesse ¢ dont la
grandeur est constante ct dont la direction varie au hasard. Quelle est la
probabilité pour que, au bout du temps t, le poine M occupe une position
donnée.

Le point M est considéré comme dépourva d'inertie.

Il importe de bien préciser les conditions admises pour 'énoneé :
Soit, & Pépoque ¢, OM = r la distance du point M au point O; dans
Pintervalle de temps ¢, ¢ + d¢ le point M subit deux déplacements :
I'un de grandeur ¢ d¢ et de direction quelconque (toutes les directions
¢tant également vraisemblables) et lautre de grandeur ardt (« étant
une constante) dirigé suivant le rayon vecteur MO.

Le mouvement du point M ne dépend, & chaquc instant, que de sa
distance actuelle au point O et que de effet actuel du hasard.

Pour résoudre le probléeme, on emploie la méthode générale qui
consiste & le ramener & I'étude d’un jeu. On est ainsi conduit 4 une
question de probabilités connexes (consulter mon Mémoire sur les
probabilités continues, Journal de Mathématiques pures et appliquées,
19o06).

Rapportons le mouvement i trois axes rectangulaires passant par O :
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La probabilité pour que le point M qui a pour coordonnées initiales x,,
Yis 3, ait pour coordonnées x, y, = a ['époque t est exprimée par la for-
mule

(r— .y e (y— y €= A (5 5 e~ al)2

L’ (1-— e—20t)

3a
e

B

dx dy ds.

7. L’influence des coordonnées initiales va sans cesse en diminuant
lorsque z augmente.
Lorsque ¢ croit indéfiniment, la distribution des probabilités tend
vers la loi finale exprimée par la formule
_ Xyt

)

B
e

(5]

La probabilité pour que, finalement, le point M se trouve & une
distance du centre attractif O comprise entre r et r+ dr est donnée par
la formule

~dx dy dz.

72

e

4 rxe 3a
Vr 02
(%)

La valeur moyenne finale de rest —= —
\/Tr \/Sa
. 3 0
La valeur moyenne quadratique finale de r est%/—_ Nerh
2 a

La valeur de r qui a finalement la plas grande probabilité est —-

@z

—_—dr.

La valeur probable finale de » est 1,09 ..

2
e

8. Supposons que le point M parte initialement du point O; la pro-
babilité pour que, a I’époquer, il se trouve & une distance » de ce point



36 L. BACIELIER.

est

7

La probabilité pour que le point M soit en dehors de la sphere de
rayon R est

- /.I‘
had — 02
-;T; (I — 111&)
4 rre -
—l_' 3 dr.
\/TE o2 » %
— ([ — e 2
R 3a ( ¢ )

Les valeurs de R qui correspondent 2 Ia meéme probabilité (écarts

o1 — ¢~ 2l "

isoprobables) sont proportionnelles & Nerr
aa

9. Sphére d’autraction. — Le hasard tend & éloigner le point M du
centre O alors que I'attraction I'en rapproche; il est intéressant de
calculer la distance OM == pour laquelle ces deux actions s’¢qui-
valent.

En exprimant que les deux actions s’¢quivalent, on obtient facile-

o ¢
ment la valeur de g, ¢’est la quantité e
oa

Lorsque le point M est a Uintérieur de la sphire de rayon g, effet du
hasard 'emporte, en moyenne, sur lattraction et le point a une ten-
dance & s’écarter du centre O.

Au contraire, lorsque le point M est & Pextérieur de la sphere de
rayon p, I'effet de I'attraction prédomine, en moyenne, et le point M a
une tendance a se rapprocher du centre 0.

Tout se passe comme si la surface sphérique de rayon p attirait le
point M; d’ou la dénomination de sphére d’attraction.

¢ L) ooy
On peut remarquer que la valeur p == —\F_—; avait 6té précédemment
o
obtenue pour le rayon de probabilité maxima.
Cesta la sphére d’atiraction que correspond finalement la plus grande

probabilite.



LES PROBABILITES CINEMATIQUES ET DYNAMIQUES. 87

PROBABILITES DYNAMIQUES.

10. Nous allons ¢tudier le mouvement d’un point matériel soumis
a l'action d’une force dont la grandeur est constante et dont la direc-
tion varie constamment au hasard.

Notre analyse permeltrait de supposer que la force varie en grandeur
suivant une fonction donnée du temps mais le probléme ainsi généralisé
serait sans doute moins intéressant parce que la plupart des résultats
dépendraient de la forme particulicre de la fonction donnée.

Les principaux problémes que nous résoudrons sont les suivants :

Quelle est la probabilité pour que, & 'époque ¢, le point matériel M
soit animé d’une vitesse donnée?

Quelle est la probabilité pour que, & I'époque ¢, le point matériel
occupe une position donnée?

Galculer la probabilité pour que, a4 I'époque ¢, le point matériel
occupe une position donnée et pour qu'il soit, de plus, animé d’une
vitesse donnée.

Calculer la probabilité pour que le point matériel ait une vitesse
donnée quand il se meut dans un milieu résistant proportionnellement
a la vitesse.

Ges problémes présentant quelque  difficulté, nous étudierons
successivement les cas du mouvement dans un espace a une, deux
ct trois dimensions.

Espace a une dimension.

11. Propuime RELATIF AUX VITESSES. — Quelle est la probabilité pour que,
a l'époque t, le point matériel ait une vitesse donnée ¢?

Supposons qu'un joueur A perde, a chaque instant, une somme
¢gale & Paccroissement de la vitesse a cet instant; la probabilité pour
que la vitesse soite & 'époque ¢ est la probabilité pour que le joueur A
perde la somme ¢ en ¢ parties.

La force étant constante en grandeur produit, pendant chaque ¢lé-
ment de temps, une accélération ou accroissement de vitesse o pro-
portionnelle & cette force elle-méme et inversement proportionnelle &
la masse du point matériel.



88 I.. BACIHELIER.

Iy a, par définition, & chaque instant, égale probabilité pour que la
force agissc dans un sens ou dans I'autre et par suite égale probabilité
pour que o soit positif ou négatif.

Dans chaque ¢lément de temps ou, si l’on veut, a chaque partie, la
vitesse peut, avec égale probabilité, augmenter ou diminuer de la
quantité o et cette augmentation ou cette diminution estindépendante
des faits antérieurs; le joueur A a done, & chaque partie, égale proba-
bilité de perdre ou de gagner la somme a. Le probléme est donc le
suivant :

A chaque partie (supposée indépendante des autres) un joueur A a
égale probabilité de gagner ou de perdre la somme o; quelle est la
probabilité pour qu’il perde la somme ¢ en ¢ parties ?

Ce probleéme qui suppose a la fois Uindépendance des épreuves suc-
cessives et leur uniformité ne présente aucune difficulte.

La probabilité pour que la vitesse sovt v a l'époque t est

0%

YTy

e

N (AL
V2ot

Cette formule exprime la probabilité de la vitesse -+¢ ou de la
vitesse —¢; la probabilité pour que lavitesse soit Z=¢ aurait une valeur
double de la précédente.

12. L’amplitude des écarts est mesurée par la quantité yaz*¢; done:
Les vitesses croissent proportionnellement a la racine carrée du temps.

est la loi de croissance ordinaire, conséquence nécessaire de I'uni-
formité.

Le probléme est trop simple pour que nous nous arrétions aux con-
séquences qu’on peut déduire de la formule précédente. Dans le cas
des probabilités des deuxiéme et troisieme genres la question présen-
terait déja beaucoup plus d’intérét, mais comme clle ne constituerait
encore quun cas trés particulier des théories générales que jai
exposées antérieurement je ne crois pas utile d’insister sur ce sujet;
je citerai seulement, a titre I’exemple, le résultat suivant :

La probabilité pour que la vitesse maxima qui est atteinte dans I'in-
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tervalle de temps ¢ soit == ¢ est exprimée par la série

l;du [ e _ (e _(sene _t1e

e 2411/__36 2&"'l+5e 2“"[____’_6 2221 ]
T 7 +...].
VrVaatt

La valeur la plus probable de lavitesse maxima est 0,642 ... Jaa®r.
La valeur probable de la vitesse maxima est 0,8062 ... 2«*z et la

valeur moyenne de cette vitesse maxima est \/7” V2aiiouo,886 ... /202,

13. ProbLEME RELATIF AUX poOsITIONS. — Quelle est la probabilité pour
que, a U'époque t, le point matériel soit a une distance x de son point de
depart?

L'idée qui se présente le plus naturellement & Pesprit consiste i
employer notre méthode générale et & supposer qu’un joucur K perde,
a chaque instant, une somme égale & I'accroissement de la distance
pendant cet instant. La probabilité demandée est alors la probabilité
pour que le joueur K perde la somme 2« en ¢ parties.

Ce procedé ne conduit pas & la résolution de la question posée parce
que le jeu de K n’admet pas Uindépendance. D’aprés le principe de
Pinertie, le mouvement du point M dans un ¢lément de temps dépend
de la vitesse acquise antérieurement et par conséquent le jeude K pour
une partie dépend des faits antéricurs du jeu.

Pour tourner la difficulté, nous considérerons un jeu fictif pour
lequel, finalement, 4 Pépoque ¢, la probabilité d’une perte zscra égale
a la probabilité d’un écart de situation 2 du point matériel M, alors
que, pendant 'intervalle de temps compris entre zéro ct ¢, les écarts
relatifs & ce jeu ne correspondront pas avec les écarts de situation du
point M au méme instant.

La coincidence se produiraseulement a I'époque <.

Nous décomposerons I'action de la force considérée en ses actions
successives pendant les intervalles de temps (zéro, dt), (dt, 2dt),
(2dt, 3dt), ....

Au bout du premier intervalle de, sous Paction de la force, le point M
a parcouru une distance «d¢ (dans un sens ou dans 'autre, les deux
sens ayant méme probabilité) et, en vertu de U'inertic, ce mouvement

Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — Février 1913. 12
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se continue jusqu’a I'époque ¢, faisant parcourir au point matériel la
distance a.

L’action de la force pendant ce premier intervalle a pour effet de
faire parcourir au point matériel, dans un sens ou dans 'autre, la dis-
tance ot.

Considérons le second intervalle de temps (compris entre dz et 2dt);
au bout de cet intervalle, la force aura communiqué au point matériel,
dans un sens ou dans I'autre, un second déplacement a2z indépendant
du premier et qui, en vertu du principe de Pinertic, se perpéluera
jusqu’a Pépoque ¢, faisant parcourir au point, dans un sens ou dans
I'autre, la distance o (¢ — dt).

L’action de la force pendant ce deuxicme intervalle aura pour effet
de faire parcourir au point matériel, dans un sens ou dans Pautre, la
distance a (¢ — d).

L’action de la force pendant le troisicme intervalle aura pour elfet
de faire parcourir au point matéricl, dans un sens ou dans Pautre, la
distance a.(z — 2 dt).

L’action de la force pendant Iintervalle ¢lémentaive correspondant
au temps v aura pour ellet de faire parcouriv au point matériel, dans
un sens ou dans autre, la distance a(£— 7).

L’eflet de la force dans un intervalle ¢lémentaire ne dépend pas du
mouvement antéricur.

Le point matériel aura finalement pour abscisse & Uépoque ¢ la
somme des distances correspondant i yimcun des intervalles élémen-
taires.

La probabilité pour que, finalement, le point matériel ait pour
abscisse , est la probabilité pour que la somme des distances corres-
pondant & ¢hacun des intervalles ¢lémentaires ait pour valeur x.

Supposons maintenant qu’un joueur B perde ou gagne, 3 chaque
partie, une somme égale i I'effet produit par la force dans I'élément de
temps correspondant; c’est-a-dire que ce joucur ait égale probabilité
de gagner ou de perdre : la somme ot A la premicre partie, la somme
«(¢ —dt) & la deuxiéme, la somme a(z — 2de) i la troisiéme, ..., la
somme o(¢— 1) 4 lagi™e . Laprobabilité pour que le point matéricl
alt pour abscisse @ & 'époque ¢ est la probabilité pour que le joucur B
perde la somme & en ¢ parties.
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Les parlies successives étant indépendantes, cette probabilité s’ob-
tient en appliquant la formule du n° 6 de mon Mémoire sur les proba-
bilités continues

R

Y
j @ (7) dx

e 0
_ t
VT f o' (7)dr
0

dx,

o'(7) est le double de la valeur moyenne des carrés des pertes du
joueur B pour la partie élémentaire d’ordre t. Or, & cette partie, le
joueur a égale probabilité de gagner ou de perdre la somme (¢t — 7);
on a donce
- . T ,
o'(t) =2 {: [a(t-—<))* 4 ;[a(l — 1)) g
ct 'on en deduit

oL
/ o' (7) dr = %a%".

0

La probabilité pour que le joueur B perde la somme x en ¢ parties,
¢’est-d-dire da probabilite pour que, a l'époque t, le point matérel soit
une distance x de son point de depart est

dx,

\/1?\/—,3—0.2&3

Cette formule est relative & 1'écart + 2 ou a I'écart — x; la proba-
bilité pour que I’écart soit == z aurait une valeur double de la précé-
dente.

14. Courbe de probabilite. — La probabilité peut &tre représentée
par une courbe.
a?
e
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géométriquement cette courbe est bien connue mais sa déformation
est beaucoup plus rapide que dans le cas des probléemes classiques, le
temps y figurant a la troisiéme puissance et non a la premitre.

La courbe présente deux points d’inflexion pour

1 .
=t \/'gaz AR

Ces points d’inflexion s’¢loignent proportionnellement i la puissance -

du temps.

La probabilité relative 4 une abscisse fixe  commence par croitre
pour décroitre ensuite, clle passe par un maximum quand z est
abscisse du point d’inflexion de la courbe de probabilité.

15. L’écart moyen ou valeur moyenne de I’écart considéré en valeur
absolue croit proportionnellement & la puissance = du temps.
Lécart quadratique, ¢’est-a-dire la racine carrée de la moyenne des

. . \ . 3
carrés des écarts croit proportionnellement & lTa puissance f du temps.
L’écart probable est I’écart qui a autant de chances d’¢(re ou de ne
pas étre dépassé, il est proportionnel & la puissance = du temps.
Plus généralement, les écarts croissent proportionnellement a la puis-

3
sance = du temps.
2

16. Silinertie n’existait pas, les ¢earts croitraient, comme dans les
probléemes ordinaires du calcul des probabilités, proportionnellement
a la racine carrce du temps; ils croitraient en valeur absolue et déeroi-
traient en valeur relative (relativement & ¢).

L’existence de I'inertic change completement la nature du résultat;
les écarts croissent non seulement en valeur absolue mais encore en
valeur relative.

17. Les carrés des écarts croissant proportionnellement 4 la quan-
. o, 2 . v, v . . ye,
tité zo*¢*, on pourrait appeler cette quantité fonction d’instabilité,
mais elle ne posséde pas la propriété d’addition comme lorsqu’il y a
indépendance.
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La formule qui exprime la probabilité de 1'écart de situation z &
I’époque ¢ ‘

———dx
\/7?\ / %a”‘"‘

est un cas particulier de la formule

x?

e—?(/)

—-—_———d-ﬁ,
VeV ()

qui exprime la probabilité de la perte « & I'époque ¢ (probabilité du
premier genre) dans le cas le plus général ou il y a indépendance.
Quoique dansle cas considéré il n’yait pas indépendance, la similitude
de ces formules explique la similitude des résultats qu’on peut en
déduire. Mais cette similitude n’existe plus lorsqu’on considéere les
probabilités des deaxicme et troisiéme genres, ¢’est-a-dire les proba-
bilités relatives non plus & I'époque ¢ mais aux faits qui peuvent se
produire dans intervalle de temps ¢.

D’ailleurs Ie jeu fictif qui nous a permis d’obtenir la formule des
écarts de situation 2 n’est nullement I'image du mouvement réel du
point M pendant le temps 2.

Considérons, par exemple, le probleme le plus simple des probabi-
lités du second genre : Quelle est la probabilité pour que le point
matériel dépasse au moins une fois I'abscisse + a dans 'intervalle de
temps ¢?

Lorsqu’il y a indépendance, nous employons un raisonnement d’une
extréme simplicité faisant uniquement appel a des raisons de symétrie
(Mémoire Sur les probabilités continues, n° 27) et qui, pour le cas étudié,
se traduirait ainsi : Lorsque le point matériel franchit I'abscisse x (a
Iépoque ¢, pour fixer les idées), la probabilité d’un nouvel écart + y
(c’est-a-dire d’un écart total # +y) a 'époque ¢ est égale 4 la proba-
bilit¢ d’un nouvel écart — y (c’est-a-dire d’un écart total  — y) a la
méme époque.

Il est évident que ce raisonnement est inexact; lorsque le point
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matériel dépasse 'abscisse -+ @, sa vitesse est dirigée vers I'extérieur
et, par suite de cette vitesse acquise, la probabilité d’un nouvel écarty
sc produisant pendant le temps ¢ — ¢, est plus grande que la probabilité
de I’écart —y se produisant dans le méme temps.

Les analogies des formules relatives aux probabilités du premier
genre ne peuvent se généraliser aux probabilités des genres supérieurs.
Le méme fait se produit pour d’autres classes de probabilités connexes,
par exemple pour celles qui sont étudiées au n® 24 de mon Mémoire :
Sur les probabilités continues.

18. PROBLEMES RELATIFS AUX SITUATIONS KT AUX VITESSES. — Quelle est la
robabilité pour que, a ’époque (, le point materiel sott a une distance
)
de son point de départ et pour qi’tl soit animée d’une vitesse ¢

Imaginons trois joucurs A, B, G et faisons correspondre chaque
partie de leur jeu supposé continu & chacun des éléments de temps
compris entre zéro et ¢.

A chaqueinstantle joneur A perd une somme égale i 'aceroissement
de la vitesse ¢ & cet instant.

Le jeu de B est le jeu fictil défini au n® 13. A la partie d'ordre = ou,
si Ponveut, & Pinstant =, le joueur B a égale probabilité de gagner ou
de perdre la somme (¢ — 7).

Si I'on désigne par 2’ sa perte totale, 2" est dilférent de I'écart de
situation  du point M sauf pour I'époque ¢.

Lorsqu’il s’agira de probabilités relatives & U'époque ¢, nous pourrons
remplacer 2’ par  mais, s’il s’agissait d’une autre époque, la substi-
tution conduirait i un résultat erroné. Ce fait se concoit immadialement,
la partie la plus importante du jeu de B est la premitre, alors qu’au
contraire ¢’est le dernier élément de temps qui contribue le plus i faire
varier 'écart de situation.

Le joucur C fermera le jeu, c’est-d-dire que, & chaque partie, il
perdra la somme des gains de ses adversaires; sa perte totale sera
S=—¢—x.

Le jeu est équitable et les parties successives sont indépendantes ;
la probabilité pour que les joueurs B et A perdent respectivement les
sommes &’ et ¢ en ¢ parties est donc exprimée par la formule de la
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page 348 de mon Mémoire : Sur les probabilités & plusteurs variables ;
cette probabilité est
_q,.w"“-i—tp(u?—‘z‘l.r"o

e @1Pe—Y?
dx' dy.

2

TV, 05—,

@, est lafonction d’instabilité relative a2’ (n° 13), ¢’est-a-dire %aﬂz .

o, est la fonction d’instabilité relative a ¢ (n° 11), c’est-d-dire 2 a*¢.

7. s’obtient en formant le double de la valeur moyenne de I'augmen-
tation du produit «’¢ pour une partie et en sommant pour toutes les
parties de zéro i .

Supposons que, & la partic d’ordre =, les pertes soient x’ et o3 le
produit de ces pertes est alors 2/¢.

A la partie suivante, il y a probabilité % pour que le nouveau dépla-
cement du point matériel soit positif, alors 2’ augmente de « (¢ — ),
¢ augmente de e« et le produit '¢ augmente de la quantité

[#'+a(t—)][v+a]—a'¢=ax' 4+ va(t—7)+a*(L—T).

, e I '

Il'y a également probabilite - pour que e nouveau déplacement du
point matériel soit négatif, alors 2’ diminue de «(¢—=), ¢ diminue
de o et le produit 2’¢ diminue de la quantité

v — [ —a(t —1)][v—a] =az'+va(t—1T)—(L—1T).

L’augmentation moyenne de «’¢ & la partie d’ordre 7 est donc

a*(t — 7); pour I’ensemble des parties elle est
t

. o ?
f“ﬁ(l———f)d‘l‘: .t

7. est le double de cette quantité, on a donc

= o212,

La probabilité pour que, en ¢ partics, les joueurs B et A perdent
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respectivement les sommes et ¢ est alors

92
20122 [px! 4 S (20t
3

l A1)
3

[
dz' dv,

o2 [2

TL'V?:;—

A D'époque ¢, «'=x et, d’aprés la définition de ces quantités, les
P ’ ’
probabilités qui leur sont relatives sont égales. Il en résulte que la
probabilité pour que, a Uépoque t, le point matériel M sout a une dis-
tance x de son point de départ et pour qu’il soit animé d’une vitesse ¢ est
P % P

2
Xt fon - -l.Tu'J

YA
e 6
oy da dy.
T —=
T3
19. Cas v’use RESISTANCE DE MiLIEU. — On suppose que la résistance

est proportionnelle & la vitesse el que son expression est mke, m élan
la masse du point. Quelle est la probabilité pour que le point matériel
ait une vitesse ¢ a 'époque ¢?

Supposons qu'un joueur I perde, & chaque instant, une somme
égale & P'accroissement de la vitesse pendant cet instant et que, &
I'époque ¢, la vitesse soit v.

. o . . . U |

Dans T'intervalle de temps élémentaire suivant, il y a probabilité -

2
. .., R |
pour que lavitesse augmente dela quantité o — k¢ et probabilité ~ pour

qu'elle diminue de Ja quantité o + Av.
L’espérance du joueur H pour cet intervalle ¢lémentaire (ou pour
cette partie) est donc

X 1
;(a—*—/cv)-—- ;(oc———/m):.: kv,

L’espérance mathématique du joueur H est preportionnelle i sa perte
actuelle.
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La fonction d’instabilité pour la méme partie est
] 1 i
2 {;(a -+ Ao )2+ E(oc — ko) — k2 V'ZJ =2a.

Cette quantité est donc constante.

L’espérance mathématique du joueur II étant proportionnelle a sa
perte actuelle et la fonction d’instabilité de son jeu étant constante,
nous sommes conduits & un probléme de probabilités connexes du
premier genre (Consulter mon Mémoire : Sur les probabilités continues,
au n°® 18).

La probabilité pour que, en z parties, le joueur H ait perdu la
somme ¢, c’est-a-dire la probabilité pour que, & 'époque ¢, le point
matériel ait la vitesse ¢ est

¢
= TN — 2kt
T/ &t ——
/l‘

20. Lorsque le temps croit indéliniment, la distribution des proba-
bilités tend vers la loi finale exprimée par la formule

.

La vitesse moyenne finale est

o

ViV

La vitesse probable finale est

. o
0,47693. .. —-

21. La théorie des probabilités connexes i laquelle nous avons été
conduits permet de résoudre le probleme quand la fonction d’insta-
bilité et I'espérance dépendent explicitement du temps (Mémoire : Sur

Ann., Ee. Norm., (3), XXX, — Mars 1913. 13
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les probabilités continues, n® 25). Nous pouvons donc calculer la proba-
bilité d’une vitesse ¢ i 'époque ¢ quand laforce considérée est égale &
une fonction donnée du temps et quand la résistance du milieu est
égale au produit de la vitesse par une fonction donnée du temps.

Espace a deux dimensions.

22. Espace a deux dimensions. — Nous ¢tudions le mouvement d’un
point materiel dans un plan, la force qui sollicite ce point dans le plan
étant constante en grandeur et variant pour la dirvection au hasard,
toutes les directions ayant ¢gale vraisemblance.

Le mouvement du point considére M peut étre rapporté i denx axes
coordonnés Oz, Oy; Uorigine O des coordonnées étant la position
occupée par le point & Porigine du temps.

Dire (que la direction de la foree varie constamment au hasard revient
a dire que la probabilité pour qu’ un instant quelcongue elle fasse un

, ol
angle 0 avee axe des @ est —.
AT

[4

23. PropLEME RELATIF AUX VITESSES. — Quelle est la probabilité pour
que, a l’époque t, le point matériel soit animé d’une vitesse dont les comn-
posantes sont X et Y ?

On doit supposer que trois joucurs A, B, G perdent, i chaque instant,
des sommes égales aux aceroissements de X, Yet (X - Y) acet
instant; la probabilité cherchée est la probabilité pour que A perde Ta
somme X et B, la somme Y en £ parties.

Le jeu élant équitable, cette probabilite est donnée par la formule
appelée au ne 18

X Y.
TNy @y — 72

En employant le méme raisonnement qu’au n° 1, on voit immédiate-
ment que y, est nul par raison de symétrie et que o, == o, — 22/,
- i P~
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La probabilité cherchée est done

Xrgye
e *! :
T(/X dY.

T

La probabilité pour que la vitesse ait une valear donnée ¢ est

o2
«t
dy.

2¢€

La vitesse croit, dans I'ensemble, proportionnellement a la racine
carrée du lemps.

24. PropLiME RELATIF AUX poSITIONS. — Quelle est la probabilité pour
que, « l'époque t, le point matériel occupe une situation donnée?

Ils’agit de caleuler Ta probabilité pour que Ie point M ait pour coor-
données x, y a Pépoque ¢.

Comme dans le eas d’un espace & une dimension, nous décompose-
serons I'action de la force en ses actions suceessives pendant les inter-
valles de temps (zéro, dt), (di, 2dt), (2de, 3dt), . ...

Au bout du premier intervalle d¢ ¢t sous action de la force, le
point M a parcouru une distanece zde et il y a probabilité % pour que
ce déplacement fasse un angle 0 avee axe des 2.

En vertu de Uinertie, ce mouvement se continue jusqu’a I'époque ¢
faisant parcourir au point une distance «¢ dans une direction quel-
conque.

Considérons le second intervalle de temps (conpris entre deet 2 dt).
Au bout de cet intervalle, la force aura communiqué au point matériel,
dans une dircction quelconque, un second déplacement adz indépen-
dant du premier et qui, enverta du principe de U'inertie, se perpétuer:
jusqua époque ¢, faisant parcourir au point une distance (¢ — dt).

Pendant Pintervalle élémentaire correspondant au temps =, la force
aura communiqué au point matériel, dans une direction quelconque,
un déplacement «de indépendant des précedents et qui, en vertu du
principe de Pinertie, se perpétuera jusqu’al’époque ¢, faisant parcourir
au point une distance «(¢— 7).
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Le point matériel aura finalement pour abscisse a I'époque ¢ la
somme des projections sur I'axe des x des distances correspondant a
chacun des intervalles ¢lémentaires.

La probabilité pour que, finalement, le point matériel ait pour
abscisse « et pour ordonnée y est la probabilité pour que les sommes
des projections des distances correspondant & chacun des intervalles
¢lémentaires aient respectivement pour valeurs z et ).

Supposons maintenant que trois joueurs A, B, G jouent aux condi-
tions suivantes : A la partie d’ordre =, le joueur A perd une somme
égale & la projection de la distance (£~ =) sur l'axe des x, le joueur
B perd une somme égale & la projection de la distance a(¢—=) sur
Iaxe des y; le joueur C gagne la somme des pertes de A et de B.

La probabilité pour que, a I'époque ¢, le point matériel ait pour
coordonnées z, v est la probabilité pour que les sommes des projections
considérées soientx ety ou pour que les joucurs A et B perdent respec-
tivement les sommes x ety en ¢ parties.

Le jeu étant équitable, la probabilité cherchée est exprimée par la
formule

A

Pour obtenir g, (égal & o, par raison de symétrie), on doit former le
double de la valeur moyenne des carrés des pertes du joueur A pour la
partie d’ordre 7 et intégrer ensuite entre © =0 et 7 == .

Soient £ et les projections de la longuenr «(¢— 1) sur les axes,

c’est-d-dire les pertes de A et de B & la partic "ordre 75 on a
SHp=ot(t—r)
ou, en désignant par VM la valeur moyenne,
VME 4 VM2 o2 (L — )2
Ces valeurs moyennes étant égales par raison de symétrie, on a

VME = VM= 2 )
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La valeur moyenne des carrés des pertes du joueur A & la partie
J(l—‘?)

o 2 , .
d’ordre 7 est donc » on en déduit

W 9 9 9 e
a*(t—rz)? o L?
P % = ——.
' 2

J 3
Pour obtenir 7, on doit former le double de la valeur moyenne du
produit £ et intégrer entre = = o et = = ¢. Or la valeur moyenne de £C
est nulle car, & chaque valeur positive de ce produit, correspond une
valeur négative de méme probabilité, donc y est nul.

a‘.! 13

3 et 7 par

Remplacant dans la formule précédente, 2, et o, par

zéro, on obtient la probabilité pour que le point matériel ait pour coor-
données x el y a l'époque L.

e 3
S da dy.

V[ Samrrand
D]
On doit remarquer que le jeu considéré n’est nullement Pimage du
mouvement réel du point M pendant le temps ¢; il fait seulement con-
naitre expression de la probabilité 4 'époque ¢.

25. Laprobabilité pour que, aw bout du temps t, le pornt M soit a une
distance r de lorigine est

Les ¢carts de situation croissent proportionnellement & la puis-

3
sance ~ du temps.

26. PROBLEME RELATIF AUX SITUATIONS ET AUX VITESSES. — Quelle est la
probabilité pour que, a Uépoque t, le point materiel occupe une position
donnée (x, y) et pour qu'tl soit, de plus, animé d’une vitesse dont les
composantes sont X ¢t Y ?
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Imaginons cing joueurs A, B, C, D, E et faisons correspondre chaque
partie de leur jeu supposé continu & chacun des ¢léments de temps
compris entre zéro et Z.

Le jeu de A et B est le jeu fictif quia été défint au n° 24, A la partic
d’ordre = ou, si 'on veut, & instant =, le jouear A perd une somme
egale alaprojection de ladistance a(¢—=) sur laxe des z etle joucur B
perd une somme égale i la projection de la distance e(2 — 1) sur axe
des y.

St Pon désigne par 2 la perte totale de A et par y” la perte (otale
de B, & ety sont dilférents des coordonnées « et y du point M, sauf
pour I'époque ¢.

Lorsqu'il s’agira de probabilités relatives & Pépoque ¢, nous pourrons
remplacer &' par ety par y, mais il §’agissait "une autre ¢poque,
la substitution conduirait & un résulat erroné.

A chaque instant, les joueurs G et D perdent respectivement des
sommes égales aux projections sur les axes de Paceroissement de la
vilesse & cel instant.

Le joucur K ferme le jeu, il perd, & chaque instant, Ta somme des
gains de ses adversaires s sa perte totale est = —a2" 37-=X Y.

Le jew est équitable et les parties suceessives sont indépendantes s
la probabilité pour que, en ¢ parties, les joueurs A, B, G, D perdent
respectivement les sommes 27, ¥, X, Y oest exprimée par la formule
genérale de mon Mémoire @ Sur les probabilités a plusicurs varcables, il
suffit de changer les notations et de poser

- .)’-"5 .1'._,'“?')”, 2y X oy Y

Pour appliquer la formule, on doit, en premier licu, caleuler e déter-

minant
?1 VAR VAR B AT
VAR Y VAR VAR
VAR B/ AR "y AR
VAR AR N AR vy
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on a de méme, dCapres le ne 23,
Dy Ty T 2L
Il veste a caleuler Tes fonetions 7. On a d’abord
A AN A Rl A N )

considérons par exemple 7, @ cette quantité s’obtient en prenant le
double de la variation moyenne de v X pour la partie dordre 7 et en
intégrant le résultat entre === o et 7t = (.

Or, pour toute partie, ou pour tout intervalle éléementaire de, la
valeur moyenne de la variation du produit ' X est nulle car & toute
valeur positive de cette variation correspond une valeur négative de
méme probabilite; on adone 7, == 0.

Nous allons maintenant caleuler o, . et 7, . Supposons que, i la
partie d’ordre =, les quantités .-z","r', X, Y aient pour valeurs ""’lv.)/w
X, Y.

Pour former ., on doit caleuler le double de Ta valeur moyenne de
la variation du produit 2 X, velatif i la partic Cordre = el intégrer le
résultal entre =0 el 7 =1.

augmente

. . . ae o, dl) /
Or, & la partie dordre =, il y a probabilité -— pour que x|
“ 2T

, . , . ]
de wcosO(e - =)et X, de zcosO; il y a done probabilite — pour quele
' AT

produit ) X, augmente de la quantite
[ FacosO(t—1)]| X +acosl|— 0| X,
¢est-i-dire de fa quantite
a2z eosl - Xymeosl(t—1) + o cos*J(1 —1).

Pour calculer la variation moyenne de 2/ X, il faut multiplier Pex-
. ., ol . ..
pression précédente par = etintégrerentre les limites ) == o el = o}
o 2
. o7t
le résultat est — (t— =)

Pour obtenir 4, 4, on doit multiplier celte dernivre quantité par 2 el
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intégrer entre les limites T =o et == ¢; on a done finalement

ate?
VAR Rl A R
, . A
et le déterminant a pour valeur T

En se reportant i la formule du Mémoire cité précédemment, on
obtient I'expression de la probabilit¢ pour que les joueurs A, B, G, D
perdent respectivement les sommes =, y', X, Y en ¢ parties; cette
expression est

2
(22 4y ) — £ (X a7 Yy ) f-; (X2 Y2)

o

12

e

da' dy' dX dY.

T
— ot
12

Alépoque ¢, 2’ = @, y' =y et, d’apres ladéfinition de ces quantités,
les probabilités qui leur sont relatives sont égales. Il en résulte que :
la probabilité pour que, a l'époque t, le point matériel ait pour coordon-
nées x el y et pour qu'il soit, de plus, animé d’une vitesse dont les com-
posantes sont X et Y est

I
(a3pey?) = (X Y y)+ 3 (X2 4 Y%

o 14
e 12 )
= die dy dX dY.
T Lol '
—
12
27. (aS D'UNE RESISTANCE DE MILIEU. — On suppose que la résistance est

proportionnelle a la vilesse et que ses composantes sont mkX et mkY,
m €tant la masse du point. Quelle est la probabilité pour que le point
materiel ait, a l'époque t, une vitesse dont les composantes sont X et Y?

Supposons que trois joueurs H, K, L perdent, & chaque instant, des
sommes respectivement ¢gales aux accroissements de X, Y, — X — Y
pendant cet instant et que, & I'¢poque ¢, les composantes de la
vitesse soient X et Y; nous allons cétudier les variations de ces
quantités dans I'intervalle de temps ¢lémentaire suivant.

df .
pour que Ie joueur H perde la

Pour cette partie, il y a probabilité —
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somme o cos) —AX. Son espérance mathématique pour celte partie
est done

A 27T 0
»/ ‘()/T)T(acosf}——/.‘X):/.'X,
<0 o

elle est proportionnelle & la perte actuelle NX.
La fonction d'instabilité du jeu de H pour la méme partie est

2 [/ (o (‘,()SO——/.'.\')?ﬂ — /.‘2.\'3] = a?.
o

0

Cette quantité est constante.
On serait conduit au méme résultat pour le jeu de K espérance
mathématique serait £Y et la fonction d'instabilite, o,
Il faut maintenant ¢tudier le jeu de L.
Pour la partic considérée, il y a probabilité ;/—0 pour que L perde la
2 TC

somime
— o COSO 4+ kX —asinl - kY;

son espérance mathématique pour cette partie est done

V2T (IO
——/ ")—7;(—— ccosl—- kX —asinl +AY)=Ak(—X—Y);
0 o
elle est proportionnelle & la perte actuelle (— X —Y).
La fonction d’instabilit¢ du jeu de L pour cette partie est de méme

L
2 [f ;—/;?(-—a(:050+/.'§{—c/.si110—{~ Y)Y — [ (— X——Y){] =20,
. :

elle est constante.

Les espérances ¢tant proportionnelles aux pertes actuelles et les
fonctions d’instabilité ¢tant constantes il suffit, pour obtenirlasolution
du probleme proposé, d’appliquer laformule du n° 70 de mon Mémoire :
Sur les probabilites continues.

La probabilité pour que, en ¢ parties, le joueur I ait perdu la somme X
et le joueur K, la somme Y, c’est-d-dire la probabilité pour que, 2

Ann. Ee. Norm., (3), XXX. — Mans 1913. 14
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I’époque ¢, le point matériel ait pour composantes de vitesse X, Y, est

X2-4- Y3
i. =3kt
Pyl )

e

1

2k

dX dY.

(1 —e2kt)

La probabilité pour que, d I'époque ¢, la vilesse ait une valeur
donnée ¢ est

o2
i. (1— -2kt
20€

27
= dy.

| — 2kt

7 ‘)
Lorsque ¢ croit indcfiniment, la distribution des probabilités tend

vers la loi finale exprimée par la formule

i

ra
ok

) ('8

—— (1(1

'z/.‘

La théorie des probabilités connexes & laquelle nous avons été
ramenés nous permettraient de résoudre Jes moémes questions en sup-
posant que la résistance est ¢gale au produit de la vitesse par une
fonction arbitraire du temps.

Espace a trois dimensions.

28. Espace a trois dimensions. — Nous ¢tudions le mouvement d’un
point matériel sollicité par une force dont la grandeur est constante et
dont la direction varie au hasard, toutes les directions ayant égale
vraisemblance.

Le mouvement du point considére M peut étre rapporté a trois axes
rectangulaires Oz, Oy, Oz, la position initiale du point étant prise
pour origine des coordonnées.
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29. PropLEME RELATIF AUX VITESSES. — Quelle est la probabilité pour
que, a l’époque t, le point matériel soit animé d’une vitesse dont les com-
posantes sont X, Y, Z?

On doit supposer que quatre joueurs A, B, C, D perdent, & chaque
istant, des sommes égales auxaceroissements de X, Y, Z, (=X -- Y —Z)
a cet instant; la probabilit¢ cherchée est la probabilité pour que A
perde la somme X; B, la somme Y et C, la somme Z en ¢ parties.

Le jeu est équitable et d’ailleurs identique & celui qui a été étudié
au n® 1, il suffit de remplacer ¢ par a.

La probabilité cherchée est
P

3

=dX Y d..

La probabilité pour que, au bout du temps ¢, le point M ait une
vitesse ¢ est

ot
vy
hore !
o LA’ 7}
\/;C(',E.‘A"" 2
S
30. Analogie avec le mouvement de la chaleur. — 1.éguation du
30. Analog l t de la chal I

mouvement de la probabilité dans un espace 4 trois dimensions (con-
sulter mon Mémoire : Sur les probabilités a plusieurs variables, p. 346)

h dxt L dyr 4 0d3* o drdy 2 dr ds o dyds  JdL’

ﬁ 2f %y ()2./'_* vy PS  Zhe O *_'/.,1.3 >f A+_'/.,:»,,3 P’ f _of

est plus complexe que celle du mouvement de la chaleur, mais elle s’y
réduit dans un cas trés particulier lorsque, 'uniformité étant supposcée,
on a cn méme temps

/1,2== 0, /1,37= 0, V2,37 0,

P17= P27 Psy

I'équation du mouvement des probabilités n’est autre alors que I'équa-
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tion de Fourier
Q) (02./' f L{) _a

4\ o2t W: Jzr ) ot

4

Clest précisément ce cas particulier que nous avons rencontré dans les
problémes traités aux n* 1 et 29.

Ces problémes sont analogues a celui qui consiste i déterminer fa
température a I'époque ¢ du point 2, y, = d'un espace indéfini quand,
a origine du temps, il s’est produit a Porigine des coordonnées une
source instantanée de chaleur.

Pareillement, les problemes traités aux n® 5 et 23 sonl analogues i
celui qui consiste & déterminer la distribution des températures
I'époque ¢ dans un espace indéfini & deux dimensions lorsque, & Pori-
gine du temps, il s’est produit 4 Porigine des coordonnées une source
instantanée de chaleur.

= =

31. PRrOBLEME RELATIF AUX POSITIONS. — Quelle est la probabiliteé pour
que, a l’époque t, le point matcriel occupe une stiuation donnde?

Il s’agit de calculer Ia probabilité pour que le point M ait pour coor-
données z, y, = & 'époque ¢.

Comme dans les cas précédents, nous pouvons décomposer Uaction
de la force en ses actions successives pendant les intervalles de temps
(zéro, dt), (dt, 2dt), (2de, 3 dt), . ...

Au boutdu premier intervalle dz, sous 'action de la foree, Ie point M
a parcouru une distance «d¢ dans une direction quelconque et ce
mouvement se perpétue, d'apres le principe de Pinertie, avee la méme
vitesse jusqu’a I'époque .

Le point parcourt done une distance a¢ dans la premicére direction
qui lui est imprimée,

Pendant e second intervalle de temps (compris entre e el 2. de), la
force aura communiqué au point matériel, dans une direction quel-
conque, un nouveau déplacement o de indépendant du premier et, en
vertu de Uinertie, ce second mouvement se perpétuera jusqu'a
Pépoque ¢. Le second mouvement fera done parcourir au point M une
distance a(z - dt).

A Tinstant =, la force communiquera au point matériel, dans une
direction quelconque, un mouvement indépendant des précédents qui
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se perpétuera jusqu’a 'épogue ¢ et qui fera parcourir au point M la
distance a(t — 7).

La coordonnée 2 du point M & P'époque ¢ sera la somme des projec-
tions sur 'axe des 2 des distances correspondant & chacun des inter-
valles ¢lémentaires.

La probabilité pour que, finalement, le point matériel ait pour
coordonnées @, y, = est la probabilité pour que la somme des projec-
tions des distances correspondanta chacun des intervalles ¢élémentaires
aient respectivement pour valeurs @, y, =.

Supposons maintenant que quatre joucurs A, B, G, D jouent aux
conditions suivantes : A la partie d’ordre =, le joucur A perd une
somme ¢gale & la projection de la distance «(¢ — =) sur l'axe des .
Le joueur B perd une somme égale & la projection de la distance
a(t — <) sur Paxe des y. Le joucur G perd une somme égale a la pro-
jection de la distance «(¢ — 1) sur Paxe des =. Le joucur D gagne la
somme des pertes de A, B, C.

La probabilit¢ pour que, & Iépoque ¢, le point matériel ait pour
coordonnées x, y, = est la probabilité pour que les sommes des projec-
tions considérées soientx, y, s ou pour que les joueurs A, B, € perdent
respectivement les sommes x, y, z en ¢ parties.

Le jeu ¢tant ¢quitable et admettant Uindépendance, la probabilité
cherchée est exprimée par la formule du ne 1, il suffit de calculer les
fonctions o et 7 d’aprés les données du probléme.

Pour obtenir 2, (égal & o, et & g, par raison de symétrie), on doit
former le double de la valeur moyenne des carrés des pertes du joueur

A pour la partie I’ordre T et intégrer ensuile entre T =o ¢t T=1¢.
Soient &, 7, {les projections de la longueur «(¢ — t) sur les axes,
¢’est-a-dire les pertes de A, B, G i la partie d’ordre =5 on a

;‘_:z _i__.“'z 4 :z — a’(t——:‘)'l,

ou, en désignant par VM la valeur moyenne,
VM2 VM2 -+ VM= o2 (1 — 7)™

Ces valeurs moyennes étant ¢gales par raison de symétrie, on a

VMZE2= VMy2= VM2 = ?_(_’T—.E_)_
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La valeur movenne des carrés des pertes du joueur A & la partie
y

ot — 1) , .
d’ordre 7 est donc i ) > on en déduit
gl 1) 20t ()
ng;:j 0 - (,, dr — 22 .
0 o 9

Pour obtenir 7, ., parexemple, on doit formerle double de la valeur
moyenne de E'q el in tégrer entre T =0 ¢l 7 =¢ Or la valeur moyenne
de &7 est nulle, car & chaque valeur positive de ce produit correspond
une valeur négative de méme probabilité, done v, , est nul.

Y AN

Remplacant, dans la formule du n° [, les fonctions 2 par el les

fonctlionsy par zéro, on obtient la probabilité pour que le point matéreel
att pour coordonndes x, y, z a l'époque L :

rdop gtz

ST

La probabilité pour que, au bout du temps ¢, le point M soit & une
distance 7 de son point de départ est

77
:!d.y’”‘
[ 9
hrie
Are "y
AT AR
VT
9
32, PROBLEME RELATIF AUX SITUATIONS ET AUX VITESSES. — Quelle est la

probabilite pour que, @ Uépoque t, le point matériel occupe une position
donnée (x, y, z) et pour qu'il soit, de plus, animé d’une vitesse dont les
composantes sont X, Y, 41

Imaginons sept joucurs A, B, C, D, E, I, G et faisons correspondre
chaque partic de lear jeu supposé continu i chacun des ¢léments de
temps compris enlre zero el 4.

Le jeude A, de B et de Cestle jeu fictif défini an n” 31. A la partie
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d’ordre < ou, si 'on veut, & l'instant <, le joucur A perd une somme
¢gale & la projection de la distance o(¢2 — =) sur 'axe des «, le joueur B
perd une somme égale & la projection de la distance «(¢ — <) sur I’axe
des y et le joueur G perd une somme ¢gale & la projection de la distance
w(¢— =) sur I'axe des =.

Si'on désigne par 2/, ¥/, =" les pertes totales de A, B, C, ces quan-
tités sont différentes des coordonnées x, y, = du point M sauf pour
Iépoque ¢.

Lorsqu’il s’agira des probabilités relatives & I'époque ¢, nous pour-
rons remplacer x', ¥/, 2’ par x, y, z, mais s'il s’agissait d’une autre
¢poque, la substitution conduirait i un résultat erroné.

A chaque instant les joueurs D, B, F perdent respectivement des
sommes ¢gales aux projections sur les axes de 'aceroissement de la
vitesse & cet instant.

Le joueur G ferme le jeu, il perd, & chaque instant, la somme des
gains desesadversaires, sa perte (otale estn= —a’'—y'—z'—X =Y —Z.

Le jeu ¢lant ¢quitable el les parties successives élant indépendantes,
la probabilité pour que, en ¢ parties, les joueurs A, B, G, D, E, F perdent
respectivement les sommes 2, ', =/, X, Y, Z est exprimée par la for-
mule de la page 348 de mon Mémoire : Sur les probabilités a plusteurs
variables ; il suflit de changer les notations et de poser

v — ! o — ! 2. — o =X . — _
x =z, xy,== y', xy =2z, xr,= X, rs=1Y, xg="1.

Pour appliquer la formule, on doit d’abord considérer le détermi-
nant

P VAR VAR Bl AN VAR Bl AW
AR Dy — /2,3 Zo T /2 72,6

/a0 T /5,2 “F — Tk 7a.5 T 7.6
AR e T /s Qs — Ji5 AR

VAR B A 758 T /b @ AN
— /6,1 /62 T /6, 76,4 T /68 ‘3

On a, d’aprées le résultat obtenu au n° 31,

DY ANA
P17 Qo Oy=

2
(8}
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et, d’apres le n° 29,
20l
G~ D *

)

o o —
0, = Q5=

-Q

Il reste & calculer les fonctions 7.

Les fonctions v telles que 7, ; qui correspondent & une quantité 2’
relative & un axe et & une composante de la vitesse suivanlt un aualre
axe sont nulles. Considérons, par exemple, 7, ;5 celte quantité s'ob-
tient en prenant le double de la variation moyenne de 'Y pour la
partie dordre T et en intégrant le résultat entre T =o et v = ¢

Or, pour toute partic ou pour tout intervalle ¢lémentaire 2, lavaleur
moyenne de la variation du produit 2°Y est nulle car, & toute valeur
positive de celte variation, correspond une valeur négative de méme
probabilité; on a done 7, , == o.

Les fonctions telles que 7, ., relatives & deux quantités de méme
nature ', y ou telles que 7, relatives & deux quantités de méme
nature X, Y sont nulles, comme nous 'avons vu.

[1 faut maintenant caleuler les fonctions v (elles que 7, qui corres-
pondent & une quantité 2" suivant un axe el i une composante de la
vitesse X suivant e méme axe.

Supposons que, & la partie 'ordre =, les quantités 2/, ¥/, 3, X, Y, Z
aient pour valeurs 2, ), =, X\, Y, Z,.

Pour former y, ,, on doit calculer le double de la valear moyenne de
la variation du produit X, & la partic dordre = et intégrer entre
T=o0¢tT=>"L

Il résulte de Pégale vraisemblance de toutes les directions que la
probabilité pour que, dans un intervalle élémentaire de emps, la pro-
jection de lavitesse sur 'axe des 2 s’aceroisse de la quantité A (néces-
sairement comprise entre — o et -+ o) est (;l-/c-{-a c'est-a-dire que toutes
les valears de cet accroissement entre == 2 ont égale vraisemblance.

Si, & la partie d’ordre 7, la composante X augmente de la quantité 2,
&' augmente de la quantité A(¢—=). )

Iy a done, & la partie d’ordre =z, probabilité ’)% pour que le produit

x, X, augmente de la quantité

[+ 0(t—T)] (X 1) —.) X,
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¢’est-a-dire de la quantite

W)+ M X (L= 7)) ]

Pour calculer la variation moyenne de 2, X, on doit multiplier I'ex-

. ., d). ., .o -
pression précedente par - et intégrer entre les limites A = — o et
A=+ o, le résultat est

(L —T)dz.
o

Pour obtenir 7, ., on doit multiplier cetie derniére quantité par 2 et
intégrer entre les limites © = o el = =1¢; on a donc linalement

2 40

oty
AR Rl AW —;— .

a]‘.{AIE
5”
En se reportant & la formule générale et en y substituant les valeurs

La valeur du déterminant est

trouvées pour les fonetions ¢ ¢l on obtient la probabilité pour que,
en £ parties, les joueurs A, B, G, D, K, I perdent respectivement les
sommes x', ¥, =, X, Y, Z.

Alépoque t - x'=wx, y'=y, 3'=3 e, drapres la définition de ces
quantités, les probabilités qui leur sont relatives sont égales, de sorte
que la probabilité pour que les joueurs A, B, C, D, E, F perdent les
sommes ', y', &, X, Y, Z en ¢ parlies est la probabilité pour que, a
Uépoque L, le pornt materiel ait pour coordonnées x, v, = et pour qi’tl soit,
de plus, animé d’une viesse dont les composantes sont X, Y, Z; cetle
probabilité est exprimée par la formule

. P (L o,y
(2 y 2ozt ) — N Yy - L3 ) 4 = (XN Y2 2%

T
. o
T dua dy dsdX dY dL.
T
Gy

33. Cas v’use RESISTANCE bE MiLIEU. — On suppose que la résistance est
proportionnelle a la vitesse el que ses composantes sont mkX, mkY, mkZ,
m étant la masse du point. Quelle est la probabilité pour que le point ma-
ériel ait, a Uépoque t, une vitesse dont les composantes sont X, Y, Z?

dnn. Ee. Norm., (3), XXX. — Mars 113, 1h
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Il faut raisonner comme précédemment en assimilant la question
posée i un probléme relatif & un jeu; on est alors ramené aux proba-

bilités connexes du premier genre et la probabilité demandée est
exprimée par la formule

X2 4 Y342

3
-“—A_H—-e"’“)

eli

s dX dY dZ.

— 2 BE]
m\/m [gav/—; (1—e2ht )J

La probabilité pour que, & I’époque ¢, la vitesse ait une valeur
donnée ¢ est

o2
- —_
e (1—e—2kt)

./|V2e 3k

5 dv.
2

—Oi- — -kt 1*
3/‘.(1 e )J

Lorsque ¢ croit indétiniment, la distribution des probabilités tend
vers la loi finale exprimée par la formule

Va|

w

G

‘12)

>

Gore

— U-2 2
Va(57)

u.

Mécanique du corps solide.

34. Relativement & la mécanique des systémes, nous étudierons
seulement le cas d’un solide plan mobile autour d’un de ses points

qui est fixe; un certain nombre de forces dont la direction varie au
hasard agissant en des points donnés du solide.

Celui-ci étant initialement animé d’une vitesse angulaire v,, quelle est
la probabilité pour qu’il deviennc immobile pour la premicre fois é
Uepoque t?

Imaginons un joucur Il qui, dans chaque élément de temps, gagno-
rait une somme égale 4 augmentation de la vitesse angulaire ou
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perdrait une somme égale & la diminution de cette vitesse pendant cet
élément de temps; le probléme proposé se raméne immédiatement au
suivant :

Un joueur A posséde la fortune w,, quelle est la probabilité pour
qu’il soit ruiné en jouant exaclement ¢ parties ?

C’est un probleme de probabilités du second genre qui a été résolu
dans le troisicme Chapitre de mon Mémoire : Sur les probabilités con-
tinues.

Toutes les directions de toutes les forces ont égale vraisemblance,
c¢’est ce que nous entendons par le terme de forces variant au hasard.

Dans ces conditions, une augmentation de vitesse angulaire a un
instant quelconque a méme probabilité qu'une diminution de vitesse
¢gale et le jeu de 1 est ¢quitable ; il suffit alors d’appliquer la formule
du n°® 28 du Mémoire citeé.

La probabilité cherchée est exprimée par la formule

w?
-
0, € #

Ve,

dans le cas le plus simple olt le couple da au hasard est constant et,
plus généralement, par la formule

dt

w

e

w0 (2)e ¥
Vro(t)Ve (o)

lorsque le couple varie suivant une fonction donnée du temps.
|
La valeur du couple se déduit des grandeurs données des forces qui
>

agissent sur chaque point da solide.

Lorsque la fonction »(¢) est arbitraire (elle doit étre nécessairement

- . - . ! ‘ .

positive el croissante), les résultats que Pon peat déduire de expres-
sion précédente dépendent de la forme de cette fonction; le cas le
plus simple, qui correspond a la premiére formule, conduit & des
résultats intéressants.

dt,

Le solide finira par s’arréter car, si I'on intégre Pexpression de la
probabilité entre ¢ = o et ¢t = =, on trouve 'unité pour valeur de I'in-
tégrale, 'arrét se produira donc nécessairement.
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L’époque la plus probable de I'arrét est

2m2
=7
L'époque probable de I'arrét correspond & la durée qui a autant de
chances d’étre ou de ne pas étre dépassée, cette époque probable est
holv o2
) S 150
donnée par la formule ¢ = —17—‘1
1
L’époque moyenne de arrét est, par definition, Pespérance mathé-
matique d’un joueur K qui devrait toucher une somme proportionnelle
au temps que met le solide pour s’immobiliser. Celte espérance est
infinie.

35. Cas d’un frottement. —- Nous avons supposé que le mouvement
de rotation se produisail sans frottement; cette hypothése n’est pas
néeessaire i la condition d’admettre que les forces agissantes soient
constantes en grandeur et que le point fixe soit un centre de symdétrie
pour le solide, de sorte que le frottement soit divuniquement aux forees
agissantes.

Le jeu de H auquel nous pouvons toujours ramener le probleme
proposé quelles que soient les conditions admises n’est plus équitable,
mais il est uniforme etil suffit de Tui appliquer Panalyse développée au
n°31 de mon Mémoire @ Sur les probabilités continues.

La probabilité pour que le solide soit immobilisé pour la premiére fols
a l'époque t est

A T

e
(O e AL

Le solide est soumis & Paction de deux couples : Pun, da au hasard,
agit indifféremment dans les deux sens; Paulre, dia au frottement, est
toujours retardateur. Du fait de ce second couple le jeu de H est
désavantageux.

g, (qui est nécessairement négatif), est proportionnel 4 la valeur
moyenne du couple da au frottement, ¢’est-a-dire proportionnel i la
résultante de toutes les forces pendant Pélément de temps de.
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o, dépend du couple dt au hasard et du couple du au frottement
pendant 'élément oe.

La probabilit¢ pour que 'immobilité se produise pour la premiere
fois avant ’époque ¢ est

1 e 1 _ kg b, o
——;\/ e""~2 (/7 -+ —e Y [ P—)'ﬂ (l)..
\,/Tl' W -t g!;l \(/7:

-1,

\/;-'17_; v :Pl

L'immobilité finira nécessairement par se produire puisqu’elle se
produirait méme si le frottement n’existait pas.
La valeur moyenne du temps au bout duquel se produira pour la
premicre fois Pimmobilité n’est plus inlinie comme dans le cas ¢tudié
My

’ . 0O
précédemment, elle a pour expression — —=.
1

Pour montrer comment on peut caleuler 4, et o, nous allons consi-
dererle cas tres simple ol une seule foree Fodont la direction varie au
hasard est appliquée au point A dont la distance & Paxe O est r.

La pression exercée sur Paxe est constamment égale a F, le couple
divau frottement est done proportionnel & F (soit par exemple aF son
moment) et b, est proportionnel i al.

ce,odl) \ R . ’ :
Iy a probabilit¢ — pour que F fasse, & un instant quelconque, un
. 2T ’ ’
angle 0 avee OA et par suite pour que le couple dit au hasard ait pour
moment Frsin.
. . are, dD
[l'y a done, & chaque instant, probabilité — pour que le couple
- 2T *

résultant ait pour moment Frsinl) — al.
Lorsque le couple résultant a un moment donné c, lavitesse de rota-

tion du solide augmente de la quantité » k étant le rayon de

M/‘
iration du solide relativement au point O et M sa masse.

. . “ 4
Lorsque la vitesse de rotation augmente de la quantite 5> le.

joueur A gagne la somme M/

[I'y a done, dans chaque ¢lément de temps, probabilité — pour que
’ 2T
le joueur I gagne la somme

Frsing —al
M k2 ?
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¢, est lavaleur moyenne des gains de H dans un élément de temps; on
a donc
" Frsin0—aF db _  al
¥ / TME an s MR

o, est, pour un élément de temps, le double de la valeur moyenne des
carrés des gains et des pertes de H diminué du double du carré de la
valeur moyenne des gains; on a donc

_/”2 Frsing —aF\* (aF >2’
=) e MA)

36. Nous voyons, par ce qui précide, que les progres de la méea-
nique du hasard doivent étre intimement liés & ceux de la théorie des
probabilités connexes; c’est celte dernicre théorie qui nous a permis
de traiter le probléme du mouvement d’un point matériel dans un
milieu résistant et, inversement, la recherche de la loi des espaces
nous a conduits & une nouvelle classe de probabilités connexes que la
théorie pure n’etit certainement pas fait connaitre.

D’autres problémes de la mécanique du hasard conduiraienta I'étade
de nouvelles sortes de probabilités connexes : reprenons, par exemple,
le cas du mouvement d’un solide plan autour d’un point fixe par
rapport auquel il est symétrique : e solide part du repos, il est soumis
a 'action de forces dépendant du hasard et & I'action du frottement de
I'axe. Sil'on veut déterminer la probabilité pour que le solide ait une
vitesse angulaire w & 'époque ¢, on assimile, suivant notre méthode
générale, le probléme proposé 4 une question relative 4 un jeu. On
suppose qu’un joueur IH perde, & chaque instant, une somme égale &
'augmentation de la vitesse & cet instant; la probabilité d’une vitesse o
a I’époque ¢ est la probabilité d’une perte o en ¢ parties.

Le frottement étant toujours retardateur, le jeu considéré est avan-
tageux tant que le joueur perd, c¢’est-a-dire tant que le corps tourne
dans un sens, il devient désavantageux quand la rotation se produit
dans 'autre sens, c’est-a-dire quand le joueur gagne. La question pro-
posée conduit ainsi & une nouvelle sorte de connexité.

Considérons toujours le méme probleme, mais supposons que le

_(Q_ Fz,.z
am T (M/A%)?
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solide ne soit pas symétrique relativement i son axe; le frottement
dépendra alors des forces d'inertie, ¢’est-a-dive du carré de la vitesse.
Nous serons ainsi conduits & étudier de nouvelles probabilités con-
nexes telles que I'espérance élémentaire dépende du carré de la perte
actuelle.

La mécanique du hasard conduit donc & la considération de nou-
velles sortes de probabilités connexes.




