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SUR LES

EQUATIONS DU CALCUL DES VARIATIONS

Parn M. Serce BERNSTEIN.

e el G et

Les principaux résultals du présent Mémoire ont été résumés dans
trois Noles des Comples rendus des 28 février, 4 juillet et 18 juillet 1910
il est done inutile de les rappeler ici. Je veux smllcrnmxtajouter qu'un
certain nombre des propositions de la premiére Partie avaient déja été
données en 1go8 par M. Hadamard (*). Mais la méthode que jemploie
differe essentiellement de celle de M. Hadamard et des autres auteurs
qui, apres M. Hilbert, abordent directement le probleme du caleul des
variations en n’utilisant pas, ou presque pas, les équations différen-
tielles classiques. Pourmoi, ¢’est, au contraire, les (*quation% différen-
tielles qui occupent la place centrale; le caleal des variations n’est
qu'une application importante de la théorie générale des équations
du second ordre, dont I'étude se trouve seulement quelquefois simpli-
fie par les considérations du calcul des variations. Les deux points
de vae me semblent également légitimes, et peut-étre 'étude indirecte
du probleme du cul(_,ul des variations rendra-t-elle ce probléme plus
aceessible par les méthodes directes.

(1) J. Havasann, Sur le probléme d'analyse relatif i Uéquilibre des plaques élastiques
encastrees,
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PREMIERE PARTIE.

ETUDE DES ]"IQ(JA'I‘H,)NS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES
DU CALCUL DES VARIATIONS.

CHAPITRE 1.

CAS D'UNE SEULE EQUATION.

1. Nous verrons plus loin que les équations différenticlles ordi-
naires du calcul des variations se présentent, le plus souvent, sous la
forme

(1) yi==m fi(Ey Vi oo Yr Vs ooy Y1) (F==1,2, ..., n),

olt les /; sont des fonctions, en général, continues pour toutes valeurs
réelles des variables (sauf des valeurs particulicres de a, ¥, ..., ¥.)
et qui restent inféricures en valeur absolue & k(y? -yt ...+ ¥,
lorsquelesy; croissentindéfiniment, £ dépendantseulementdez, y,, ...,
¥, Nous appellerons les ¢quations (1) de cette nature éguations (L).
Un cas particulier important est celui ot les /7 sont des polynomes du
second degré par rapport aux y,; ¢'est la forme sous laquelle on peut
mettre toujours les équations de mouvement de Lagrange. Ce cas a été
¢tudié par M. Painlevé (') qui supposait, d’ailleurs, Ies fonctions /;
analytiques. Le résultat fondamental de cetle ¢tude est le saivant (*)

SEY 1y Vay ooy Ya lendent vers des valeurs fixes y), vy, ..., ¥, lorsquex
tend vers x, et que Lous les f; sont réguliers pour ces valeurs de x, y;, les
dérigées y; tendent également vers des valeurs finies.

(1) Lecons sur la théorie analytique des équations différentielles ; 1897,
(2) Loc. cit., p. 56o.
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Pour pouvoir appliquer dans la suite le théortme de M. Painlevé, il
est nécessaire de le présenter sous une forme un peu différente : ¢’est
ce que nous allons faire, en en donnant en méme temps une nouvelle
démonstration, basée sur la méthode des fonctions auxiliaires que jai
souvent employce dans la théorie des équations aux dérivées par-
ticlles.

Ftudions ici le cas d’une seule ¢quation et, pour fixer les idées,
supposons toujours cette équation analytique.

2. TwioriMe. — S¢ y est une solution analytique bornée, pour

ay < x < by, de Uéquation :
(2) ' Y= Sy y, ),

ot | f(x, y, y) <Ay -+ B, pour les valeurs considérées de x, y, la
dérivée y' sera également bornée.

En cffet, nous pouvons. sans restreindre Ja généralité, admettre
que y s‘annule pour == @, el @ == 0.

Par hypothése, on a

(3) Yo Ayt — B
or, p()S(HI.\' |
O
B M -+ "—;R y
ot M est Ie maximum de | y|; done
, w! wu” '
Y W Y VAR N

Linégalite (3) prend done la forme
"

7 w'

~ 2
RIS G
2Au LA u? ?

et, puisque w1, il vient
W'>-—2ABu.

Il existera certainement un point b, ot y' = «' = o. Admettons que,
a gauche de ce point, ' soit positif; alors on aura

o w0 AB el

v
(413

Ann. Ee. Norm., (3), XXIX. — Ocrosre 1912,
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et, en inlégrant,
— () > — 2 AB W (0) — ()],
W) << 2 ABwW?(0)

B owt(b)y _ B

. (BA M

12 , e —e .
yrle) <3 Aw(x) T aAT

Si« ou (ee qui revient au méme) y' ¢lail négatif, on n’aurait qu’a
remplacer y par — y. Le méme raisonnement sappliquera @ droite
de b. Donc, d'une facon géndérale,

(4) ly' < \/'-;"\ ¢,

Remargue. — On voitainsi que si, 2 tendant vers «,, y ne sTapproche
pas indéfiniment d'une valeur, qui fait croitre /indéfiniment, et ne
croit pas indéfiniment, il tendra vers une limite fixe, ainsi que sa
dérivée. On voitde méme que, si A et B restant finis, quelles que soient
les valeurs finies de a, y, Te point e «, ¢tail un point d’indétermi-
nation pour y, Péquation y == N aurait une infinité de solutions quel
que soil N.

3. La proprieté importante que nous venons de trouver des équa-
tions (L), dans lesquelles la croissance par rapport & v du second
membre west pas supcéricure o2, les distingue de toutes les autres
¢quations du second ordre.

Kn effe(, il est aisé de montrer que, si la croissance de [ par rapport
a y' est superieure «a 2, i peut y avoir des solutions bornées dont la
dérivée y' crotl indéfiniment.

Supposons, par exemple, que pour ¥ - o el assez grand, [ puisse
se mettre dans Ie voisinage de 2 -y, y -~ o sous la forme

,/"i‘—y”"lf\("'e.)’)'}/é,l (A,‘(!),

olt e tend vers zéro, lorsque y” croit indéfiniment, et m > 2.
Si Pon considire 2 comme fonction de y, 'équation deviendra

(H) al e A, Yy e,
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ot o =3 m, ele tend vers zéro avee 2 (pour x> o). Cetle équation
admet toujours une solution dilférente de la constante 2, se réduisant
pour y = o & a,, ¢l ayant sa dérivée 2’ nulle en ce point. Pour s’en
convainere, posons (a')'=% =z, aprés avoir remarqué que 1 — o > o;
Péquation (5) se réduira alors au systéme

du —1
(5 bis) ‘7;"",__Q[A(-T’}')—+—a].
O bis )
/ dr Tl'oi
—— mzu'
dy

Le systéme (5 00s) admel certainement au moins une solution (')
différente de @ = w,, w = o, prenant ces valeurs initiales pour y = o.
La courbe qui correspond & celte solution aura ainsi une tangente
parallele a axe des y; y" croitra done indéfiniment quoique v est
borné.

le dis, de plus, que si la croissance de f est supérieure @ 2, il existera
de tels points P et ), qu’aucune (rajectotre satisfaisant @ {'équation ne
pourra passer par ces deux points.

En elfet, soit A négatif, pour fixer les idées; nous concluons alors
de Péquation (5) que les (rajectoires tangentes en y =1y, & la verti-
cale ==, ainsi que celles pour lesquelles 2> o est assez petit,
tournent leurs concavités vers la droite. Toutes ces trajectoires com-
menceront done par s’¢loigner de la droite x = «,, lorsque y croitra;
il y aura, par conséquent, sur la verticale x = a, -+ v (1 > 0), pour v
sullisamment petit, des points ot ne pénétrera aucune des trajectoires
sortant de P(a,, v, ).

4. Revenons aux équations (L) et considérons Pensemble de points
(2, y) qui rendent infini 'un des coefficients A ou B du théoréme 2.
En entourant tous ces points de petits cercles et en isolant le point de
Pinfini par un cercle d’un rayon triés grand, on obtient up domaine Q
(qui peat ne pas étre connexe). Nous dirons quune trajectoire qui
joint deux points A et B de Q est régulicre entre ces deux points, sil

(V) Encyclopédie des Sciences mathématiques, . 1, vol. 3 @ Existence de intégrale
générale, par P. Painlevé. La solution sera cerlainement unique, lorsque m 3.
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existe un domaine Q, de meéme nature que Q, tel que la trajectoire
arrive de A en B sans sortir de Q,. Nous dirons, de plus, que la t ajec-
toire est simple entre A et B, s’il est possible de fixer un nombre assez
petit g, tel que deux trajectoires pour fesquelles on a constamment
ly — v | <&, | ¥ — ¥ |<e ne se rencontrent pas simultanément &
Pintéricur d’un cercle de rayon p aussi petit qu’on veut, décrit autour
de A comme centre, et a intérieur d’un cercle de méme rayon décrit
autour de B la trajectoire sera dite multiple dans le cas contraire (une
trajectoire peut ¢évidemment étre simple entre deux points A et B,
sans étre simple entre deux poinls A, et By compris entre les pre-
miers). Ceci pose, nous allons démontrer le théoréme suivant

Tuiorine. — Soient o et w, deux domaines simplement connexes
situés dans £, si loutes les lrajectoires salisfaisant a une équation (L) (")
qui vont de w @ o, sont uniformément régulicres el simples, le nombre
de trajectoires qui joignent un point A de o a un point B de o, est le
méme, quels que sotent les points A et B de ces domatnes.

Le motl uniformément cxprime évidemment que toutes les (rajec-
(oires en question restent d intérieur d'un méme domaine Q.

Soient B et B, deux points de o, qu’on pourra joindre par une ligne
polygonale, dont les eotés seront paralléles aux axes, enticrement
contenue dans o,. Admettons qu'il existe une trajectoire passant par A
et B. Puisqu’elle est régulicre, elle aura (4 cause du théoréme 2) une
tangente bornée et, en particulier, la valeur de y" en A sera égale i un
nombre fixe o,. En vertu d'un théortme connu, on pourra lixer un
nombre déterminé € (el que, pour|o — %, | e el pour z, < x < a + ¢
(en désignant par x,, y, et z,, y, les coordonnées de A el B), on
puisse représenter la trajectoire AB et Les trajectoires voisines passant
par A, par 'équaltion

((;) y = ?(.I',(Z),

otz est une foncetion continue de 2 et o (holomorphe, si / est sup-
posée analytique ). De plus, la trajectoire AB é¢tant simple, o est mono-

(1) Pour simplificr les raisonnements on poucra supposer, dans la suite, Ia fonction f
analytique.
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tone par rapport a o, pour (v — x,)* + (v — v, )*<?*; cette dernitére
M Soralifa ‘a1 v o N s M 20 A N v ~ [ 2 s e h 1
inégalité, d"ailleurs, peat toujours étre supposée réalisée par le choix
convenable de € et de o. Ainsi, on aura

S v, dy -+ E) <C’J(-’L‘, “ﬂ)a

2 ( :
7) [ 9, o0—2) > g (x, o)

(si I'on suppose g décroissant pour fixer les idées). Soit alors B le
sommel voisin de B de la ligne polygonale BB,. Je dis que sur le
coté BB 1l y aura un petit segment BC,, dont tous les points seront
rencontrés par des courbes de la famille (6). En effet, la droite BB’
aura pour ¢quation x ==z, ou y =y,; dans le premier cas, il s’agit
de résoudre I'équation '

pour ¥ voisin de v, ; dans le second cas, '¢quation

yl = '.P(.l'.‘ U")’
pour z voisin de .

Dans le premier cas, le point G, aura évidemment pour ordonnée
(@, oy 2) si, pour lixer les idées, on suppose B’ plus bas que B.
A partir de Gy, on pourra consteaire de fa méme facon un segment G, C,,
tel qu’il soit rencontré par les trajectoires, dont la dérivée v en A est
comprise entre o, -+ € ¢l oo -+ 2¢, ¢t ainsi de suite. On arrivera néces-
sairement au point B” en répétant un nombre limité de fois la méme
opération, car, autrement, cela prouverait qu’il existe des trajectoires
allant de A en o, dont la dérivée ne serail pas bornée.

Dans le sccond cas, 'équation y, =2 (2, 2) admettra une solu-
tion (e, — e < o < oy + &), pourvu que | & — x| < z<pg, carlesiné-

galités (7) donnent

y(&,oy+e) =y, <o,  g(@,a—e)—)1>0.

Cette fois, la grandeur du segment BC, est égale au nombre déter-
miné €; par conséquent, en répétant la méme opération un nombre
limité de fois, on arrivera 4 B'.

On passera ainsi d’un sommet de la ligne polygonale & un autre,
jusqu’a ce qu'on arrive 4 B. Donc une trajectoire réguliere AB se
transformera, toujours par continuité, en une trajectoire réguliére AB,.
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I serait dailleurs impossible que deux trajectoirves différentes, passant
par A et B, conduisent & une méme trajectoirve passant par A et B, car
cela signifierait que la (rajectoire AB, n’est pas simple. On en conclut
que le nombre des (rajectoires passant par A et B est le méme que
celui des trajecloires qui passent par A, et B,. C. Q. F. D,

5. Dans les applications qui vont suivee on supposera, en général,
que le domaine  se rédait @ un cercle de rayon aussi grand qu’on le
veut, ce qui signifie que / n'a pas de singularités & distance finie,
Nous dirons alors que 'équation (L) est régulicre, st toutes les trajec-
totres joignant dewx poinls de L sont uniformément régulicres. (11 est
évident que, malgre la réegularité dune trajectoire entre deux points,
celle-ci peut devenir infinie apres avoir dépasseé ces points.) Sila
méme propri¢té a lien dans un domaine déterminé o seulement, on
pourra aussi dire, pour abréger, que Uéquation est réguliore dans e
domaine w.

On appellera clusse d’un domaine o, par rapport & un point A, le
nombre maximum de trajectoires rogulicres qu’on peut faire passer
par A et par un point donné de w; si ce nombre est fini, quels que
soient m oA, co sera la classe de Péquation considérée.

1 que:
Par dewr points donnés, on peal toujours faire passer une et une seule

En adoptant ces délinitions, on déeduit du théoréme

(rajectoire régulicre satisfaisant & une équation régulicre donnée de pre-
micre clusse.

En effet, le nombre des trajectoires sera le méme quels que soient A
¢t B ce nombre ne peut done étre différent de 1.

Pour reconnaitre qu’une équation (L) est régulicre, il suffira évi-
demment dindiquer « priord une limite supéricure du module de la
solution, quels que soient A et B.

6. Application. — Considérons Iéquation
(8) SV ACTR N

ott Sestfini pour x, y, ¥ finis et ne croit pas plus rapidement que y*
poury inlini; si f,, >k > o, il existe toujours une (rajectoire unique
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passant par dewy points fixes quelcongues ('), En effet, la différence ¢
entre deux solutions de Péquation satisfait i une ¢quation linéaire de
la forme

(9) 3= A+ B3,

ot B> o3 on en conclut que ¢ ne peut pas avoir ni de maximum positif,
ni de minimum négatil (la conclusion subsiste, méme si B, ¢’est-
a-dire /7, sanmule). Par conséquent, il ne passe jamais plus d’une tra-
jectoire par deux points. Daulre part, on peut mettre (8) sous la forme

Y= Sl 009" - ¥y (e, Oy, v (o<l <<r);
done, si ) atteint son maximumn positif M, on aura y”~ o, d'on

[(x,0,0) I.
A 27~ K

Mok

ety de méme, Te minimum m satisfait a Pincgalité

e [y 0,0) _ I
— e ‘/‘ ...... - —y

m
K Ik

st Loest le maximnm de | /(z, 0, 0) | dans Pintervalle considére.

[ est intéressant dexaminer fe cas ot /7 peut s’annuler, ot fa
seconde partie du petit raisonnement que nous venons de faire n’est
plus valable. Dans ce cas, on verra facilement qu’on pourra donner
une limite supérieure de | v, si lon sait qu’il existe une solution qui
passe par deux points qui ont les mémes abscisses que les points con-
sidéres, car il suffira d’envisager la différence entre la solution cher-
chée et la solution donnée, en se rappelant que le module de celte
différence |a cause de ()] ne peut avoir de maxima. Grice a cette
remarque, il sera, en général, facile de décider si le probléme est
possible. Il est ailleurs certain que les deux cas peuvent se présenter
pour /1. = o. Considérons, par excmple, I'équalion

Yy

qui n’admet pas plus d’une solution passant par deux poinls fixes ;

(1) Je publie ici, pour la premiore fois, la démonstration de ces Lhéorémes que javais
énoneds, en avril 1901, dans une Note des Comptes rendus.
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son intégrale générale sera
Y= yoy=—log cos(w — ),
et Pon vérilie immeédiatement que toutes les solutions passant par
I'origine sont données par la formule

— o COS 7 R v 1 R
Yy =10

P—— — f— () — m
P eos (i —.u,) P cosw — o sine

ol e est la dérivée y a l'origine. On voit qu’on pourra faire passer la
trajectoire par n’importe quel second point, dont |2 | <7 ; mais il sera
impossible de la faive passer par un point ot | 2| "=, car lavaleur deo,
sera loujours déterminée sans ambiguité, mais y cesse d’étre fini si
Pintervalle est ¢gal ou supéricur i =.

liemarque. — Dans Ta Note que je viens de citer, jai donné égale-
ment la proposition suivante, relalive aux équations qui n'appar-

. . ‘ ) . . .. Jd/ .
(ienment pas a la classe (L), mais satisfont i la condition -(-)—/); 0:

Stlon peut mener une trajectoire régulicre par A et By ainsi que par A
et By, les points B, et B, ayant les mémes abscisses, il est également pos-
stble de mener une trajectoire AB s le point B a la méme abscisse que B,
et B, et Cordonnée comprise entre les ordonnces de By et B,.

La proposition est une conséquence de ce fait que la trajectoire AB,
sielle existe, est nécessaivement comprise entee AB, et AB, (¢est-
a-dire, par exemple, ¥,y y.) et, de plus, on a aussi

! il !
VEEINEEIVET

aux points de mémes abscisses, puisque chacune des différences entre
deux solutions telle que (y, — y) partant de la valeur zéro sera néces-
sairement monotone.

7. Le théoréme du paragraphe 5 peut étre géncéralisé d’une facon
assez remarquahle.

Tukoniye. — Toutes les équations réguliéres sont nécessairement de classe
Jinie et impaire dans un domaine fini quelconque o s st 2k + 1 est la classe
d'un domaine o par rapport & un point A de ce domaine, le domaine o
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se décompose en des régions w,, ©,, ..., W, (séparées par des lignes
conjuguces), telles quiil passe un nombre ¢ impair de trajecloires régu-
licres par A el par un point quelconque de ;. Ainsi il passe toujours,
par deux points donnés arbitrairement, aw moins une trajectotre d’une
équation régulicre donnée.

La remarque essenticlle sur laquelle repose la démonstration est la
suivante : puisque 'équation considérée est régulicre, done la famille
des trajectoires passant par un point donné A(x,, y,) aura pour
équation

y=9(z,a),

ot z est une fonction analytique de 2 et o (« est la valeur initiale de
la dérivée) qui reste holomorphe tant qu’elle est finie, et qui devient
infinie ou tend vers une limite finie, lorsque 2 tend vers une valeur
quelconque x,. (Les points d’indétermination sont manifestement
exclus, car au voisinage ’an point d’indétermination, la dérivée au
moins ne serait pas bornée.)

La premicére conséquence qui en résulte est que le nombre de tra-
jectoires passant par A et B ne peut différer du nombre de (rajectoires
passant par A et G que si, sur toute ligne joignant B 4 €, il existe des
points D, ot 'on a simultanément

y=g(a, o) el —L == o,

Il existera, en effet, un pointD (ce point peut ére confonduavee Bou €),
tel que Pune au moins des trajectoires AD ne soit pas simple et, en
ce point, on aura nécessairement

Nous sommes ainsi amencés a considérer comme Jes scules frontiéres
possibles entre les régions, ot les nombres des trajectoires sont diffé-
rents, les ensembles de points satisfaisant aux équations y = g(x, «)

dy . . . . .
el == == o. La fonction o étant holomorphe dans le voisinage de =, o,
deux cas sculement sont Jogiquement possibles.
A . . . . . dq
If pourrait "abord exister des valeurs isolées de 2 qui annulent ﬂ

Ann. Fe. Norm., (3), XXIX. — Ocropne 1g1z. 56
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quel que soit o, tant que ¢ reste holomorphe, et & chacune de ces
valeurs de x correspondra alors une valeur bien déterminée de y;
toutes les trajectoires correspondant i des valeurs de e d'un intervalle
(o, <o <a,) passeraient par ces points isolés; done, « variant conti-
nament, elles ne quitteraient ces points que pour s’en aller brus-
quement & Pinfini, ce qui est impossible, puisque toutes les trajec-
toires passant par ces points sont uniformément régulicres. Ce cas
doit done etre exclu & cause de la régularité de I'équation = les points
conjuguds isolés ne peuvent pas se presenter dans le cas des dquations
régulicres.

o
do
définit, dans le voisinage de (@, ), @ comme fonction holomorphe

Nous devons donc admettre que '¢quation analylique =0

2

. R )t . Jdo
(](} o, ¢car on ne l)(‘,llt, avolr en meme ((fll)[)h’ s 0 () [)UlS(lUU —
: o dx o

/

satislaiC i Péquation linéaire aux variations ). Les équations y == 9 (x, =)
el 9% _. o définissent done un ave de courbe analytique a == by (),
Jdz ) \ %

y =P (a). Celte courbe se prolongera indéfiniment et admettra, i
distance finie, des points singuliers isolés ('), qui ne pourront se pré-

) J%e
senter que lorsque = -L == o,
e

Cela ¢tant, si Pon traverse une telle courbe frontitre en un point
)= N . . .

27 o), le nombre de trajectoires variera de 2 parcon-
A ) L

ordinaire (()l'l

\
séquent, ce nombre variera de 2, si 'on traverse la fronticre en n’im-
porte quel point. Ainsi, tout le plan se décompose en une suite de
régions telles que les classes de deux régions voisines (séparces par
des lignes) different de 2.

Or on sait, d’apres M. Picard (Journal de Mathématiques, 1890 ) que
siles coordonnées (x,, v) d'un point B different assez peu des coor-
données (2,,y,) du point A on peut obtenir, par la méthode des
approximations successives, une frajectoire passant par ces deux

(') Ces points singuliers soront nécessairement des points de rebroussement; on
vérifiera également que ces courbes, dont Uensemble constitue la ligne dite conjugude du
point A, s'étendent 4 linfini de part ¢t d'autre, sans avoir de tangentes verticales; deux
branches ne seront jamais tangentes eutre elles.
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points. De plus, il n’y aura pas d’autre trajectoire remplissant les
mémes conditions ct telle que || et | »'| restent inférieurs i un cer-
tain nombre fixe.

Done, dans le cas de 'équation réguliere, il y aura une certaine
petite région prés de A telle qu’il y aura une et une seule trajectoire
passant par A el par un point B de cette région. IEn rapprochant cette
remarque du résultal que nous venons d’obtenir, on arrive & la con-
clusion annoncée.

Rerncrque. — Dans le cas ou Ion sait @ priori que le nombre de
solutions ne dépasse jamais 1, on peut conclure réciproquement, du
fait que I'équation n’est pas réguliere, que le probléme de mener une
trajectoire par deux points fixes n’est pas toujours possible pour cette
équation. Mais, dans le cas ot le nombre de solutions peut étre quel-
conque, la réciproque cesse d’étre exacte. Il peut étre utile alors d’in-
troduire une nouvelle définition.

Si'on considere toutes les paires de points A et B de Q par lesquels
il passe un nombre quelconque » de (rajectoires régulitres, on dira
que Péquation est relativement régulicre si, en choisissant convena-
blement, pour chaque paire de points A el B, une trajectoire simple (AB),
on peut obtenir des trajectoires uniformément régulieres. On voit
immediatement que si Péquation est relativement réguliere, il existera
toujours au moins une (rajectoire régulicre passant par deux points
donnés. I est tres probable que la réciproque de cette proposition est
exacle; en toul cas, on se rend compte facilement que sile choix des
trajectoires (AB) est impossible, méme lorsqu’on n’exige pas que
celles-ci soient simples, le probleme de mener une trajectoire par
deux points donnés ne sera pas toujours possible.

La valeur pratique de cette remarque est cependantassez médiocre,
car il n’est pas facile de décider, avant U'intégration, si une équation
est relativement régulicre.

Au contraire, il est en général facile de reconnaitre @ priori si une
équation est réguliere, et ¢’est pour cela que le théoréme précédent

pourra souvent ¢tre utile.

8. Appliquons les résultats qui précédent a I'équation i laquelle
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satisfont nécessairement les extrémales, ou trajectoires, relatives a
'intégrale
Xy
(ro) f Flz, v, y") dx (Fyn>o0).
X
(est Péquation bien connue d’Buler qui se met sous la forme

Floe Tl — T .
(1) y'= “’L‘“J“;;;f‘-‘”"?“? = [(x, ¥, ¥')-
[ yl'l

Cette ¢quation appartiendra, par définition, a la classe (L), si la
croissance de I'expression f(x, y,y’) pour y" infini n’est pas supé-
rieure a 2.

Il est ais¢ de voir que ce cas se présentera toujours, lorsque la crois-
sance o. de §, par rapport & y', sera supéricure @ 1. En cffet, admeltons
que & et ses derivées des deux premiers ordres croissent algébrique-
men( pour y" inflini, de sorte que

T,y y" ) ==y (A (e, y) 6]y Bl F Ao, ) 461 ... (A70)

\ , 1
ol les e tendent vers zéro avee =
Par constéquent, ’

Sy, ) o e Ly 2 [mr Y) ‘“ ”] yie] I [Cla,y) +e ]

a(o—1)|y'|* e 1)

On voit ainsi que non seulement si « > 1, mais aussi, d’une facon
générale, si @ =541, a=£ 0, la croissance de /n’est pas supéricure i 2.
Jat surtout signalé le cas de o> 1, car ¢’est celui qui se présente le
plus souvent, puisqu’on a nécessairement -1, lorsque le terme prin-
cipal de 7 est indépendant du signe de y (la condition g, > o étant
remplie). Mais on voit bien que la conclusion subsiste, si ce (erme
principal prenait des valeurs différentes pour -+ = et — =; dans ce

cas, 'ordre o de Pune de ces valeurs serait toujours supéricur ou
égal & 1, en vertu de la condition 4., > o, tandis que Pordre de la
su,mul(e pourrail étre quelconque (non négatif)). Ainsi, dans tous les
cas, pour que l’(’-quali(m (1 r) soit de la classe (L), o suffic qu’aucun
des ordres de croissance de g ne soit ¢gal & o el 1.

Cette condition n’est manifestement pas néeessaire, mais, dans ces
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cas exceptionnels, ot 'ordre est o ou 1, on pourra toujours examiner
directement I'équation d’Euler et voir si elle appartient ou non 4 la

classe (L).

9. Considérons quelques exemples :

1° Soit §(x, y,y") = y*+ siny. Dans ce cas, @« ==2; |'équation
d’Buler sera donc de la classe (L); en I'écrivant, on a effective-
ment y” == cosy.

2° Soit (@, y,y") ="+ o(z, y). Dans ce cas, « est infiniment
grand et il ne serait pas rigourcux de conclure immédiatement que
I'équation d’Euler est de la classe (L). Pourtant il en est bien ainsi,
puisqu’elle a la forme y"= }7:——:_—: -+ o, et il serait facile, sans doute,
de préciser les conditions qui permettraient d’appliquer immédiate-
ment le résultat précédent aux cas de croissance transfinie.

Mais, au licu de nous arréter sur cette question, considérons deux
exemples relatifs au cas limite, ot o =1.

30 Soit #(w, ¥, ¥') = y* + 1+ y". L’équation d’Euler correspon-
dante sera

.'VI/: 2},(' +.,.V’2 ).5

Elle ne rentre pas dans la classe (L).

4° Soit F(x, v, ¥') = 1+ y* - y*. Dans ce cas, I'équation d'Euler

devient
Y=y 4 i),
et Pon voit qu’elle appartient & la classe (L).

Nous voyons que, dans le cas de o =, ’équation d’Euler n’est pas
néeessairement de la classe (L). Cest ce qui se présente dans
I'exemple (3) qu’on sait intégrer.

Nous devons donc vérifier ce fait, qui semble paradoxal, qu’il
n’existe pas, en général, d’extrémale passant par deux points donnés
M,, M,, et rendant minima l'intégrale

W My
[l

My

quoique celle-ci admette toujours, évidemment, une limiteinférieure.
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. . » p ~ N I
Il suffit ’envisager les points M, (0, 0) et M, (:, :z> et de remarquer

que U'intégrale générale de I'équation

3
2

Y=y 4yt

est

de sorte (qu’on

Or cette ¢galité est naturellement impossible, puisque le second
membre est complexe quel que soit G. On vériliera que Vordonnée
maxima & du point M, qu’on pourrait joindre & M par une extrémale,
st déterminée par I'équation

0
o J \/

Nous n’approfondirons pas ici ce cas exceptionnel (1), ot I'équa-
tion ’Buler n’appartient pas i la classe (L). Placons-nous, au con-
traire, dans le cas général ou elle appartient a la classe (L). Cecl
aura lieu, par exemple, si 'on peut fixer un nombre positif £, tel que

r
o

" -«
ya = I 0,

car alors la croissance de  est au moins égale 4 2. Dang la suile,
nous supposerons toujours remplie seulement 'inégalité 7)., > o.

10. Considérons d’abord le cas de 2 > 1 ot Uon sait, d’aprés ce qui
précede, que Péquation d’Euler est nécessairement de la classe (L).
Je dis que st, dans un domaine Q déterminé, mais aussi grand qu’on le
veul, la croissance o. de 3(x, y, y') par rapport iy’ est supéricure a 1;

. oF PV
st, de plus, = admet une borne inféricure pour y > o et unc borne

dy

(') Dans ce cas, et dans ce cas seulement, il est atile de mettre le probleme sous la
forme paraméirique.
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supericure pour y < o, Uéquation d’Euler est réguliére. I{ passe donc
toujours un nombre impair extrémales par deux points guelcongues.
En effet, nous pouvons admettre, sans restreindre la généralite, que
les points considérés sont sur 'axe des x, et que 'extrémale reste entre
ces deux points d’'un méme cote de 'axe; soit, par exemple, y > o.
Dans ces conditions, il existe, par hypothése, un nombre fixe M (en

- TS OF :
général négatif), tel que 7 > M.

Or, de 'équation (’Euler

d (05 _ oF
dz \dy') — ()y’
on lire, par intégration,

0F \rw T
2 — f—— —dx > M(b—
(r2) (()_y’)..»__—.,,,“ (/J," dy da > M(b—a),

quelles que soient les abscisses @, et #, des points de 'extrémale.
Choisissons ces abscisses de sorte que x, corresponde 4 la plus grande

s

valeur positive de y', et que @, (z,>2,) corresponde & y =o

£ 3 ()-T
(ety " o); la valeur Jy

; au sccond point sera alors inférieure & un
nombre N qu’on peut lixer d’avance <car si y' croissait indéfiniment
ki
Jdy’
tirera done de inégalité (12), mise sous la forme

. DF 05 Ny
( 19 bLs ) (\D‘:)"I )l..:?;"’(’ - <-(‘)3'/7 )v,.:_,“ <l — M ( b—a ) N

par valeurs négatives, deviendrait negatif & cause de o> I>. On

Pinegalite

oy

(’)j') < N—M()—a);

. 0F 1 3e .. ,
et puisque ordre de % est o — 1>>0, on en déduit une limite supé-

rieure de y’. On appliquerait le méme raisonnement pour obtenir
une limite supérieure de — y’. De la limite supéricure de [y'| on tire
immeédiatement une limite supéricure de | y|. C. Q. F. D.

Remarque. — On voil que nous avons retrouvé dircctement une
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limite supérieure de | y’| sans avoir eu besoin de nous appuyer sur la
propriété que I'¢quation considérée appartient 4 la classe (1), Mais
. \ . oF
nous avons utilisé en outre hypothése faite sur o
L .. - R : .
En particulier, la propriété imposée & —— se (rouve, en général
()y ) ’
réalisée lorsque g peut étre limitée inféricurement; ce serait, en effet,
une singularité bien spéciale d’une fonction 2(z) si, pour z ==+ =,
on avait (=) <M et que, en méme temps, 2'(s) ne soit pas limitée
inférieurement (¢’est-i-dire puisse prendre des valeurs négatives
aussi grandes qu’on veut).
Ainsi, considérons I'exemple (1) du paragraphe 8. Iei

, ) T
F(z, y, y') =yt siny; = et o I '

dy

L’¢quation d’Huler est done, dans ce cas, régulicre. On vérifiera direc-
tement qu’il passe toujours un nombre tmpair de trajecloires par
deux points quelconques.

1. Le cas ou & est limitée inférieurement, n’est évidemment qu'un
cas particulierdenotre proposition. Parexemple, siF(x, y, y') =y +y,

oF

On aura aussi ()]’ == 1, ¢l la conclusion subsiste, quoique & ne puisse

étre limitée inféricurement. On peut d’ailleurs démonftrer que, dans
des cas ¢tendus, s¢la croissance de § par rapport &y’ est supcricure @
sa croissance par rapport a y, U¢quation d’Buler est régulicre. Pour
simplifier, bornons-nous au cas 7(x, y, y') =2 (x, ') — b(x,y). Je
dis que, si la croissance %> 1 de 3 (x,y") par rapport &y’ est supérieure
a lu crotssance B > 1 de b (a, y) par rapport (') @ y, U'cquation d’ Euler
est regulicre. En effet, I'équation d’EBuler donne, par intégration

. g )
09 P

ot k est une constante et I le maximum de y. De la on tire, comme

(1) Naturellement dans le cas ot b <7 o pour || Llrés grand, la croissance par rapport
i y peut dtre queleonque. :
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précédemment
Jdo
— T /-L"ﬁ—vl N,
(\‘).)’/>‘t‘="‘.<l ST
ou encore
kyy'*t< LLB-1 N,

k, étant unc nouvelle constante. Mais, d’autre part, il y a certainement

des points ou y’ ? Done, finalement, L satisfait & une inégalité

a coeflicients donnés
AL* 1< [ L8-1 N

qui conduit & une limite supéricure pour L, puisque o > f.

Ainsi, soit F(ax, y, y') =y — | y|P. Si B < 2, I'¢quation d’Euler est
réguliére, mais clle ne Uest plus, en général, comme il est facile de le
vérifier directement, si f = 2.

Dans ce dernier cas et, en général, lorsque la croissance parrapport
ay est la méme que par rapport & ', on pourrait cependant déduire,
par le méme raisonnement, la régularité uniforme des extrémales,
lorsque la région @ est comprise entre deux paralleles a axe des y
assez voisines, mais déterminées.

Enfin, si la croissance B, par rapport i y, est supérieure a la crois-
sanee o par rapport a4y, Péquation ne scra réguliere, en général, dans
aucune région. Ainsi, pour F(z, v,y ) =y — y*, I'équation d’Euler
sera

_y - '))7.—:0.

I’¢quation générale des extrémales passant par origine sera

1::/ ;
0 V’u_")”

y est done une fonetion périodique de 2 variant depuis — y, & 4+ y,

. o 2 . di y .

de période T =—= = ————— Par conséquent, y, pouvant étre aussi
Jo \/1 —

grand qu’on veut, on me que, parmiinfinité d’extrémales qui passent

par deux points quelconques (aussi voisins qu’on voudra), on pourra

toujours en trouver une sur laquelle | y| dépasse tout nombre donné

d’avance.

~

Ann. Ee. Norm., (3), XXIX. — Ocronre 1gra. 27
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12. Dans le cas ot le théoreme (10) est applicable, Ta solution ne
sera pas unique, en général. Examinons encore, pour terminer ce
Chapitre, le cas out Pon sait a priori que la solution (si elle existe)
doit étre unique. On a alors la proposition suivante :

St (le nombre de solutions ne pouvant pas étre supériewr a 1) la fonc-
tion § satisfait a Utnégalié (1)

(14) Fla, yoy)y = k|| = Ble),

ot k est un nombre positf fixe et b une fonction de x bornée lorsque x
est borné, la condition nécessaire et suffisante pour que le probléme soit
toujours posstble est que Uéquation d’ Euler apparticnne a la classe (1.).

Remarquons, avant de passera fa déemonstration, que I'inégalité (14)

) F
uy > 0, comme nous le sup-

est en géndéral remplie, st la condition
posons toujours, est vérifiée.

Nous avons vu, au paragraphe 3, que si 'équation n’est pas de la
classe (L), on pourra indiquer une paire de points par lesquels il sera
impossible de faire passer une extrémale. 11 reste done & démontrer
que, réciproquement, le probléme est certainement possible si 'équa-
tion d’Euler appartient & la classe (L),

Kn effet, si Vextrémale existe, elle réalise le minimum absolu (*)

de Pintégrale
I = ~f,T:(<r,.y,_y’) dx

entre les limites considérées. Par conséquent si, sur une cerlaine

(1) W suffirait méme de supposer Vinégalité remplie seulement pour des valeurs de y’
d'un signe déterminé, en admettant seulement que F reste towjours bornée inféricurement.

(%) Pour s’en assurer, il suffit de remarquer que extrémale E donne un minimum
relatif fort. Si co n’était pas un minimum absolu entre les points A et B, on prendrail
une courbe G, pour Jaquelle I serait inféricur. Mais alors en faisant varier contintiment
le point B' sur la courbe €, on voit qu'il v aura une extrémale allant de A & ce point
variable B, tant que celle-ci reste comprise entre E ot €, et de plus la valeur de intégrale
le long de AB'B sera supéricure & sa valeur sur 195 'extrémale AB' ne rencontrera pas I,
mais si elle traverse €, en plusieurs poinls B”, B”, on pourra répéler le méme raison-
nement entre deux points conséeutifs, ol 'on finira ainsi par s"approcher autant qu'on veut
de €, sur laquelle Vintégrale serail par conséquent supéricure a ce qu'elle devient sur E.
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fr( 25,8 de =11,

on aura, sur 'extrémale,

courbe, on a

[ 3ty p (e < 113

f/\'[.y’[ de < (5,

(x ¢tant une constante bien déterminée.
On en conclut que

d’ott

G
l>'|<-—

et le théoreme est démontre en vertu da paragraphe 5.
Un cas important, ot lon sait @ priorc qu’il ne peut exister plus
d ane solution, est celui on

T LT T\ o NPT (\
dy' dyt \dyady') © I - )

/

¢’est ce qui se presente dans les exemples (3) et (4) du paragraphe 9.

Conformément & notre théoréme, le premier de ces exemples qui
conduit & une équation qui n’est pas de la classe (L) n’a pas de solu-
tions dans certains cas. Au contraire, le second exemple, qui conduit
A une équation (L), admet toujours une solution.

On vérifiera aussi que, dans le cas ot 'on peut fixer un nombre
positif k, tel que ' .
0T 05 ) F
dyft oyt <()}7}f )=k
le probléme aura toujours une solution, puisque I'équation d’Euler
est alors de la classe (L).
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CHAPITRE I1.

CAS GENERAL.

I3. Tous les résultats relatifs & une équation unique que nous
venons d’obtenir se retrouvent dans le cas général et par des considé-
rations analogues.

On a d’abord le théoréme fondamental de M. Painlevé relatif aux
¢quations L. En se bornant & ces ¢quations on voit done qu’une solu-
tion bornée entre dewx: points est réguliére entre ces points.

Kn conservant les définitions du paragraphe 4, on démontre aussi
le théoreme de ce paragraphe. On en déduit ensuite la propriéte
importante des équations régulicres de posséder toujours un nombre
impair de solutions simples, passant par deux points donnés arbitrai-
rement (sur les frontiéres formées de surfaces conjuguées, certaines
des solutions deviennent multiples).

Enflin, en passant au probleme du caleal des variations, on retrouve
celte propriété que les dquations d’ Euler

“( 0F\ _ oF |
dx (}“y’.> v - (Ex=1y oouy )

sont de la clusse 1., si la fonction 3 dans Uintegrale (')
/’T(yl." .)’127 sty )’n ,)’h .y'ﬂ RETINS'T '7") dx

croissant algébriquement avec vy, son ordre de croissance o est supe-
rieur a 1.

14. Considérons, par exemple, Pintégrale de Hamilton relative au

(1) On supposera toujours J holomorphe pour les valeurs réelles des variables et, de
plus, on admeltra que la condition de Legendre est vérifice identiquement, ¢'est-a-dire
. . 5 o2 F
que la forme quadratique > ——— 7,7 est définic.
jue L [nadratique Ty Lt

ih
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mouvement libre

b
1.—:] (T + ) dux,

Wz, i, oo os ¥2)

est la fonction de forces. Les équations de mouvement

il

(15) Yi = 0y

(i=1, ..., n)
sont particulicrement simples, et la démonstration du théoréme de
M. Painlevé, dans ce cas, devient intuitive.

Je dis que si, powr | y; | <M, H satisfait aux inégalites

(16) [ < KM - K/
K et K" étant des constantes déterminées et 'k <1, les équations du mou-
vement sonl réguliéres, c'est-a-dire qu’tl existe loujours au moins un
chemin par lequel on peut arriver d’un point donné A d un autre point
donné B au bout d’un temps (b — a) donné arbitrairement.

En effet, | y;| ne peul rester constamment supérieur & un certain
nombre fixe N qu’on peut faire nul, en supposant que y; s’annule aux
extrémités. Mais si le maximum de y;= M;, on a

M,

b—a’

max. y; >

done, en intégrant chacune des égalités (15), on obtient

M, ol .
/,__a<(/"—“) mdx'?fﬁ (£==1,...,n).

En designant par M le plus grand des M; on a, par conséquent, pour
la valeur correspondante de 7,

I JH ‘ M

dyil 7 b —ay
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et, en vertu de U'incgalité (16),

M < (b— a):[KM* + K'],

d’ot T'on tire une limite supérieure de M, puisque %« < 1.

Ainsi, dans le cas d’un point pesant, il est toujours possible de le
lancer de sorte qu’il arrive & un point déterminé au bout d’un temps
donné. Dans ce cas, d’ailleurs, le probléme n’adinet qu’une seule solu-
tion, et il en est de méme dans le cas général du systéme

"

(15 [ll..S') _)”,-:’{Jf(lf',,)’n e ,yll) (L' Ty %y e, ”)

ot les fonctions g; sont holomorphes pour toutes les valeurs réelles
des variables, et en outre

. \RUTE
(16 bis) ZZ',()T["’ o,
Sk
‘ A

quels que soient 2, y, et 5.

En effet, $’il pouvait exister deux systemes de solutions prenant les
mémes valeurs aux extrémites, leurs différences 2; satisferaient au
systéme lincaire

o~y Y ()’JJ/ I .
oy ':’.::Z -l (F=x1,0, ..., n).

Done
N o S TR
0 PSRN 2 L0000,
-

(), Vi
i 3 A

1 d? N,
5 daw 2000

i

et, a fortiori,

’ . ’ VWY . . .
par conséquent, la courbe qui représente Zaf en fonction de « serait

- i
composée de droites et d’arcs tournant leur convexité vers le bas, elle

) . \ W] . .
se réduit done & 'axe des «, 2‘3; == o identiquement.
/
On peut aussi substituer alors, a4 la condition (16), Ia condition
que Il admette une limite inférieure, ce qui résulte le plus souvent de
ol

Pinégalité (16 bis) dans laquelle on fait z; = 77
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Le seul fait que Il admet une limite inférieure ne suffit pas, comme
le fnontrc Pexemple (1) du paragraphe 9, pour que la solution soit
unique.

SECONDE PARTIE.

LETUDE DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
DU CALCUL DES VARIATIONS.

CHAPITRE 1.
FTUDE GENERALE DE L’EQUATION DU TYPE ELLIPTIQUE
’\ (/)7 (/) "'7‘7) P ”(/'7 (/: '1'7,)’)'5' 1= “(/)a (/! 7"1}’) (== D (/’! (,’ Z, }’, ;)v

LORSQUE D%o.

I. Dans mon Mémoire Sur la généralisation du probléme de Diri-
chlet, 11 (Mathem. Annalen, t. LXIX, 1910, § 19), j’ai démontré le
théoreme suivant :

Si, dans ’équation
) Apg, e y)r+2B(p, g, 2, y)s+C(py g, 2 ) e=D(p, g, 2, ¥, 5),

A ’ hJ - I;Z

D est au plus du second degre par rapport @ p, g, tandis que A — T’

‘ B3? e e .. \ ..

et D! ont une limite inférieure positive, le probléme de Dirichlet
, : .

est Loujours possible (@ Uintérieur d’un cercle quelcongue, toutes les don-

nées élant analytiques).

Je me propose de généraliser un peu cette proposition et de lui
donner la forme d'une condition néeessaire et suffisante pour que le
probléme soit coujours possible. Nous verrons d’ailleurs que Ja signi-
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fication du mot toujours doit ¢tre bien précisce, car il y a des équa-
(ions qui se comportent différemment vis-i-vis des contours & projec-
tion convexe et non convexe. Nous aurons i envisager I'expression

(2) E == Ap2+ aBpg + Cqg?

qui jouera un role important dans la suite.

Nous supposerons, pour fixer les idées, que K se comporte & infini
comme un polynome par rapport & p et aq.

Soit m le degré du polynome principal K, de E,

B = ayp™ - a, p"™=tq -t - @ g

Si I8, ne peuts’annuler autrement que poar p == ¢ == o, nous dirons
que Pexpression B ainsi que I'équation correspondante est definie.

Dans le cas contraire, expression K ainsi que U'expression corres-
pondante est indéfinie. L’ensemble de valeurs (x, y, s, p,¢) qui
annule I, vérifie I'équation

(3) l‘:m —

qui, en géncéral, sera une équation aux dérivees partielles du premier
ordre. Sans insister sur les cas particuliers qui peuvent ici se pré-
senter, remarquons seulement que K, ne peul changer de signe. Nous
bornerons notre étude actuelle aux équations définies.

Il importe, autre part, de comparer Pordre me de croissance de B
avee Lordre de croissance de P'expression

= (A 4+ Gy (ptg®);

nous conviendrons d’appeler genre de I’équation la différence positive
ou nulle entre Pordre de T et de K.
Remarquons que si Pon pose

By Ag*—aB pg - Cp2,
on a 'tdentiteé
It ‘:1”‘;‘: I.
[l en résulte que une au moins des équations
Ar-t=aBs+Gr-—=1D el Cre-aoBs 4+ At D

estode genre zéro.
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Il est quelquefois commode de poser
A=14D2%  B=DPQ, C=1+ Q2

ce qu’on peut toujours faire en multipliant I'équation par un facteur
convenable. Alors

s E=p*+¢+(pP +4¢Q),
(2 bis) Li=p 4+ (pQ —g¢P)?

( = (p*+ ¢?) (2 + P2+ Q?).

Nous dirons enfin que I'équation
Ar+2Bs+Ct=D
appartient & la classe (L), si Pon peut fixer un nombre K, tel que,

a, y, s ¢tant bornés, on ait

(1) —'—ILI—<K.

(e

lorsque p* -+ ¢* > 1.

Dans le cas des équations définies, on peut remplacer la condi-
tion (4), pour qu'une équation appartienne a la classe (L), par la
condition que ordre de croissance (') de D ne soit pas supérieur a
Vordre m de K. [ Dans le cas o B est indélinie, il faudrait en outre que
la méme inégaliteé (4) subsiste, lorsque le terme principal de E est
nul.|

Voici une proposition importante relative aux ¢quations (L).

2. Turorime. — S une équation
(5 Alxyy,pyg)r-+aB(x, ¥y, p,q)s+ Clz, y,p,q)t=D(z, 5, 5, p,, ),

ot D, o est de la classe L, tl est possible de limiter superieurement p*+ ¢*
(et, par conséquent, les dérivées de tous les ordres) a [interieur d’un
contour convexe (*) C, st = s annule sur le contour et reste bornée a lin-
térieur du contour.

(1) Nous supposerons toujours que la croissance (par rapport & p, ¢) de Dz, D}, Dz n'est
pas supéricure 4 celle de D. L’absence de cette condition qui s¢ trouve, en général,
réalisée, conduirait 4 certains endroils & des complications inutiles.

(%) On suppose seulement la courbure du contour G bornée en chaque point.

Ann, Ee. Norm., (3), XXIX. — OCTOBRE 1912. 38
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La démonstration se fait, comme i Pendroit ¢ité, par la méthode
des fonctions auxiliaires. 1l s’agit d’abord de limiter supérieurement

- ’ (): 9 .
le module de la dérivée normale o, sur le contour. Il suffira d’indiquer

un nombre R (el que
Js

(-)7‘: = - R)

car on pourra appliquer le méme raisonnement & — z.
A cet effet, posons
s=-— M4 alogu,

ott M est le maximum de [z]. On aura alors

o Ju o J*u o [ du

\ 2
P =0 0w w duat " 4)1)

Done « satisfait a I'équation

D*u J*u ot
6 U a2l
(6) A ol da dy ' Jy?

ot
1 [ AN du du du\? u

L e i, T Y § SR Y B e = ).
P A (5E) g e () i

Par conséquent, si B, est Pensemble des termes de degré e le plus
élevé (V) dans , et D, ensemble (qui pourrait étre nul) des termes
da méme degreé dans D, le second membre Q de I'équation (6) aur:
pour terme principal

om 2 “F Ju du o (()u du™’
[ .()-1” Ay o \’)J” ‘).)’),

in vertu de Pinégalité (4), on pourra choisir e assez pelit pour
avoir

, h
o ’ ”nl ] << ‘,',‘ l‘J/u-

Or, du moment que z sera ainsi fixé, on pourra indiquer un nombre

positif N tel que
Q0= —N.

(1) On supposera, sans restreindre la généralilé, m 2o et A ot € limités inférieurcment.
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Posons ensuite

W= u -+ %(.7;24—_}'2).

ot p. est une limite inféricure de 2(A + C). Donc

! u' 02u
ALY Lop Y Lol
dx? dx dy ay*
Par conséquent, la surface «'(x, y) ne peut étre convexe vers le
haut, puisque cela exigerait qu’on ait en méme temps

d*u od ( J*u! >’ 02!

dat Jy? - dx dy =0 et Jdx?

Done, si en un point M du bord on méne, par la tangente en ce
point, un plan assez inclin¢é pour qu’il reste au-dessus du bord (ce
qui sera possible i cause de la convexité du contour C), le plan tan-
gent en ce poinl a la surface w' sera certainement au-dessous de ce
plan. On pourra donc fixer un nombre S tel que

et
on

>'4 S)

\ Ly e Ly Js
ot Pon deduit immeédiatement un nombre R (el que i RsurC.

IEn appliquant le méme raisonnement d — 5, on a

03

dn

< RR.

Il reste & déterminer une limite supérieure de p* + ¢* en un point
indérieur ot cette fonction atteint son maximum.

A cet effet, nous allons ¢galement reprendre le raisonnement du
Mémoire cité (p. 125) en le complétant, pour nous débarrasser de
certaines restrictions inutiles.

Nous avons ¢tabli quen un point M, ol w = p* + ¢* est maximum,
doit avoir lieu Pinégalité

(

~

D2 ()I)) Jb ab
+

(prtq°) <K F—alpg+ Gpr T 0z) T Ty =

Dans un grand nombre de cas, cette inégalité suffit pour obtenir une
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limite supéricure de p* + ¢*; il en est bien ainsi, en particulier, si

et que son ordre de croissance, par rapporta (p, ¢), n’est pas inférieur

. . Jan ab o . ) o
a celui de 5= et ==~. Clest & ce cas que nous voulons ramener le cas
dx dy

géncéral par un changement de fonction convenable.
Posons
sz=— M~ /A talog(e-41)
ou
24 M h R
= l()g((: ® l);
4 20 b
de sorte que s variant de — M & -+ M, ¢ varie de ¢*—1 e % — 1.
De plus,
R o ()" I ol ) u g du N2
U= 25T o T etk QJat C(etepeg)? (}.1:) ’
Done « satisfait & I'équation
)t 2w 0
A o 0
Ja? e dy 0 y*
i ! AA du\*? LB i du - duit | ety D
A o "l dy ‘ dy ) ) ot T
. . du  Jdu
lci, le terme du plus haut degré en ==, == sera
e’ Jy
g2 S e s
I, == —i»’-’»“ l—)»v;"vmr(«—- By aetD,,).
Done
()lm gm -2 plm-1)u ’”) )
— e [ (= 2) e By - a (02— gt et
Ju I ll (n ) J]m“\‘ a(n ‘)l)m‘f o Iz 5
I

, . h .. = . \
On déterminera d’abord ~ par la condition que ¢* " 2m - 3, grace
A quoi on aura

I v YRR !
(1me—-9)ye¢ "2 .
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et, par conséqucnl.,

()lm - o2 gim—1)
_
Jdu (e 1)m

o m=2 c(nh Ty [°

. I .
= e [ 5 B+ alm —1)1):"] )

(7 b”) [ Em+ “(”l_I)Dm"!‘ o (}” ()(lj)m]

on,, -
puisque =5 0. Nous pouvons donc choisir o assez petit pour que

Jl,, C(’""zg(m—l)uE
()Il W me

L'inégalité (7), appliquée i la f'oncl.ion u, fournira alors une limite

dee du\?
Slll)(‘ll(’lll(‘ (lll lnd\l[lllllﬂ (l(‘ ( + iyl B
d.r dy

La démonstration est ainsi achevée.

Remarque. ~- La démonstration subsiste également pour les équa-
tions indéfinies pourvu qu’on adopte, comme définition des équa-
tions (L), Pinégalite (4).

9 T o .- . .
3. Dans le cas ot == a une limite inférieure positive, il est possible
z| (loc. ¢cit., §19). On a

d’indiquer « priord une limite supéricure de
done la proposition :

Le probléme de Dirichlec pour une équation (L), dans lagquelle g-i:)-
@ une limite infericure positive, est loujours possible a Uintérieur d’un
contour convexe. |Cela résulte du fait que le lemme fondamental
(p. 115) du Mémoire cité se démontre sans modification, si le cercle
est remplace par un contour convexe. |

Il est clair que cette proposition est plus générale que le théoréme
indiqué au début (sans parler du contour), puisque, en mtrodulmgt)

{2
dans une équation (1) un facteur nécessaire pour que A — = et G — =

aient des limites inférieures posmvt'%, on pourra rendre la croissance
de D supéricure i 2. Cela arrive, par exemple, pour I'équation

(8) (1= p2) 7= 2pgs -+ (14 ¢*) = 5 (1 p*-F ¢*)?,
qui est une ¢quation (L), car

E = (o prypr e opiqr 4 (- g*) g* = pre- gt (pE gt )?
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et
B: P . B q*
A—— =14 1, (,—;-K-.Hrw_l):;

de sorte qu’il n’est pas possible de diviser I'équation par un facteur

. . . c B:
qui abaisse ordre de D, sans que les limites inférieures de A — —

B G
et G — x
d’ctre ¢tabli, le probléme de Dirichlet, pour celte équation, est pos-
sible; mais cela ne résulte pas de mon ancien théoréme.

Dans le cas ott D, Z o, on ne peut plus, en général, indiquer @ prior
une limite supéricure de |z]. Pourtant, si Pon connait une cerlaine
solution de la méme équation a Uintéricur du contour considéré, on
peut également limiter [ =]. Dans ce cas, on a done cette proposition :

deviennent nulles. Ainsi, en vertu du théoréme qui vient

St une équation (1.), dans laquelle 1), o admet une solution avec des
données déterminées sur un contour convexe, elle admet aussi une solu-
tion, st les données sont quelconques sur ce contour.

Ainsi il pourra arriver, dans le cas de D] = o, que le probleme de
Dirichlet ne sera pas toujours possible; on en trouvera un exemple
dans le Mémoire Sur les surfuces définies, ete. ( Ann. de U Ee. Norm.,
1G10).

4. D'apres ce qui précede, on voit que les équations
(%) Ar-toBs - Gt D

de la classe (L) se comportent, au point de vue du probléme de Diri-
chlet, d’une facon identique dans le cas du cercle et des contours con-
vexes quelconques. 11 n’en est plus de méme lorsqu’il s’agit des
contours non convexes.

[Test clair qu’on pourra toujours ramener, par un changement de
variables, le cas d’un contour quelconque (qqu’on peut supposer ana-
Iytique) & celui du cercle; il suflira, par exemple, de faire la repré-
sentation conforme sur le cercle de I'aire limitée par ce contour.

Soient done x ety les nouvelles variables

ey g (e, y), Y=l y).
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ott g, et Y, seront des lonctions régulieres de x, v, et inversement,
'7":?(‘1"‘17.),1)7 .)’:4’(1’17,}’1)»

ot g et Y seront des fonctions réguliéres de z, y.
En différentiant, on trouve

o J 9
p= /':5'71—*"'/:7;}/71’ ‘/:’"‘W_”‘%’

[ do\* 09, 0, ()llh) 0%, 02y,
“<T> T2 0% o ‘1(07, P G T gy
P dv; Jy, s, 991 9y J9, Iy p 9¢y 9y
) J— b e 1 .
dr dy dr dy ' oy oz 0z dy
_ (09, ()col oy
‘= (dy> "y oy

L’¢quation transformée sera
Ary-+2Bys;+ Ci 6, =D,.
Mais I'expression E est invariante. On a

Ei=Api-+2B,p1qi+ Cgi=E.

En ellet
() e ().
“*A(it o *“(%%4—%%%%%‘%‘%
Donc

o e[ 92 0 s (0] e abpg s
Y »['1(0‘),) 2Pty gy TG0y ) [T AT eEPITLe
Ainsi Uexpression B est un invariant; mais D aura changé. On aura,

en effet, b—D o
)1‘—: -+ 1),
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ol
—_ | Uk T
D= I_A (l)l Jda? i Ape

9* 91 ¢, ‘< * ¢ I\
+2B<P1 0z dy ~+ 0z 0y 4+ G py 7 +(/"()‘77>‘ .

Si la croissance de D' ne dépasse pas la croissance de I, la transfor-
mation ne changera pas la classe de I'équation.

Cela aura lieu certainement si 'équation donnée est de genre infé-
rieur ou ¢gal 4 1 et, en particulier, si elle est de genre zéro, ¢’est-a-dire
si lordre de croissance de E n’est pas inférieur & celui de
(A + C)(p* + ¢*). Mais cela n’aura plus lieu, en général, lorsque le
genre est supérieur (') a 1.

On a donc ce théoréme :

Tutorime. — Une équation de genre non supérieur a 1 se comporte, au
point de vue de la possibilité du probléme de Dirichlet, identiquement par
rapport aux conlours de forme quelcongue; il en est en geénéral autre-
ment, si le genre est supérieur @ 1.

Par conséquent, on pourra r('m/:/a(:(:r, dans les énonces précédents,
les contours convexes par des contours quelconques, lorsqu’tl s'agira
d’équations de genre non supcrieur & 1.

Ainsi, le probleme de Dirichlet est towjours possible pour I'équa-

tion (8)
(== p2)r s+ 2pgs 4 (1 ¢* ) 51 4= phat )2,

qui est de genre zéro.

Il en sera de méme aussi pour toutes les équations linéaires qui
sont évidemment de genre zéro.

Au contraire, si 'on prend, par exemple, 'équation des surfaces
minima

(X 2)r — 2 pgs (1 - p2) L == 0,

on voit immédiatement qu’elle est de genre 2 puisque, dans ce cas,

B p?oe 2

(1) Dans lo cas ol E g6 comporte & lUinfini comme un polynome, le genre est, en
général, un nombre pair.
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et
A+ C)(p*+q*) = (2 + p*+¢*) (P2 + ¢*).

On ne peut donc pas affirmer lexistence d’une surface minima telle
que s soit une fonction uniforme de x, y passant par un contour & pro-
Jection non convexe. Nous verrons, en effet, qu'une telle surface
n’existe pas, en général. Au contraire, il résulte des théorémes géné-

- raux qu’une surface minima existe nécessairement lorsque la pro-
jection des contours sur un certain plan est convexe.

5. Dans le cas des équations de genre supérieur a 1, la question de
la possibilité du probltme se ramene, pour les contours non convexes,
a la question de la possibilité du probléme pour une équation qui
n’est pas de la classe (L).

Il importe donc de démontrer le théoréme suivant, qui peut étre
considéré comme réciproque des théorémes du paragraphe 3 : du
premier, lorsque D, > £>> o, ¢t du second, lorsque D’z o :

Tutorime. — S2 une équation

(5) Ar+2a2Bs—+Ce=1D

wappartient pas & la classe (L), il est possible d’indiquer des con-
tours (') conyexes pour lesquels le probléme de Dirichlet est en géneral
tmpossible.

Je vais me borner a considérer le cas le plus fréquent, celui ou
le genre ne dépasse pas 2.

Je me propose de démontrer d’abord qu’il est possible de trouver
une solution z de I’équation (5) s’annulant sur un arc G analytique
convexe x == ¢ () el qui, en étant holomorphe dans le voisinage de

(1) Ces contours sont formés de deux ares analytiques qui se raccordent avee un
contact d’ordre aussi 6levé qu'on veut; ils sont ainsi de la nature de ceux pour lesquels
le probléme est certainement possible, si I'équation est de la classe (L) avee

D=k >0 (8§3).

Il west pas douteux, d’ailleurs, quen complétant convenablement la démonstration on
trouverait que tous les contours jouissent de la méme propriété.
Aan. Ec. Norm., (3), XXIX. — Ocronne 1912, 59
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Iare C, du coté ou il tourne sa concavité, s’approche de 'are C avec
des valeurs de p* + ¢* infiniment grandes.
En nous bornant au cas ott D et E se comportent & Uinfini par rap-
port & p et & ¢ comme des polynomes, nous pouvons dire que si, dans
.. q D st 1.
le voisinage de (#,, y,, 5,) et pour £, < /—i < k,, lerapport E croit indé-
. y D , .
finiment avec p* + ¢*, le rapport By e tendra pas vers zéro, mais res-
tera borné ou croitra aussi indéfiniment.
\ . D ,
Nous allons nous placer d’abord dans I'hypothése ou o7 reste borné;
en d’autres termes, nous supposons d’abord que Pordre n: de crois-
sance de E est d'une unité inféricar & celui de D.
Ainsi, par hypothese, dans le voisinage de x,, v,, z,, 0, £ (kZ0),

. . D . . . .
la fonction o est développable en série suivant les puissances de

L — Xy Y= Yy 5 — Fys 7'; %, sa valeur initiale ¢ltant égale & un
nombre L2 o.

Geci posé, transformons I'équation donnée en considérant 2 comme
fonction de y et 5. Alors

0 ! ou !
e T f) 0 TR — ) o —n
Js Lo r / /;(,’
e ‘ (
e T (T e k/. o (f T e ,/1).
gy » I
Posons ensuite
e U - o p e
0~ )zt ’ §o = (}.)’ ():’ a0 ()}’2 >
done
,
I — —«%,
/)()
AN So
Sy T o
Po P

t::~—-1~(/'/2——')s oo - Lo p?
1,:; 0 /u . 0/() /0 Uﬂo)-
0

Par conséquent U'é¢quation devient

— ro(A—2Bqy+ Cyi) + 25, po (=B 4 Cqy) — tupt G = p3D.
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D’ou
(9) poe =P LG 28, (Bp 4 Cq)
: 0 K " E L

‘J 4

Le second membre est holomorphe dans le voisinage de p,= o,
go = — k (puisque le genre ne dépasse pas 2). Par conséquent, cn
vertu de la théoric classique de Cauchy, il existera une fonction ana-
lytique = de =, y parfaitement déterminée qui, pour z = o, se réduit
ax=1gp(y)etdontladériviée (())—: = p, =0 cn méme temps. On pourra
choisir la fonction o(y) de sorte que ¢, = %;—(f n’ait pas le signe de L
et soit, en valeur absolue, assez petit pour que la valeur initiale de r,
soit aussi de signe contraire & Lj alors r, aura, au début, le méme
signe que £, de sorte que la surface correspondante existera du coté
de Pare x == ¢(y), ou celui-ci lourne sa concavité.

En complétant une partie suffisamment petite del'arc 2 = o (y) par
un arc convexe suffisamment rapproché quis’y raccorde avec 'ordre de
contact qu’on voudra, on formera un contour convexe G,, sur lequel
la fonetion z est bornée et pourtant, le long de toute la partie C de C,,
on aura p* - ¢* == ».

Pour fixer les idées, on peut supposer, par exemple, que z <o a
Uintéricur de C,.

Or, considérons le probléme de Dirichlet relatif au contour C,, en
nous donnant sur ce contour les valeurs suivantes de la solution =z, de
Péquation : sur G, z,=o0, et sur le reste de C,, 5, ==. Dans ces
conditions, si la solution z, existait, on aurait, & I'intérieurde C,, éga-
lement

~
~

I

51

car la différence o = =, — = satisfait & une équation linéaire elliptique
de Ta forme

ar -+ 2bs 4-ct +adp -+ 2cqg 4+ fs=0 (fZo),

et, par conséquent, ¢ ne pouvant avoir de maxima positifs, on aura
constamment ¢~ o.

Done, en tous les points de G, le plan tangent a =, ne saurait étre
moins incliné que celui de s; les plans tangents 4 z,, toutlelong de G,
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seraient donc ¢galement verticaux. Mais, en revenant alors & I'équa-
tion (9) en , on verrait qu’elle admet deux solutions différentes cor-
respondantes aux mémes conditions initiales de Cauchy, ce qui est
impossible.

pE

Il nous reste encore i examiner le cas ot &= croit indéliniment dans
b

.. vy, . I ..
le voisinage des valeurs considérées de @, y, =, i ;-/) Ce cas (alnsi que

celui ot le genre est supéricur & 2) présente des difficultés spéciales
qui proviennent de ce que le second membre de 'équation (g) cesse
d’¢tre holomorphe.

Voici la remarque qui peut étre alors utilisée.

Soient deux équations

Ar4-2Bs+4ct =D el Ar 4 2Bs-1-ct = Dy,

si, quels que soienta, y, 5, p, g, ona DDy et D "o, etsilasolutions
de la premicre équation et z; de la seconde prennent les mémes
valeurs sur un contour fermde, on a

S %y,
a intérieur du contour (*).

Yar conséquent, si, la croissance de D étant quelconque, il est pos-
sible. d’indiquer une fonction Dy, D, D, telle que sa croissance
dépasse celle de E d’une unité, on pourra considérer la solution z,
qu’on a trouvée plus haut et dont les plans (angents le long de G sont
verticaux (rappelons qu’on peut supposer que la surface z, va en
descendant & Uintérieur du contour). La solution z, qui prendra les
mémes valeurs sur le contour G, devra, par conséquent, si elle existe,
avoir aussi des plans tangents verticaux le long de C. 4 forwori, il en
sera de méme de toutes les solutions qui, le long de G, prennent les
mémes valeurs en prenant des valeurs inférieures en tous les autres
points du contour. Le fait que I'équation (g) n’est pas holomorphe
ne nous permet pas ’en conclure (comme plus haut) Pimpossibilité
du probleme de Dirichlet avee ces données. Ainsi nous pourrions

(1) Celte propriélé peut souvent servir pour élablir V'existence d’une solution avee des
données particulidres sur le contour. On en trouvera des exemples dans le Mémoire déja
¢ité, paru dans ce journal, en 1910,
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affirmer seulement que le probléme de Dirichlet n'admet pas, dans
tous ces cas, de solution réguliére. Pour démontrer également I'im-
possibilité de solutions irréguliéres avec des données convenablement
choisies, on raisonnera comme il suit :

En diminuant les valeurs de s sur la partie du contour C, différente
de G, on arrivera & rapprocher la surface correspondante autant qu’on
veut du cylindre & génératrices verticales passant par C; on pourrait

. . Pz c o .
done, dans le voisinage de C, rendre r, = JaT Aussi voisin de zéro que

possible. Mais ceci se trouve en contradiction avec I'équation (g),
dont le second membre ne contient qu’un seul terme de signe déter-
miné devenant infiniment grand.

Un raisonnement analogue peut étre appliqué si 'inégalité D, =D

n’a licu que dans le voisinage de x,, y,, 5, g- = /c,ll) =o.
Remarque. — Dans le cas ot I'équation est de la classe (L) et de
genre 2, on voit que U'équation (9) est holomorphe et fournit une
valeur de r, de signe contraire i celui de ¢,. On en conclut qu’on
pourra, dans ce cas, construire un contour non convexe, sur lequel la
solution du probléme de Dirichlet est irréguliere et 'on en déduit,
comme précédemment, qu’il y aura des problémes de Dirichlet qui
seront impossibles sur ces contours. Ainsi 'on a cette proposition :

S¢ une équation (L) est de genre 2, il existe des conlours non convexes
relativement auxquels le probléme de Dirichlet n’est pas toujours possible.

Ceei a licu, en particulier, dans le cas des surfaces minima. Le pro-
bleme de Plateau, relatif & des contours dont la projection sur le plan
des x, y n’est pas convexe, n'aura pas, en général, de solution z qui
se présente comme une fonetion uniforme de @, y a l'intéricur du con-
tour considéré.



470 SERGE BERNSTEIN.

CHAPITRE 1V.

APPLICATION AU CALCUL DES VARIATIONS.

. On sait que si une fonction 5, admettant des dérivées [inies et
c()ntmueh des deux premiers ordres, réalise un extremum relatif de
Uintégrale double

(10) m‘/f/(r, Yy Sy 1) dae dy,

elle satisfait nécessairement i I’équation de Lagrange

d o . A af af
dz dp " dy dy Js
ou

¢ f - >/ P () / o f ? /' ) /' S Jf

() apt’ ()// Jy e L })4/7;)0/ !‘()r/“ 0z " op o + dydy 0z

Cette équation est du type elliptique, si nous supposons le probléme
régulier, ¢’est-a-dire

A (,11;‘/: Vs
dp* dg? ap Ay ’

Dans le cas particulier ot £ est indépendant de @, y, z, Péquation
devient

(1) Pf, L O 0

d/wl oyt ot

On sait que cetle équation admel (oujours une solution unique du
probléme de Divichlet a lintéricar d’un contour convexe (Math. Ann.,
t. LXIX, p. 127).

D’aprés ce que nous avons yu au paragraphe 4, le prohlumo sera
¢galement possible a 'intérieur d'un contour non convexe, si le genre
deéquation estzéro s au contraire il deviendra impossible, en g(:m.ml,
pour les contours non convexes, si le genre est égal & 2 (Remarque du
paragraphe 5). Or nous allons démontrer que le genre de Uéquation de
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Lagrange est égal a séro, si la croissance o de la JSonction f(x, y,z,p,q)
par rapport a p, q est superieure @ 1.
En effet, supposons que, pour (p, g) trés grands, on puisse déve-
lopper fen série deux fois dérivables

S(2 53,0y q) = Jal 2, ¥y 500, @) + fa (2, 7,5, P, ) 4. .,

ol fo, désigne une fonction (*) holomorphe par rapport aux variables
réelles @, y, = et homogene et de degré «; par rapport a p, ¢; de

plus, &> o, >a,, .... Dans ces conditions,
. 04 2/ rf o,
B Sy = (00— 1) fut o (1) fr -

Par ('onsoquont Uordre de B est égal a Uordre o de f pourvu qu’on
art o> 1; mais Pordre de

(A +C) (pr=+ ¢ )'*(%;)—/4—3(/>(1) %)
ne peut, évidemment, étre supérieur & . Donc le genre de ’équation
de Lagrange est égal & zéro.

Au contraire (* ), si =1, le degré de E s’abaisse. Le genre de
I'¢quation de Lagrange est alors supérieur a zéro.

Par conséquent, st la croissance de f est supérieure a 1, Uéquation (12)
admet une solutton, méme a ['intérieur d’un contour non convexe. Au
contraire, st la croissance de [ est égale a 1, {'équation (12), tout en
admettant une solution dans le cas d’un contour convexe quelconque,
pourra ne pas admetire de solution @ Utntérieur d’un contour non
conyexe.

(1) 11 convient de préciser la nature do ces fonctions homogenes fy;, en ajouiant
o . "
quefa..—: (p2-- ) * @,, la fonetion homogéne ¢, de degré o restant bornée quel que

soit £ p - D7ailleurs pour que l'équation de Lagrange soit définie, il faul admettre que Ie

terme principal f ne s’annule pas sans que p = ¢ = o.

(2) En vertu de la condition g—z—f ﬂ— —()f—‘f— ’ > 0, on aura r;écessairement a1
dp* dg? dp dq ) ’ . =7

si f se met sous la forme indiquée.
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7. Abordons & présent I’étude de I'équation générale de Lagrange.

Voici d’abord une proposition générale :

Tukorime. — St la crotssance o de [ est supérieure a 1, 'équation de

Lagrange appartient a la classe (L.).
En effet, 'ordre de E, nous I'avons vu, est égal & ; d’autre part,

0:f ,

i/ afo
" g0z 1

T dpds P

=20 _ %/ _
T 05 dgdy  dpox

et, par conséquent, Uordre de D est aussi, au plus, égal & o.
On a donc les théorémes suivants, en particularisant la forme de /-

8. TutorimME. — St
(13) S(@ 5,5 0,q0) =5 (2, y,py q) + (2, ¥, 5),

le probléme de Dirichlet sera possible quel que soit le contour (convexe ou
J*w .
“(7:*2 > K > 0.

non), st la croissance de § est supérieure a1 et que
Cela résulte du premier des théoreémes (3). Dailleurs, on sait que

le nombre de solutions ne dépasse jamais 1.
0% ¢ . . . .
4 o et, en [)al'llculz(:/', /()/.s'(/u(f o est tdenti-

Le théoréme subsiste st .
quement nul. Mais la démonstration n’est pas aussi immédiate. Dans
certains cas, on pourra utiliser la seconde des propositions (3); ainsi,

par exemple, cela aura licu si
po % __ ¥ 0t
T 03 dydy  Idpdr

s’annule lorsqu’on y fait z = p = ¢ == 0, et 'on conclura que le pro-
équation, est toujours possible.

bléme de Dirichlet, pour cette
Je signalerai encore un cas ot 'on pourra éviter le raisonnement
== == — o0, POUr % == — 0,

assez long qui va suivre : ¢’est celui o oE

J
et;)—c;P-=+w[)0ux'z—.:+w.
On tire alors immédiatement de 'équation (rr1), en y faisant
de cette équation ne peut avoir de

~
~

p=g=o0, que la solution
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maxima positifs et de minima négatifs supéricuars en valeur absolue 4
un nombre lixe donné d"avance. (On voit que la limitation de |s] se
fait, dans ce cas, sans [aire intervenir ’hypothése de o >1.) Mais,
lorsque o = o, je ne vois pas de moyen simple pour limiter |z].

Pour arriver & un résultat plus général, nous devrons nous appuyer
sur le fait suivant, qui résulte immédiatement de la considération de
la variation seconde du probléeme correspondant du calcul des varia-
tions : si 5 est une solution prenant des valeurs données sur un con-
tour G de équation de Lagrange qui correspond a U'intégrale

' " - 2 s 2y <u 2~ ">
| = // |,"T(‘Z‘v.y7 &) (/) —}"?(‘1'7,"7 S)»Id{[“ dL}’ ("‘(/Il">07 "‘p‘-”'j‘l/‘-‘_("l‘/u/)-)07 CP;{‘-’;O),
oo

la solution =z réalise le minimum absolu de 1.

Iin substituant done a la place de =z une fonction gquelconque « qui
prend les mémes valeurs sur G, on obtiendra une limite supéricure M
de extrémum de Pintegrale 1.

Supposons, de plus, que 2 a une limite inférieure, de sorte qu’on
pourra affirmer que, si la solution 5 existe, on a néeessairement

(14) //ﬂ:’(.r',y,p,(/)r/.r1/)‘ = N,

N ¢tant une constante fixée a preori.

En vertu de la théorie générale, on pourra affirmer 'existence de
la solation, si 'on sait limiter @ priord son module, et il suffira d’envi-
sager un contour convexe (circulaire si Pon veut). On pourra y par-
venir par la considération de Pinégalité (14) seulement, si 'on peut
fixer un nombre K tel que pour p* 4 ¢* > 1 on ail

[FCe,yap,q) | <K= gt

avec o > o.
En effet, Uinégalité (14) donne alors

I - //( P gty x (ly <L,

L. ¢tant une nouvelle constante. Or, prenons comme origine de coor-
= m.

données polaires un point quelconque intéricur a G, ou |z

Ann. Ee. Norm., (3), XXIX. — Ocropre rgra. 60
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Alors, a fortiort,

~ |20
—_ p dp di < L.

Faisons ensuite le changement de variables

X
’ pr=pT" 7;—{’
d’ ot
/ o\ ’+a u
/<()p o

Mais, en supposant, comme nous le pouvons, sans restreindre
s’annule sur le contour, on voit que

généralité, que s

G = r/pl diZoamm.
Soit, d’autre part,
//(/p, ol - L2,
()3 24 OL )
et posons |=—| = A.
‘ p,
Done
. 1

amms G “-./1//\_7-‘7t dpy b

el

Js

.

Jdp

Par consé (quent, en dumnp()sdn( I ln(twr.xl(' G en deux p,ulws' !

ALY

premiére, ot A~ o

Ha

" ‘l(:—w)n

14 1
2R gragTE,
(I - “)2 o
D’ou, enfin,
(14 0Ly
v (2 o)1+ o) 2™
DM < e

_ (a+1)dp,
P1 ’

240 ' *
——-‘ ‘ dp, :;//A(Ip,(l0/<
| «

o

AR
) dp, d0 < L.

» et Ja seconde, ot A <———

L
" //Adol(l// ;[(__”_L'LI

Remarquons qu’il n’est pas possible de tirer une

1

la
-0
) L.
[a
- o) H
~—(——,-)~vi, on 4

-

[—\

limite supérieure
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de | 5| de la considération seule de 'inégalité (14) dans le cas ol 2 <o.
Dans ce cas, ¢’est-a-dire lorsque la croissance de & ne dépasse pas 2
il est nécessaire de considérer en méme temps 'équation de Lagrange.
Le procédé que nous emploierons est emprunté au paragraphe 7 de
mon Mémoire des Math. Ann., t. LXIX.

Nous allons, en effet, faire usage de I'inégalité

- A (r—a) (pr e g?) N S
(15) [/ (I+/)2+(//2)l+a/ (rt —s*)dxdyzo
l(;l

qui a lieu & Pintéricur d’un contour convexe quelconque pour toute
fonction qui s’annule sur ce contour.

Il sulfira, d’apres ce quia été dit plus haut, de supposer le contour C
circulaire.
Soit
ré—s*
P = / / ——————dx dy.
(1 p2g*)*

lin intégrant par partie, on a
/' *ortdrdy
JJ (e pregt)?
(/L dy

/ o sYdx d
_ptdy /] + ”f/ pLirt ch).flfﬁ-{y
(P4 )* (1+P /b (14 p*=q*)
l
- . rq dr // ‘‘‘‘‘ l‘ﬁ ly +90//r(/(ps+r/t)d.rd_y
“/ (1= p? o= )= (1 p + ¢*) (14 p2+ g2)%rt

el

// _stdzdy
(= p*r )%
dz(y

s v [ [0t ) e dy
J gt ('—H'“ +q*) (1 p2-q*)**

: ysdy 7) Sz cy 4 /f(/s pr—4qs) (lvdy'
- /('q—*/' gt //(H-p +q°) (1P q?)*+
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Donc
d re—s*)ydxd
P = f(l—*—i Zq -+ 2 O(ffpl_'_p2+q2)a+ly
o qa’p 4o f q*(rt —s?) dx dy
- (1+p ') (1 +p*—+q*)**!
_ pdg—qdp j/(/r+f/2>(f't—sf)dxdy,
- (1+p*+q* )“ (14 p*+ q*)**!
Mais
pdq—qdp :1f <p> >0
(l+p2+q2)a 2 N |"_‘)_ (_‘Z 2]&:
i dp

Donc ('), pour oSa=1,

f/]+ 1—a)(p? +(])(rl_,;2)(l.z‘d)’>0-

(1+p2+ g7t

. ., . . I \
Nous emploierons cette inégalité en y faisant « = -, d’ott

(p+q)
(15 bis) /[ —(rt — s*)dx dy > o.
(14 p*+q° )2
Cela posé, reprenons I'équation
Ar+2Bs+ Ct=D;

élevons ses deux membres au carré et multiplions-les par

r+éwﬁwﬂ

- .
(1-+p2+¢*)* (AC — B?)

(") Le signe d’égalité peut étre rejeté, si z n'est pas identiquement nul. On peut
dr d
remarquer que pour « =1, on a ogff RR A <11, R et R, élant les rayons de courbure
2
principaux, puisque dans ce cas il vient

t— s2 1
ff(l+p2+(/2>2d.c¢y :;f___
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On a done

// AL-—B)(H-p—i—q)
// [ (/) 7 )] 5 dx dy
S e :

-—B')(l+1ﬂ+q)

(Ar—+2Bs+ Ce)? [1—4— %(1)'1_4_ 4]2{\
= dua dy

3
2

Ar—aoBs—+ ()2
AC — B2

*"/)l(

et, & cause de 'inégalite (15 bis),
+ a2(s*—rt )J dx dy
(1= pr-g*)

JI
e

En développant le premier membre, on a

B2\
1 1—-—(,,14 q*) <Ar-}.-9.l£.s'+ Az\) 3 (AC— B: )
f/ o AC—pr T 9<s+"l A ey

(l~1~1'“ S )3
l (/’ -+ ,, )}

<// — - s da dy
/\(,

- l" (I—F[l -+~ r/)

s drdy.
N )

el, a fortiore,

)A( [ /) "}"(/ )
(16) // -»»mﬂA,»wz‘dl(/y(/‘/ (/r;dy.
(AC

(1~ /;—" - (/) —B"(H—/%—(/)

Appliquons cette inégalité a 'équation de Lagrange (11), en suppo-
sant que le terme principal /,, de degré > 1, est non seulement dif-

02 fo D2/ 0% [0 \? . 2
i {),/2‘ - (()p ()‘(/) > o (pour p*+g*>o).
A= S

ap?

» ’ . ~N
ferent de zéro, mais que o =

Cela étant, le degre de o sera 20¢—14, mais l'ordre de
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sera o — 2; par conséquent, on pourra fixer un nombre K tel que

AC—B2 1 D:

AT 7K AC — B2

<]\(I _}—/)2+’/2)1

yaisque 'ordre de D?* est, au plus, ¢eal & 20 — 2, dans le cas ou
)

Sz, y,3,p,q) alaforme (13).
On a done

‘1+%(/)2+(/‘1) . . .

f e e ly l(.ﬂ/ [(l i gt) de dy < - Ny,
TGt ) v .

la constante N, étant déterminée a cause de inégalite (14). D’ou

o trdedy _
e e 1_ < | 1-

, C (e pt e gt)?
[it enfin

oo 72 e 2 v 1 2
‘ / /l [ de dy ‘ < / / 0 f/'/ly - / / (1~ p* -+ ,/z)‘z o dy < ;21
R . LR (. . o/

bpt gt

| / Tefdedy <5,

On trouvera, par le méme prm;(t(l(t,

‘/:/.ll'[(l.z:(l'y<%l; '/.‘/.!s|(l.lr(l_)'<'-,¥(—l-

Or ces inégalités conduisent immeédiaternent 4 une limite supé-

b

0l

rieure de | z|.

CoronLaire. — Le probléme du caleal des variations relatif a l'inté-
grale

. 2,
//[’F(z, V)wlae, y, s)]dedy, o %f; 0

admetira Loujours une solution quel que soit le contour (convexe ou non),
st lon peut fixer un nombre K, tel que

07 OET 023 \®

T YT I Gy et = K> o.

ap* Jdy* dp dy
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IEn elfet, dans ce cas, la croissance o de & est au moins égale 4 2.

9. 1l nous reste & examiner le cas ot /a croissance « = 1. Celte fois,
Péquation de Lagrange n’est plus nécessairement de la classe (L) et
r’est jamais de genre séro.

La seconde propriété prouve que, pour les contours non convexes, le
probléme de Dirichlet sera, en général, impossible. Mais pour les
contours convexes il sera nécessaire, pour que le probléme soit tou-
jours possible, que 'équation appartienne a la classe (L).

Considérons I'exemple suivant, que j’ai donné dans une Note des
Comptes rendus (18 juillet 1910) :

Soit

(17) | ::f/'\/(_x = at ey (0 pr e g?) de dy.

Dans ce cas I'équation e Lagrange | apres la multiplication

3
1~ p*-f g*)? ,
par —(~—-l——~~/~—)—, ala forme
(1= 2?4 )2)*

_(pxtqgy) = pr+ g7
o

P A= ) =2 pys -1= (1 -+ p?) £ ==

Cette équation n’appartient pas ¢évidemment a la classe (L),
puisque E = p* + ¢*, tandis que Pordre de D est égal & 3. Le probléme
de Pextrémum de cette intégrale n’admet done pas, en général, de
solution régulicre (8 5).

Ce probleme, qui differe si peu du probleme de Plateau, rend
comple, il me semble, des difficultés qu’on a du rencontrer en cher-
chant des démonstrations directes de Pexistence d’une surface minima
passant par un contour donné.

Ainsi, la condition que Uéquation de Lagrange appartienne a la
classe (1.) sera nécessaire et suffisante () pour que le probléme soit pos-
stble & Uintérieur des contours conyexes, st Uune des deux circonstances
sutvantes se présente : ou bien il exisle au moins une solution réguliere

2 o2 nF ,
(1) L'inégalité Z(F :——f —_— (————- = 0 est naturellement supposée vérifice.
opt Jgt dp dg
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I

quelconque dans toute région donnée, ou bien, pour =
=+ wel, [)()lU' T=—D,0ona 3—? — = 20, oUu encore 0"
Je ne connais pas d’exemple ot la premivre de ces circonstances
ne se présente pas (lorsque Péquation provient d’un probléme régu-
liecr du calcul des variations), mais il serait intéressant de savoir si

Ion peut se débarrasser de cette restriction.
Considérons le second exemple de la méme Note

+ o, on a
Jdo N
= “K>o.
Js

:|-e

=2
S

(18) 1 7:'./. /.\/1 b &ty prel g dx dy.

I’¢équation de Lagrange [apres la multiplication par

V2 - pra- )
a la forme

(X4 G- 22 y2) 1 == o pgs 4 (1= pete @t - y2) L== pa -1 ¢ y.
On voit que cette équation est de la classe (L), puisque
E == (1 4= a2 ) ( p*t- ¢*)

et, de plus, elle admet la solution === 0. Dans ce cas, il existe done
toujours une surface extrémale passant par un contour & projection
convexe quelconque.

10. Pour pouvoir faire une étude analogue du cas général ol la
f'()rl(:l,i'<)r1j(.'l;,‘y, 5, Py ¢ ), sous le signe d'intégration, n’a pas la forme
spéciale 3(x, y, p,q) + w(a, y,5), nous devrons reprendre la théorie
des ¢quations du type elliptique, que nous allons considérer sous la
forme la plus générale

‘ OF OF [ F\?
l‘(.l', Yo Sy Py s Iy 8, L) == 0, /;'(7," ';)7 - (\"J:‘) > 0.

Le lemme fondamental de la théorie (loe. cie., p. 115) avait été

établi sous la condition que 1,70 (cmnmc Loujours, on suppose le
. R T 7] GO . , .
signe de F ainsi choisi que e ()). Mais en reprenant analyse qui
conduit & ce lemme, on voit qu'il subsiste dans des conditions plus

générales.
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L’équation qui joue un role essentiel est I'équation

? K

(19) %7‘1+%51+%gtl—*—(%l;—pl—%—g—([;-ql—%—gs,:o,

4 laquelle satisfont, en particulicr, les dérivées successives de la solu-
tion 5 par rapport & un paramétre quelconque 2, dont dépendent les
données sur le contour. On donne quelquefois & I’équation (19) le
nom {’équation aux variations. On dira que la solution = est simple A
Iintérieur d’'un contour €, lorsque la solution =, de I'équation aux
variations ne peut étre nulle sur ce contour sans étre nulle identique-
ment. Le lemme généralisé peut s’énoncer comme il suit :

St 5, est une solution analytique simple de U'équation analytique du
Lype elliptique

F(z,y, 5 p,q,r 5. ¢, k) =0

correspondant & ' == A,, qui s’annule sur la circonférence C et admet des
derigées bornces des deux (') premiers ordres sur G comme a son inte-
rieur, tlexiste pour toute valeur de 'k satisfaisant & Uinégalité |h — A, | < e
une solution s de U'équalion jouissant des mémes propriétés que s,.

En effet, Te lemme sera ¢videmment démontré si nous retrouvons
dans le cas géncéral les inegalités (23) du paragraphe 12 du Mémoire
cité. Or, en refaisant les raisonnements par lesquels celles-ci avaient
été obtenues, on constate que le seul endroit on Ion a utilisé la con-
dition I, "o est celui ot on limite supérieurement par U'inégalité (13)
du paragraphe 7 (p. 95) le module de la solution = qui s’annule sur
la circonférence C de I'équation linéaire '

2~ 2 2~ - ~
A() FY B 0%z ())a 0z ()u - Fz= (I“_:_‘O).
C

-— + 2B e+ (== 42D = 42K

ER Jdx Jy y Jx + dy
D’ailleurs, si’on remarque que la réduction d’une équation linéaire
a la forme canonique est indépendante du terme Fz, on voit que les
inégalités (23) seront vraies dans tous les cas ou I'on aura pour
I'équation réduite de ’équation aux variations

(20) ret-ap-bg+cz=M,

(1) Poir les paragraphes 153 et 20 du Mémoire cité.
Ann. Ee. Norm., (3), XXIX. — NovEMBRE 1912. 61



482 SERGE BERNSTEIN.

une inégalité équivalente & 'inégalité (13) mentionnée plus haut. Or
cette inégalité peut ¢tre donnée dans tous les cas ol la solution de
I’équation (20), pour M = o, s’annulant sur le contour C, est nalle
identiquement ; cela résulte, en particulier, da Mémoire de M. Picard
[Sur quelques applications de l’équation. de Fredholm, § 16 (Rendiconit
del Circolo Math. di Palermo, (. XXII)], oubien de la formule de Green
généralisée.

11. On déduit, en particulier, du lemme généralisé le théoréme
sulvant :
r . ., v ’ M . .
TukorEMe. — St une équation du type elliptique
Ar4-aoBs+ Ct=1D

n’admet que des solutions simples, le probléeme de Dirichlet sera toujours
(a lintéricur d’un cercle ou d’un contour convexe) possible, toutes les

et g

JSois owil sera possible de timiter a priori | 5], |p

Par conséquent, on retrouve aussi la propriété des ¢quations (L) :

St une équation (L) r’admet que des solutions simples, le probléme
de Dirichlet, & Uintéricur d’un contour convexe, est toujours possible
lorsqu’on satt limiter a priori |

Il faut cependant remarquer que la démonstration de cette proposi-
tion, donnée au paragraphe 2, a besoin d’étre complétée dans le cas
‘ : o, , . L
ou la croissance de == (supposé de signe quelconque) serait égale &

celle (') de E; ce cas, dont I’étude peut étre faite par les mémes
méthodes, ne se présentera pas si 'on suppose que le terme prin-
cipal /5, de f est indépendant de z.

12. Abordons & présent le probleme général de P'extrémum de

. . . JD e , C g .
(1) Dans le cas ol la croigsance de T esl inféricure & celle de I, I'inégalité (7 bis)

. . JdD,,
subsiste puis(qne —— = o0
! I Uz
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f/f(x, Y>3, P, q)dzdy,

lorsque la croissance o est supérieure a 1.

On sait que, dans ces conditions, l’équation de Lagrange est & la fols
de la classe (1) et de genre zéro.

Nous arrivons ainsi au théoréme suivant :

Uintégrale

Tutorime. — SCla fonction fest telle que la forme quadratique

(21) St [0 A f1a% A 0 0,8, 0k 2 f2, 81854 2 fhy 8a By

o
est definie et que, de plus, on a, quel que soit =, | f| <K(1 + p*+ ¢*)?,
K étant une constante fixe et o > 1, il existe loujours une surface extré-
male passant par un contour donné (@ projection convexe ou non).

En effet, la condition (21) est suffisante pour que la solution,
lorsqu’elle existe, soit simple, et réalise Pextrémum absolu; pour
limiter =], on peut donc reproduire le raisonnement du para-
graphe 8.

Remarque. — Si o ==1, le probléme ne sera plus toujours possible.
La condition nécessaire pour 'existence d’une solution est que I’é qua-
tion de Lagrange soit de la classe (L). Celte condition est, aussi,
sulfisante, si Pon suppose, en outre, que pour |[s| trés grand,
s([fi= fre— [ypy) 0, lorsque p=g=o0; celte supposition, qui
permet de donner immédiatement une limite supérieure de [z,
pourrait étre remplacée par d’autres hypotheses analogues plus ou
moins restrictives (comparer avee le paragraphe 9). Aing, on vérifiera
que tandis que le probleme est, en général, impossible pour intégrale

/ / WP ) da dy,

qui conduit & 'équation

2
2

(1 g2y r—apqs—+ (1 +p*) =250+ p*-+q*)*,

il admet, au contraire, toujours (a U'intérieur des contours convexes)
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une solution dans le cas de I'intégrale

f[\/l “+ PP gi- stde dy

dans ce dernier cas, en elfet, 'équation de Lagrange est

(14524 g2y r—o2pgs -+ (14 32+ p2) = 5(3*+ 2p*+ 2¢%+1).

13. Il importe de souligner le fait suivant :

Dans le cas ou la forme quadratique (21) est définie, il n’existe pas
d’autre surjface ayant des dérivées finies et continues du premier ordre

qui réalisent le minimum absolu de l'intégrale / f f(x,y,5,p,q)dxdy,

que la solution correspondante de 'équation de Lagrange.

Ainsi, quoique la méthode ordinaire du caleul des variations pour
établir I'équation de Lagrange suppose, @ priord, que la solution
admette des dérivées secondes, on reconnait, « posteriors, qu’il ne
peut exister de surfaces sans dérivées secondes réalisant le minimum
absolu.

Un second point qu’il faut noter est, qu'él résulte de la méthode méme
par laquelle la solution de Uéquation de Lagrange est obtenue, que la
surface extrémale est analytique.

Ainsi, sans aucune restriction :

Une surface qui réalise le minimum absolu de Uintégrale

f//(x Vs 2, Py ) dady,

sous la condition (21) et lorsque le probléme de Dirichlet correspondant
est possible, est nécessairement analylique.

Remarquons pourtant qu’il ne résulte pas, de ce qui précede, que
des minima relatifs ne puissent exister pour des surfaces sans déri-
vées secondes. Mais dans les cas considérés (par exemple pour les
surfaces minima), cela est également impossible. Pour le voir, il est
indispensable de nous appuyer sur une proposition dont la démons-
tration sera publiée prochainement dans un Mémoire consacré a
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diverses généralisations des propriétés des fonctions harmoniques ().
Nous avions toujours suppos¢ les données sur le contour analytique.
L’application du théoréme de Weierstrass, comme il est facile de le
vérifier et comme je I’ai montré dans mon Mémoire russe (Communic.
de la Soc. Math. de Kharkow, rgo8), permet de remplacer les fonc-
tions analytiques sur le contour par des fonctions dérivables un cer-
tain nombre de fois. Mais par des considérations que j’ai résumées
dans la Note citée, on arrive a cette proposition plus générale dont
nous avons besoin en ce moment :

Sc le probléme de Dirichlet est toujours possible pour toute fonction
analytique sur un contour convexe, il est également possible st la fonction
est supposée seulernent conlinue sur le contour.

On pourrait donc découper, sur la surface qui réaliserait un mini-
mum relatif, une partie suffisamment petite, au moyen d’un cylindre
circulaire, pour que la surface extrémale passant par le méme contour
(et qui existe d’apres le théoréme énoncé) se trouve dans le domaine
du minimum de la surface considérée, ce qui est impossible.

(1) Foir ma Note des Comptes rendus du 1o oclobre rgro.




