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SUR

UNE CLASSE DE FIGURES D'EQUILIBRE

LIQUIDE EN ROTATION;

Par M. A. LIAPOUNOFF.

1. Etant considérée une masse liquide homogene, dont les parti-
cules s’attirent mutuellement suivant la loi de Newton et qui est sous-
traite & toute action extérieure, si on lui donne une figure convenable,
elle pourra tourner librement autour d’un axe fixe, comme un corps
solide, et I'on aura alors une de ces figures d’équilibre dont il est ici
question.

On connait depuis longtemps les figures ellipsoidales d’équilibre,
dont 'ensemble est constitué des ellipsoides de révolution aplatis de
Maclaurin et des ellipsoides & trois axes inégaux de Jacobi.

Ces ellipsoides forment des séries continues de figures d’équilibre,
et ces séries ont, pour ainsi dire, des connexions, de sorte qu'il existe
des ellipsoides par lesquels s’établit un passage continu d’une série
4 une auftre.

Or cette question se pose : n'y a-t-il pas de figures d’équilibre non
ellipsoidales qui forment des séries continues ayant des connexions
avec les séries ellipsoidales?

S’il en est ainsi, on doit pouvoir trouver des ellipsoides, tels qu’il
existe des figures d’équilibre non ellipsoidales qui en soient aussi peu
différentes qu’on veut.

Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. - NOVEMIRE 190Q. 6o



474 A. LIAPOUNOFF.

C’est la question qui m’a été proposée jadis par Tchebychef, et dont
je me suis déji oceupé autrefois (*).

Quelques résultats que j'ai obtenus alors, et surtout les résultats
remarquables qu’a obtenus presque & la méme époque M. Poincaré,
ont rendu une réponse affirmative trés vraisemblable.

Néanmoins la question restait loin d’étre résolue, puisqu’on ne con-
naissait qu’une premiére approximation, et non seulement il n’y avait
aucune méthode pour qu'on pit pousser I'approximation plus loin,
Iexistence méme de nouvelles figures d’équilibre n’était pas établie
d’une maniére quelque peu satisfaisante.

C’est pourquol j’ai repris la question il y a quelques années, et j’ai
déja publié une partie de mes recherches dans les deux premiéres
Parties parues du travail intitulé : Sur les figures d’équilibre peu dyffe-
rentes des ellipsoides d’une masse liguide homogene douée d’un mouye-
ment de rotation (*).

Dans ce travail, je donne une solution rigoureuse de la question.
Mais cette solution est sujette a certaines restrictions, que j'ai da
introduire pour pouvoir appliquer ma méthode.

Il est vrai que ces restrictions laissent encore subsister une grande
généralité. Mais il n’en est pas moins désirable de s’en débarrasser.

C’est ce que je me propose de faire dans le présent Mémoire, ou je
montrerai qu’en dehors des hypotheéses que j’ai admises il n’y a pasde
solution, de sorte que les conclusions auxquelles je suis arrivé dans
mon travail sont valables sans aucune réserve.

2. Soit E un ellipsoide de Maclaurin ou de Jacobi.
Pour employer les notations dont je me suis servi, je désignerai les
demi-axes de cet ellipsoide par

Ve+1, Vp+aq, Vo,

(1) Pour ce qui concerne les détails, je renverrai au Mémoire : Sur un probléme de
Tchebychef ( Mémoires de I Académie impériale des Sciences de Saint-Pétersbourg, t. XVII,
Ne 3, 1905).

(?) Ouvrage publié séparément par 1'Académie impériale des Sciences de Saint-
Pétersbourg. Premiére Partie : Etude générale du probléme, 1906. — Deuxidme Partie :
Figures d’équilibre dérivées des ellipsoides de Maclaurin, 1909.
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en entendant par p et ¢ des nombres positifs et en supposant que ¢ ne
‘dépasse pas 1. Si ¢’est un ellipsoide de Maclaurin, on aura ¢ =1, et,
si’on considére un ellipsoide de Jacobi, ¢ sera une fonction connue
de p.

Soient ensuite E; et E, des ellipsoides homofocaux 2 E et ayant res-
pectivement pour demi-axes

Ve—d-+1, Ve—35+g¢, Vp—3,

Voe+d+1, Vo-rd+q, Vo+3i,

¢ étant un nombre positif moindre que p.

En supposant ¢ suffisamment petit, j’ai recherché s’il existe des
figures d’équilibre non ellipsoidales, situées a Uintérieur de Dellip-
soide E, et renfermant & leur intérieur ’ellipsoide E;.

C’est une pareille figure que j’ai entendue par une figure peu diffé-
rente d’un ellipsoide.

En désignant par x, v, z les coordonnées rectangulaires et par 6
et y des variables auxiliaires, on pourra représenter la surface d’une
telle figure par les équations

x=\p+ L+ 1sinfcosy,
(1) ¥y =yp+¢+gsindsiny,

5z =\/p +{ cosb,

{ étant une fonction de 0 et { dont la valeur absolue ne dépasse pas o.

Or, en partant de ces équations, je ne me suis pas borné & supposer
que & soit assez petit, et j'ai encore introduit certaines conditions
complémentaires que je vais énoncer a 'instant.

On peut envisager 0 et ¢ comme les angles polaires d’'un point p,
situé sur la surface de la sphere X de rayon r et de centre a I'origine,
et j’ai rapporté les valeurs de la fonction { aux points de cette surface.

Cela posé, j’ai admis qu’en tout point de la surface de la sphere X la
fonction C a une seule valeur. De plus, j’ai supposé que cette fonction
soit continue, et cela de telle maniére que, (' étant sa valeur en un
point p'(0",{") de la méme surface, le rapport

¢—t
rp'
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reste, en valeur absolue, au-dessous d’une limite suffisamment petite,
quelles que soient les positions des points p et p’; ce qui, en posant

cosfcost’ + sinfsiné’ cos (Y’ — ¢) = coso,
peut étre exprimé par une inégalité de la forme

/-_—
£ < <90y

sin =
2

¢, étant un nombre fixe suffisamment petit.

Dans ces hypothéses, j’ai complétement résolu la question, en mon-
trant tout d’abord comment on doit choisir ’ellipsoide E pour qu’il
existe des figures d’équilibre non ellipsoidales qui en soient aussi peu
différentes qu’on veut, et en donnant ensuite une méthode pour déter-
miner ces figures avec une approximation voulue. En méme temps,
j’al montré comment on obtiendra, pour un ellipsoide donné, toutes
les figures d’¢quilibre, pour lesquelles & et 8, sont assez petits.

Or on peut se demander : n’y a-t-il pas de figures d’équilibre pour
lesquelles ¢ seul soit assez petit, mais qui ne satisfassent pas aux
conditions complémentaires ci-dessus?

Je vais montrer que la réponse est négative.

3. Soit F la figure d’équilibre considérée, dont la surface sera
définie par les équations (1), I'axe des z étant dirigé suivant I’axe de
rotation.

Soient ensuite o la vitesse angulaire qui lui correspond, f la con-
stante de la gravitation universelle, £ la densité du liquide et =f4U le
potentiel de la masse liquide au point (z, y, z).

Comme, par hypothese, le liquide n’est soumis & aucune action
extérieure et que, par suite, la pression doit étre nulle sur la surface
libre, on aura, sur la surface de la figure F,

(2) Q(x*+ y*) + U =const.,

en posant, conformément aux notations que j’ai employées,

w?2

;T'E?E :9.
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Le second membre de I'équation (2) est une constante, au sujet de
laquelle il faut faire une remarque.

En se placant & un point de vue général, on ne doit pas écarter
d’avance le cas ou la surface de la figure considérée consiste en plu-
sieurs nappes isolées, et, dans ce cas, la constante dont il s’agit pourra
varier d’une nappe a une autre. Mais si, parmi les nappes, il en existe
qui servent a limiter une seule et méme portion connexe de la masse
liquide, cette constante ne changera pas de valeur, quand on passe
d’une de ces nappes & une autre.

De cette fagon, I'équation (2) doit étre conc¢ue comme il suit :

La fonction

Q(z2+y)+ U

ne change pas de valeur quand on passe d’un point de la surface a2 un
autre, toutes les fois qu’on peut joindre ces deux points par une ligne
continue, située a 'intérieur du liquide.
L’équation (2) exprime la condition d’équilibre pour la figure F.
Pour I’ellipsoide E on aura de méme

Q (x*+ y*) +~ U,=const.,

en désignant le potentiel de I'ellipsoide par = kU, et en posant

w, étant la vitesse angulaire correspondante.
Cette équation aura lieu sur la surface de I'ellipsoide E, ou ’on aura,
d’aprés une formule connue,

en posant, pour abréger,
Ve(t +1) (£ +q) = A(2).

Or, & lintérieur de l'ellipsoide E, on aura pour U, la méme
expression.
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Donc, pour les points intérieurs a I'ellipsoide, on aura

.2 — — 7 x_z _yz z.'_.a
(3) Qy(z2+ y*) + Uy= const. A(,p-*'r-l +p+(] + P)’

ou

® de
7\=PA(P)fP NGE

4. Pour simplifier ’analyse, nous allons supposer que la figure F
se trouve & 'intérieur de I'ellipsoide E. Cela est permis, puisque la
figure considérée peut étre remplacée par une figure homothétique par
rapport & 'origine des coordonnées, sans que la condition d’équilibre
soit altérée.

Dans cette hypothése, I’égalité (3) aura lieu pour tous les points de
la surface de la figure F.

Par suite, en posant

Q—Qy=nm, U,—U=0,

on aura sur cette surface
(4) n(xz+yz)+x<l_p_%__z;____>_U1=C,

C étant une constante dans le sens expliqué au numéro précédent.
D’aprés les équations (1), on a ici

o+ y* = (p + cos*y + g sin?Y + ) sin®0,

___x’___y_’___:»i___<sin?9c05'-’¢ Sin2951r1241+cos?9>§
p+1 pH+g p p+1 o+q A
Quant & U,, on aura
=1 (%,
T r

our estladistance del’élément de volume dr au point (, y, ), et I'in-
tégrale s’étend a tous les éléments qui se trouvent & l'intérieur de
Pellipsoide E et & I’extérieur de la figure F.

Comme tous ces éléments sont situés entre les surfaces des ellip-
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soides E et E;, on pourra assigner & U, une limite supérieure de la
forme L3, L étant un nombre ne dépendant que de p.

D’aprés cela, on voit facilement que v ne dépassera pas, en valeur
absolue, une limite supérieure de la méme forme.

En effet, la constante C figurant dans I'équation (4) est la valeur de

A
- —':_Uh
P

en un point ou I’axe des z rencontre la surface de la figure F. On aura
donc

A N
Or, sil’on pose dans I’équation (4) ¢ = o, 6 = -7;1, elle deviendra
A
(p+1+8)n— —p+m§_U1:C’

et de 13, ¢ étant plus petit que p, on tire

A A \ s
[‘fll<<f-)—_*—_—[+—P-+2L>o,

inégalité de la forme

(3) |n|<M3,

o M ne dépend que de p.

5. Nous poserons, pour abréger,

sin?fcos?y  sin?fsin?¢ | cos?6 K
p+1 p+q o
sin?f cos?y + g sin?*fsin*¢y =1,

de sorte que ’équation (4) s’écrira

n(J +psin?6) — (AK —nsin?0){ —U,;=C.

Cela posé, considérons deux points P(0, ¢) et P'(%, {) de la sur-
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face de la figure F, qui puissent étre joints par une ligne continue
située & l'intérieur du liquide.

Comme pour ces deux points la constante C aura la méme valeur,
nous aurons, en employant un accent pour désigner les valeurs rela-
tives au point P’,

(AK'—nsin?6' ) — (AK — 0 sin%6)¢
—n(J—7J)— pn(sin?6’—sin?0) + U, — U, =o,

ce qu’on peut présenter sous la forme

(6) (MK —msin?9)(5'—¢)
=K — K )¢+ n(sin?¢ —sin®0) (p+ &) + 0 (J' — J) + U, — U,.

Or, en posant, comme nous I’avons déja fait,
cosfcos '+ sindsiné’ cos (Y — ¢) = coso,
il est facile d’établir ces inégalités

. . .0
|sin?6'—sin%6 | < 2 sin ;

. 24in Y, r_ —
K Ki<Psm2 |J J1<251n2

D’autre part, o étant assez petit, on aura
() IUQ—ILP<<Nd§“—CL+N,ﬁn§>6Mg%

en entendant par N, et N, des nombres positifs suffisamment grands
et ne dépendant que de p.
En effet, on a

dr T r—r)dr
U,— U, =~ f_____f ( ,,/)

et, par suite, D étant la distance PP’,

U, — U< = f—.

- Or, en exprimant D 4 I'aide des formules (1), et en tenant compte
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de ce que { se trouve toujours entre o et — ¢, on s'assure facilement
que

Q

D < +2\p+1sin .

¢'—t|
Ve =3

~
p—0

o |—

Quant & I'intégrale, on peut lui assigner une limite supérieure de la
forme

\’é‘log b

Q0

N ne dépendant que de ».
. / .
Done, en supposant ¢ suftfisamment petit U)ar exemple, plus petit

I’_> ‘2 bi inéaalite tell
que 7 p ), on aura bien une inégalité telle que (7)-
Par suite, en remarquant que
I
K> —:
p+1

et tenant compte de I'inégalité (5), on peut tirer de (6) I'inégalité
sulvante :

) (p—_l-_-—l-—Mo—Nlolog%)[C/—Cl

< [% +2M(p+1)+ N, log%] 0 sinj—-

6. Maintenant il est aisé d’établir ce que nous nous sommes
proposé.

Tout d’abord, on voit immédiatement que, o étant assez petit,
a aucun point de la surface de la sphére £ il ne pourra correspondre
plus d’un point de la surface de la figure F.

En effet, si & un point p(0,¢) il en correspondait plusieurs, il s’en
trouverait certainement deux qui pussent étre joints par une ligne
continue située tout entiére a 'intérieur du liquide, et auxquels, par
suite, on pourrait appliquer I'inégalité (8). Or cette inégalité, ou ’on
devrait alors faire sing = o sans supposer ' = {, se réduirait &

L Ms—Nslogl) |t —¢] <o
(P"l"‘l 4 1 bé\ 2

et cela est impossible, dés que ¢ est assez petit.
Ann. Ee. Norm., (3), XXVI. — NOVEMBRE 190Q. 61
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1l faut donc admettre qu’en tout point de la surface de T la fonc-

tion C a une seule valeur.
Or, s'il en est ainsi, I'inégalité (8) sera valable, quels que soient les
points P et'P" de la surface de F, et d’aprés cette inégalité, ¢ étant assez

petit, on aura

» L]

< Nodlog

b

os1"o

en prenant pour N un nombre suffisamment grand, ne dépendant que

de ¢.

On arrive donc & notre condition complémentaire.

7. La conclusion précédente a été obtenue dans I'hypothese que la
figure F se trouvit tout entiére & U'intérieur de I'ellipsoide E. Mais, si
on ne le supposait pas, le résultat n’en serait pas changé.

En effet, pour se débarrasser de ladite hypothése, il n’y a qu’a rem-
placer la figure considérée par une figure homothétique, dont la sur-
face soit définie par les équations de la forme

x=n\/p+1-+sinfcosy,
r=nyp—+ g +Zsindsiny,
5 =n\p+Zcosh.

Pour ramener ensuite ces équations & la forme (1), on posera

Vo +1-+2, sinf, cosd, = nyp +1+ ¢ sinfcosd,
Vo + ¢ +Z, sind, sind, = n\po+q—+&sinfsind,
Vo +Z,cos8, = nyp +¢ cosb;

et, apres avoir éliminé entre ces derniéres équations 0 et ¢, on en
déduira ¢, en fonction de 0, et J,.

Jai étudié de pareilles transformations dans la premiére Partie de
mon travail Sur les figures d’équilibre (n* 55-58), et i’y ai montré que,
si les fonctions

Y(___C
kl

[£] et
. Q

Sin =

2
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restent toujours au-dessous des nombres suffisamment petits, le
nombre n étant assez peu différent de 1, les fonctions

ly [ et :'[_:1
o1 D

ot ¢, est I'angle entre les directions (6,,%,) et (6,,{)) répondant aux
valeurs {, et ([, ne dépasseront pas des limites aussi petites qu’on
veut.

Il en résulte que la conclusion du numéro précédent ne dépend
nullement de ’hypothése que la figure E soit située a I'intérieur de
Pellipsoide E, et que, par suite, la condition complémentaire admise
dans mon travail sera toujours remplie d’elle-méme, pourva que ¢ soit
assez pelit.

On doit donc conclure que les figures d’équilibre que j’ai ¢tudiées
sont les seules qui puissent étre assez peu différentes des ellipsoides.

8. En (erminant, j'ajouterai que Tchebychef, en me proposant la
question dont il s’agit, voulait surtout savoir ce qui arrive quand la
vitesse angulaire, en croissant continument, atteint sa valeur, pour
laquelle les deux ellipsoides de Maclaurin se confondent.

On sait que, si la vitesse angulaire continue i croitre, les figures
cllipsoidales d’équilibre cessent d’exister. Mais on ne savait pas si
elles ne se transforment pas alors en certaines figures d’équilibre non
ellipsoidales peu différentes des ellipsoides, et c’est cela que voulait
savoir Tchebychef.

J’ai montré dans mon travail (I' Partie, n° 72) que, sous la condi-
tion complémentaire que j'ai admise, de pareilles figures d’équilibre
sont impossibles.

Donc & présent on peut affirmer qu’il n’en existe pas, sans aucune
réserve.

De cette facon, la question soulevée par Tchebychef peut a présent
étre considérée comme complétement résolue.



