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SUR LES

ÉÛUATIONS DIFFÉRENTIELLES DES CORDES
ET

DES MEMBRANES VIBRANTES;

PAR M. S, SANIELEVICI.

INTRODUCTION.

L'équation aux dérivées partielles

(l) A^ -h 1\U -^ 0,

o ù A ^ = o est l'équation de Laplace dans un espace à deux ou trois
dimensions, A une fonction (l'un point dans cet espace e tX un para-
mètre, joue un rôle considérable dans un grand nombre de questions
de Physique mathématique (1). Il en est de même de Inéquation diffé-
rentielle

W Ê""^^^01

qui est l'analogue de l'équation (i) dans le cas d'une seule variable.
On est conduit à des équations de ce type, en Acoustique, dans le

problème des cordes et des membranes vibrantes et dans la théorie des
résonnateurs,

( 1 ) H. POINCARÉ, Surleff équations de la Physique inat/iénmtique (Circoh matematico
di Palermo, 1894)-
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Soient § la densité superficielle et T la tension en un point quel-
conque (a?, y ) d'une membrane limitée par un contour G, u l'écart de
ce point de sa position d'équilibre dans le mouvement de vibration
transversale dont la membrane est animée; u est une fonction des
vambles «z*, y et du temps t, vérifiant l'équation

§ <)-//, _ à2 u à^u
ï 'W "'J^ "+"̂

et s'annulant le long du contour C.
Si la membrane est susceptible de variations périodiques, l'équation

précédente doit admettre des solutions de la forme

u == r(.r, y) sin^,

v satisfaisant à l'équation

(3) ^^rp^^-v^o

et prenant la valeur zéro sur le contour.
L'équation (3) n'admet en général aucune solution continue s'annu-

lant sur le contour, sauf l'intégrale banale v == o qui correspond au
repos; si, pour des valeurs exceptionnelles et bien déterminées de p.,
de pareilles intégrales existent, elles caractérisent les sons propres de
la membrane. Ces valeurs exceptionnelles sont les constantes caracté-
ristiques de l'équation (3); la plus petite, qui correspond à la plus
longue période, caractérise le son fondamental; les suivantes cor-
respondent aux diverses harmoniques de la membrane.

Physiquement on est donc assuré de l'existence de constantes carac-
téristiques en nombre infini; cependant on conçoit la nécessité d'une
démonstration analytique rigoureuse.

La membrane étant supposée homogène et également tendue, le
Àrapport - est constant et peut être rendu égal à l'unité. Dans ces con-

ditions Schwarz ( f ) a démontré, par une analyse extrêmement ingé-
nieuse, l'existence du son fondamental. La méthode de Schwarz a été

( l) Geyammelte mathematische .Àbïîandiungen, t. I, p. 1 4 1 .
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reprise en 1893 par M. Picard (\) pour établir l'existence du premier
son harmonique; et, en 1894? dans son Mémoire célèbre Sur les équa-
tions de la Physique mathématique (2), M. Poincaré a établi l'existence
des autres harmoniques en nombre infini.

Dans ce Mémoire, M. Poincaré démontre notamment que la fonc-
tion uÇsc^y) définie par les relations

A^< -4- Ç u ==/( x, y ), u = o sur C

est une fonction méromorphe du paramètre complexe Ç, résultat capital
qui a certainement guidé M. Fredholm dans sa belle découverte con-
cernant les équations intégrales.

Dans l'espace à trois dimensions, quand on cherche les sons propres
d'une masse gazeuse enfermée dans un vase clos S, on est conduit à
l'équation

à2u à^u à^u . . . .
^+^4-^-+ÀÀ(^y^ )^ /==oy

u étant le potentiel des vitesses et devant satisfaire à la condition

du c_du
dn
— == o sur b.

Ce problème a aussi été traité par M. Poincaré, mais sans être résolu
rigoureusement.

Le Mémoire de M. Fredholm (3), rapidement devenu classique, selon
M. Picard, a jeté une lumière nouvelle et éclatante sur toutes ces ques-
tions. A l'aide des théorèmes généraux que cet auteur a découverts dans
la théorie des équations intégrales linéaires de seconde espèce (Hilbert),
on retrouve facilement, comme Font montré MM. Picard (4) et Pie-
melj (5) une grande partie des résultats connus dans tous les domaines
de la Physique mathématique. En particulier, l'existence en nombre
infini des constantes caractéristiques de l'équation (3) est une censé-

( 1 ) Comptes rendus f 1893.
(2) Rendiconti del Circolo matematico di PalermOj lî
(3) Âcta mathematica, t. XXVII, igoS.
(4>) Rendiconti del Circolo mat. di Palermo, 1906.
(5) Monatshefte fur Mathematik und Phfsik, 1904.
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qiience immédiate d'un théorème de MM. Hilbert ( ' ) e t Schmidt:^)
concernant les équations intégrales de seconde espèce à noyau fermé
de la forme G(^, y; Ç, Y]) A('£, Y]), G étant symétrique par rapport aux
points (i;, Y)) et (^j) et A une fonction positive.

Dans ce travail, nous nous proposons d'étendre les résultats précé-
dents au cas où dans l'équation (i) la fonction A n'est plus constam-
ment positive dans le domaine où elle est définie. Cette hypothèse
semble essentielle dans tous les travaux que nous venons de citer.
Dans un Mémoire publié en 1904 (Journal de M. Jordan), M. Mason
s'affranchit, il est vrai, de cette hypothèse restrictive; mais sa mé-
thode, fondée sur le principe de Dirichlet rendu rigoureux par M. Hil-
bert, se borne à la démonstration de l'existence des constantes carac-
téristiques, sans en permettre le calcul régulier comme le faisait la
méthode Schwarz-Picard. C'est en modifiant cette méthode, de manière
à en rendre encore plus évidente la liaison étroite avec la théorie de
l'équation de Fredholm, que nous éliminons des raisonnements toute
hypothèse sur le signe de la fonction A. En même temps, nous l'éten-
dons aux conditions à la limite — — ku = o et — -==- o, en mettant en(in dit
évidence, pour ce dernier problème, les diverses circonstances qui
peuvent se présenter autour de la valeur singulière X == o.

L'étude de l'équation différentielle (2) est naturellement beaucoup
plus facile. Cette étude a été commencée déjà par Sturm (3), à l'aide
d'une méthode qui n'offre pas toute la rigueur qu'on exige aujourd'hui.
Il est clair que tous les résultats obtenus relativement à l'équation aux
dérivées partielles (i) sont immédiatement transposables dans le cas
d'une seule dimension; mais ici on peut obtenir des résultats plus
précis, par exemple en ce qui concerne le nombre de zéros des inté-
grales dans un intervalle donné ( /1). Nous avons étendu ces résultats au
cas où la fonction A(.'r) est de signe quelconque, et la connaissance
du nombre des zéros nous a permis de généraliser la démonstration
directe de M. Picard concernant la définition des valeurs singulières du

( 1 ) 1/ite^r'al^leic/iungefiy Gotti/iger Nachrichten, 1904 ot 1905.
(2 ) MathernatUche Annalen, Vol. LX1IL
( 3 ) Journal de Liûiwille, t. î.
(4) E. PICARD, Trente (i'Ànaîj'se^ t. III, 1908, p. 1-20.
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paramètre à l'aide de certains problèmes du calcul des variations.
La méthode dont nous nous sommes servi nous a encore permis-

d'établir facilement l'existence d'intégrales périodiques pour l'équa-
tion (2), dans laquelle A(<r) serait une fonction périodique, et de
séparer en quelque sorte les valeurs exceptionnelles correspondantes
du paramètre.

L'étude des intégrales doublement périodiques de l'équation (i),
où A(.r, y) admet les deux périodes û> et co' pour ,r et y respecti-
vement, revient à l'étude de l'équation de Beltrami généralisée

/ < ^ F f \ / E ^ F ^ \
a i ou à . \ ô i à. ^ )^B^^=.o

au \ ^/EG — F2 / àv \ ̂  _ p / v ? ;

sur un tore. L'existence de pareilles intégrales partout continues dans
un rectangle de périodes n'est autre chose que l'existence d'intégrales
de l'équation (4) continues sur tout le lore. D'une manière générale
on peut se proposer d'étudier l'équation (4)' au point de vue de
l'existence d'intégrales continues sur une surface fermée quelconque
à p trous. En nous inspirant des recherches de M. Picard à ce sujet,
qu'il a développées en partie dans son cours de 1908 à la Faculté des
Sciences, nous avons appliqué a ce problème aussi une généralisation
de la méthode de Schwarz-Picard.

PREMIÈRE PARTIE.
{. 'EQUATION DIFFÉRENTIELLE ̂  4- A A ( ^ ) r == o.

I. — Intégrales nulles aux extrémités d'un intervalle.

1. Lorsqu'on veut déterminer une intégrale de l'équation

(i) ^+^A(.r)y=o,
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où A(n?) estime fonction finie et intégrable dans un certain inter-
valle ab, par ses valeurs y(a) ety(&) aux extrémités de cet intervalle,
on est conduit ( ^ ) à une équation de Fredholm

(^) y(^)-^ f G(^^A(^y(0^==y(a)l^+y(&)^^,

la fonction G-(,x?, $) symétrique en .r et S;, étant définie de la manière
suivante :

G^^^l^ poar ^
<•/ ""— (.c

G(.,0=(±=^riA} pour .̂

La théorie des équations intégrales de ce type nous apprend que
l'équation (2) admettra en général \mQ solution unique. Il peut y avoir
exception pour certaines valeurs singulières du paramètre X. Ces
valeurs, si elles existent, sont les racines d'une fonction entière D(À),
polynôme ou fonction transcendante, que la méthode de M. Fredholm
apprend à développer en série de Taylor. Quand on remplace À par une
telle valeur singulière, l'équation (a) n'apas de solution, à moins qu'il
n'y ait une certaine relation entre les deux constantes y(a) ety(&).
Au contraire, léquation intégrale sans second membre, obtenue en sup-
posant

y(a)=y(b)=o,

qui, en général, n'est vérifiée que par la solution j=o, admet des
solutions non identiquement nulles lorsqu'on attribue au paramètre une
valeur singulière; nous désignerons ces solutions par le nom (^inté-
grales singulières.

La fonction définie par l'équation (2) est en général une fonction
méromorphe de X, dont les pôles sont* précisément les valeurs singu-
lières du paramètre. Suivant que D(X) a un nombre fini ou infini de
zéros, les pôles sont en nombre fini ou infini ; mais, la formation effec-
tive de la fonction D(X) exigeant des calculs impraticables, on est

(1) PICA.RD, Traité d'Analyse, t. lÏI, 1908, p. 100; HILBERT, Integralgleicîlungén, I.
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obligé, pour reconnaître l'existence et le nombre des pôles, de re-
courir à d'autres considérations.

Lorsque la fonction A(a?) est positive dans l'intervalle ab, l'existence
d'un nombre infini de valeurs singulières est assurée grâce au théo-
rème de M. Hilbert. En effet, en posant, avec AÏ. Schmidt.»

r{^}\/A(^)=:z(^),

l'équation (2) sans second rne'mbre est ramenée à une équation inté-
grale au noyau symétrique ci ferme

,, b _____

^ (^) — A / G (.r, )̂ v/A(^) V/A'TS) ^ (S) ̂  == o.
" • a

Ce théorème est en défaut quand A{x) peut changer de signe dans
l'intervalle ab. C'est ce cas-là que nous nous proposons d'examiner.

2. Tout d'abord il ne peut y avoir de valeurs singulières complexes.
Nous avons vu qu'à une valeur singulière du paramètre, 7. == Xo, cor-
respond une intégrale singulière de l'équation (i), continue dans l'in-
tervalle ab et s'annulant pour x == a et x == &. Cette intégrale satisfait
à l'équationx .//

y(^)-}.o f G(^,0' j ' ($)A(£)^==o.
t' a

Elle admet par conséquent une dérivée continue dans tout l'inter-
valle ab, les extrémités comprises, puisqu'on a

^.[jr'^A({).,(E)<-j^Aiï),.œ4
Cela posé, soient a -i- iÇ une valeur singulière complexe et u -+- iy

l'intégrale singulière correspondante. On aura

^- i -aA(^)^—(3A(^)P==o,
€l£C

—— -+-(3A(^)^-+"aA(^)P=o,

Ann. Ét\ N^rm., (3), XXVI. — JANVIER 1909 ^



^t. S. SANIKLEVICI.

d'où l'on tire par une combinaison facile

f,,^-,/-^ '-P i"AW{^+^)d.r==o,
[ dx dx „ J,,

r rfy ^(.^T ^t[Y^iY-^ f^YI^^ ^ / 'A(.r)(«14-^)^=->.["^^^J,,'"^ \\dx}^\dx}\ J,.

Les parties tout intégrées disparaissent en vertu des conditions aux
limites et Fon voit de suite que p est nécessairement nul, puisque
l'égalité

f1'
\ ACyKM'-i-c^a^o

entraînerait
du _ dv _
rf^ dx^

et, par conséquent,

Montrons encore que la fonction y{x; \), en mettant en évidence
le paramètre, définie par l'équation (2) ne peut avoir que des pôles
simples. Soit, en effet,

/ ^-_2j"^L ̂ -J l̂̂ L -+-... -t-^l^+Y(.r, ).),y(;2-'î-) - (î,-^)'» + (/ -^y"-' " >- - ̂ o

le développement de cette fonction autour du pôle ^ = \ supposé
multiple. En portant ce développement dans l'équation (2), il vient.
pour m> i,

^(^)_/.. f G(.r,OA(0^(M=°'
^a

J»-i(^)-^J> iG(^^A(^)y»«-i(S)^=^èG(^^A(S)y„.(^^,

relations équivalentes à

[d2ym +^A(^)y,»=o, ^(a)=^(&)=o', d"-y^

(3)
^ 0*27"

û?2^+^A(^)y^t4-A(^)y^=o, .̂  -i(^) =y^i(^) =0-, «—— "T- AO .a^2
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On tire de là

[-'•-'^-r-'^^:-,^l'•r).•^•••=»•
c'est-à-dire simplement

,„.., b

f A(.2Qr;L^'=o.
»-.' /;.

Or, en vertu de la première des équations (3), on a

r^ /^ /'dv \î
7,f A(.r)r^r=/ (^)^

«•• a ^ a ^ "'

et, par conséquent,
^=0;dx

et, comme y^ s'annule p o u r ^ = = a , cette tbnction est identiquement
nulle. C'est ce que nous avons voulu démontrer.

Ajoutons que, lorsque A(x)^>o pour a^x^b, les valeurs singu-
lières ne peuvent pas être négatives; c'est ce qui résulte de la relation

f ^ /*// / d^ \ ï

7^^ AW^=j^ (f)d.r,

où y représente l'intégrale singulière correspondant à la valeur singu-
lière À == ÂQ.

3. Nous allons maintenant établir une formule qui nous sera très
utile dans la suite.

Considérons une intégrale de l'équation (i)^ nulle pour une certaine
valeur x = a de l'intervalle ab et prenant en un autre point x = ? du
même intervalle une valeur donnée qu'on peut même supposer être
fonction continue de X. Cette intégrale est fournie par l'équation

^
y(^-7.r tiap(^,ç)A(^7(S)^=j/((3,X)^^ (').

( r) Je désigne par Gap(-f) $) la fonction G correspondant .'i l'intervalle a^.
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'Par conséquent , lorsque^ varie entre deux valeurs qui. ne compren-
nent aucune valeur singulière du paramètre, l'intégrale considérée,
ainsi que sa dérivée ̂  sont des fonctions continues de x et X,
pour aS^P. Nous désignerons cette intégrale parj(,z1, A) et nous
poserons

../̂  ))-^r.y ^À)..-,^

Donnons maintenant au paramètre deux valeurs voisines X et "X".
On aura

d^ r(.21, ̂ /) ^ / i . • / - r .• ̂  / + A7 A(.r) ,r(.r, À' ) = o,

(4) ^'^À) 4 - À A ( ^ ) y ( ^ ? 0 =o,

d'où l'on tire par la combinaison déjà employée

[y(^ ̂ )y(^ ^) —7(^ ̂ )y (^ ̂
..p

+(^-?0 / A(^)y(.r,?Qy(^^)^r=o.
^a

En vertu des hypothèses faites, cette relation peut encore s'écrire

yc^) y(p,X) ^
/;.\ .y(|3>^) .r(P> A ) ___ï___ i 1 A / \ y / ) , \ y / y ^ \ / /y—.^
(3) ————F"?:————^T^TTTTPT^TJ, A(.r)y(^À)j(^À)r/^o.

Faisons maintenant tendre À' vers X ; l'intégrale y (à?, ^) étant unique,
on aura à la l imite

^f^TiW^^-'——
D'autre part, on a, en vertu de (4)?

a ^
'/, f A(a•)y2(a;,Â)rfa;=-y(P,À)y((3,^)+ f y'^x^dx.

" y . '•' a
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II vient donc f inalement, en, supposant A ^- o,

^m^^^-c^"—
formule que nous voulions établir.

4. En nous appuyant sur cette formule, nous allons maintenant
démontrer l'existence des valeurs singulières et des intégrales qui
s'annulent aux extrémités de l'intervalle ab.

Supposons, en premier lieu, que la fonction K{x) change une seule
fois de signe dans cet intervalle et qu'on ait, pour préciser,

A (..r) < o pour a ̂  x ^ c, A (;%•) > o pour c < x < b {a < c < ^)».

Au point x=c la fonction A(,r) s'annule si elle est continue en ce
point ; mais cette hypothèse n'est pas nécessaire et l'on peut avoir

l i m A ( c — s ) ^limA(c-+- e),
s==o s==o

pourvu que ces deux limites soient/m^.
Relativement à chacun de ces intervalles partiels il existe une

infinité de valeurs singulières, négatives pour l'intervalle ac, posi-
tives pour cb. Désignons les premières par /_„, les secondes par
4 (/À = i, 2, ...), en les supposant rangées par ordre de grandeur

(7) . . . ̂ <. ..< l^ï< l-^<0< /!< ^<• - -<^<"• -

Faisons la remarque préliminaire qu'une intégrale singulière de
l'équation (ï) n'est déterminée qu'à un facteur constant près, puis-
qu'elle satisfait à l'équation homogène

^
r(^)-7. G(^ ,£)A(c) r (0^=o.

^ a

Soit GyO) cette intégrale; on pourra disposer du coefficient
arbitraire C de manière à attribuer à l'intégrale une valeur donnée
quelconque, par exemple un, pour ^=c. En effet, on ne peut
avoir y (c) = o, la valeur de X ne pouvant être en même temps singu-
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lière pour ac et cb. On est donc conduit à examiner s'il existe des inté-
grales nulles en a et en b et prenant la valeur un pour x == c.

LorsqueXvarie entre deux termes consécutifs de la suite (7), il existe
pour chaque valeur de ce paramètre une intégrale et une seule s'an-
nulant en a et égale à un pour x = c; désignons-la par o(x, A) . Soit
de même ^(^,'À) l'intégrale parfaitement déterminée qui s'annule
pour x == b et prend la valeur un au point x == c.

La fonction u(x, X) définie de la façon suivante,

u(x, À) === 9 (.a?, ̂ ) pour a5a?^c,
u {Xy \ ) rzr A ( .-r, ̂  ) pour c 5 j? 5 b,

représente une intégrale de l'équation (i) continue dans l'intervalle ab
et admettant dans cet intervalle une dérivée continue, sauf pour x=c,
Nous voulons démontrer qu'entre deux termes consécutifs de la
suite ( 7) il existe une valeur de \ et une seule telle que la fonction uÇx, X)
correspondante ait sa dérivée continue même au point x= c.

En effet, appliquons la formule (6) aux fonctions y (a?, X) et ^ (^5 X);
il vient

^[^HP-0-'̂ "-
^m-^^.^—-

et par conséquent

< 8 ) ^'^Y^^o.

La fonction
d/^À^y^À)

}.

est donc constamment croissante avec X; je dis qu'elle est continue
lorsque X varie dans un intervalle de la suite (7), qu'elle passe de — a?
a 4- oo et que par conséquent elle s annule une fois etune seule dans cet
intervalle.

Supposons, pour fixer les idées, X > o et compris entre 4.,., et /„. La
fonction cp(;r, j) est finie et continue par rapport à X, pour a^.r^c,
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et la formule

o'(c,7Q =-——--—__ F A(£)(£-^)?a^)^
C ""— it C """"" U i

montre que ç .̂'', ̂ ) reste finie et continue pour 4--ï ^^^4-
II en est de même de ^(;r,Â) et par conséquent de ^(c,À) tant

que X diffère des valeurs singulières l^ < et 4-
Étudions maintenant ^(c, À) dans le voisinage d'une valeur singu-

lière Xy. Cette valeur étant un pôle simple de ^(a7,A), on a autour
de \ = Â()

w/ ,., \
^(^ >,) = ̂ î i + ̂ (^) 4- (A - Aj W\ (^, À ) .

En portant ce développement dans la relation

^(;r^)-7 f (^(^^A(£)^(^,}OA:=^^,
Je

il vient
^+ÀoA(^)¥=o, ¥(c)=¥(&)=o,

^+XoA(A>)^+A(a l)y=o, ^o(c)=i, ^o(^)=o,

d'où l'on tire
W/(c)=— ( / /A(^)yâ(.z•)^<o ( l);

^c
on a d'ailleurs

^(c,/Q=¥^4-^(< î)+(^-Ào) lIJt/l(^^,
À — À()

ce qui prouve que ^(<?, ̂ ) tend vers 4- oo ou — oo suivant que X -— )^
tend vers zéro par valeurs négatives ou positives.

Notre proposition est donc démontrée.

REMARQUE. — Si la fonction A(^) est discontinue au point x = c, il
en est de même de la dérivée seconde y^,^) en ce point. L'intégrale

( !) II est essentiel de remarquer que ^(.r) n'est pas idenliqoement nulle; en effet, il
ne peut exister, pour X == \Q, une intégrale prenant l'a valeur un en c efc nulle en b, car,
en désignant par z ( , x ) l'intégrale singulière de l'intervalle cb correspondant à Xo, on
devrait avoir a'(c) == o et par conséquent z =s o.
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singulière aura une tangente unique au point c, mais non une courbure
déterminée.

5. Nous allons maintenant nous affranchir de toute hypothèse sur
le signe de la fonction A(^).

Soit c un point compris entre a et 6. Supposons qu'on ait établi
l'existence de valeurs singulières /^ (n = ± i, ± 2, ...) pour l'inter-
valle ac et de valeurs singulières 7^ (n == ± i, ± 2, ...) pour cb. Avec
tous ces nombres et avec le nombre zéro, rangés par ordre de gran-
deur croissante, formons une suite un ique ; une analyse toute semblable
à celle qui précède nous permettra de démontrer qu'entre deux termes
consécutifs de cette suite il existe une valeur singulière relative à l'in-
tervalle total ab et une seule

En effet, le paramètre X variant entre deux termes consécutifs de la
suite formée par les h,, et les /^, les intégrales désignées précédemment
par (fÇx, ̂ ) et ^(;r, X) existent et vérifient la relation

,/ r4/(.c,?o^(c,)Yi
^L À J

La fonction de X

>o.

..[/(c,/.)--^^/)
/.

continue tant que ^ diffère des h^ et des ky, est donc croissante avec A.
Pour connaître les valeurs qu'elle prend aux extrémités de l'intervalle
de variation du paramètre, il nous faut distinguer plusieurs cas :

i° Cet intervalle est limité par deux nombres de la même espèce,
par exemple les deux nombres /^.i et h^. La quantité ^\c^\) reste
alors finie ; et l'on a pour y' (c, \) le développement

ç^c^Q^^^+^^c)
A —— H^

avec
r^'(c)==. ^ k(x)^(x}dx.

^tt

Comme d'autre part la fonction <&(a7) satisfait aux relations
cF^̂  -h/^AO)<&==o, < Ï» (a )==<Ï» (c )=o ,
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on pourra écrire
^ ( c ) - - f <D^r)^r,

^n J^

ce qui prouve que $'(c1) est du si^ne de h^. c'est-à-dire de mêrne signe
que À. La quantité

?^À)__ <^(c) ]
À "~ ). À — hn

est donc très grande en valeur absolue etposùiye pour A == h^ •— s, s étant
un infmunent petit posi t i f ; on verra de la même façon que — . est
voisine de — .s» pour A = /ln_^ 4~ 2.

2° L'intervalle de variation du paramètre est limité par deux nombres
d'espèce différente : h,, < A < k^. Dans. le voisinage de h^ ^{ (c, A } reste
f i n i e et — 2-^—2 est très grande et négative; au contraire, dans le
voisinage de ^ , ( A = = / ^ — £ ) , c'est ^(c. A) qui reste iliiie, tandis
que v c' tend vers -+- ao.

• 3° L'intervalle est limité par le nombre zéro. et par A < . Lorsque "X a une
valeur positive et très petite, la différence ^{c ,Â) — c/Cc,!) est sen-
siblement, égale à - —— - ——— et le rapport ^ ( c ' 1 } ~~fi ^'^^est0 ^ — c e -1— ci Jr I A
voisin de — oc. D'ailleurs nous venons de voir qu'il tend vers -hoo
pour À === A, — s.

On voit donc que dans tous les cas ce rapport, constamment croissant
avec T., passe de — co à •+-oo quand le, paramètre décrit l'intervalle
considéré ; il s'annule par conséquent une fois et une seule dans cet
intervalle, pour une valeur \ =\n : X/, est une valeur singulière rela-
tivement à l'intervalle total ab ( 1) .

Les propositions établies dans les n08 4 et 5 démontrent l'existence
d'une infinité de valews singulières relatives à l'intervalle ab, pourvu que

(QNous faisons abstraction du cas où l'on aurait ///«== A-n, qui peut être considéré
comme cas limite; il est clair que //,» est alors une valeur singulière pour ab.

A lift. Éc. Kor'm^ (3) , XXVI. — JANVIER 1909. 3
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la fonction A(.r), finie et intégrable dans cet intervalle, n'y change de
signe qu'un nombre limité de fois.

6. Quant au calcul des valeurs singulières, le fait que la fonc-
tion A(^) peut avoir un signe quelconque dans ab n'y apporte pas de
difficulté sérieuse.

Reprenons la fonction j(^,À) définie par l'équation (2), c'est-
à-dire l'intégrale de (i) déterminée par ses valeurs ,y(^)»y(^) à l'ex-
trémité de l'intervalle considéré. Cette intégrale est une fonction méro-
rnorphe de À dont les pôles, réels et simples, se trouvent exclusivement
parmi les valeurs singulières dont l'existence a été établie. Récipro-
quement, toute valeur singulière est un pôle dey(.r,"X). Pour qu'il
n'en soit pas ainsi, les valeurs j(a) etj(&) devraient vérifier une cer-
ta ine relation ( ^ ) qu'on peut toujours supposer non satisfaite. Il
s'ensuit que le développement autour de \ = o de la fonction y {x, À)

y(x,\)=:uo(a;) -}~X^(;») -^yu^(x) -}-.. .-+-^^(^) +

aura pour rayon de convergence la plus petite clés quantités ^, et ] X.^i,
en désignant par X^ Xa , ... les valeurs singulières positives et
par A_i , X^3, ..., )^, ... les valeurs singulières négatives de ab. Le
développement (9) étant uniformément convergent pour a^x^h,
lorsque X est moindre en valeur absolue que le rayon de convergence
de cette série, portons-le dans l'équation (2). On aura alors, pour
calculer les coefficients Un(x)^ les relations récurrentes

, , , . b — x , ., x — a
^)=j-(a)-^^+y(b)-^-^,

r''«i(^) = ( d(a:',Ç) A (ç ) i i « ( i )d i ,
^Cl

„!.

u,^sc}-= G(a',$)A(0</,,-i(£)^.
*••//

(') On devrait avoir ^ ( a ) z ' ( a ) =j(//) ^(/;), z étant l'intégrale singulière correspon-
dante.
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II y a deux cas à disting'uer :

1° Les deux nombres À, et |A», | sont inégaux; soit, pour fixer les
idées, "Xi << | X_, [. Comparons le développement (9) avec le suivant,

j(^ },) ̂ ZlJ^Î ̂  ̂ (,y) 4- ̂ (;r) + Pî^) 4-. . .,

I^
çia converge dans un cercle plus grand. On a d'une manière générale

(10) ^(.y)==2-tfL}+^(^),
"i

d^ùEon déduit ( 1)

u,,{x) ̂  j i (^)-+-À^(^(^)
Un^ ( x ) ll 71 ( .r ) -4- Aï4-1 ( î (.» ) '

Faisons maintenant tendre n vers l'infini. Comme la série dont le
terme général est X^ v^Çx) est convergente, cette expression tend vers
zéro et l'on a *

i. «,z(a?) „lun -——-—- =Xi.
n==^^u-+i(r)

Le rapport ^ J / tend donc vers une limite indépendante de œ, et
^/l-4-l (^ )

qui est précisément la valeur singulière X^.
De la formule (10) on tire d'ailleurs

l im^^(^)==yi(^) ,
n== «

j^ (^) n'étant autre chose que l'intégrale singulière correspondant
à Xi.

2° Supposons au contraire qu'on ait X _ i = = — A i . En retranchant
dey(.x1, \) les parties principales relatives aux pôles simples Ai et X _ , ,

(1) On ne peut supposer z^(.r)=== o, car cette hypothèse entraînerait uo(^)^o.
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on a

y(^ À)- ̂ ^ ~ 2^1^ = n^(^) 4- ̂ (^) -h. . .4- ̂ (^) -h. . .

^T- t+T-^ ^i

cette dernière série convergeant pour |À[> À, . Il vient donc

«„,(,) =Zd±ly^5)+„,,„(,),
'•l

" î (^) = ̂ ^^^-'^^ + »-^ ( ̂
"1

et par conséquent

Hm ^^'^Imi^^^;^^
w == oo ^an-t-â ( ̂  ) /i =-: « ^an-+-3 ( ̂ '}

et
Hm?^^(^) =ji(.y) +j-i(.y),
n == <» •

l imÀ?"4" l /^n+l(^)==7l(^)-~y-l(^),
7l== 00

relations qui font connaître les valeurs singulières* et les intégrales
correspondantes.

Comme ces deux cas sont les seuls possibles, on voit que les réci-
proques des propositions que nous venons d'établir sont exactes.

Le même procédé sert à calculer les valeurs singulières suivantes
et les intégrales qui s'y rapportent.

Supposons, pour fixer les idées, qu'on ait X^ < j X^ |. Posons

(n) ^(.y,^)==j(^,X)-2li^=^(^)+^ç,^^)^._+^^(^^

I-^

La fonction ^(a?, X), holomorphe dans un cercle de rayon plus grand
que 7^, satisfait à l'équation intégrale

^^^-À^<i(^^A(^)p(^^^=J(^).l^+^
t/ ̂  u —— U O '—• U

On pourra donc calculer les fonctions ^(a?) par les relations de
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récurrence

c. ( T \ - (^~^).y(^)+(.r-a)y(^)Ç'o^Z; — —————————,——-————————— —Jit^h
b — a

^
^(x)= G(^)A(£)(^(O<

«.y/,

La fonction ̂ (x) n'est pas identiquement nulle, parce que ^o(.r)ne
l'est pas; on peut donc appliquer à la série (n) la discussion précé-
dente. L'an des deux rapports

^ii(^) ^n(^)

^l-M (^) ^4-2 (^)

aura une limite bien déterminée quand u augmentera indéfiniment;
cette limite fournira la valeur singulière (ou les valeurs singulières)
de module immédiatement supérieur à'Â.i. On trouvera ensuite, comme
précédemment, la ou les intégrales correspondantes.

Il est clair qu'on pourra ainsi continuer indéfiniment.

7. Nous allons maintenant établir une propriété importante des inté-
grales de l'équation (^ ).

Désignons par Y(<x?,"^) celle de ces intégrales qui s'annule pour
x === a et dont la dérivée prend en ce point la valeur un (1).

Cherchons le nombre des zéros de Y(a?,X) compris entre x=a
et x = &. Ce nombre dépend évidemment de la valeur attribuée à X.

Tout d'abord il est clair que, si l'on fait varier infiniment peu ce
paramètre, le nombre de ces zéros ne peut changer, sauf lorsque À tra-
verse une valeur singulière. En effet, soit )^ une valeur non singulière
et faisons varier \ de \ — £ à \+- s. Comme J{b,\) est différent de
zéro et que Y(è,X) est continue par rapport à A, on pourra prendre £

( 1 ) Celte intégrale est la solution de l'équation de P^oUerra

Y + X r\(0(^-OY(0^==.r--<z.
^a

est donc une fonction entière de X.
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suffisamment petit pour que Y(6, X) garde un signe constant. Si donc
le nombre dont il s'agit a changé, il n'a pu varier que d'un nombre
pair ; il y aurait donc une valeur 7^ comprise entre "Âo — s et T^o -+" £ a

laquelle correspondrait une intégrale Y(^ ,À^) ayant une racine
double (*) , ce qui est impossible.

En second lieu, lorsque À traverse en croissant une valeur singu-
lière positive, le nombre des zéros augmente d'une unité. En effet, dans
le voisinage d'une valeur singulière \^ la dérivée ( — ) = Y'(è, 7^)

\a^ / a;r=A
est différente de zéro. On aura donc la formule suivante, analogue à
l'égalité (6) et qu'on établit d'une manière semblable,

^F Y(^À)1___ i__ ^Y^(^X)^,
dli ̂ (Mj—Y^MU

qui montre que le rapport ——— passe en croissant par la valeur zéro
quand X traverse la valeur singulière positive \n ; ce qui démontre
notre proposition.

La même formule montre que le nombre des zéros augmente encore
d'une unité, lorsque "X traverse en décroissant une valeur singulière
négative.

Or, pour X = o, on a Y == x — a ; il résulte donc de ce qui précède
que l'intégrale Y(.^,X) s'annule n fois dans l'intervalle ab (extrémités
exclues) quand X est compris entre \^ et \^\ ouf entre \^ et \^^y

Voici une conséquence immédiate de cette proposition.
Tant qu'on a À _ i < À < X ^ l'équation ( i ) admet une intégrale

positive et différente de zéro dans tout l'intervalle ah. Désignons, en
effet, par u et (; deux intégrales déterminées par les conditions

u(a) ==o, u'(a) =-1,
P(a) --=i, (/(a)=o,

(1) Une intégrale nulle ainsi que sa dérivée en un point .r == c vérifierait l'équation de
Vol terra sans second membre

Y^ -X ^(o^-^e^^o.
^c

Elle est donc identiquement nulle.
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et. considérons l'intégrale
y == u ( j-1 ) 4- £ F ( A" ) ( £ > o ).

Comme u(x} reste positive (et différente de zéro, sauf pour ^ == a)
dans l'intervalle a6 et que ^r) est finie dans le même intervalle» il
est clair qu'on pourra prendre £ assez petit pour que y reste positive
et différente de zéro pour a^x^b.

Il n'en est plus de même quand À atteint h valeur À, (ouX^/). Dans
ce cas u(a!) s'annule pour ce = b, et il résulte des propriétés bien con-
nues des équations différentielles du second ordre que toute autre
intégrale de (i ) a alors un zéro et un seul dans l 'intervalle r /&( 1 ).

8. Ces remarques faites, nous allons montrer que les intégrales sin-
gulières de l'équation ( ï ) peuvent être considérées comme solutions
de certains problèmes du calcul des variations (2).

Posons
/*t) r j \ tf ,»•» b

Jo=:/ Œ)'^' Jl= 1 A(•v)ysd^va \ ' va

et considérons l'ensemble des fonctions j(^), continues ainsi' que
leur dérivée première dans l'intervalle ab, s'annulant aux extrémités
de cet intervalle et rendant positive l'intégrale définie J,. Je dis que,
parmi toutes ces fonctions, c'est l'intégrale singulière j,(.r) qui don-
nera au rapport — la plus petite valeur, et que cette valeur rmnima est
précisément X , .

Comme — ne change pas quand on multiplie y par un facteur con-
stant, on peut supposer J< == ï; et l'on est conduit à chercher le mini-
mum de IQ dans l'ensemble des fonctions qui s'annulent pour x = a et
x = b et qui donnent à J\ la valeur un.

L'équation d'Euler qui fournit les extrémales (3) deceproblème n'est
autre que

g+^A(^)y=o,

{ l ) STUHM, JournaL de Liouvilic, L. I.
(2) f^oir MASON, Journal de fordan, 1904.
(3) F'oir par exemple BOLZA, Calculus of variations,
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X étant une constante ; pour qu'il y ait des extrémales s'annulant en a
et en 6, on doit attribuer à \ l 'une des valeurs singulières dont l'exis-
tence a été établie. Comme on a d'autre part, y étant Pextrémale conve-
nable,

^rV^y^
J a \dx)

on voit que le minimum de Jç ne peut être que \^.
Pour l'établir rigoureusement (1), considérons la différence Jç •— k,
étant un nombre positif inférieur à À^ et aussi voisin qu'on veut

de cette quantité. Pour toute fonction y satisfaisant aux conditions
énumérées, on peut écrire

Jo-/:=fT(^ rY~Â•A(^),r i ï]^
Jn Lv aw / J

Or, on a. identiquement
rc/(pu)V- / , / ,/ ,, cl ( , du \ ( dp\2 , / ( t - u , . , , \L-^r-J ~^A^)(^)2=^^2^)4-v^) ^^U{^^/CAWU)9

p et ^ étant des fonctions continues, ainsi que leur dérivée, et ^admet-
tant une dérivée seconde dans l'intervalle ab,

Prenons dès lors pour u une intégrale positive et différente de zéro
dans ab de l'équation

d2u , ^ ^-j— 4- k A ( se ) u •==- o

(nous avons vu que la chose est possible tant que / C < À ^ ) ; et déter-
minons p par la relation pu == y. La fonction p est continue dans ab et
s'annule aux extrémités de cet intervalle. On a par conséquent, en
intégrant,

T / r 6 i ^Y / rY^r y^ \ 2
^'^i ri)^^ {£^1I^)dx>oî

c'est-à-dire
Jo>Â".

Le minimum de Jo est donc bien la valeur singulière ̂ .

( 1 ) E. PICARD, Traité d'Analyse^ t. Ht, 1908, p. i i ï .
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9. Avant dépasser aux valeurs singulières suivantes, nous devons
faire une digression concernant un théorème du calcul des variations.

Supposons qu^on ait à chercher Vexiremum (ïmixinium ou m i n i -
mum) de l'intégrale définie

J,=^F(.,,,r)^ (J=^V

la fonction inconnue Y étant assujettie à prendre des valeurs données
pour .r = a et .r = h et à vérifier en outre les condit ions

r'( 1 2 ) J/== j G/(.r, r, V) dx -== a, (f== i, •î, ..., u } ,
«-• fi

les cit é tant des constantes.
On sait que les exïrémales de ce problème., c'est-à-dire les fonc-

tions y pouvant donner lieu 1 un extrenmro de J'o, sont fournies par
l 'équation

û¥ d f " ( ) F \ ^ [âG, d fàG,\"\
ôj' ~ Tlx [àV') +^ F"/ [^7 "' 'dx \â?}] ~~ 0'

L'intégrale générale de cette équation différentielle du second ordre
dépend des n 4- ^ constantes a^ m,^, ..., u.,̂  c,, c^ qu'on détermine en
général en écrivant que cette intégrale satisfait à toutes les conditions
du problème. Soitj==y(.r) Pextrémale ainsi déterminée. Considérons
la seconde variation de J o y

^
o\]o--. j [.Py3â+2QYî^-+-Br/2]^,

Ja

où l'on a posé
-n=8y, -n'=^=Sy1,

o [ à t ¥ ' } n r ^F 1 „ [(^F"]
p = l à^\,^ Q = L^R/J,.̂ ../ R == [^ ].=,•,->•

j'=/'(.r) . .r '.=/' (.i-î y ==/'(.»)

Pour quej =/(,r) fournisse effectivement un minimum àe J<p il est
/•/////. A'c. Norm., (3), XXVI. — JANVIER 1909. 0
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nécessaire, et en général non suffisant, qu'on ait

S'2 J o > o

pour toute fonction r\ sat isfaisant aux condit ions
^

(I2 /) Y ] (a )==Y î ( ^ )=o , ôJ/== ^ U/-n<^==o { 1 = 1 , 2 , .. .,n)
^ti

en posant
n ̂ ?-^?11^-L^ ^v^ y Jy =/(.,"

^- •=/''( .Z- 1

Or, en prenant pour T] une fonction deux fois dérivable et en posant
S = P — ^î la seconde variation peut être mise sous la forme

dx -

^^^^'^^-^(H^^IÏI^,
<-' f^ L. t J

ou encore, en vertu des conditions (12'),
n

yj,= f rï[srî—^(Rrï')^^^,U^€Î^ (^==const.).

Si donc on pouvait trouver une intégrale Y]o de l'équation

(i3) ^(R^)^SYÎ=]^U,

s'annulant en a et en un point ^o^&, et satisfaisant en outre aux
conditions

^•0

î U,Yîo^'=o ( z = = î , a, .. . ,n) ,
^ a

il est clair qu'on pourrait annuler S^Jo on prenant
n == vio pour <%$.x?^a7o? IQ == o pour ^0$^^^,

les conditions (12') étant ainsi satisfaites (r).

( 1 ) On démontre que dans ces conditions on peut, aussi rendre ê2.!»^ o (voir KNESEB)
Mathernatische Ànnalerif Vol* LV).
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Désignons par u^ une intégrale, nulle en a, de l'équation

^( ïW)~S^U, ( /=i^ , . . .^ ) ,

et par u^ une intégrale,, pareillement nulle en a, de Féqiiation

cîa: (ÏW)-~Sr.=o.

L'intégrale la pins générale, qui s'annule en a, de l'équation (i3),
où l'on attribue aux constantes v, des valeurs arbitraires, est de la
forme

n+lYî ̂ .s^^
Â-==l

Pour qu'on ne puisse avoir
3^0=0,

les conditions ( i 2) étant satisfaites, il est donc nécessaire que le déter-
minant

^'n ^a • • • a!, «•+•1

l̂ ^aa - • • ^2, re-n

A.=

^/2l ^/z2 • • • ^n

Ui U^ . . . Un+i

où l'on a posé
^j--= U/i^^r,

^a

ne s'annule pas pour a<^r5&. Le système
/2-M

^^z^(^o)=o»
Â-==l

"4-1 ..TO

^^ ^jUkdx=io ( y = j , 2 , . . . , / z )
^=1 Jrt

ne sera alors satisfait que pour v^so ( l).

(^b)

( 1 ) La condition Ai 7^ o pour a < x^ Z>, jointe à R > o dans a^, ©si aussi suffisante pour
qu'on ait ô^Jt^ o (voir MAYER, Matheinatische Àfinalen, Vol. XIII).
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10. Voici une propriété remarquable du déterminant A. .
Posons

| a/,p a/,./,-4-i • • • y'p.n+'i n-hi
^^ ^p^p ^-i-^' ' " ^-i^1 ^y ^.IJA

On aura, en posant

.,=^2«w,

A,^,-^,A,=2 2 """-"("•^-"^^
r=p .•.•=/» 4-1

et comme, d'autre part,

"(•••ê-"'^-')-""-"•"
il vient

(,4) R(A'/^-A^,.)=2 2 U;/'i^+l>(e("-oc-)•
r = n ."> == /? •+• 1

D'un autre côté, remarquons qu'on a
n-H

V a^U^ =0 (.s'=p,/?-4-i, ..., ^+i) (1 ) ,

r=/>
rt4-l

y a^U^^o (r=/)4-i, ...,n+i),
.S-S/Î-H

n^-i

\^ ^ TTtp+i)__n^
^ ^5^5 ———— ^/.» •

A' =: p -+• 1

La relation (i4) devient, par conséquent,
n^-l /i-f-1» -+-1 n 4-1

R(A,A^-A'/,,A/,)=^U^ 2 o("u^l)- 2 ̂ "S^'-11'7"'
- _ „ , « c — » -t-1 r=tis=p+i r=f>r ^ p s=sp+l

(1) on doit faire U^+i= o et a/,-t-i,/:= o.
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c'est-à-dire simplement

( ̂  ) R ( Ap .Vn - ̂  A,, ) = ~ (ly )^

C'est la formule que nous voulions établir.

l1!,. Revenons maintenant aux valeurs singulières A^.
D'une façon générale, y^ étant l'intégrale singulière correspondant

à )<„„ disposons du facteur arbitraire qui entre dans l'expression de
cette intégrale de manière à avoir

^
/ A(^)y^==i;

^a

il est clair qu'on a en outre
^
i A { ^ ) y i y j d x = = o (^7')*

'•'' a

Posons

r 1 1 fdyv- r6 r^JQ= [•J-) dx^ Jl == ] A(.r)y2 ̂ , ..., J<=J A(^)jj,-i of^.

TVoi^ allons démontrer que, parmi toutes les fonctions y satisfaisant aux
conditions

(E) y ( a ) ^ y ( b ) =o, J i=i , Jâ==. • .==J/z+i==o,

c^^ /a fonction y^n ya^ donne à l'intégrale J^ ^<2 valeur minima.,
laquelle est précisément À/^.

Tout d'abord, l'équation des extrémales
n

(16) j^ +.^A(^)J-4-A(<z>)^^y,=o
'* z = = l

se réduit ici simplement à

(17 ) ^+^A(^)r=o,

les constantes ^ élant nulles ; c'est ce qu'on voit de suite, en remar-
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quant que la fonction yi satisfait à l'équation
<P y •^i4-^A(^)j,=o.

De cette équation et de (16) on tire, en tenant compte des conditions
imposées à y9

[ dy dr^Y F0 . , ,
^^-^.Ê)^^ A(,r)j^=o,

c'est-à-dire
^=o.

Or, pour que l'équation (17) admette une intégrale s'annulant en a et
en b et satisfaisant aux conditions (E), il faut nécessairement attribuer
à \ l'une des valeurs singulières ^-^, ^4-2? - • • ; et il est clair que,
pour avoir le minimum de Jy, c'est \^ qu'il faut choisir.

Démontrons maintenant en toute rigueur que, pour toute fonction y
satisfaisant aux conditions (E), on a

jC'fê)'—-
k étant inférieur à X,^ mais aussi voisin qu'on veut de ce nombre.

Ceci revient a démontrer que l'expression

^[(^y-^wF-
est positive, pour toute fonction y satisfaisant aux conditions

y» ^ /-» h pb

j A(.r)jir^r==:o, j K{x}y^y clx = o, ..., f h.(œ)y^y dx =o.
Ja ^ a ^ a

C'est le problème traité au n° 19; il suffit d'y faire
Yî=y, Q=o, R=i, P==—Â-A(^), U,=A(.^)y,.

L'équation (i3) devient ici
1 , w. 1 1

^ 4- ^A(x)y =^ ^-A (^)j,.
*=i
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L'intégrale, nulle en a, de cette équation a la forme

V -—i— y^ cz (c •=. const.),
éuaà K —— /\.i *'
î — lî=l

s vérifiant les relations
ci'2 s
dx^ 4- A' A (^*),s==o, s ( a ) = o.

On aara donc

u,= 7-^—— (l=ï,...,n\ 1^4-1===^, a,7=-r-——— ^ A(^)7,-jy^,
/C — A^ /C — Aj J^

^
a,,/z+i= j K{x)yizdo;,

J tt
. __ _________i_________ ^
^-(^_^)(^-^) . . . (^—À^) p9

en posant
/..r ^a- ^

\ k^)y^dx / A(^)ypyp+i^ ... f A(^)y^^
J^ J^ ^a

^y ^x ^

\ K(x)yp^ypdx \ A(^)y^^ ... \ K\x)yp^s;dx
J a J a J a.

,..r ^x ^

j ^.Wynypdx f KWynyp^dx ... j K{x)ynzdx

y p y?^
La formule (i5) devient

^'p^p^\— ^p+iSp=— (A-—Àp)

f A(^)jj.yp+i^ ... / A{x)ypzdx
J a, v a

Ç K(x)ynyp^da! ... / K(x)ynsdœ
Ja J^

qu'on peut écrire, tant que S^ ^=- o et pourvu que \,<A<'^M,
<^ / <5o \ .

<0.
dx VÔn-i-ir' \u/»-+-l.
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Tout revient maintenant à établir que lafonction à,, qui est nulle pour
x = a, ne s'annule plus dans l'intervalle ab.

A cet effet, supposons que 0 .̂1 s'annule en q points situés entre a
été.. Si Sp ne s'annule en aucun de ces points, ïp aura exactement q — ï<\
zéros dans ab (a exclu). En effet, le rapport toujours décroissant—1—àp-+1
varie alors de -i- co a — x? dans chaque intervalle partiel déterminé par
deux zéros consécutifs de S^n,, sauf le premier, où il varie de zéro ( { )
à — oo, et le dernier, où il varie de 4- ̂  a i.

Si au contraire <^ a un ou plusieurs zéros communs avec â.n, le
nombre des zéros de <^, dans ab, pourrait être moindre que q — i.

Or» la fonction s s'annule exactement n fois entre a et b (n° 7) ; il
en résulte que S» s'annule au plus n — i fois et, de proche en proche,
que S< ne s'annule pas du tout pour a < .T^ b (2).

12. Il est clair que d'une manière analogue on peut définir les
valeurs singulières négatives X_^ et les intégrales correspondantes.
Parmi toutes les fonctions j, continues ainsi que leur dérivée dans cib,
et vérifiant les conditions

y(a)==y(ô)=:o,
^b ^b

j K{x}fdx=—^ ï A(^)j-./r^=o (/== i, . . . , / < ) ,
^a. Ja

celle qui donne à l'intégrale

r 1 1 fdyY1
1 -/- dx

Ja V^/

( 1 ) Pour x—a très petit, les mineurs de ^p correspondant aux éléments de la pre-
mière ligne sont tous du même ordre infinitésimal ; par conséquent, Pordre infinitésimal
du rapport y— est au moins égal à celui de

Û/H-l

f A(^)^^..
<ï

( 2 ) Le raisonnement prouve que 8y s'annule exactement q — i fois entre a et b, car, si
^ ne s'annulait pas dans ab, le rapport ^ devrait varier en décroissani de zéro à /m.
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sa valeur minima est l'intégrale singulière J-^-M) et ce minimum
est — À_^.^.

II. •— Autres conditions anx limites.

13. Dans la théorie de la propagation de la chaleur on est conduit à
chercher plus généralement des intégrales de l'équation ( ï ) satisfai-
sant aux conditions

( 1 8 ) y(a) —Ay(a )=o ,

y(b)^îîrf(b)=o,

h, H étant des constantes positives. En faisant À ==H == o, on retombe
sur le problème traité.

L'intégrale de l'équation ( ï ) satisfaisant aux extrémités de l'inter-
valle ab aux conditions

y(a) — À y ^ a ) ^ ^ ,
j^+iïy^)^

a, ? étant des constantes données, résout l'équation intégrale

(.9) yW-^f''^/QA^y^^=a(b+\-^^^a+/l\

où la fonction Gr^sCy Ç) est définie de la manière suivante :

^ , ... ( ^ -4 -H — £ ) ( ^ — a - t - / z )G,(^,)=^——^H,\^^——- pour^

^ . ?-< ( & 4 - H — a 7 ) ( ^ - — a - + - À ) , ^
^(^ ,0- -———^H-O+A——— pour^.

Si dans l'équation (19) on fait a === {3 == o, on est donc conduit à une
équation de Fredholm sans second membre n'ayant de solution que
lorsqu'on attribue au paramètre "X des valeurs exceptionnelles. La
fonction y définie par l 'équation (19) est méromorphe en À et, a et (ï
étant quelconques, admet toutes ces valeurs exceptionnelles comme
pôles.

On démontre, comme au n°2 du premier Cliapitre, que ces pôles ne
Aim. Éc, Narrn.., (3), XXVI. — FÉVRIER 1909. 7



5o S- SANIELEVïCï.

peuvent être que réels et simples. S'il y avait une valeur exceptionnelle
complexe V^riV on aurait, en désignant par u+w l'intégrale cor-
respondante, À" r A^K^+^^^o,

^ a

/ " b r^rfciuV fduy~\ ,
^ A(.)(.^)^^ [(^)+(^}J^

-/^[ufî(a)-{-^ï{a)]-}î[ut2(b)-^^(b)]=.o,

d'où l'on déduit que V est nécessairement nul.
De même, si la solution y de l'équation (19) admettait un pôle mul-

tiple ^o, on serait conduit, en désignant par ç(^) le coefficient de la
plus haute puissance de ̂ -y dans le développement dey autour de
ce pôle, à l'équation

fV^y^- i -H9 / 2 (^)+^? / 2 (^)=o,
w a " '

ce qui entraîne y(;a?)=o.
Démontrons maintenant l'existence effective de ces valeurs excep-

tionnelles.
A cet effet, considérons d'abord le cas particulier H = o, c'est-à-dire

proposons-nous de rechercher les intégrales z de l'équation (i) satis-
faisant aux conditions

( 5(^)-À^)=0,

(20) j ^)=0.

Comme une pareille intégrale n'est déterminée qu'à un facteur con-
stant près, nous pouvons écrire ces conditions

5(a)=A, ^(a):^, s(b} =o.

Faisons d'abord abstraction de la dernière de ces conditions; les
deux premières déterminent une intégrale s.

Désignons encore pary l'intégrale déterminée par les conditions

y(a)=o, /(a)^!.
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Entre ces intégrales on a la relation facile à établir

/ ds dyy_
y'dx"2^)^09

c'est-à-dire, en vertu des conditions initiales et en mettant en évidence
le paramètre À dont dépendent les intégrales y et s,

(iu) ^(M^Mî-^M)/^)^^^

Donnons à À successivement deux valeurs singulières \ et A^n,
dont nous avons établi l'existence dans le Chapitre précédent. On
aura

y(6,^)=y(<^^4-i)==o.

D'autre part, en vertu de ce que nous avons établi au n° 7, les déri-
véesy^è, X^) e t y ' (b, X,^) soni de signe contraire; i l en est donc de
même des quantités s(é,\,) et-s(^,À^i). Or, s(6,X) étant une fonc-
tion continue de À, cette fonction doit par conséquent s'annulera
moins une fois pour )^<X<Â^. D'ailleurs, la même formule (21)
montre qu'entre deux valeurs consécutives de X annulant ? (&,X) , il
existe au moins une valeur singulière [c'est-à-dire une valeur de X
annulant yÇb, X)] ; de sorte qu'entre \, et \z^ il existe une valeur et
une seule de À pour laquelle on a s(&,X) == o (1).

Le problème particulier H = o étant ainsi résolu, soient
•M -\i '\f -\i 1 1 ~\r
A_,^, . . . , A_3, A_^, A I , Ag, . . . , A^, . . .

les valeurs qu'il faut attribuer au paramètre pour que l 'équation (i)
admette une intégrale satisfaisant aux conditions (20); et revenons au
cas général.

La formule (6), convenablement modifiée et appliquée à l'inté-
grale z déterminée par les conditions initiales z(a)==/i, z ' Ç a ) = i,
devient

^LS^bl~\^———\rb(di\îd^h\=a,
^LÂ s ( A ) J 'y^W\_J^ \dx) \

( ' ) II y a exception pour l'inlei-valle (,A_i, X i ) dans lequel se irouvent deux valeurs
pareilles, l 'une positive, l'autre négative.
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qu'on peut encore écrire

î " | ) i f i h r /^
•H j j ^P H^^^^^ '

à? 1 1 r ^ [ b ) î " i > i r i h r r /^v.. ^ -+. + ^ + —— + ——— — dx = o.
^0|;r[A) H j ) / ^ [ H - .2^) ,^)J^ \^.

Cette formule, valable tant que s (6) =7^=0, c'est-à-dire pour
"X^^(/% == ±: i, ±:2,.. .), prouve que l'expression

Iffll̂ l'l
À L ^ A ) ^Hj

décroit constâinment lorsque 'Â varie de À^ à X^p par exemple;
comme elle devient infime aux limites de cet intervalle et qu'elle est
continue pour ^<^<^+p il est clair ( ^ ) qu'elle varie de -4-co
à — co et que, par conséquent, elle s'annule une fois et une seule. Ceci
établit l'existence, en nombre inf in i , des valeurs exceptionnelles
auxquelles correspondent des intégrales satisfaisant aux condi-
tions (18).

Quant au calcul de ces valeurs exceptionnelles, il est clair que la
méthode développée au n° 6 est encore applicable.

14. Proposons-nous encore d'intégrer Inéquation (i) moyennant les
conditions aux limites

(22) Y(a)=o, f(b)=o,

qui correspondent, dans le problème de propagation de la chaleur
auquel nous faisions allusion au commencement du n° 13, au cas où
il n'y a pas de rayonnement vers le dehors.

On peut considérer les conditions (22) comme la limite des condi-
tions (18 ) pour h ==H =co.

Remarquons tout d'abord qu'il n'y aurait aucune difficulté à traiter
le cas où l'une de ces quantités, soit H, tendrait vers l'infini; on n'au-

(1) II est d'ailleurs aisé de le vérifier directement. Dans le voisinage de X == \'^ la fonc-
tion s admet le développement z = Zo-^r (X — X ^ ) z i •+•..., les fonctions soi ^ii • . • véri-
fiant les conditions initiales ^o(^) == ^i ^o ( a ) := ^ ^o^) = °î ^(âO = ^\ (^) = o, et l'on
trouve facilement

/^/"^y
z ( b ^ - ' ( b \ - Ja v / I 3r(é)- —————^.Lt——^b)^(b)--———^————, îi^)--^_x;.)^6)+...-
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rait qu'à remplacer, dans l'équation (19), la fonction G^.r,^) et le
second membre par leurs limites pour H ==03.

Il n'en est pas ainsi lorsque À et H tendent simultanément vers l'in-
fini, puisque la fonction G, (a?y ^) cesse d'exister.

Pour traiter .ce cas, nous supposerons H==/z. et nous ferons aug-
menter h indéfiniment.

Les expressions qui définissent la fonction Gi(a:',^) peuvent
s'écrire

( 6 — . ' r ) f ^ — a ) b— a
h ———jr——-^——-(^-0

Gi ( ̂  0=^-1- ——————————j-zr^——————— pour '£, = x,
-+-T-

, ^-T-"'^-^)
Gi(^, ̂ ) = ̂  +- ——————————^^————••——— pour S^.

2+-/-

Cela étant, l'intégrale de l'équation

d^n - ,^^+/(^)=o,

vérifiant les conditions u{a) — hu'Ça) = aÀ, ^(6) 4-/^/(&) = p/?, est
donnée par la formule

. ._ /a
z, a(^~^)+(3(^--^) - -~——~(^—a) ^g

^=/ G,(^Ç)/(0^4-————————^-a———————————^h~~m

^a ——^—— 4- 2
A

Sz maintenant la fonction donnée /(^) satisfait à la relation

^
\ f(^) dx+oi-+-^-=0y

Ja

on pourra retrancher de la fonction G^(^,S) la quantité ~ qui est sa
partie principale dans le développement autour de h =00; dans l'ex-
pression qui reste on pourra alors faire croître h indéfiniment.

Le résultat auquel on parvient ainsi est le suivant :
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L'intégrale de l'équation

dï u ^ ^^i+^)=o,

vérifiant les conditions aux limites

,^{a.)=-a, u^b) =(3,

et en supposant satisfaite la relation

r 6
j f{œ}dx -4-a 4- (3 =o,

-•/(

eM donnée par la formule

^f'G^)/(£)^4-a(6-")+p("-g)+C,
J^ 2

où l'on a posé
^ _ ï

Gi(^,^)=— —— pour ̂ .r,

G /J^O=-S—^ pour^^.
JO

On a ajouté là constante C qui ne change évidemment rien, ni à
l'équation, ni aux conditions sur le bord.

Ce résultat nous permet maintenant de ramener à une équation inté-
grale le problème posé au début de ce numéro. Il est clair, en effet,
que rintégration de l'équation (i)'satisfaisant aux conditions

^(a^-a, y(^)=(3

sera donnée par l'équation

(.3) J(^)-Âf'G /,(^OA(Oy(0^=a(^^4-P^~^+C,t/n 2

C n'étant plus cette fois une constante arbitraire, mais choisie de façon
que y satisfasse à la condition

^
W ^ j A(^)j(^)^4-a4-(3=0.
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Posons, pour abréger,

r\(.)d^M, ^Lz^tÈ^zjû^^
^a 2

^

-Gi(^E)~^J G^i;)A(^)^==H(^0,

i r'^0)--_: ^ Â-(.r)A(^)^r==/(.r).
*•' (i

En déterminant la constante G par la relation (24), on sera conduit
finalement à l'équation intégrale

(a5) y(^)-.^ H:(^OA(^^(t)^=^^)-a^ (1).

ïl est facile de voir que le second membre de cette équation ne s'an-
nule, quel que soiL x, que lorsqu'on a a== p = o. Les pôles dey(x)
coïncident donc avec les valeurs exceptionnelles de À auxquelles cor-
respondent des intégrales satisfaisant aux conditions (22). Ces pôles
sont réels et simples; ils forment une suite infinie. La démonstra-
tion est entièrement semblable à celle que nous avons développée
au n° 13.

Remarquons cependant que, pour démontrer qu'un pôle )^ est
simple, on doit supposer À() =^= o. Or A ==o est évidemment un pôle;
c'est un pôle simple, comme il résulte de la forme du second membre
de (23} ; mais ceci exige essentiellement qu'on ait M ̂  o, ôornme nous
l'avons tacitement supposé en établissant la formule (25).

Il résulte de ce qui précède que, pour calculer les valeurs excep-
tionnelles et les intégrales satisfaisant aux conditions (22), on doit
partir du développement suivant de la fonct ion y définie par l'équation
intégrale (26) :

a -+- 6 - , -, / >j =-- ^ ̂ ' -4- vo (^ ) + ^yi ( -P ) +....

Qu'arrive-t-il lorsque M est nul? La formule (2/1.) ne déterminera

( 1 ) Réciproquement, il est aisé de remonter de l'équation ( ' 23 ) à l 'équation ( i ) et aux
conditions sur le bord.
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plus C; en y remplaçant y (,r) par sa valeur tirée de (23), on lui don-
nera siliïplement la fomie nouvelle

^ ^ ^
(a4 ' ) ^+^+^ A(^)H^)^-+-P| / (^(^^)À(^)A(Oj(^)^^=:o.

Ja J» J»

C'est sous cette forme qu'elle déterminera la constante G, si la
quûntilé

M,=f f \ j , (^OA(^)A(^)^^
J a J a

est différente de zéro. En posant

H, ( . : r ,£ )=f t i (^ Ï ) -— f Y ^ ( ^ ^ ) G • / , ( ^ a A ( ^ ) A ( ^ ) ^ < ,
•"A1 Jn </rt

/•(^) - ̂  F^ r'G^.r^) A(^1) A ( Ç ) Â-d;)^^ ^(^)-

on sera conduit à l'équation intégrale
r A(^)À"(^)^

y^}^f H , (^£ )A(S)y (^ )^==4(^ ) -~ 2 ———^———— - ' J [ ^"

La valeur À == o est donc cette fois un pôle double dej(<T); et l'on
devra tenir compte de cette circonstance dans le calcul des pôles.

On continuera de la même façon si l'on a aussi Mi == o; et ainsi de
suite.

15. Une méthode entièrement pareille nous permettra de traiter le
problème des intégrales périodiques de l'équation (i).

Notre point de départ sera l 'intégration de l'équation
c^u ,, ,
^i+/^)=o,

moyennant les condit ions

( u ( a ) == u ( b ),
(26)

( / / / ( a ) = ^ ( ^ ) 4- A- (Â-==:const.).

Il est clair que le problème ne sera possible que si la fo notion ^f(.x1)
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satisfait à la relation
r'i f{ac)=k.

*} fj

Cette relation étant supposée remplie, l'intégrale cherchée est
donnée par la formule ( i )

^
u(^) = j ^(^,S,)fC^)d'E,•J^ G (G const. arbitraire).

^a

II suffira maintenant dénoncer le résultât :

L'intégrale de l'équation (i) satù faisant aux condùions (26) est ta
solution d'une écjuation de Fred/io/m, dont le second membre s annule
avec /c. Le point À ==== o est un pôle de cette solution, dont l'ordre de mul-
tiplicité dépend de la fonction A (A*) .

En particulier, si la quantité

r 6
f A ( se ) dx

^ a

est différente de zéro, lepôleX==: o est simple/Quant aux autres pôles,
ils ne peuvent être que réels et simples.

A ces pôles, que nous appellerons valeurs caractéristiques, corres-
pondent des intégrales satisfaisant aux relations

yW =j(^),
y f ( a ) = y r ( b ) .

Par conséquent, si la fonction A(^) admet la période b—a, ces inté-
grales admettront la même période.

Pour démontrer l'existence d'une inf ini té de valeurs caractéris-
tiques, établissons brièvement une formule analogue à (6).

Tant que X est différent des valeurs singulières ̂  du premier Cha-
pitre, il existe une intégrale et une seule de l 'équation (i) prenant la
valeur un pour oc == a et x= b. Désignons-la par zÇx, X); c'est une
fonction continue de X, pou.r X =^ X^. La marche suivie au n° 3 conduit

( !) La fonction G(*y, 0 est celle que BOUS avons définie au n° 1.
Ann. Éc. Nv/'w., (3), XXVI. — FÉVIUISR 1909. 8
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ici à la relation

d r1'
^[s^b^-s^a,!)]^ A(^)^(^,À)^==o.

Comme d'autre part on tire de l'équation (i)
^ ^

^ ( ^ , X ) ~ ^ ( C T , À " ) — j z'\x,\}dx -+-À j A(^),s^(^,À)^=o,
Ja va

il vient f inalement

/ ^ d r^(^^o-~^(^^)i ï r6 , /(27) a[[ v \ ' ? J^"'^ ̂ ^'
II est clair que s satisfait à l'équation de Fredholm

^
(28) s(^)-'k G(^$)A(^)5(^)^==i .

•y^

Étudions cette fonction dans le voisinage d'une valeur singulière \.
On a

^(x)
^r—r-1-^)-4"-—A — A,^

En portant ce développement dans l'équation fonctionnelle (28), on
trouve

cf^
^ +-X^,A(^)a/=: o, ^{a) ==^(b) =o,

^+^A(^o+A(^)^==o, ^ o ( ^ ) = ^ o ( ^ ) = i ,

d'où l'on tire aisément

^{b)-^(a)=1 0 ^{x}dx.
nja

D autre part,

.'(6^)-.'(.^)=^^p)+^(6)-^(a)4-...,
''• "•/i

d'où l'on conclut que le rapport sf(M) -a;(g^) ̂ ^ ̂ ers +00 ou - oo
À
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suivant que 7^ — \ tend vers zéro par valeurs positives ou négatives,
pourvu toutefois que ̂ (x) ne soit pas identiquement nulle.

Or il est facile de se rendre compte sous quelle condition se présen-
tera la dernière circonstance. Si l'on désigne par UnÇ30) ̂  solut ion de
l'équation associée à (28), sans second membre, pour À == À^,

^
^(.:r)—À/,A(.r) / G(^.r)^(0^==o,

^ct

il faut et il suffit qu'on ait
^
f Uyi(£c) dx =: o.

J a

Or, comme on a manifestement

G(^)=G(^ ,Ç) ,

cette dernière condition revient à

c'est-à-dire à

^
1 A(x\rn(^) cix=. o,

u a

ynW-yW=.^

yn{^) étant l'intégrale singulière correspondant à X,,.
L'intégrale singulière YnÇx) serait donc en même temps une intégrale

périodique et X^ serait une valeur caractéristique.
Écartons cette circonstance qui est évidemment d'une nature excep-

tionnelle et supposons que X varie entre deux valeurs singulières con-
sécutives \n et X^, dont aucune n'est caractéristique. La formule (27)
prouve alors que, entre ces deux nombres, ily a une valeur caractéris-
tique et une seule.

Remarquons qu'une valeur singulière d'indice impair ne saurait être
en même temps une valeur caractéristique. Il résulte en effet, de la
propriété des intégrales de l 'équation ( i ) établie au n° 7, que les valeurs
de la dérivée d'une intégrale singulière d'indice impair aux points a
et b sont de signe contraire.

Supposons maintenant que la valeur singulière d'indice pair A^ soit
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en même temps une valeur caractéristique; la fonction s(.r,X) est
alors holomorphe autour de ^ == A^ et l'on a

z(r, À) = 4/o0) 4- (À — ^/z) ̂ i (;r) + • • -

^o(^) étant évidemment une intégrale de l'équation (i) , pour A ==)^,
prenant la valeur un en a et &. La formule (27) reste valable pour
A = "X^ et l'on doit distinguer deux cas :

1 0 ^(^-^W^0- - Le rapport 2f(b^ ̂ ^-^ décroît de
4-00 a — oo lorsque À varie de ^2^-1 à ^4-1 et par conséquent s'an-
nule pour une. valeur de À différente de A^.

20 ^(^O "~ 'K^) = o. — L'intégrale ^(a?) est périodique et il en
est par conséquent de même de toutes les intégrales de l'équation (i)
pour ^ == \^

En résumé, entre deux valeurs singulières consécutives d'indice
impair il existe en général deux valeurs caractéristiques; si ces deux
valeurs se confondent, elles deviennent égales à la valeur singulière
d'indice pair respective et alors toutes les intégrales de l'équation (ï)
sont périodiques.

Quant au calcul des valeurs caractéristiques, on appliquera la mé-
thode du n°6, en tenant compte, bien entendu, que X = o est un pôle.

DEUXIÈME PARTIE.
L'ÉQUATION A ^ - 4 - ' \ A ( ^ , y ) î ( = o .

I. —- Intégrales nulles sur le bord.

1. Le premier problème fondamental qu'on se propose sur l'équa-
tion aux dérivées partielles

(0, ^ A a + À A ( ^ y ) ^ o ; , (A^+^) /,
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est d'en trouver une intégrale, continue ainsi que ses dérivées par-
tielles du premier ordre à l'intérieur (Tune aire simplement con-
nexe (R) limitée par un contour ferméC( 1 ) , et s'annulant sur le bord.

Soit G(.ï,y; ^, Y]) {^fonction de Green attachée au contour G, c'est-
à-dire la fonction satisfaisant aux conditions suivantes :

Elle vérifie l 'équation de Laplace à l ' intérieur de C;
Elle est continue dans ( R ) > sauf au point x === ?, y ==•/),, où elle devient

infinie comme IOH ——;
"^(^-^^(j-^)2

Elle ^annule le long du contour C.
On sait que l'existence de cette fonction, que les conditions énon-

cées déterminent complètement, est une conséquence du célèbre pro-
blème de Dirichlet.

La fonction de Green jouit de plusieurs propriétés importanîes,
entre autres d'être symétrique par rapport aux deux couples de va-
riables Xy y et ^, Y].

Cela étant, considérons d'abord l'équation

(2) Aa4-/(^,j)=o,

oùy(.r,y) est une fonction donnée admettant des dérivées partielles
dans (R) et sur G; cette équation admet une intégrale parfaitement
déterminée, continue et ayant des dérivées premières continues a l'in-
térieur de C, et prenant la valeur zéro sur le bord. C'est la fonction

u[x, y } = ̂ yYG(.y, j; ̂ , 7î)/a, Y]) ̂  d'n,

l'intégrale étant étendue à l'aire (R). Cette fonction vérifie en effet
l'équation (2); c'est une conséquence de la formule de Poisson.
D'autre part, elle s'annule sur la frontière comme la fonction G elle-
même (2). Il est clair que cette intégrale est unique, puisque la fonc-
tion harmonique nulle sur le bord est identiquement nulle»

( 1 ) Nous supposons que le contour donné est de ceux par rapport auxquels on peut
résoudre le problème de Dirichlet; pour plus de simplicité, nous le supposons formé
d'arcs de courbes analytiques et ayant partout une tangente déterminée.

( 2 ) Ld d i f f i cu l t é re la t ive au point ç == .r. T] ==j se lève facilement.
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De même, soient u,(s} une fonction continue donnée le long du
contour G et u,(x,y) la fonction harmonique prenant sur ce contour
la succession de valeurs ^(-O- La fonction

(3) a^,y)=u^c,y)+-^ff^y^^f^^d^

vérifie l'équation (a)et prend sur le bord les valeurs ̂ (.); c'est d'ail-
leurs la seule intégrale de (a), continue ainsi que ses dérivées du pre-
mier ordre dans (R), qui prend ces valeurs sur la frontière.

Si maintenant nous nous proposons d'intégrer l'équation (i) moyen-
nant la condition

u{x,y)=u«{s} (sur G),

nous serons conduit à une équation intégrale

(4) «(^y)-^^^G(^,y;t-fl)A(Ç,vl)«(S,-/l)^û?-rl=="o(^^•

Réciproquement, la solution de cette équation intégrale satisfera à
l'équation (ï^; il suffit pour cela que A(a;,,y) soit dérivable dans (R).

L'intégrale de l'équation (i) qui prend sur le contour C les valeurs
données u,(,s) est donc une fonction méromorphe du paramètre À ; ses
pôles sont les valeurs de À pour lesquelles l'équation sans second
membre
^ «(^y)_^f^G(^,j ;S,r i)A(Ç,-o)«(^n)^^=o

admet des solutions non ident iquement nulles. Or on est conduit à
l'équation (5 ) en supposant u,{x,y)==o; il faut et il suffit pour cela
qu'on ait «„ (s)-=o. Les solutions de l'équation (5) représentent donc
des intégrales de (i) s'annulant sur le bord, et l'on voit ainsi que de
pareilles intégrales n'existent que, peut-être, pour des valeurs excep-
tionnelles de A. Nous appellerons ces valeurs les constantes caractéris-
tiques de l'équation (i).

2. Les constantes caractéristiques ne peuvent être que réelles.
Soient en effet a+i? une constante caractéristique complexe et

v -+- iw une intégrale correspondante, de ma>nière qu'on ait, en sépa-
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rant les parties réelles et imaginaires,

âv -4-aA(a?,y)^ — (3 A(x,y}w= o,
Aw -h aAO,y)w-i- (3A(.»,y)P =0.

De ces équations on tire

j J ( w A c - - p Aw)^r^y—(3 f CA(^,y)(^^^)d.rdy==o,

^ f 0 At^ -h ^' Aw) dxdy ^r- on f ^ A ( ̂ , y) ( (^ -+- w2 ) ̂ r ^v- == o.
(6)

Or, les formules classiques de Green donnent

^(^A.-pA^)^^=-^p^^p^)^

ff'^-f/^-ffm^}^
- /—désignant la dérivée suivant la normale intérieure et ds l'élément
linéaire de C. Par conséquent, comme v et w s'annulent le long du
contour, les relations (6) se réduisent à

(3 f f A (^, j) ( p2 •+- w2) dx dy = o,

r r [ f à ^ y f à v y } , ,jyK^)^^)]^^
r /*r/^^'\2 /^wx'2"] f r^J J [\à^) +(^) J^^'--ayJA(^r)(p24-w2)^^= :o-

On à donc nécessairement ? == o, car autrement la fonction ^ 4- ̂
serait constante; et comme elle s'annule sur le contour, elle serait
identiquement nulle (1 ).

(1) La démonstration suppose l'existence des dérivées normales sur le contour. Or,
remarquons qu'une intégrale singulière satisfait à l'équation (5); elle aura donc des déri-
vées normales sur le contour, si la fonction de Green attachée au contour en a. Dans le
cas où le contour se réduit à un cercle, il en est bien ainsi; la démonstration que nous
venons de donner est donc valable pour un cercle et par conséquent pour tout contour
qu'on peut représenter conformément sur un cercle.
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DéiTiontrôlis encore que la fonction u ( x , y ; A) (rions mettons en évi-
dence le paramètre) détinie par l'équation (4) ne peut avoir que des
pôles simples.

Soit en effet \ un pôle d'ordre n {n > i) de cette fonction, de telle
façon qu'on ait, dans le voisinage de ce pôle,

/ ^ /-^r) , ^(^>y)^^^ ; }>J-a-r^+(^^^)/-i4-••-

En portant ce développement dans l'équation (4) et en égalant les
coefficients des plus hautes puissances négatives de X — À y , il vient

.^y)~^ f ̂ G(^y;^^)A(^rO^(^Y))^^=o,

y(^y)~^^^G I (^J- ;S ,Y1)A(£ , ï ] )y (Ç, r , )^^

~^ffG(^,J;Ç,Yî)A(Ç,Y3)^(^Ï l )^^=ô,

relations qui reviennent à

Ap +^o,A(^, y)jc»==o, , - .
* > ' ' (D=^=:O sur C).

Ay + ÀoA(^ ,y )<y -+- A,(^,y)/?==ô

On tire de là^commetout à r'heure,

^(^-'•^)1"+//À'•C•^• '"••"=•'•
f/^^ff^'^}'}^-^!!^''--^--
Gommer et y s 'annulent le long du contour, il en résulte qu'on a

identiquement^ {x, y) == o.

3. Gela posé, nous allons établir Inexistence effective d'une infinité
de constantes caractéristiques.

La fonction ^(^,j;l) étant holomorphe autour du po in tÂ==o ,
qui n'est pas un pôle puisque z<(a?,y;o) =^o(^y)? développons-la
autour de ce point.
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Soit

(7) ^(-^r; A) -==. //o0,j) 4- ). i i i (.r, y) -^. . .4- p^(^j) -+....

ce développement^ qui est évidemment absolument et uniformément
convergent, lorsque X varie dans son plan à l'intérieur d'un cercle dé-
crit de l'origine comme centre et passant par le pôle le plus voisin, le
point (ce, y) ayant une position quelconque dans (R). Portons le déve-
loppement (7) dans l'équation (4). En annu lan t les coefficients de
toutes les puissances de X, il vient

^(^r)=— f ^ G(.r,j; c , Y î ) A ( Ç , 7 î ) ihi-i{^'n}€Kch {n =1,2, .. .).

Les fonctions Uo, u^ ... se déterminent donc de proche en proche
par les relations récurrentes

A^o ==o,
A^i -+-A(^,y)^o==o,

[ b )
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . y

, A^-j-A (.27,7)^,^1=0

et moyennant les conditions sur le bord

;/o== ^o(<Q
u^ == o

> (sur C).

Un == 0

S'il n'existait pas de constantes caractéristiques, la fonction u(x,y, X)
serait holomorphe dans tout le plan de la variable complexe À et la
convergence de la série (7) serait illimitée. St donc on démontre que
le cercle de convergence de cette série est limité, on sera assuré qu'il
existe au moins une constante caractéristique.

Nous allons maintenant remplacer cette série, ou les coefficients
des différentes puissances de X dépendent de x et dey, par une autre
à coefficients constants. Considérons à cet effet la fonction

(&i(},}= j /A(^,,y) UQ{x,y)u{x,y; V)dxdy.

Ann, Éc. Norm.f ( 3 )yXKVI . — FÉVRIER 1909. Q



66 S. SA:NIELEVÏCL

Il est clair que cette fonction est elle-même méromorplie et qu'elle
ne saurait admettre d'autre pôle que ceux de ^^(<r,r; X). Il suffit donc,
pour le but que nous nous1 sommes proposé, de démontrer que ^ipQ
n'est pas holoinorphe dans tout le plan de la variable A.

Posons
"«,=-= f j A(^,j) u^y,v)u,^x,y}cUdy.

Les constantes w^ ont été introduites par Scliwarz.
Le développement de la fonction <I^ ("^)dans le domaine de l'origine

est alors

(9) ^(^^^o-h-À^i-h. ..+^(P/,+.. ..

Montrons que ce développement n'est pas valable dans tout le plan.
On a, en vertu des relations (8),

j j A\JC, y}iip Uq dx dy = — j f u^ A^p+i dx dy.

D'autre part, la formule de Green donne

f f( u,^ ̂  - //, àu.^ ) dx dy +. Hu^ d^ - u, d.^±^ ds = o.
J J J^ \ an 1 ci il j

Par conséquent, en supposant ySi , comme ̂ , et ^s'annulent sur
le contour C, on a

" J J tltl ^UT+{ dx dy := "" / / up+l A"'/ dx df)

c'est-à-dire

f j A( ̂ , j) z/p i^ dxdy ^ { Ç K { x , y ) u^ u,_, dx dy.

Il résulte de cette égalité qu'on peut écrire

(10) ";̂ ;+i= j jA.(,x,y)Un{^y)u^(^,y)d.xîdj^
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Transformons encore celle formule à l'aide des relations (8); on a

^«-M === — j j thi+ï A^/,4.1 cîx dy,

et, par l'application d'une formule de Green,

r r[fà^,^Y. /^-KiVI , ,^^ l =J^^
Les constantes de Schwarz à indice impair sont donc essenUeUejnejit

positives et différentes de zéro ( 1 ) .
On a de même

^â/M-i == j f A ( X, j) Un ̂ +1 cîx ^y = — \ j un. A^+3 ̂ ' ̂ /

et, par conséquent,

,,, _ f f^^^ ^^^-2 àlln àUn^\ ,
n' '2rt-1-1 ̂ j j \ 'àx ^àr ^ 77 ~~àr)€u d} "

Cela posé, considérons la forme quadratique définie positive en a
e t ^

rfrfa^+p^V^fa^+p^
J J L\ ^lzt ^J } \ ày à y ) \

inégalité qui s'écrit simplement, en vertu de ce qui précède,

^-3 as •+- 2 ^"a^-i a? -¥ (Y-WI (32 > 0 (2 ),

On a donc
w à /?.-1 <^ ^ '̂̂  /< —3 ( T'2 ̂ •-1-1 ?

(1) En ef fe t , «'2^-1-1 ne pent s'annuler que si Un-^-i se réduit à uno constante, mais
alors Ua^ ihi-i^ - ., ^o seraient nulles en vertu de (8). Remarquons encore qu'on a

^zn^ f fK{x,y)u^clxd^.

Par conséquent, pour A(.x',j) > o, les constantes à indice pair seraient aussi positives
2) 11 est essentiel de remarquer que la forme ne peut stimuler que pour a == ? = o,
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et, puisque ces nombres sont positifs,

î rl <- lî̂ i-!.
«^â»-3 Wîn-l

La suite d'inégalités

^ < ̂  < ... < ̂ ^1 < .. .
iï'i (ï'a tra»-!

montre que le rapport ̂  tend vers une limite finie et plus grande

que zéro. En effet, ce rapport ne saurait augmenter au delà de toute
limite, puisque la série (9) aurait un rayon de convergence nul, ce qui

n'est pas. • • / \
II résulte de ce qui précède que la convergence de la séné (9) est

limitée.
En effet, si la série

1,,^ -l- ?, „., -4- Ai «.'s +...+)." Wn -f- • • -

convergeait pour toute valeur de \ il en serait évidemment de même
de la série

^-(-pi^-t-Pos-i-...+ r-'"-'n'^-i-i-1-.. .,

où l'on n'a conservé que les puissances impaires de A ; mais alors on
devrait avoir

l,mîï^±l==o.
«==00 ^'â/.r—l,

4. Il existe donc au moins une constante caractéristique.
Réciproquement, soit \ la constante caractéristique la plus petite

ea valeur absolue et soit

(il) zî.i9 ^12» • - • » ^l/?

un système d'intégrales linéairement indépendantes correspondantes,
c'est-à-dire les fonctions satisfaisant aux relations

(12) A^.4-^A(^,j)^-=o ( / c = = i , 2 . . . . ,^) ,
5^.=o (surC).
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Je dis que, si la fonction ^o(^) nîâ p^181 été choisie d'une façon parti-
culière, les séries (7) et (9) ne sauraient converger au delà du cercle
de rayon |X, [.

En effet, pour que X = X, ne soit pas un pôle de ^(;z*,y;Â), c'est-
à-dire pour qu'on puisse résoudre l'équation

/<(^,y)—^ j jG (^7 î ^)A(^,Yî) ic{^'n)^dn-^=tiQ(x,y),

il faut et il suffît que son second membre satisfasse aux relations

j j Zi/, ( x, y) Mu (^ y) .̂r ̂ j == o,

Z,/,. étant solution de l'équation associée, sans second membre^

^(^7) - ̂  ffG^ri; ̂ , y )A(^y) Z(^ ri) ̂  ̂  = ô.

Grâce à la symétrie de la fonction de Green, on vérifie immédiate-
ment qu'on a

Zi/,=A(^,y)^i/ , ( Â - = = I , . . . ,p) ,

puisque la relation

^IÀ.(^ y)- ̂ : f fG^y;^r^A.(^r])sa'(^'n)€l^/-n-==:o

est équivalente aux relations ( i2)<
La valeur À =="Xi sera donc certainement un pôle de uÇ.v, y ; AY, si

les égalités
f fA.(^,y)z^(^,y) «o(^j) dxdy=.o

ne sont pas vérifiées par la fonction u^Çr, y), c'est-à-dire, en vertu
de (12), si ron n'a pas

f /z/o(^>y)A3i/,^<:fy=o,
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ce qu'on peut. encore écrire

03) f ̂ (^^^=o ( / . = = i , 2, . . . , , / > ) .

Or, ^oC^) G^ une fonction arbitraire; on peut donc supposer que
ces relations ne sont pas satisfaites et par conséquent la cowerg-ence
de la 5'm<? (7 ) s\irrêlera au cercle de rnvon [ A, .

[.a fonction uÇx, y ; A), admettant le pôle simple X == X ^ , aura dès
lors autour de ce pôle un développement de la forme

«(..z-, y ; A ) .= —2_- -L- partie régulière aulour de À ==. ̂ r

Nous avons désigné le coefficient de——-par ^,, parce que ce
/•I

coefficient est une intégrale singulière correspondant à la constante
caractéristique X, , comme on le voit de sui te en. portant le développe-
ment précédent dans l'équation (4); et l'on peut évidemment prendre
cette intégrale pour la première du système (i i).

Le coefficient de ——-dans le développement de la fonclion <î>i (X)
[-t

autour du pôle À == A, sera par conséquent

f j A ( x, y ) ^ i ( x\ y ) u, ( x, y ) dx dy,

expression qui n'est pas nulle. La série

(FO -t- An1'! 4- A2 ̂  -}-...-{- A" (T'rt + . . .

diverge au delà du cercle de rayon | X j , ce que nous avons voulu
démontrer.

5. L'étude de cette série va nous faire connaître les diverses circon-
stances qui peuvent se présenter.

Si le rapport —— tend vers une l imite bien déterminée lorscfue n
11 ' n—l 1
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augmente indéfiniment, il y a un seul pôle sur le cercle de convergence
des séries(7)et (9). Désignons-le parÀ, et soit^, (^ y) le coefficient
de ——Y dans le développement de u(.v,y; X) autour de A == Â^ On

î """" ^
aura alors, comme au n° 6 de la première Partie,

,. n » ïlim —/— == —,
« ==30 t 'I- '^——l AI

!nB/.Ï^(.r,j)==:^^(.r,j).

Si an contraire le rapport -^— ne tend vers aucune l imite bien^'/^,i
déterminée pour n in f in i , nous sommes certain qu'il v a deux pôles,
égaux et de signe contraire, sur le cercle de convergence de séries (7)
et (9). Désignons-les par \, et )^= — À,, et appelons ^, et z^ les
coefficients de ———.- et ——- respectivement. On a, clans ce cas,

î — .̂ I — ^

.(^r;^-^^4-^^
^ ^

la fonction vÇx^ y; À) étant holomorphe dans un cercle de rayon plus
grand que |Ài [. On calculera alors À, , z^ et s^i par les formules

^-lim^l^,«, —— j.| il A )
A Ï ^^H.^.II

^11 (ty? y) — ̂ i (^. r) == iim À^'41 ^2^1 (,:r, y),
» /î== 00

^ii (^ 7) -+" ̂ i(^ y) = lîm ÀÎ" u^n {x, y).
rt ï~: 00

6. D'une manière générale, supposons qu'on ait établi l'existence
et calculé la valeur des constantes caractéristiques rangées par ordre
de modules non décroissants

A!» '^, ..., Ap,

dont la valeur absolue est au plus égale à un nombre donné N, et que
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l'on ait en même temps calculé les résidus correspondants

^n» ^â i» • • • ? , -^pi*

On pourra écrire, dès lors,

^y ;À)=^—+ -1—-+...+-^— +U(^ r;/ .) ,
/. A A

1 — ̂  1 — ^ 1 — ̂

la fonction U(^,j; )<) étant holoniorphe dans un cercle de rayon plus
grand que N. Portons cette expression de u(x\y; "X) dans l'équation (4V.
il vient

-^ +... + -^y + U ( ̂  y ; 1)
i—^. i— ̂

~^yj^(^y;^^A(£^)r^^+...+u(£^
L^^ J

Or, les fonctions ̂  satisfont aux relations

^i=^jyG(^j;^Y,)A(^Y]).^(^n)^^.

Il vient donc finalement:

(i4) U(^y;À)-^J>yG(^y;C,^)A(S,rOU(S,-/];X)^^

==^o(^ 7 ) - ~ - ^ 1 1 — — ^ 2 1 — — . . . — — ^ 1 .

Le mécanisme des constantes de Sc/warz nous permettra alors d'éta-
blir l'existence d'une nouvelle constante caractéristique, ainsi que d'en
calculer la valeur.

Soit en effet

U(^,J;Â)=lTo(^,J)-+-ÀUl(^,y)4-...+XnU/,(^y)-^...

le développement de la fonction U(;r, y; X) autour de l'origine. La
fonct ion

<ï)^ ().)=y^A(^ y) Uo(^, y)U.(^ j; À)^Jj
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aura autour de À = o un développement dont la convergence sera
limitée.

La démonstration est identique à celle que nous avons développée
au n° 4.

Réciproquement, soit X^n une constante caractéristique de module
immédiatement supérieur à N, et soit

ZP•+•i,iî ' • • 9 -^JO+l,//» • * •

un système linéairement indépendant d'intégrales correspondant
à A^H-i. La fonction U(*r, y; X) admet le pôle X == Â^ si l'on n'a pas

f J[UQ (^, y) — -su (^, y) —• • •— ^pi (^ j')] A (^, j) ^;,4-i,A- ̂  <>' •== o
( À - = = î , 2 , . . . ,Ç) .

Cette relation se réduit, en vertu de l'orthogonalité des intégrales
singulières (1), à

(15) ^ ^A(^, j )^+i ,A-^o(^»y)^^y= 0 ( A - = = i , 2, . . . , < y ) ,

c'est-à-dire à
^(.)^^0.

Il est clair que, pour ^{"O quelconque, ces relations ne seront pas
vérifiées. De même, pour que la fonction <I^+,(^) admette le pôle
\ === X^, il faut et il suffit qu'on n'ait pas

( 16 ) r^A(^, 7)^4-1, iUo(^j)ûWy=:o,

(1) Des relations

A ^ 4 - X , A ( . , r ) . . = o ) ^^^^
As/, 4- XA- A(.c, j-) SA == o )

l'on déduit
Ç fA(.r, j) s^y .̂r rfj == o pour i 5^7.

Ann. Éc, Norm., (3), XXVI. — FÉVRIER 1909. îo
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en supposant qu'on ait pris pour première intégrale du système •s^.i^.
le coefficient de ———— dans le développement de U(^ y; )^). Or, en

Ap.4.i
faisant X = o dans l 'équation ( i4)» on trouve

l]o(.'r,j)=:«o(-^y) — ^n—.^i—-.. .—^i.

La condition (16) n'est donc que l 'une des condit ions (i5) supposées
non vérifiées.

II. -— Autres conditions aux limites.

7. Au lieu de chercher des intégrales de l'équation (i) qui s'annulent
sur la frontière, on est conduit, dans certaines questions de Physique
mathématique, à examiner s'il existe des intégrales satisfaisant sur le
contour donné à la condition

du ,
—— — Kli. == 0,
CÙI

k étant une constante positive ( f ) et — désignant la dérivée suivant la
normale intérieure au contour C.

Ce problème peut être traité d'une manière tout à fait semblable.
Désignons par TÇx, y; Ç, Y]) la fonction harmonique en (,r, y ) à

l'intérieur de C, sauf au points = Ç, y == T], où elle se comporte comme
log • 1 1 ,,=—> et vérifiant sur la frontière la relation

^-^^iJ-'Q)3

dr— — /ci. =: ô.
da

II est facile de démontrer que cette fonction existe et est bien déter-
minée* Posons en effet

r(<y,y;Ç,Yî)=lo^^-^(^jî $,-/)),

r=v\^-^)•2-^-(y--.Yî)^

( 1 ) Ou même une fonction positive le long de G.
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La fonction co(a?,j ; ̂  Y]) sera partout harmonique dans C et satisfera,
sur le contour, à la relation

, €-/lôg:-
/ . Cir,.ù , r , , i
( 1 7 ) —— —• ÂTx) =: ——;—— — /,- lûû:--

dn dn & r

Si l'on représente cette fonction harmonique comme un potentiel dû
a une simple couche de densité p étalée sur C, en écrivant

W -== j p<7 1 Og -j dff, r ' •==. ^/(^— ^f-r-[ Y1^- y^
^c •
[\'^•/, y ' coordonnées du point (o") sur C],

les propriétés bien connues de ces potentiels, jointes à la relat ion ( 17),
fourniront, pour trouver p, l 'équation intégrale

7 1 I

( Î8 ) ^(^~Â-10^)^-^,=^

.z', y désignant ici les coordonnées du point fixe (.?) du contour, et ^
l'angle de r' avec la normale intérieure en ce point.

La densité p sera ainsi parfa i tement déterminée; en effet, on ne se
trouve pas ici dans un cas singulier, puisque la fonction harmonique Y
satisfaisant sur G à la relation

dV , ,-
— — kV === o
dn

est identiquement nulle (1). La dernière partie du raisonnement démontre
aussi que œ est bien déterminée.

(1 ) Cela résulte de la formule de Green

/^-//[(sy^)-]—
qui devient ici ^—//[(sy^)']^-
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Cela posé, la fonction

^ ̂  / ^(^y; ̂  ̂ )/(^)^^o

vérifie dans C l'équation

09) / A^4-/(.r,7)==o,

et satisfait sur C à la condition

cfu ,— — /eu == o.dn

De même, si l'on désigne par z/« une fonction continue du point sur
le contour C et par UQ (a?, r) la fonction harmonique vérifiant sur C la
relation

dan , —
-^-^0=^

rintégrale unique de l'équation (19), vérifiant sur la frontière la rela-
tion j^ — ku = u, sera donnée par la formule

(20) ll = -^ff^^ J? ̂  ̂ )/(^ ^) ̂ ^ + ̂ o(^, y).

8. Revenons maintenant à l'équation (i). La recherche d'une inté-
grale de cette équation satisfaisant sur la frontière à la relation

da , -
-7- — ku == u
du.

nous conduira à l'équation de Fredholm

( a i ) u - ̂ jyr^, y; Ç, -n} u^. Y]) A(Ç, Y]) ̂ ^ == ^(.r, j).

On peut donc répéter ici tout ce qu'on a dit aux n03 2 et 3. Avec de
très légères modifications, les raisonnements restent valables; les con-
stantes caractéristiques, c'est-à-dire les valeurs de \ auxquelles corres-
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pondent des intégrales vérifiant sur C la relation

du .— — ku == o,dn

sont réelles, et ce sont des pôles d'ordre au plus égal a un pour la fonc-
tion définie par l'équation (21).

L'origine À = o n'est pas un pôle, puisque pour À ==== o on a

^==^o(.r, y).

En écrivant donc comme précédemment

(22) u{x, y; }.) -==UQ(^,y) 4-À ^(^,y) -+-. ..4-^^(.r,j)4-...,

les fonctions UnÇx, y) se calculeront par récurrence au moyen des
formules

(sur C).A^i -4

A^-4

A^o

hA(.r,y)^/o

l-AO,y)^-i

=:

=

==

0.

Oy

0,

diiQ
dn

du^
'dn

dan
dn

— ku

•— ku

—ku

0 ——

î '==-

ft —

^

0

Ô

La série (22) est à convergence limitée; on le voit, comme au n° 4,
en considérant le développement autour de l'origine de la fonction

W,(\)=CÇ^,y)u,{x,y)tL(^,y;l)dxdf=^^^^^^

Les constantes W à indice impair

w,,,.,=̂ , ̂ ff[^-)\ (^y] ̂
sont essentiellement positives et vérifient les relations

^ 2n—i ^. T T an-4-1

^ v ïn—ï ^ ^ a / i — t
( /Z=2, 3, ...)

qui résultent de la considération de la forme quadratique définie
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positive

^^^^\î^(,^^^à^^
<Àr • J.r / \, ()y i ^j / J l/

4- k f ( a ̂ _i -h (3 ^4-1 )2 ̂  > ô.
""•" c

On démontrera aussi, de la même façon que précédemment, que, si
l'on désigne par À, la constante caractéristique la plus petite en valeur
absolue, À =='À., sera un pôle de ^(.r,y; 1) et, de "^((À). Il faut et il
suffit pour cela que u ne satisfasse pas aux relations

/;u z da '=• o,

•s étant une quelconque des intégrales singulières correspondant à la
constante caractéristique \^.

On continuera comme aux n05 5 et 6.

9. On pourrait croire que la condition aux limites -^ === o n'est
qu'un cas particulier du problème précédent, où l'on fait /; = o. En
réalité, cette condition est beaucoup moins facile à traiter (1).

Reprenons là fonction de Green généralisée T(x^ y; ^, Y]; ^), en met-
tant en évidence le paramètre k dont elle dépend évidemment.

Nous avons posé

r(^r;c,yi:A-)=log^ —œ(^ ,y ; ^Y ] ; k),

^= j PîTiog?^

et nous avons été condui t , pour calculer p, à l'équation de Fred-
hohïi(i8).

Le noyau de cette équation, ainsi que le second membre, étant des
fonctions rationnelles entières <le k, il résulte de la manière de con-
struire la solution de (t8) que p est une fonction méromorphe de /:, ne

( 1 ) Uno méLirode différeale de ceUô que nous donnons ici a été proposée par M. Picard
Annales de l'Ecole Normale, 1907).
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pouvant admettre d'autres discontinuités que des pôles. Or il arrive
précisément que À == o en est un, puisque, en faisant À" == o dans
l 'équation (18) sans second membre, on retombe sur récjuation de
Robin qu'on sait posséder des solutions non identiquement nulles (' ).

La fonction cjû(a?,y; ^ , Y J ; ^ ) est donc elle-même mémmorphe en /*,
et admettra le point Â-==o comme pôle. Je dis que c'est un pôle du
premier ordre. En effet, supposons pour le moment qu'on ait autour
de k === o

^(^J; ̂  ri; k) = ̂  + ̂ 1 4-. .. 4- <^(.r,r; S, YÎ ; A-) (n > i),

o/ étant jRni pour k == o. On devra alors avoir, le long de C,

dr^n _ d^n....^ _

"^r""-^ ^^r^^^-"^
les fonctions co^, oo^_< , ... étant d'ailleurs harmoniques à l'intérieur
du contour. Il en résulte d'abord que co^ est une constante; et comme
on doit avoir

/̂ ..=0,

0)^ est identiquement nulle.
Par conséquent, on pourra écrire

^(^Jî^ '^ î ̂ ^ j -+-^(.r,r;$,^; À:).

Pour calculer la valeur de la constante a, remarquons que

^(-^.rî ê » ^ ? ^)

^îo§^
(1) Le second membre de (18) devieni —,— - Cette expression ne satisfait pas à la

^log^:
condition de compatibilité qui' est ici f —.—ds = o, puisque le point ({ , T}) est à Pinte-

^log^
rieur de C et qu'on a par conséquent f —r-—ds == ^71.
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est harmonique dans C, hôlomorphe pour k = o, et satisfait quel que
soit k à la relation

^ diog-
"ÎL - W~ a = ———^ — Â' îog 1 - (sur C).
^ <r̂  f

En y faisant ^ = o, on trouve

^û/(^r;£,Y];o) ^.^ ^^^^^
J/l G?^

<^&)''(.y,;r; £,
î/̂ ""

d'où l'on déduit

c'est-à-dire
27T

a=-^,

S désignant la longueur du contour G.
En posant donc

r(^,r; Ç, Y) ; A-) •= log ^ — ̂ (^j; ̂  •y] ; A-),

on aura
r(^r;Ç,yî;A-)=^j+r(^y;^^;^).

De même, la fonction V, partout harmonique dans C et vérifiant sur
la frontière la relation

dV ,., -— —Â-V==M,dit

admettra le pôle simple k =?= o, et l'on aura

Y(^y;/0=—^g r^Ar+V'^rîÂ-),

T étant harmonique dans C et hôlomorphe pour k = o,

10. Cela posé, l'intégrale de l'équation

A«-h/(^,y)=Q
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satisfaisant sur la frontière à la condition
du , -
—— — Kil == Hd/i

est fournie par la formule

(23) ^ = ̂  jy [H+r^j; Ç, ̂ )1/(^)^yî

^V^y;^)—^ ̂ ^.

Supposons maintenant que les fonctions données /(^»y) et ^ satis-
fassent à la relation

(s4) j j f{x,y}dxdy-=z j uch.

L'équation (a3) se réduira alors à

(25) ^=^^f^(^y;i ;^;Â•)/(Ç,Y2)^^+V /(^y,•Â:) .

On a ainsi le résultat suivant :
^équation

A«4-/0,y)=o

intégrée moyennant la condition -7- — ku = u sur le contour, et en sup-
posant quon ait

f f f(^,y)dxdy==: 'udff,

fournil une fonction unique exprimée par la formule (û5), où F est une
fonction harmonique clans G, sauf au point (^,î))y ou elle se comporte
comme

log . == ?
'V^-O'+Cr-^)2

vérifiant sur la frontière la relation

-— — ^P==: -^r (S longueur du contour),dn b

^7272. Éc. Norm., (3 ) , XXVÏ. — FÉVRIER 1909. II
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et Y 'Çx,y} k) une/onction partout harmonique dans C et satisfaisant
sur C à la condition

dV ,.-, - i f - ,——- — Â'V'rr: « — -=• | l̂  acr.
^ ^C

Les fonctions P et V sont holomorphes pour ^==0. En désignant
par Fy et Vp leurs valeurs pour A == o, nous pourrons énoncer la propo-
sition suivante :

La fonction

' = ̂ //ro {xî y ; ̂  rï )/a7 ̂  dl drl ̂  vo (^J)

est une intégrale de l'équation

(26) AM-+-/(.r,y):==o

satisfaisant sur la frontière à la relation —^ = u^ en supposant remplie

/a condition
f Ç f { ^ , y ) d x c l y ^ Ç 7 i d 7 .

Les fonctions 1̂  et Vo vérifient sur le contour les relations

dî', 27T , dV, ~ I f - - ..=-a-^fa.-^-•ST et -^-u-%iudff•

Or, ces conditions, jointes à la propriété de ces fonctions d'être har-
moniques dans C et, pour T^y devoir une discontinuité logarithmique
en (^Y]), ne déterminent ces fonctions qu'à une constante près; de
sorte que, si on laisse aux fonctions 1̂  et V^ leur signification précise
de tout à l'heure, l'intégrale générale de (26) satisfaisant a -^ == u
sur C sera donnée par

^=^^r,(^j;Ç,Y])/(^Y])^^-4~Vo(^,y)-hE,

E étant une constante arbitraire.
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11. Nous pouvons maintenant aborder l'intégration de l'équation

( I ) A « + À A ( a - , y ) « = o

avec la condition sur la frontière

du _-
ctn "' .

La fonction u devra satisfaire à la relation

(27) M-2Ï//^o(;^•'J^^)A(Ç,yl)«(^,Yl)^^=V,(a•,y)+E,

E étant cette fois, non plus une constante arbitraire, mais choisie de
telle façon que u satisfasse encore à l'égalité

(a8) ïfJ^,y)u(a,y)dxdy=f7ldv.

Portons la valeur tirée de (27) dans (28); il vient pour déterminer E

^//'A(;a?'y)^^[^//^,(a•,J;^yl)A(Ç^)«(Ç,Y))^^

-+-T, (^y)] 4-ÀE F FA (a-, y) dxdy^Cïida;

d'où, en posant ''c

a=j'CpL(,a;,y)dxdy,

constante que nous supposons différente de zéro,

^Tdfj1^

-^/yA(a;'.y)[v'o(a;>y)+^/>/^,(^y;^r,)A(^^)«(ç,^)^^1^^

de sorte que l'équation (27) devient

(29) "(^-^yyH^y^YOA^.ïi)^,./!)^

=V'o(^7)-+-— fuds
ACtJç
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en posant

H(.r,j; Ç, Y)) = Fo (.r, y; ̂  Y]) - ̂  f jA(^,y) F; (.z-, y 5 ̂  ̂ ) ̂  ̂ S

V",(^y)=Vo(^r)-^^A(^j)V,(^j)^^y.

L'équation (29) est une équation de Fredholm. Il n'est pas difficile de
démontrer, réciproquement, que la solution de cette équation satisfait
aux conditions voulues.

L'intégrale cherchée est donc une fonction méromorphe du para-
mètre X. Remarquons que, en faisant u == o, le second membre de (29)
s'évanouit; de façon que les pôles de la fonction définie par cette équa-
tion sont précisément les constantes caractéristiques de l'équation (i),
pour la condition aux limites ~" == o.

Il est essentiel de remarquer que \ == o est un pôle. Cela résulte de ce
que À == o est un pôle du second membre de (29); on le voit aussi
directement, en remarquant que les relations

Aa ==o (dans C),

^=. (.»rC,

sont vérifiées par u = const.

12. Les constantes caractéristiques sont réelles. Ce sont des pôles
simples de la fonction u définie par (29). La démonstration est la
même que pour les autres conditions aux limites, si l'on suppose le pôle
À^^O. En effet, si X^ est supposé un pôle d'ordre n, p ( ^ , y ) étant le
coefficient de . __ . j on démontre comme précédemment que/? est
constant ; et comme on a

Ap+^oA(A?, y )p= o,

on voit que p est nul, si Aç ̂  o.
Le pôle X == o est lui aussi simple si, comme nous l'avons supposé,
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la quantité
a == j f A ( a-, j) cla? cîy

est différente de zéro*
En effet, en écrivant

«(^j-;À)==^-f-^4-...,

on déduit de l'équation (29)
. dpA/./ =0, -"'-== o• an

A^-+-A(.r,y)/;>=o, ^=0
sur C.

Par conséquent, p est constant; et en appliquant la formule de
Green, on tire de •

j f Aq dx dy 4- p \ I A ( .r, y) dx dy === o

la relation

p^f^^0'
c'est-à-dire, puisque a •=/=. o,

7.)=o.

Le développement autour de l'origine de la fonction u ( a ? , y ; ' k )
définie par l'équation (29) sera donc de la forme

(3o) uÇw, j;?i)'r-= a+ ̂ o(^y)-î-^i(«^ y) +....

En portant ce développement dans (29), il vient» pour calculer les
fonctions Un,

j u da^a == — / a da^a j ^^c
u^ y) - ̂  ffH(.r, j; S, Y)) A(^ -/î) ^^YÎ = ̂ o ('^ Y)»

«i(^j) — ̂ - ^^H(^ j îÇ^)A(^Y3)^o(^ - / l ) ^^ =o»
» > . . . . » . . . » . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . • . • . • • • • • • * • • • >

.̂(^ y) — •̂  // / H (^ y; Ç, -n) A(Ç, Y]) ̂ .-i (^ ïî) ̂ "^ == o.
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D'après l'expression de la fonction H(;r, y; 1;, Y)), ces relations
peuvent encore s'écrire

a,(^ y) - ̂ j ^T'^v, y; £, Yï) A(^XÀ2 = r,(.r, y) + Co,

• • « • • • • . • . • . . . * . . . . , . . , , , » . . . . . . . . . , ^ , , ^

^(^ y) - ̂ jy r,(.r, y; ̂ ï î )A(^, 73) ̂ (^)^ = (:„

les C, (ytant des constantes. Ces relations sont équivalentes aux sui-
vantes :

dUr. - ';àaQ 4- aA.(sc, y) == o,
dn ul

A«i4-A(^y)^ ==o, ^ =0
a/il (surC),

A^+ A(^ y)^_,== o, du^ == o
CT/Î

la constante arbitraire qui entre dans l'expression de u^, étant déter-
minée de telle façon que les relations que doit vérifier ^ soient com-
patibles (n° i l ) .

Cela posé, la démonstration de l'existence de constantes caractérù"
tique!! autres que X == o revient comme précédemment à la démonstra-
tion de la convergence limitée de la série (3o).

On considérera la fonction

<Ï>i(^) ^ = j J A { x , y) UQÇX, y) «(^, y; À ) dxdy,

dont le développement autour de À = o est (1 )

( 3 Î ) ^l0)=w-o4~^w\4-...4-x%w,,+...,
en posant

w/î=// A(^ y) Mo(<ry J) un{x9 y ) dx dy'

(1) < Ï » i ( X ) est holoiïiorphe autour de l'origine, à cause de la relation

j f A(^,y)^o(^,y)^û[r==o.
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La série (3i) et par conséquent aussi la série (3o) ne convergent pas
dans tout le plan ; il existe donc au moins une constante caracféristiqiic.
Réciproquement» soient "̂  la première constante caractéristique et
z une intégrale correspondante, de façon qu'on ait

(3-2) A54-^ iA(^,y)5=o avec ^—^o (surC).

Pour que À< ne soit pas un pôle de u.(x^y;X), il faut et il sutïil qu'il
existe une fonction u vérifiant les relations

(33) au 4- ^iA(.r, y)u=o avec ~^=ï ( s u r C ) .

Or, de (82) et (33) on tire

f f ( u A,5 — z au ) d^ dy == o,

c'est-à-dire

et enfin

r i dz ciu\ ,
i { u — — — Z — — } d r f = = : 0

J^ \ dn d r z } ?

f z u do- == o.
Jr

Supposons donc que la fonction arbitraire u ne satisfasse pas à ces
conditions. <t^(^) admettra alors le pôle À = = Â ^ puisque le résidu
de $1 (À) par rapport au pôle À = "À^ est

j j A(^,r)^o(^7)^(^j)^4r»

quantité différente de zéro (1).
On continuera comme précédemment»

13. Indiquons succinctement ce qui arrive lorsque la quantité

j j k { s c , y ) d x d y

(!) En effet, cette quantité, après quelques transformations, se réduite f uzdîj.«./c
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est. nulle. La valeur de u tirée de (27) et portée dans (28) ne déter-
mine plus E, mais fournit une nouvelle équation à satisfaire par u. En
portant dans cette équation la valeur de u tirée de (27), on détermine E
si l'on n'a pas

(34) yYrj^A(^ r) A(è:, Y)) r,(^, y; ̂ ) d{xv) d(^) -== o.

On aura ainsi pour calculer uÇcc, y) une autre équation de Fredholm,
dont le second membre admet le pôle double À == o. Il en est de même
de u(x,y; À) et l'on aura un développement de la forme

rt(.r,r;^)==^ 4- u'-~i{^ y -+-«o(^y)-hÀ^i(^j)4-....

Sauf ce détail, rien n'est changé à la suite des raisonnements,
De même, si l'égalité (3/i) est aussi remplie, on aura une fonction

^ (^y ;A) admettant l'origine comme pôle triple, etc.

14. Disons, en terminant, quelques mots d'une question de nature
différente à laquelle on peut appliquer avec succès les méthodes que
nous venons d'exposer.

Considérons une surface fermée à p trous, et soient

ds^ == E du^ 4- 2 F du dv 4- G d{^

le carré de son élément linéaire et ch son élément superficiel. Posons

Ef^Y-.F^+Gf^y
n n — \u i ' / àv au \àu,j
D,U-———————EG^-Fï———————'

gdU^_ /dUoiV WyV\ (_àU_(TV_
^ ,„ y > _ à v àv \àv au au àv ) au. au
IMU,VJ_——————————EG-F2———————————'

/ àV àU\ / àV àU\
T) n - à ( ^~ ^7 ) , à ( ]E^-F^ }
JJa fj •-..— ——— l ————n-111 l lu l l l l•• l l m l ,_ •—— / -+- "——— \ ————— . .,—— / .

au \ ^EG — F2 / àv \ ^EG — F2 /

Soit maintenant C un contour fermé entourant une portion connexe S
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de cette surface; on aura VA' formule de Green

Dans cette formule, U et V désignent des fonctions de (u^) con-
tinues ainsi que leurs dérivées du premier ordre dans S, et -̂ - lar dn
dérivée normale intérieure. Si les fonctions U, V satisfont à ces condi-
tions sur toute la surface, on pourra prendre comme contour C l'en-
semble des rétrosections K qui rendent cette surface simplement
connexe; l'intégrale curviligne de la formule précédente disparaît alors
identiquement.

Gela posé, considérons avec M. Picard (1) l'équation

(36) l^U ~^lc(u, (Q v/EG — F" U = o,

et proposons-nous d'en trouver une solution continue, avec ses dérivées
du premier ordre, sur la surface entière.

Dans son cours de 1908 à la Faculté des Sciences, M. Picard a ra-
mené ce problème à une équation de Fredholm sans second membre.
Le problème n'est donc possible que pour des valeurs exceptionnelles
du paramètre \. De pareilles valeurs existent-elles effectivement? On
en aperçoit une immédiatement. C'est la valeur À == o. En effet, l'équa-
tion de Beltrami

Da U == o

admet bien une solution continue sur toute la surface; c'est la fonc-
tion U = const.

Pour établir l'existence d'autres valeurs singulières du paramètre X,
on partira de l'équation

( 87 ) Da U -{- ^ c ( u, v ) v/âîG -— F^ Lî = \/EG — F2^ //, v ),

équivalente à une équation intégrale avec second membre. La solution
de cette équation admet comme pôles les valeurs singulières en ques-

( 1 ) Comptes rendus, juin 1908; 'voir aussi le Mémoire au commencement de ce Volume
des Aïuiales.

Ànn. Éc. Norm., (3), ^XVï. — FÉVRIER 1909. ^
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tien. En s'appuyant sur la formule de Green ( 35) et ses conséquences^
on démontre facilement que ces pôles sont réels et simples, sauf le
pôle X == o, qui peut être un pôle multiple.

Mettons-nous dans les circonstances les plus simples et supposons
qu'on ait

(38) ^fc(^,r)^y^o,

rintégrale double étant étendue à toute la surface; alors le pôle X == o
est un pôle simple et la fonction U définie par l'équation (37) admettra
autour de ce pôle le développement

(89) IÎ(M, F;}») == 2 + Uo(^, (Q-+-^Ui (a , (Q -+-... (a=const.).
A

Les fonctions Uy, U,, ..., U^ satisfont aux équations

i Dg (Jo '+• ac( u, ^) \/E(ï — 1^== \/EG- — ̂ A v, (Q,
(^) )l) ,U,-+- c t / ^ ç Q v / E d — F ^ U o --=o,

,................____.......,

! I)2U^+ C(^ ,^ ) \ /E(TT— F^U^^i^o,

et ^ÔT^ continues sur toute la surface. Chacune de ces fonctions n'est
donc déterminée qu'à une constante additive près, dont on disposera
de manière à rendre possible la solution de l'équation qui définit la
fonction suivante. En effet, si dans l'équation ( 3 5 ) on fait U == U^,
V = = ï , et si l'on choisit pour contour C l'ensemble des rétrosec"
fions K, elle devient

r r ï)^. ,/ / -—===== do-=o,
J J \/EG-F-2

l'intégrale double étant étendue à la surface entière. Il résulte de la
que la constante additive qui entre dans l'expression de U,̂  doit être
choisie de manière qu'on ait

f j C{U, V)\]n-i(u, îQ <^T==0.

Cette condition pourra être satisfaite si la condition (38) est remplie.
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Envisageons maintenant là fonction de 'À,

W(t) == f fc(«, ^) l1o( ", (•') U («, P; À ) ^cr == Wo -4- ÀWî -+-... 4- ̂ W,

On établit facilement la relation

W^-=: f ÇD,U,^da-,

qui montre que les constantes W à indice impair sont positives; et la
considération de la forme quadratique définie positive en p et € / ,

j f
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àv '
/ OUn

(p au
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q ^ )

-i àU,.^\
-i-l-y

^i

au !
EG-

3F('/
\

i-G

— F2

y ^Un-1

("
â^
àU^.

au

+q

-' +

àV^\

q

ôv }

Mn^Y

au )
dO- > Qy

conduit aux inégalités
W, W, 'w
W ^ <wt< - ••<w^<••• '

qui prouvent l'existence d'une première valeur singulière différente
de zéro.

La suite des raisonnements ne présente aucune difficulté.


