S.LATTES

Nouvelles recherches sur les courbes invariantes par une
transformation (X,Y;x,y,y)

Annales scientifiques de ’E.N.S. 3¢ série, tome 25 (1908), p. 221-254
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1908_3 25 221_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1908, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de 'E.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1908_3_25__221_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

NOUVELLES RECHERCHES

SUR LES COURBES INVARIANTES

PAR UNE TRANSFORMATION (X, Y; z, v, '),

Pan M. S. LATTES,

PROFESSEUR AU LYCEE DE MONTPELLIER.

Jai ¢tudié, dans un travail antérieur (*), les courbes invariantes par
une transformation (X, Y3 x,¥, "), ¢’est-h-dire par une transformation
de la forme
| X=/ @y, ),

(
[) ( Y:%O(-Z':y;,)”),

(1) Sur les équations fonctionnelles qui définissent une courbe ou une surface invariante
par une transformation ( Anneli di Matematica, 1906 ).

Je saisis 'vecasion qui m'est offerte par la publication du présent, Mémoire pour réparer
un oubli que je vegrette vivement et ajouler aux noms ue je citais dans ce travail celui
de M. Pivcuenie, dont les beaux travaux s'imposent a attention de tous ceux qui étudient
les opérations et les équations fonctionnelles. M. Pincherle a donné un exposé synthétique
fort intéressant de Ia théorie des opérations et des équations fonctionnelles, une analyse
des divers travaux qui 'y rapportent et une bibliographie étendue dans les deux ouvrages
suivants :

Le operazioni distributive ¢ le loro applicasiond all’analisi, Bologne, Zanichelli, éd., 1gor
(en collaboration avec M. Amaldi).

Funktionaloperationen und. Gleichungen (avlicle de U Encyklopadie der Mathem. J is-

senchaften).
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en me bornant aux courbes contenant un élément double
(o, Yos Zas> Yo )’i))v

de la transformation. Si y = { (z) est I'équation d’une pareille courbe,
la fonction (z) vérifie I'équation fonctionnelle

(2) YL Y =g 4 ¢).

On peut se proposer, plus généralement, de chercher une courbe
invariante par la transformation (1) et ne contenant pas d’élément
double.

Sans aborder le probléme dans toute sa généralité, je me propose
d’¢tudier un cas qui nous est suggéré par le probléme analogue relatif
aux transformations ponctuelles (*); ¢’estle cas d’une courbe invariante
composée de plusieurs branches

y=del@),  y=we), .., y==dde), . y=due),

definies respectivement dans p intervalles distinets @, — o, 2,4l et
se permultant circulairement par la transformation (1). On est conduit,
pour ¢tablir existence d'un pareil cyele de fonctions, & chercher une
courbe invariante pour une cerlaine puissance de la (ransformation (1).

La dofinition précise des puissances de la transformation (1), de
leurs ¢léments doubles et des courbes invariantes par ces puissances
exigeait 'étude prealable des transformations de la forme

| X=Jlz, 0, 00" ),
[ Y =02y, y,y sy )

Ces transformations font correspondre un point X, Y 4 un ¢lément
(2, v, ¥, .., y) dordre p. La premicre Partic de ce Travail leur est
consacrée @ je généralise pour ces transformations (3) le théoréme
relatif & I'existence des courbes invariantes contenant un élément
double que j’ai établi précédemment pour les transformations (1).

(1) Sur les équations fonctionnelles qui difinissent une courbe ow une surface inga-
riante par une transformation, 17 Parlie, § 15.
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Dans la deuxieme Partie, je m’occupe des courbes invariantes par
une certaine puissance de la transformation (1). En appliquant a ces
courbes le théoréme d’existence démontré dans la premiere Partie, on
trouve de nouvelles solutions de I'équation fonctionnelle (2) : chacune
de ces solutions est formée de 'ensemble de p fonctions

.7’——“%(33) )’:'Jr'l(x)v LY )’:4&(@')’ “ecy )’:%;(x),

définies dans des intervalles distincts ; — A, z;+ k. Sil'on désigne
par W(x) une fonction égale 4 4, (), dans U'intervalle x, — 4, x, + 4,
a ¢, (x) dans lintervalle x, — A, z,+ A, a4 b, (z) dans linter-
valle 2; — £, ;4 &, la fonction W (x) ainsi définie constitue une so-
lution de I'équation fonctionnelle. On peut définir uue solution de
cette nature quel que soit 'entier p, et le nombre de paramétres arbi-
traires dont dépend la solution va en croissant en méme temps que
I'entierp. Ceci s’applique en particulier aux équations fonctionnelles

Y(e) =4[/ (=),  (x)=d[d(x)],

qui sont de la forme (2) et qui m’ont servi d’exemples (*).

I.

1. Je rappellerai tout d’abord, en les complétant, quelques résul-
tats relatifs aux transformations (X, Y; 2, ¥, ).

Considérons la transformation (1) et un élément double E, de coor-
données (x,, o, ¥,); nous supposons que les fonctions / et o sont
définies dans le domaine de (z,, y,, y,) et quelles ont des dérivées
partielles continues dans ce domaine; nous supposons en outre que
pour I’¢lément double on ait

C#o et B

<I,

(1) Le présent Mémoire est résumé dans une Note : Sur les courbes qui se reproduisent
périodiquement par une transformation (X, Y; %, y,y") (Comptes rendus de I’ dcadémie
des Sciences, 19 novembre 19o6 ).
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en posant
o= (8 -y L
4 — dy, .7 ().v},l)o
et
A _of ) <()fp do />if_
S — <()JZ‘ ()V (y’ - ()y J dy’
B 92 _ .o
B gy T oy 0

On a alors démontré I'existence d’une courbe y = {(x) contenant
I’élément double E, et invariante par la transformation (*) : la fone-
tion Y () vérifie 'équation (2) et on Pobtient comme limite des anté-
cédentes successives d'une courbe arbitraire contenant I'¢lément

double.

2. La quantitc S est un ¢lément important de la transforma-
tion (1) : elle ne change pas lorsqu’on fait subir & cette transformation
une transformation ponctuelle quelconque régulivre au point (2, y,).

Je completerai le résultat ainsi rappelé en donnanta S une nouvelle
forme qui mettra micux en évidence le role joué par cet invariant dans
le probléeme qui nous occupe.

Adjoignons aux équations (1) la relation

do dy . dy
Jx ()V o Ay'
Jf ()/' ()[

dz " dy - dy'

"

}’

(4) Y =

L’ensemble des équations (1) et (4) constitue la transformation (1)
prolongeée. Nous appellerons élément double prolongé jusqu’aw second
. ! U

ordre un systéme (,, ¥,, ¥,» y,) de valeurs de x, y, ¥/, y” auquel les
équations (1) et (4) fassent correspondre pour X, Y, Y’ les valeurs x,,
Yo> ¥, elles-mémes. Pour prolonger 'élément double donné E,, il suffit
de remplacer dans la relation (4) z, y, ¥ par les coordonnées z,, y,,
! v - . . -' .
¥, de By, de remplacer aussi Y’ par v et de tirer de la relation ainsi

(1) Sur les équations fonctionnelles qui définissent une courbe ou une surfuce invariante
par une transformation, 2¢ Partie, § 12.
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obtenue la valeur v de ¥”:s’il existe une courbe invariante contenant
I’élément double E,, au point (x,, ¥,) de cette courbe, la dérivée
seconde ¥” sera égale & la valeur y ainsi trouvée et la courbe invariante
contiendra I'élément double prolongé (a4, vo, ¥y ¥ )-

L'invariant S peut s’exprimer en fonction des seules quantités x,,
Yo, ¥y, maisil prend une forme plus simple si 'on introduit dans son
expression les coordonndes xy, v, v,, ¥, de I'¢lément double prolongé.

L’expression de S donnée plus haut peut en cffet s’écrire

o 9 O Ndp_ 0y  dg , . d5 \Of
: <d-c Ty Ty ) AT N R )av
S == : - .
9% _ . 9L
Ay dy! ko

Or ona
dy Dy, dv N /(()f Adaf . Of N
((—)_l—” + ;)__}—fy + ()7") )., ''''' Yo\ Oz + ()y') + ! )(,

et, par suite,

s (9L oL . 9L .
5= (().r N ()y"’ - day' )0

N

On peut donner une interprétation géométrique de cette quantité S,
Soit G une courbe quelconque contenant I'élément double prolongé (a,,
Yor Voo Vo )3 sa consequente Gy contient Pélément double (4, yo, ¥,)-
Si Pon désigne par a, y les coordonnées dun point de Getpar X, Yles
coordonnées du point correspondant de fa conséquente, on a

dxX. __Jdf a af
=T T

Sile pointa, y tendvers le pointa,, y,, ilen est de méme dupointX,Y,

T , . /dX .. /X
et silon désigne par \(—[7) la limite de i(—/—L; on a
- e |, E
AN\ (O A
(l.xc),,»_

Jx + ()y'y - Jdy’ 0
On a aussi

dY" dY " dX (l.c> Lo 1 R
—_— = | —— e > — presne b——,—: S.
<rl)’ 0 ((lX)O < <1/‘L‘)o < <(Iy 0 Jo Yo

dAnn. Eec. Norm., (3), XXV.— Mar 1go8. 29
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Enfin si l'on désigne par s larc infiniment petit de la courbe C et
par dX I'arc correspondant de la courbe C,, on a

(42 (VI ) (%) s
ds /)y \\Ji+ y" a’.x)o_— (L’.L')O——U

Ainsi Pinvariant S relatif & I'¢lément double E, recoit Uinterprétation
suivante :

Sotent Cune courbe contenant Uélement double B, prolongé et G, sa con-
séquente, M un point de la courbe C voisin du point double O et M, son
conséquent : le rapport de Uarc OM, de la courbe G, a 'arc OM de la
courbe G a une limite lorsque M tend vers le point double et cette limite est
Uineariant S. En particulier, on peut prendre pour courbe G lacourbe
invariante contenant I'élément double By (courbe qui existe si on
a|S|<1);lacourbe Gy se confond alors avee la courbe G et les deux
arcs OM, OM, appartiennent tous deux i la courbe invariante = S est la
limite du rapport de ces deux ares lorsque M tend vers le point
double O.

\ . . . A
S est un mvariant en ce sens (IUU la ll”ll[,(‘ 7;_) ne (}ll“llg(‘, l)}lﬁ
L 0

lorsqu’on applique aux courbes G et G, une méme transformation

ponctuelle
w=> (1, Y),
o=p(x, ),

A et w ctant des fonctions quelconques régulicres pour x = 2, y = y,.

3. Considérons maintenant la transformation plus générale

(5) X=f(r 0, 750" - Y1) ( (p)— dry”

(Y =g(@ 0, 0" o) TS de )

qui fait correspondre un point X, Y 4 un ¢lément d’ordre p
(‘/L'7yv }”v ceey }’“”)

et que nous appellerons une transformation (X, Y; =z, y, y/, ..., 7).
Les courbes y =1 (z) invariantes par cette transformation sont
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données par I'équation fonctionnelle
(6) PLCrs by P b b =g (e, b, 3, L, ),

qui contient & la fois lafonction inconnue Y () etses dérivées jusqua
Vordre p. Nous nous proposons d’étendre aux transformations (5) et
aux ¢quations (6) le theoreme d'existence relatif aux courbes inva-
riantes par (1).

Un élément double de (5) sera un systtme E, de valeurs Yos
Yo o VU veriliant les ¢quations

e e . . 0]
X '-'-,/('1nv Yor Vs -- ey .',Vul" )s

— . L )
Yo 'f(-’»-m Yus Fus oc- s o)

Sl existe une courbe invariante par (3) et contenant cet ¢lément
double, on aura, au point x,, v, de cette courbe,

/) ) , / Jdo o
( ¥ )“ -+ ({”"ﬁ)“yo o ( “—(“i")“,“u/ Y

. ()_1- \ )y Ly )
), T o . y ,
R I a/ ) af o
( l_).;)(, + ( ()‘y‘>“y“ EE R (d‘),(,,))().,) [

cquation d'ot Pon peut tirer y” " pourvu que P'on ait

( N(,l?_. — ,’.L)'L?) 72 0.
Ady'r ' 0)’“" 0

Nous dirons que (., v Vi, - p ) est Pélément double B, pro-
longé jusqu’a 'ordre p 41 : loute courbe invariante doit contenir cet
¢lement double prolonge. Nous supposerons que les fonctions /et
sont définies dans le domaine de Pélément double B, et gu’elles ont
des dérivées partielles continues.

Il est facile de donner i Ja substitution (5) une forme réduite
telle que les coordonnées de 'élément double prolongé deviennent
toutes nulles. Posons pour cela

X T= Xy~ U,

. ' . U (om 4 pin )
J =Yoot Yt J‘—.)/um I il 4 })—[ +Y (/) ~+-~l).1 -+



228 S. LATTES.

d’ou ’'on déduit

' - ur
.)/,:J/,u_f_y:)lt—i-...—P_}"U]”'i)l—)’— +()',
-1
" " -+ + (p1) ur i ‘)”
Y=y +you+...+y, =) )
...................................... ,
.7'{“:.}’?,’”-*-,?’(‘,"“)!1 + ‘,(,,)’
.),(114—1)—_-“),5)1&1)_*__ ‘,(,,.H)’
et de méme
X=uxz+1,
U:! . U/M—l
=2 d A L(h+1) ’
y_.z(;+.)()U+J/0l.2 S I Sl T (1)+1)| V.

La transformation(5)devientune transformation (U, Vi, 0,¢',..., ¢y
et le nouvel élément double, prolongé jusqu’a Pordre p+1, a
toutes ses coordonnées nulles. La nouvelle transformation est la
suivante :

xy+ U
=S (Eo oty Yo Yy e 0y Pl Y e e, Ay P e 0 0)),
+1
o +y, U+ +,4-‘/"H/_J')____ +V=olw,+u, Yoyt 4. .. ¢ )
‘)(, }’U o B (l)-+—[)' =oay » Yo ‘y” v o 5 ee e )

En résolvant ces équations par rapport & U et a V et en appelant de
nouveau les variables 2, y, X, Y afin de simplifier les notations, on
obtient une transformation de la forme

X=Sz+by+cy +...4+cpy? +F (z,9,5, ..., y"),
Y = By +Cy'+...+C Y2 D (2, 5, y, ..., yir)),

F et @ sont des fonctions définies dans le domaine de Uorigine, ayant
des dérivées partielles du premier ordre continues et tendant vers
zéro en méme temps que les variables.

Le coefficient de 2 dans la premiére équation a la valeur suivante :

\

v - _L)_[_ )y.// - ()f

. A  Jf ‘
.s::("~ il e = (P )
= + Jdy- dy' + dyw Y )”
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Dans la deuxiéme ¢équation, le coefficient de 2 est nul : il est en
elfet ¢gal &

0y 9% . 99, 99 e
(\’_)7 - ;)7"), + ;)()" Ve dy'r) .}MI+1'>0"')'/()S’

quantité qui est nulle en vertu de Péquation qui définitla (p + x)ieme
coordonnée y"*" de I'élément double prolongé.

Enfin, on a
¢ — J9 L, of
=\ Oy —J oy 1)

¢t nous avons supposé cette quantité non nulle lorsque nous avons
caleule y ",

La quantit¢ S présente les memes propriélés que dans le cas des
transformations (X, Y; «, ¥, ¥'); on pourrait 'exprimer en fonction
de z,, yy, ..,y seulement et sans faire intervenir y/*"'; mais, sous
sa forme actuelle, on voit immédiatement( son interprétation géoma-

trique. On a, comme au paragraphe 2,

S () < (D) (),
\rl.z:),, LAy /g dz )y
les différentielles ¢tant relatives & une courbe quelconque contenant
'élement double prolongé et & sa conséquente : dX et'ds représentent
les différenticlles de denxares correspondants de la courbe considérée
et de sa conséquente. Enfin, ici encore, comme dans le cas des trans-
formations (1), S est un invariant de la substitution pour le groupe
ponctuel ().

(1) La démonstration de celte proposition est immédiate avee la forme donnée actuel-
lement & S. Il suffit évidemment de la faive pour les transformations ponetuelles qui con-
servent Porigine; une parcille transformation, supposée régualicre a Vorigine, est définie
par des ¢équations de la forme

x=f(u,9)=au 4+ 5o 4.,
r=glu,v)=a2u v ...,
X=f(C,V)=a2 U+ V...,
Y=¢(0,V)=aU+V4....
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4. Considérant maintenant la transformation sous laforme (7), nous

sommes en mesure d’étendre a cette transformation la proposition
rappelée au § | et nous démontrerons le théoréme suivant :

TutoriMe. — Soit B, un élement double de la transformation (5 dont
0

les coordonnées x y Yoo Vi oy VP vérifient les inepalites
0r .00 Voo Jo N 5

pF0, [S] <.

Il existe une courbe y = V(x) invariante par la transformation ct
contenant I'élément B,. La fonction L(x) est définie dans un certain
intervalle x, — h, x,~+ h, posséde dans cet intervalle des dérivées des
p premiers ordres et vérifie I équation fonctionnelle (65).

La démonstration est, dans ses (raits principaux, la méme que dans
le cas des transformations (1). Je me bornerai done i rappeler la marche
suivie en priant le lecteur de se reporter pour le détail a l'¢tude des
transformations (1) (*). Vinsisterai seulement sur un point important
qui exige une démonstration nouvelle, d"autant plas que le résultat
auquel nous parviendrons parait pouvoir étre utilisé en dehors de la

,

question qui nous occupe. Il s’agit du lemme suivant (*) :

5. Lemve. — Soit u une fonction de x définie dans intervalle — i,
-+ h, nulle pour x = o ainst que ses p — 1 premicres derivées el ayant
une dérivée p'™ continue qui verifie dans cet intervalle Uinégalité sui-

Soit 8y la nouvelle valeur prise par S. On a

{0 AA .
(7)., = (%), =

af of
= dU + ~=d
o _ ((/X" [ (2UBAVY AUy
‘ dx )(, of i+ of o \ o B )(, T Vdu )(, -
Ju (/Y 0

(1) Sur les équations fonctionnelles qui dé/nissent une courbe ou une surface inva-
riante par une transformation ( Adnnali di Matematica, 11° Partie, §§ 1 4 12),
(2) Pour le lemme analogue dans I'étude des transformations (1), voir loc. cit., § 10.
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vante :

dr
dxv

//u dP—ty

dzr—' |’

{<I\ + K|« |+ Ky |—

A K,

ou K', K,, K\, ..., K,_, sont des constantes. Iin supposant h tnferieur a
un certain nombre posiif /i, independant de la fonction u et ne dépen-
dant que des coefficients K, la fonction u et ses derivées verifient dans
tout Uintervalle — h, —+ / les inégalites suivantes :

| ] <|\"A(h)——-

du , for =1
n) )
l <K'A(h —
diu . It
(/"”\<|\’A(/1)

A(h) étant une jfonction continue de h qui tend vers 1 lorsque ko tend
vers 3¢ro el qui ne (lc'/)end que des constantes K, sans dépendre de la fonc-
tion u.

Désignons par «' la valeur absolue de 2 et par M, la limite supé-

. dru . i
rieure deiﬁ?ﬁi! dans 'intervalle — 2, + 2. On a

(p—-1) T M dra
d u “ “ arua ' o' My,
“dart dxr A dar
dr-al| dr tu L < x* M,
B - e | (L] ——
dar=2 | = ot 1 2
“ 0
dr—=u x'*M
TR
dar=3 1.2.3
................. ,
r'r M,
] u | <
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L’inégalité donnée dans I'énoncé entraine donc la suivante :

dru

dar

, R ."L"I' . ll'”"l 'L'M »
<K'+ <k0ﬁ+]\ = )1 —-}—]\,, 2 +K,,_,.L'>1Wx.

Cette inégalité a lieu quel que soit  dans Uintervalle — 2z, + .
. |dru
Mais ‘d‘u'

$ONn maximum pour une certaine valeur £ de Pintervalle dont nous dé-
signerons la valeur absolue par £.0n a

¢tant une fonction continue dex dans cetintervalle, atteint

or u
dax?

M, =

-
=

Donnons alors & « la valeur £ dans I'inégalité precédente. I vient

Zip—1 cl2 ) Y
M, < K+ (K(, =+ K, (I_f;__. e Ky e K ) M,
et, a fortiort,
vt . al? . \
M, < K’ (l\(,——— -+ I (»/—}:-ITI 4Ky, — K, 1.,,,-f)Mx,
d’olt
K’
M. < (K ar K ot K B ’
= (R Gr K e )

pourvu que x soit assez petit pour que le dénominateur soit positif.
Soit £, un nombre positif assez petit pour que, dans Uintervalle o, £, Ie
second membre soit positif. Posons
I
A(h) = .

hie hr= \
(Ko - Ky )z oK)

On aura, quel que soit « dans 'intervalle — 4, + 4,
M, << K'A(1L),

pourvu que % soit inférieur a £, A(k) est, comme on voit, une fone-
tion continue de 4 tendant vers 1 lorsque A tend vers zéro et ne dé-
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pendant pas de la fonction «. De I'inégalité précédente et des inéga-
lités établies plus haut on tire

[P
lle/l’ <M,<K'A(h),
n—-1
|—(({71;I,—{: < K'A(A)A,
. hr
| o] <l\.'.»\(/z)m-

6. Ce lemme étant ¢tabli, revenons au théoreme du paragraphe 4
en indiquant la marche de la démonstration.

Laa courbe invariante y =4 (a) dont il s’agit ’¢tablir existence
sera définie comme limite des antécédentes successives d’une courbe
initiale y = 4, () contenant I’¢lément double. Soit

Y =2(X)

une fonction nulle ainst que ses p— 1 premicres dévivées pour X = o,
A cette fonction la transformation (7) fait correspondre une fonction y
de x definie par 'équation différenticlle

bo(Sz-+by +c,y +.. . )=By+Cy ...+ C, 4. ..

Cette équation admet une intégrale et une seule nulle pour x = o
ainsi que ses p premieresdérivées @ celarésulte de Phypothese C, =5 o.
Cest cette solution y =19,(x) que nous appelons PVantéeedente
de by (x). Soient b, (z), b,(x), ..., b, (x) les antécedentes succes-
sives. On démontre tout d'abord que ces antécédentes peuvent otre
définies dansun domaine commun —72, + /. D une facon plus précise,
on établit la proposition suivante :

Sote b, (2 ) une fonction définie dans un certain intervalle — h, + h
et verifiant dans cet intervalle une inégalite de la forme

or '-!Jn
dar

<d|x|.

On peut choisir les nombres positifs h et o de fagon que I'antéce-

Ann. Ee. Norm., (3), XXV.— Ma11go8. 30
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dente up, () soit deéfinie dans le méme intervalle — h, —+ h, et y vérifie la

méme inegalité

~

2]
arin] s |],

daxr

les nombres h et ¢ ainsi définis dépendant uniquement de la transfor-
mation et ne dépendant pas de la fonction 'y, (x).

Pour la démonstration nous renverrons le lecteur au Mémoire déja
cit¢ (11I° Partie, § 8), en nous bornant i faire observer que ¢’est dans
cette déemonstration qu'intervient lhypothese [S]<o (1).

Soient 4, (z), b,(2), ..., b, () les antécédentes successives
ded, ()« il résulte de Ta proposition précédente qu’elles sont toutes
définies dans le méme intervalle — &, + /A que 4y et 4, et quelles
vérifient dans cet intervalle la méme inégalité que b, et 4.

Nous allons prouver maintenant que, lorsque n augmente indefind-
ment, la _fonction b, et ses dérivées jusqu’a Uordre p tendent uniforme-
ment vers des limites dans le domaine — h, 4+ h pourva que h sout suffi-
samment pelil. La fonction limite () est indépendante de la fonction ini-
tiale b, () et elie verifie Uéquation fonctionnelle (6), ¢’ est-a-dire g’ elle
definit une courbe y = L(x) invariante par la transformation (5) et
contenant Uélément double considerd. Le théoreme du paragraphe 4 sera
ainst ¢tabli.

Considérons pour cela deux fonctions y = b (), = = 0(a) vérifiant
dans U'intervalle — A, + /2 les in¢galités

dar

dxr

{r]
i <3|

<0

x

dat ?

Soient y, =, () et 5,=10,(z) les antécédentes de ces fonetions
et o le module maximum de la différence y —- s dans Uintervalle — £,
-+ A. Toute la démonstration est basce sur la comparaison de |y, — 5|
a g et cette comparaison se fait comme dans 'étude des transtorma-

(1) Dans le cas oit | S| est supérieur a1, la méthode préeédente ne permet plus de dé-
finir 'antécédente vy que dans un intervalle — /2y, -/ contenu dans Uintervalle — /7,
-+ /ol st délinic, et les conséquences que nous allons déduire de la proposition preé
cédente tombent en défaut dans ce second cas.
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tions (1). Nous renverrons encore a cette ¢tude (') pour le détail des
calculs. On est conduit aisément & une inégalité de la forme suivante :

&y, o* 3

dwrly, dr) 3, dy, dsz,

’ <K(/z)[] Yi— 5| +

dzr  dxr dx =~ dr At der| T
dr—1y, dr—z, .,
der=t "~ dxP ! l + K'(h)s,

K(%) et K'(A) sont des fonctions continues de A& qu’il est inutile
d’écrire explicitement : il suffit de savoir qu’elles sont indépendantes
des fonctions y et z et qu'elles ne dépendent que des coefficients de la
transformation donnée; lorsque 4 tend vers zéro, elles ont une li-
mite B qui ne dépend que de fa transformation donnée. On peut alors
utiliser le lemme du paragraphe 5, et lon voit ainsi que Uinégalité

ly—z|<o

entraine pour les antécedentes y,, s, les in(fagalit(ts suivantes :

| . /tl’
| yy— 3] - l\'(/!):\(/z,);—fg,

for =1

dy, s, _
(p—n!”’

e dr

< K'(L)A(h)

ot ! f/l/' 1

odr iy, oz, . .

S e < K'(h). 5
dxr lor “K(h)A(R)3,

Geel poseé, soit

'AIJ”, '.’JH '.IJ‘A’ AR '-!Ju 1 ']Jua
la suite formée par la fonction b, et par ses antécédentes successives.
I suffit de prendre pour y et z les fonctions b, et b, pour voir que
I'inégalite

b= b <

(V) Sur les équations fonctionnelles qui diéfinissent wie courbe o nne surface inva-
riante par une transformation ( Anuali di Matemica, 11° Partie, § 11).
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entraine successivement

lh—ds] < K’(/z)A(/z)[’j—','a,

2

»r hr
[da—ds| < {l\ (/l)A(/l)p_!]

he

n—1
d — ./ / —_
!*Hn—‘l an<|-l\ (/I).\(/L)[}Z}

Q

K'(A) et A(h) sont des fonctions continues de £ ayant respectivement
pour limites § et 1 lorsque 4 tend vers zéro. Par suite, on a, si A est
suffisamment petit,

VL

K'(/z)[\(/l)/)1 <1,

et ceci prouve la convergence uniforme de la série X(J,_, — ,) dans
Pintervalle — 4, —+ /A : il en résulte immédiatement la convergence
uniforme de b,(2) vers une limite. La convergence uniforme des dé-
rivées des antéecédentes successives résulte de méme des autres inéga-
lites ¢erites plus haut, du moins pour les dévivées jusqua lordre p — 1.
Pour les dérivées d'ordre p, il suflit de remarquer que Pinégalite

=l <o

entrainant
) 1] N .
Ao “f-«~'~|< K'(h)A(J)a,

dxr dar

il en résulte que 'inégalite

Lo | n—t
7

l"‘?’n'—l—"pu ‘ <i“Kl(ll) A(/));_’

entraine de méme

dri, dr 4,[ i . ‘ WA )
-—(l.z%f)‘ - Md.’l‘;’H < ] K7y A( 1) /_’_Tl K' (k) A(h)a,

et la convergence uniforme de la suiteformée par les dérivées d’ordre p
des antécédentes successives résulte immadiatement de cette derniere
inégalité.

La solution ainsi trouvée est indépendante de la fonction initiale :
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si Uon par(, en effet, de deux fonctions initiales différentes L (), 0(z),
Pinégalité

ld(z) —0(x)| <o
entraine

[Vn(z) — O, ()| < ‘ K'(&) A(/z)[/j—l;]” l o,
et, par suite, b,(x) — 0,(x) tend vers zéro lorsque n croit indéfini-
ment, ¢’est-a-dire que les limites de 4,(z) et 6,(2) sont égales.

Enfin on voit aisément que la fonction limite () vérifie I'équation
fonctionnelle (6) @ cela résulte de la convergence uniforme vers des
limites de la fonction ¢, () et de ses dérivées jusqu’a lordre p, et cela
se démontre comme pour les transformations (1) (*).

Le casou|S|estsupéricuraunitén’est pas traité parla méthode pre-
cédente : il peut se faire cependant qu’il existe une solution de I'équa-
tion fonctionnelle dans ce cas aussi, et il serait facile de donner des
exemples de transformations pour lesquelles il en est ainsi 5 mais la
meéthode précédente de permet pas ne prouver Iexistence de cette
solution, et je dois me contenter de signaler ce point important qui
appelle de nouvelles recherches.

1.

7. Nous utiliserons I'¢tude ainsi faite des transformations
(X, Y5 2,9, ..., y0),
pour établir de nouveaux résultats relatifs aux transformations
(X, Y; 2,9, 7).

Nous n’avons étudié jusqu’ici de pareilles transformations que dans le
domaine d’un ¢lément double. Pour aller plus loin, nous introduirons
pour ces transformations une notion analogue a celle de points limites
a convergence périodigue introduite par M. Keenigs dans Pétude de
Pitération des substitutions & une variable; pour des transformations

(1) Loc. cit., 2° Parlie, § 3.
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birationnelles & plusieurs variables, ces points ont été considérés
par M. Poincaré qui les appelle des points limites oscillants : ce sont des
points qui sont doubles pour une certaine puissance de la transforma-
tion, sans ¢tre doubles pour la transformation elle-méme (*).

Il s’agit de méme, dans le casactuel, d’étudier les courbes qui sont
invariantes par unc certaine puissance de la transformation

(X, Y5, 9,0'),

sans étre invariantes par la transformation elle-méme. Donnons
d’abord quelques définitions relatives & ces puissances.
Soit la transformation T, dé¢finie par les équations

o~ ( X=/(z, 9,9,
(Ty) Vo .
(Y =g(z,y,9);

aux deux équations (T,) nous adjoindrons la suivante :

dy  dg )y
e il e
()y

"
o d)

Ao I,
or + (}.,V') + 1—)5"' Y

L’ensemble des trois ¢quations définit, comme nous Mavons vu, la
transformation T, prolongée jusqu’an second ordre.

Nous avions supposé jusqu'ici, dans 'étude des (ransformations T,
que les fonctions £ et o n’élaient définies que dans le domaine d’un
systeme de valeurs x,, v, y, constituant un ¢lément double. Nous sup-
poserons, au contraire, dans la suite, que les fonctions / et o sont de-
finies quels que soient z, v, y', que ce sont par exemple des fonetions
ationnelles; cette hypothise nous est irn[ms'(‘(* par le fait que nous
voulons ¢tudier T, dans le domaine de certains éléments qun neseront
pas ¢léments doubles et répéter la transformation T, @ or, si(z, y, ¥')
n’appartient pas au domaine d’un ¢lément double, (X, Y, Y') sera dé-

(1) Koexies, Reclerches sur les substitutions uni formes ( Bull. des Scicnees meathéma-
tiques, 1883 ).

PorNeans, Sur une classe nowvelle de transeendantes uniformes (Journ. de Mathim.
pures et appliquees, 1890 ).
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fini dans un domaine différent du premier, etil faut que la transforma-
tion T, soit définie dans les domaines successifs qu’on est conduit &
envisager. C'est ce qui aura lieu siles fonctions f et o sont définies
pour toutes les valeurs des variables ().

La transformation T, prolongée fournit par itération la transforma-
tion suivante :

B Jde  dv , do 7
o "oy Y oy
X=SV S p,0") el p, ¥, y W3 ’
(_)/ —+ Q_/; [ ..()_/. A
Qx ()uyy ()y") _
B dv  do ,  do 7]
. Dy Yo Jdy’ >
Y = f‘g /( 17 ,}’: .)”)7 CP(Z: _}'7 ,)’/)’ ~ = 2
W U 9
B de o Jdy Y dy’ J ‘J

que nous appellerons dewxiéme puissance de la transformation T,. Nous
la désignerons par T, et nous éerivons les équations précédentes sous

la forme abrégee

{ X=/Lalx 95 0"),

(112) ‘ , ! "
Y =g,(x, y, ¥, ¥")

On voit que Ta deuxicme puissance d’une transformation

(X, Y5 2,9, %)
est une transformation
(X, Y50, 0,95 0")s
clle est definie quels que soient z, v, v/, y’, si T, ctait definie quels

que soient 2, y, y'. Le scul cas ot (T,) ne dépendrait pas de y” est
celui olt T, serait une transformation de contact; ce cas a d’ailleurs été

(1) Une hypothese analogue s'impose dans Pétnde de Titération d'une substitu-
tion X == f{.x) dans le domaine d'un point limile 4 convergence périodique. On pourrait
cependant faire d'autres hypotheses permettant de ne définir la transformation donnée que
dans certains domaines. Foir a ce sujel les remarques faites par M. . Spiess | Lineare
lteralgleichungen mit konst. Koeffizient. ( Mathem. Annalen, L. LXIL, 1906)].
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étudié précédemment (V). Nous supposerons done que la transforma-
tion T, n’est pas une transformation de contact.

On définira de méme la puissance p™e T, de la transformation T,.
Pour obtenir T,, il faut d’abord prolonger la transformation T, jusqu’a
Pordre p en calculant, & Paide des ¢quations (T,), les dérivées Y,
Y, ..., Y?-Yen fonction dex, v, ¥/, ..., ¥ On peutalors remplacer
dans les équations (T.,), z, ¥, ¥, " par X, Y, Y, Y/, ce qui fournit la
transformation T,, puis remplacer dans Ty 2, y, ..., " par X, Y, ..., Y",
et ainsi de suite. On voit que, si T, n’ést pas une transformation de
contact, T, est une transformation (X, Y; 2, y, 3/, ..., 7). Les trans-
formations T, sont définies pour toutes les valeurs des variables s'il en
est ainst de T,.

Ces puissances T, de la transformation T, possédent les propriétés
fondamentales exprimées par les relations

'l‘,; ‘y — ']‘[1 ( ’l‘(] )’

'l‘/u/ = ( ’rp )1/-

ans ces relations T, désigne Ta transformation prolongée aussi loin
Dans ces relations T, g g
qu’il est nécessaire pour que ces relations atent un sens @ T,(T,) deé-
signe alors la transformation T, appliquée a élément prolongé

(X, Y, Y,

7t ERRRE

Y/)
qui correspond par la transformation T, & élément
(s 0507 s ')

quant au symhbole (T,),, il représente la puissance gime de la transfor-
mation T,, les puissances de cette derniere transformation étant de-
finies comme on I'a fait pour les puissances de T,. Les relations écrites
plus haut sont alors des conséquences immediates de la définition des

puissances de T,. On a, en elfet, par définition,

g — T3
l,,+,,::: I 1( 1 /n—«/-—l)'

(V) Sur les équations fonctionnelles qui définissent une courbe ou une .surfm ¢ invariante
par une transformation, Chap. VI, §§ 33 ¢t 34.
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Des équations (T,) on deduit, par prolongement, des relations que
nous désignerons pour abréger par
Y'=9¢ (2, 5, ), y"’),
Y/l___ ?I/( r, V y },

La transformation T, _, est définie par les relations

- 7
pr—«/——lT"f(x/l'//—»‘.', Y/H-t/f"’ \/uqlg)v
7 — 7!
Yoig = 9(Xpigss Yyprgo Y

plg- "')

eton en déduit
71 ' - 7t 0
3 Prqg—1-— 9 ( ‘\I) Fg- 29 Yp+r/»2» Y pryg-22 ;)+r/ g)
La transformation T, (T,,, ) est done délinie par les relations

. . , ’
g/ (‘\I"“/ 29 \[)(l/~ a9 Ypoq»')?

, o ) , r /

‘\/nr/“'f 4 (-\/H'/»‘H \I'“/ 2y YI'l'/ 2)

/ r 7 ’ ! "
\ !‘.J ('\I'ﬁ’/ potg--2s \,,y/, 2 Y/ur/ z)

/

y )

/ ( X/Hr/ 2 Y/,.,, Y/H'/ l)’ /
‘ )

-2y

v (X

’ r 7
’3’ ( \/l b2y \/)—b -2

4 — /1
‘/Ml/ rTr, VA ] P29 \/Hr/

—

o
Yoy ‘ prg-z)
] s .
¢est-h-dire

, . , ’ o \

Xp-l g ,/2 (r\/:--w/. 2 Y/A-i q—2 Y Py Y ,l-l!/—-_l)’
’ _ ; " s
‘p)r/:'— ?2(“\['4(/~27 Y/l»((/»~27 ‘/I}t/ 29 \IPI([“»Z)’

et cecl démontre la relation
Tl( l[Hl/ 1) = ri!('l'p»»l-l/ 2 ).

En procédant de méme, de proche en proche, on obtient la suite de
relations

Toig= Ty (Thiges) = To(Tpry y) = To(Tpyysy= ... =2 T, (T,).
De cette relation résulte
Torgorsn =T, T, Ty ...,

Toy=(T,)y
Ann. Ee, Norm., (3), XXV. — Juy 1g08. 31
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8. Considérons maintenant un é¢lément double (&, v,, y,) de la
transformation T,. Nous avons déja deéfini (§ 2) '¢lément double pro-
longé jusqu’aun second ordre (&, y,, y,, v,). Plus généralement on dé-
finit de meme Uelement double prolonge jusqu’a Uordre p de la facon
suivante : prolongeons la transformation T, en adjoignant aux équa-
tions (T,) les équations qui expriment Y, Y, ..., Y en fonclion
dex, v, ¥, ..,y puis posons N\=az=x, Y=y =y, Y=y =y,
et Y' =", Y'=2»",...; nous obtenons ainsi un systeme d’équations
lincaires en y”, v", ... qui fournit pour y",¥”, ... un systéme de
valeurs v, vy, ...5 la premicre ¢quation du systeme donne ), la sui-
vante fournit y; en fonction de y,, et ainsi de suite. Chaque ¢quation
contient une nouvelle inconnue et le coefficient de cette inconnue y”

est ¢gal, quel que soil p, & (%ﬂ, —y (L))%_’)‘,’ ¢’est-i-dire i la quantite
que nous avons d(fsigm\e par Cdans le théoreme du pavagraphe 15 cette
quantité étant supposce diflérente de zéro, on voit que le caleul
de yy, ¥, ... est possible.

IF est évidentque, s'il existe une courbe analytique invaviante par T,
et contenant I'élément double, Tes quantités y,, y,, ... ainsi caleulées
sont les valeurs prises par les dérivees de b () pour ==+ autre-
ment dit, Ta courbe tnvariante contient Uélément double prolongé.

0. SClon prolonge ainsd jusqu’ aw rang p Uélément double (v, v, y,)
de Ty, onobticntun élement (), y,, ..., v ) qui est élément double pour
la puissunce 'V, de la transformation T .

Il est facile de le démontrer de proche en proche. Si Pon se reporte
aux ¢quations qui définissent T,, on voil qu’a (a,, y,, v,, y,) cette
transformation fait «:m'ruspundru le point
X=Lo (@0, Yo Yo Yo ) =S 1S (20 Yor 00 9020, Yoy o)y YU 17/ (s 3705 V) = oy
Y =02 (g, Yo, Yo Vo) = @[S 20y Vs o s w gy Vi ¥o)s Yo | = 2 (g, Yo, Vi) == 20,

Supposons, en général, la proposition établie pour la transforma-
tion T, et considérons fa transformation T, :

X/l s s oy,
Y=g,z y,x, ooy,
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Al

D’apres Ta définition de T, on a entre f, et £, , les relations

.//l (.(‘, _)'1 .:)',7 LR ] }’(/')) E‘/.])—‘l (Xﬂ Y, Y’y AR ] Y(P‘—”)y
)) = :r,o[)—l(xy \” Y,v MRS} Y'”)-U )’

. P .o
?/1('(', BTN AT TR .y(,‘

relations dans lesquelles X, Y désignent respectivement f(x, v, v'),
olz,y,y") et Y, Y7, ... les fouctions de a, v, ..., ¥ qu'on déduit
des ¢quations (T,) par dérivations successives. Si 'on remplace ,
V¥ s e YU parax,, v, vy, ..., v dansles identités précedentes, X,
Y, Y, ..., Y=Y doivent par hypothese étre remplacés aussi par .,

I/J 1)

oy ey Y el 'on a
.}()7 . » o ¢

4 Y . 4 S — 3 . (p- ——
f,p (i, Yoy Yos = n ¥ (,I') ———/p 4 (e, Jos oo ey (,I’ V)= py,

. s . R - . AP=11y s,
Dl Lyy Yor Yo -o o YD) =0 0 (@oy Yoy ooy VI7V) == ¥

On voit done que la transformation T, fait correspondre a I'élément

P

(Fay Yoy -y Yo

le point (xy, ) lui-méme = Pélement considéré est done élément

e

double de T,

Ainsi la transformation T, possede comme ¢éléments doubles les
¢lements doubles de Ty prolongés jusqu’a Povdre p. Mais T, a aussi des
éléments doubles qui ne sont pas les prolongements d’éléments doubles
de T,. Ona, en effet, pour déterminer les ¢léements doubles de T, les
deux seules ¢quations

oo ‘(
ean :.//: (.2, Yoy -9 )} o’”)v

Yo== D, (Lgy Yoy - ooy .
Les ¢lements doubles (g, v, oo,y forment done une multiplicité
dépendant, en géncral, de p paramdctres arbitraives, tandis que les élé-
ments doubles de T, constituent une multiplieité dépendant, en gé-
néral, d’un seul paramétre arbitraire.

Soit, par exemple, la transformation

5 X=/f(x),

(T1) [y =y

Soit @ une racine de 'équation f(x) = a; un ¢lément double quel
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conque a pour coordonnées
x = a, y=1 y' =12,
2 étant un parametre arbitraire. La transformation T, est ici

\ X=/J1/(x)],
[T
1‘ / 'V”
( -’-) ?Y: - R

. S ()
Soit & une racine quelconque de /| /(x)] = 2 (en particulier, on peut
prendre b =a); un élément double quelconque de T, a pour coor-

données
x=b, =M, y'=u, y'=0./(b),

et ces ¢lements dépendent de deux paramétres arbitraires &, @ en
particulier, si on prend b = «a, p. == 7%, on trouve les ¢léments doubles
de (T,) prolonges.

Plus génceralement, un ¢lémentdouble de L transformation T, donne,
st on le prolonge jusqu’a Uordre ng, un élément double de T,, = cela
résulte de la propriété T,, = (T,), démontrée an paragraphe 7.

10. Nous dirons qu’un ¢lément double de T, appartient a lindice p
s’1l ne coincide pas avec le prolongement d’un élément double d'une
transformation T,, ol ¢ est inféricur b p.

On peutdéduire d™an pareil ¢lément double de T, un cyele de p ¢le-
ments analogues qui seront tous des ¢léments doubles de T, (1).

Considérons, en elfet, un ¢léement B, de coordonnées

(%o, Yo .7’;)’ s J’i,")
qui soit double pour la transformation T, et qui apparticnne a I'in-

dice p. Si Pon applique i cet clément plusicurs fois de suite la trans-
formation T, prolongée aussi loin qu’il est néeessaire, on obtient suc-

(1 G Kognias, loc. cit.
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cessivement les ¢léments

E, dordre p—1 et de coordonnées (xy, ¥y, ¥, .., Ly,
l‘:z » P —2 » (,1'2’ Yo ,7’{_)_’ AU . '7},;/'7‘_'1)’
..................................................................... s
‘E,,Az » 2 » ('T"I' 2 V-2, ‘),—;)<2, l),"l’) . )’

4:/I—l » ! » (,"7/’/;~1 s Yp—1s .yIp»1 )s

et & ce dernier ¢lément correspond un point (2, y,). Mais la suite des
transformations ainsi effectuées revient & la transformation T,. On a
done

"'p": '1"()’ "}'1, - .,“(l-

Supposons que les transformations T, et T, aient ét¢ prolongées in-
définiment. A Pélément 15, prolongé indéfiniment par la transforma-
tion T,, la transformation T, prolongée fera correspondre les élé-
ments By, By, ..., B, prolongés indéfiniment et apres p opérations
on retombera sur élément primitif ) prolongé. On a

l‘:,, == |5,
Plus généralement, on a, quel que soit £,
E/H = E/u
les ¢léments ¢tant toajours des ¢léements prolongés indéfiniment. De
Furesultent les propositions suivantes :

1" De toul élément B, de la transformation T, qui apparticnt a U in-
dice p, on peut déducre un cycle de p éléments doubles

B, En By oo, E,

de la méme transformation, el ces éléments appartiennent ausst a Uin-
dice p.
2" Les éléments du cycle précédent sont permaultcs circulairement par la

trans formation T, prolongée, autrement dit s constituent un cycle
d’éléments invarvant par la trans formation T, .

Il existe, en général, une infinité de pareils cycles pour toules les
valeurs de p @ en effet, tandis que les ¢léments doubles de T, consti-
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tuent une multiplicité & un paramctre, ceux de T, dépendent de deux
paramétres arbitrairess en général, ceux de T, dépendent de p para-
métres et chacun de ces ¢léments doubles, dont le degré de généralite
va en augmentant avee p, fournit un cycle d’¢léments se permutant
circulairement par la transformation T,.

Soit, par exemple, la transiormation éludiée plus haut

4\.:"("')1 Y = .:y/v
et soit & trouver un eycle de deux ¢léments permutables par la trans-

formation. La transformation T, prolongée est la suivante :

.y, Y// — .// (-"' ) .)’”/ - .y”,/w(_ a7

J'x) L/ Gy

X =/[(x), Y=y, Y =

.

La translormation T, prolongce est définie par les relations

\l - '),/I ‘,, B -/‘Y (.I' )'),l// — '}’/t/-ll ( o )

Xo=/[/10)], 7w VAN AV

Soit b une racine de /| /()] =2 et 1, podes constantes arbitraires. La
transformation T, admet 'élément double prolonge

{ « =0, =N y' =, y' =2,

L, , , Foe=
( ) , ],-I//:;:_[j_[‘/'r(/)).]‘.:.//L/'(_ /))] - A//'(/,), L

S Pon applique v cet élément la transformation Ty prolongée, on en
déduit 'elément
(E)  w=/0), y=p, Y= Y=pSS)],
et ce dernier ¢lément fournit i son tour le suivant,
x==b, y =1, V=, ey
qui n’est autre que (E,). On a done déterminé un couple de deux ¢le-

ments permutables par la transformation.

I'1. Nous avons défini au paragraphe 2 Pinvariant S relatif & un
¢lément double de la transformation T, et au paragraphe 3 Pinvariant
analogue pour une transformation (X, Y; &, y, ¥, ..., ¥'""). Nous
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allons ¢tendre maintenant la définition au cyele des p ¢léments
(B, By ooy Epy)

permutés cireulairement par la transformation T,. La quantité S, que
nous délinirons ainsi joucra un role important dans la détermination
des courbes invariantes.

Soit (o, v, ¥, oo, Y2, o0 un élément pris dans le domaine de E,
et prolonge ausst loin qu'il est nécessaire pour la suite @ ses consé-
quents conséeutifs appartiennent respectivement aux domaines de I,
By, oo 1,0, et e piome conséquent est de nouveau dans le domaine
de B, Soient Ly, v, (e, vy, <o (2, v,) les points qui servent de
support a ces conséquents successils @ le point 2, y, est le point qui
correspond par la transformation T, @ I'¢lément primitif. L'inva-
riant S, relatif a I'élément 1, de T, a ét¢ delint au paragraphe 3 et il
s’exprime sous Pune des formes suivantes :
dz, Iy,

fim i 2
A - ,/:); = {/7 .

S, lim
Les differentielles sont relatives 4 une courbe quelconque y = b (x)
contenant 'é¢lément double 15 prolongé jusqu’a Pordre p+1 et ala
courbe v, = 1b(x,) qui lut correspond par la transformation T,; ds,
dz sont les differentielles de deux ares correspondants des deux
courbes; enfin, on considere les limites des rapports precédents
lorsque G,y tend vers (e, v, ) sur la courbe y = b ().
On pourrait définir une quantité analogue a S, pour chacun des
l t») 7H0
eléments K, 6,0 ..., 15, du cyele. Nous allons montrer que 'on a

S S, =S, .. =8

[:,1)»' .2 YpL.p1-

En dautres termes, la quantite: S, est une fonction des coordonnées
des p éléments du cycle qui reste invariante lorsqu’on applique @ ces élé-
ments la transformation T, qui les permute circulairement.

On a, en effet,

o.r da, e
S, lim—-"—=lim Y Qi p Q)
o dx, oy dz )’
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et par la transformation T, les rapports précédents sont permutés cir-
culairement. Nous désignerons par S, la valeur commune de S, ,
Spis oo Sppois ctnous dirons que S, est 'invarviant relatil au eyele

(?E(lv ]EH AR E//— l)'

C’est un invariant en ce sens que cette quantité ne change pas
lorsqu’on applique & T, ane transformation ponctuelle quelconque,
régulicre dans le voisinage des points Py, Py, ... quiserventde support
aux ¢léments du cycle.

Soient, par exemple, la transformation donnée comme exemple i la
fin du paragraphe précédent et le couple d’éléments (K, By ). On a

d

So==1im 22 = lim /'L f ()] [ () = [ (0) % S S (-

Par la transformation T,, b et f(b) permutent el S, reste le méme.
Soit encore la transformation

( X =
’]V \ S bl
(1) Y =

Considérons un cycle de trois ¢éléments permutant circulairement
par la transformation. Les formules qui définissent les transforma-

H m m e . e @
tions T,, T,, T, prolongées sont

" [N
(Ty) X =y, Y =y, Y':::"-)ép Y”::'Z.l.)ﬁ_;)_,__, “eey
. Vo / T
(12) Xz:J"; Y2:'77 Yl:::mz;—f‘?“) SRR
. " . o ”/_ .).//J
(Ty) X;;:‘y—,a \;,:’:‘2—-'}—:—’71—)—,7;-—-—, ..

Les éléments doubles de T, sont donnes par le systéme

"
LY =y
‘o

Yy -‘},//:___ “,V'_)’

" re

-y
On peut prendre pour élément double

(Ey) z=a, y =, r =1, =y, Y=gy o), Ceey
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o, B, v élant (rois arbitraires. A cet ¢lément, la transformation T, fait
correspondre les suivants :

(E) e=p, r=y, Y=o o =ab

(Eq) xr=, y—=a, y =28,

qui constituent avee B, le cyele demandé. Llinvariant relatif & E, est

S _ (,leu _ (rly/.),m____.‘,!/z ) — a./_'{lfj/ -+ ) — a‘_’./il . 06-
e /), e 0 Va =t

et Pon voit que ¢’est une fonetion symétrique de o, §, y. Lorsqu’on
passe de By a 1, et & B,, #, 3, v sont permutés circulairement et S

Conserve la méme V?ll(‘lll'.

{2. Soient
X - ./',;(-"1 ) ‘}’Iv ceey _y(/‘))v
\' e ?/’('1.7 ')/7 .'},,’ Tt .y\l,’))

les cquations qui définissent la transformation T, déduite de T, parp
itérations successives, et (1, Ky, ..., I,y uncyele d'¢léments doubles
de T, appartenanta Uindice p 1 peutarriver quiilexiste une courbe G,
d"équation y = b, () invariante par la transformation T,, contenant
élement B, et définie dans le domaine de cet ¢lément @ Pexistence
de cette courbe a ¢té ¢tablie (§4 ¢t 6) dans le cas ou les conditions
sulvanles sont realisees :

l).);m ‘,) ()-y{/’l /) 0 7(: ('),
[S,] -«

S, est Pinvariant ¢ludié au paragraphe précédent @il est le méme pour
les ¢léments By, By, .0, 15, que pour Pélément B,
A la courbe Gy la (ransformation T fait correspondre une courbe (G,
d"¢quation
¥ ()

contenant Uélément double B, et définie dans le domaine de cet élé-
ment. En appliquant ainsi la transformation T, plusieurs fois de suite

g . 2.
dnn. Le. Norm., (3), XXV. — JuiN 1908, bR
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a la courbe Cy, on définit un cycele de p courbes

Cor Ciy Coy eeey Cpye

Soient
)':dﬂ)(-’l')’ ]':'1’)1(-7), ¥y =y(r), Y=, (x)

les équations de ces courbes. Elles contiennent respectivement les

¢léements
Eny 4317 Ezf ] l‘:frv-la

et la fonction §;(x) est définie dans un certain domaine a; — &, 2+ £,
si 'on désigne par x; 'abscisse du point qui sert de support & I'élé-
ment ;.

Si l'on applique une nouvelle fois la transformation T, lacourbe €,
redonne la courbe Gy, car la suite des p (ransformations T, revient i la
transformation unique T, et par hypothese G, est une courbe inva-
riante par T,. On voit done :

1° Que chacunedescourbesy =4 (), y =1,(x), ...,y =4,(x)
est invariante par T, ;

2° Que ces courbes sont permutées circulairement par I transfor-
mation T,.

On a donc défind atnst un cycle de p fonctions

.)'(:"{/u("")’ .)’1—_—"%(-"% R ,)’/w-l:Hb/l ),

définies respectivement dans p domaines distincts x; — by, 2, hy; et dont
Uensemble definit une courbe a p branches G, G, ..., G, | invariante
par la transformation

Xj:./.(;'yl‘., )’, .}"), Y “:’17(.""7 Y .)’,)y
celle transformation permulant circulairement les p branches.

Si Pon se reporte i la démonstration da théoréme d'existence (§6),
on voit que le eycle formé par les p branches se trouve déterminé par
approximations suceessives; il suflit de partir d’une courbe arbitraire
contenant 'un des ¢léments doubles du cycle, B, par exemple, et de
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former ses antécédentes successives @ les antécedentes prises de penp
a partir d’une antécédente arbitraire ont une limite indépendante de
la courbe initiale et ¢’est cette limite qui constitue Pune des branches
de courbe G, Gy, ..., €, . Silonprend au contraire towtes les antéeé-
dentes successives, lear suite n’a pas de Timite : elles oscillent du voi-
sinage de 'un des ¢léements B, B, ..., E, , au voisinage de 'élément
samivant de la suite. Cest Ia, comme on voit, le mode de convergence
appele par M. Keenigs concergence irrégulicre (') dans le cas de I'itéra-
tion des substitutions X = /().

Au point de vue analytique, les fonetions '7”0’ Do, '1’/,,_, vorfient
le systeme fonctionnel suivant :

'!JI I/{ A, '-[J(n 'Tl/u )] - ?(‘('7 ’IJ(H '[J:) )7

bl S s V0] = e b, ),
4’/"*1[./'(-"7 '}J/,‘:, '!;: 2 )] = ",9 ('"'v '1bp a2y "l/,p,g);
Yol SCrs by by ) =Gy by gy Y y)e
Ixemple 1. — Soient la transformation
2 N = '/'(.1'), Y :'::.)"

et fe couple d’éléments (K, B, ) considérés au paragraphe 10, Sup-
posons
NSO AVACSIIESR

Il existe alors deux fonctions bl ), 0(x ) vérifiant le systeme

YISy =0 (),
O f1)] =V (z).

La fonction .;’J est definie dans Te domaine de = b et a un développe-
ment de la forme

R R (o — )2
W) =0 = ple—by2/(h) LT

1.2

tandis que la fonetion 0 est définie dans le domaine de x = 6,, en

(1) Kokxias, loe. cil.
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osant b, = /(b), et a un développement de la forme
P 1=, . Pl

O(z)=p+1(x— b))+ pf (b )—A—k

Si I'on désigne par W () une fonction définie par le développement
dans le domaine de z = 6 ¢t par le développement 0 dans le domaine
de = b, on voit que la fonction U veérifie Péquation fonctionnelle

W () = WS (2)];

A et e sont des parametres arbitraires, de sorte qu’on a défini ainsi
une infinité de solutions de I'¢quation fonctionnelle dépendant de
deux parameétres. En ne considérant qu'un ¢lément double, on aurait
eu une solution moins générale. Plus généralement, on peut considérer
un cycle invariant de p éléments, au lieu de deux éléments, el Pon a
ainsi, & mesure que pcroit, des solutions de I'équation fonctionnelle
contenant un nombre de paramctres de plusen plus grand. Les mémes
remarques s’appliquent au cas général.

Exemple 11. — Soit la transformation
X =, Y =y, a
considérée au paragraphe T, Considérons le eyele d’¢léments
(K, Ey, Ey)
défini au paragraphe 11, Le systeme fonctionnel est ici

b)) =1V (r),

7100x)] -y (),

! [/( x)] == '/_'(.r,'),
et les fonctions inconnues 4, 0,7 sontdonnées par des développements
dont voici les premiers termes :

(z— z)?

We)=0L+y(x—a)+oy

[

)

)=y -+alx—[) 4 [

Y
(z)=a+G(z—y)+ '/5(',‘. -,/)
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Ces trois developpements sont convergents, pourvu que Uinvariant S
soit inféricur & 1 en valeur absolue ('), ce qui donne la condition

By <1

St l'on désigne par M"(2) une fonction égale a () dans le domaine
de x=o, 4 0(2) dans le domaine de x = [ et & 7 () dans le domaine
de x =+, on voit que I'on a

W () = W[ W ()]

On a ainst délini une solution de Péquation fonctionnelle précedente

dépendant de (rois arbitraives o, 8, .

13. Indiquons pour (erminer uncas olt 'on seraassuré de 'existence
d'une infinité d’éléments B, vériliant les inégalites

Cp7o0, [S,p]=r.
Considérons un élément double (x,, ¥y, v, ) de T, pour lequel on ait
C#o, [S|<<1.

Par cet ¢lément I8 passe une courbe G invariante par la transformation
T, et délinie dans an certain domaine xy — 2, 2y + Ah. L’¢lément E
prolongé est un ¢lément double de T, pour lequel on a

S, =8".

Cela résulte de ce gqu’on a vu au paragraphe 9. On a en elfet, en con-
L |raj
servant les notations de ce paragraphe,

. . dr . dx dr o, dxy
S, — lim—=~ = xll(——~—"—“\—#><.../————‘/.———- )
i L, dur, , dx, dix

les différentielles ¢tant relatives & une courbe quelconque contenant

(1) La condition €, > o qui figure dans I'énoncé du théoreme général est imposée par
le caleul des coefficients de la fonetion inconnue @ ¢'est la condition pour que le caleul
formel des cocflicicuts de proche en proche (§ 8) soit possible. I en résulle que cette
condition est certainement vérilice si les coefficients du développement ont pu étre cal-
culés ¢ il est done inutile dexprimer cetle condition dans le cas actuel.
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I'élement double prolongé jusqu’a Pordre p—+ 13 on peut prendre
comme courbe la courbe G elle-méme @ les points ., y,, 24, Vo, ...
appartiennent tous i la courbe G ct Pon a, quel que soit 7,

Ilim L =28,
da;
d’ou
S,= 87
ct, par suile,
1S, | <.

Au lieu de I'¢lément B, considérons un autre ¢lément double de T,
qui appartienne & U'indice p, dont les coordonnées soient voisines des
coordonnées de B et pour lequel on ait C,=£ o3 il y anra en géndéral de
pareils éléments, car il suffit pour en déterminer un de se donner p
des coordonnées de Pélément el de déterminer les deux autres par les
relations

== fp (g Vo Yoo oo V)

.-, p ’ LA
Y= wp (o Yar Yo o0 ¥4 )s

avee Uinegalite €, =4 o.

Ces relations, étant satisfaites par les coordonnées de I8 prolonge,
seront en géndral satisfaites par des valeurs voisines de ces coor-
donndées, o cause de la continuite des fonctions /,, 2,. C,. Soit 5, un
pareil ¢lémentvoisin de K prolongé; Pinvariant S, relatif i cet ¢lément
sera voisin de 82 on aura done

IS, | =1

et par cet élément 15, passera une courbe invariante par la transfor-
mation T,.

On voit done que, si Pon a trouvé une courbe invarviante par T, et
contenant un élément double £ pour lequel ]H] st mféricur 4 1, on
est sar de pouvoir déterminer une infinite de cveles de pares voisins
de Télément K permutes circulairement par la transformation T,
et cela quel que soit p 2 Pensemble de ces pares constitue une nouvelle
courbe invartante par la transformation T,



