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SUR L’EQUATION

DES

VIBRATIONS TRANSVERSALES

DES

VERGES ELASTIQUES,

Par M. A. DAVIDOGLOU,

ELEVE (ETRANGER) DE L'ECOLE NORMALE SUPERIKURE.

INTRODUCTION.

Le présent travail contient I'étude d’une équation du qualrieme
ordre que 'on rencontre en Physique mathématique. Nous avons fait
cette étude en nous servant de la méthode des approximations succes-
sives. Dans ses Mémoires classiques sur les équations du second ordre,
M. Picard, I'appliquant & des problemes en quelque sorte particula-
risés, a obtenu des résultats trés importants avec une remarquable
simplicité. Cette méthode des approximations successives se présente
d’ailleurs naturellement dans la question qui nous occupe, quand on
envisage les intégrales comme fonctions d'un certain paramétre.

La premiere partie contient I'étude de I’équation

d'y o (Y s
(I) ;[,‘UJ,_'/“P(‘Z).}'

Les méthodes de M. Picard s’appliquent & cette équation; des diffi-
cultés apparaissent quand on veut établir I'existence d’une suite
infinie de valeurs remarquables de £. Une extension du théoréme de
Sturm pour les équations du second ordre nous est utile pour la
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représentation d'une fonction arbitraire au moyen d’intégrales remar-
quables de I’équation (1).

Dans la seconde partie nous étudions un développement asympto-
tique des intégrales de I’équation (1) par rapport & 4. Nous avons tiré
un trés grand profit d’un Mémoire de M. Horn (') sur les cguations du
second ordre, mais nous ne sommes pas encore arrivé i représenter
asymptotiquement les valeurs remarquables de 4. Il faudrait, pour
cela, résoudre asymptotiquement une équation que nous formons.

Quelques Communications de ce qui précede ont été faites & I’Aca-
démie des Sciences.

PREMIERE PARTIE.

I.
Etude d'une équation auxiliaire.

1. Considérons I’équation
() T = 9(2)y,

la fonction ¢(x) étant positive et différente de zéro de a & b. Nous
aurons a nous servir des intégrales de I'équation (1) tangentes i Ox
en deux points et zon identiquement nulles. 11 s’agit donc de voir dans
quels cas il existe de telles intégrales.
Pour cela faisons d’abord une remarque préliminaire. Si W(x)
désigne une fonction positive de a & b, I'intégrale de I’équation
dtu

@t _ay
dat i (z)

tangente & Oz en @ et b est positive dans Uintervalle ab. C’est ce que

() Mathematische Annalen, t. LI
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Pon véritie immédiatement. Supposons, pour simplifier le calcul,
a = o; I'intégrale en question est

b

u:-é/o" [( —3z)+DP(x,5)] ‘If(:)d:—*—éf P(z,s)W¥(s)ds,

x
ol P(x, =) désigne le polynome

z*(b—s)l, =z ~
1 [Ju—z([)+2~):|.

P(z, z) est donc positif.-de x &4 b et de plus

52 (b — x)?

P(z,s)+(x—3)= Sl 7 [b(zx—3)+o22(b—23)],

quantité positive de o & . Remarquons en outre que I'intégrale w(x)
croit quand 'on remplace W(x) par une fonction plus grande.

Cela étant, nous démontrons d’abord le théortme suivant :

St I'équation (v) admet dans Uintervalle ab uneintégrale y (x) toujours
positive et différente de séro et telle, de plus, que

¥y (a)zo, Y (D)Zo,

cetle iniégrale sera certainement donnce par la méthode des approxima-
tions successives (1).

Partons, pour les approximations successives, de la fonction y, véri-
fiant I’équation

d 'y,

dx'
. C el dy, o dy
et prenant, ainsi que == en a ¢t b les mémes valeurs que y et ==
dx dx

respectivement. Le théoreme de Rolle montre immédiatement que

(1) En général, toute intégrale positive de « a b et dont les condilions initiales et finales
(ordonnée et tangente pour z = «, ordonnée et tangente pour 2 = b) sont telles que la
cubique

y=oaxr’+ Bri4 vz + 0,
déterminée par les mémes conditions aux limites, soit positive de @ & &, sera donnée par
la méthode des approximations successives.
Ann. de U’Fe. Normale, 3° Série. Tome XVII. — Aour 19oo. 46
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intégrale y, () est positive dans I'intervalle ab. Nous aurons ensuite
les équations ‘

dvyy .

dx T T (=)0
d'y, N

dzv (&) Yn—1s

les différentes fonctions y étant déterminées par les conditions initiales
et finales suivantes
yi(ay=y(a),  yi(b)=y(b),

yilay=y'(a),  yi(L)=y'(b).
Nous allons démontrer que y,(x) tend vers une limite quand Uindice ¢
croll indéfiniment et que celle limite est préciscment €gale a y(x).
Envisageons I'¢quation
Ay — i)
LU AN e /] (7 41 ’
dxt ¢ ()
les différences y — y, ety — y, ayant leurs valeurs initiales et finales
nulles. I vésulte de la remarque faite précédemment qu’on a constam-
ment dans Uintervalle ab
Y > Yo
De méme, I'¢quation

d (y — ) ,
T =g (@) (Y — )

donne
Y = (dans «b),

et de I'équation
A (¥ =)

g =o(x)y,

on conclut
Y>> (dans ab).

En général on a, pour tout point x entre a et b,

Y=Yo o YiZ>)g (6=>7)-
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Il viendra donc finalement

O<yo<‘}'1<...<yi<...<‘)’.

On en déduit d’abord

pouraSx b, ¢ étant un nombre fixe. Ensuite les deux équations

P =0) — o) (y — 0,

dx’
di(/(}’"“yo) -
— e =q9(x)y
montrent que
.};_‘.71 <q
Y —Yo
D’une maniere générale

Y=Y g
.y'—,'yu——i

En multipliant toutes ces inégalités (n = o, 1,...) membre & membre

on obtient
Y=y gttly,

ce qui suffit pour ¢tablir la convergence uniforme de y, vers y.

Une premitre conséquence de ce qui précede est qu’el ne peut pas
exister danslintervalle ab deux intégrales toujours positives et differentes
de =cro, salisfaisant aux mémes conditions initiales et finales ( point et
tangente positive ou nulle pour x = a, point et targente négative ow nulle
pour x =0).

Ce théoreme montre immédiatement que Iexistence de y () dans
intervalle ab entraine la nor-cxistence, dans ce méme intervalle,
d’une intégrale =(z), non identiquement nulle, tangente & Oz en «
et .

En effet, on peut toujours choisir une constante C>> o telle que
dans Uintervalle @b 'on ait

Z(z)y=Cy(x)+s5(x)>0;

les deux intégrales Z(x) et Cy(x) sont toutes deux positives et dillé-
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rentes de zéro dans ab et satisfont aux mémes conditions initiales et
finales. Mais ceci est impossible, d’apris ce que nous venons de voir,
siz(2) == 0; on a donc

2. Ce qui précede nous conduit naturellement & chercher dans
quels intervalles ab existe une intégrale positive et telle que la
méthode des approximations successives soit applicable.

Pour cela, nous commencerons les approximations successives avee
la constante y, = 1; nous aurons ainsi la suite d’équations

dby

T =

d*

(lj"l = CP(L) Yor
----------- ’
Ay

dux* ”"‘i’(""‘)}’u—,,

ott 'intégrale y;(z) est déterminée par les conditions

Jyila)=yi(b)=1

V@)= yi(by=o LTI )

Posons
Uy==yy==1, Uy ==y — ¥, ceey Up== Y= ¥ neis o
les conditions aux limites seront
ui(a)y=u;(b)y==o,
W(a) = w;y(b)y=o.
Cela étant, envisageons les deux séries de constantes
Wb

Y du, dtu
- " . — (L Uy G n ,
\V,,,,zl::/ (&) ey te,dr, V,,,,,l_..f dx,
a

J oy da?  du?

analogues aux constantes de M. Schwarz. Elles ne dépendent que de la
somme m -+ n des deux indices m, n.

(1) Nous verrons plus tard que ce résultat subsiste méme si les points de contaet de
z(x) sont dans Vintervalle ab.
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En effet, on a, en intégrant par parties,

b g 14
d* U pyq . d“ e dll” dr

W, .= " u,dr — - .
e L, dar dx® dx
b & *d d?
. " U pyiq Up Ut Un
= —_— ——,—dx: — 3 dx
A dx* dz* . dxr dx

b , b
du, . (2) d
= Uy —— AT ot o(x)U Uy adr
. m ¢ lx % ' ; ¥ m+1 ¥ n—1 ?

et de méme

b b
du d*u
W, == / —n I = o(x)u Uy dx
141, == —3 7 — ¢ may Uy Q.
“a d‘L‘ dx a

Donc
\Vm,n = Vm+1,n = WnH—n ’

ot Pon a posé

b
\Vnm—n = f Q (.E) Uprin dx.
23

3. Cela étant, considérons la suite de constantes

(I> C]’ c27 “y CIL’ R
ou
o W,
n = xr____
Wy

Nous allons démontrer :

1° Que la suite (1) est croissante;

2° Qu’elle tend vers unc limite ¢ parfaitement déterminée,
1° Linégalité

b
f o(x)(ctt,+ Pupyy)ide > o,
{3
ol z ¢t B sont des constantes arbitraires, peut s’éerire

W+ 203 Wapig 4+ 2 Wapin >0,

365

d’apres ce que nous avons vu au numéro précédent. On en conclut

\Vgn-»-l - szn \V"l/z«oﬂ << 0,
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ou encore
“’r-:n—f-l < ‘\7-_;”4.2 .
\Vﬂ n \\7 201

De méme P'inégalité

W 2 9
d?u, d*u 2
n n-+4-1 y
o =~ 4+ - dr >0
\/ﬂ ( dx? P daxt

W+ 208 Wy, 4+ B2W,, 1 >0,

donnera

d’ol
\Vtzn - ‘Vzn 41

‘V‘ZII—‘l - A.“fill )

Il est done démontré que 'on a
W W, W,
WS < Sy e

¢’ est-h-dire

2® Si M désigne le maximum de «, () dans Uintervalle ab, les dif-

ferences
wy— Muy, tty—Muy, ..., t,—Mu,_,,

sont toutes négatives dans le méme intervalle, comme lTe montre
Péquation
A (vp—-Mugy)

i () (g — Mugy).

Oron a
L0

W.,—M \V-.:/t«»l = / £ (7/) (Ul — M Up-y) cr,

“

et par suite, dans U'intervalle ab,

lLa suite croissante
CI’ 02, ey Cn, ..

tend donc vers une limite quand n croit indéfiniment. Cette limite
sera désignée par c.
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4. L’intégrale v, (x) de I'équation

d*u,

dx’; - (P('x)lllL—l

peut s’écrire (voir n° 1)

.

1 . ' .
"":("5/ (w..—:,)"l[ﬂ_.l(:)(?(z)(l:"‘i—(I"‘}j

b
P(x,s)u,—(5)0(s)ds,

ot P(z, =) est un polynome en z et z. On pourra donc éerire, pour
tout point & compris dans I'intervalle ab,

b

o< un(@)<q [ ¢(2) tpi()du,
[
g ¢lant un nombre fixe.
D’autre part, o ¢t B ¢tant des constantes arbitraires, I'iné

galité

N

/ e g(x) upy(2) +L]2de >0

a

donne

oAb 12 b
l [ @ (x) (L,,_1(x)(L7,'J <(b— (L)/ o*(z)usi_ (w)de.
De cette inégalité et de la précédente on tire

W0
W@ <gb—a) [ @) () de,

ou encore
n (7‘) z ]\ \V‘le'—i
= "—\V*"— 7

VW, 2n

K ¢tant un nombre fixe. 1l vient donc finalement

[—{é(:f—_z <Q (Q == quantité fixe)

A

,
2n-—2

. . W ..
si on a cu soin de remarquer que —7— a une limite pour n ==

\\72/1.
(lllﬂ Wonoy ZTW n® 2).

2n
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I'inégalité précédente est fondamentale. Elle montre que la série
e R
converge untformément dans tout I'intervalle ab, sila série
VWt YW VW

est convergente. Or, pour cette série, la condition de convergence est

manifeste; on a
W,

limy /) o =
n=w \Vzn—‘l

Si donc ¢ < 1, les approximations successives convergent dans l'inter-
valle ab, ct nous formons ainsi une intégrale
YUy Uy Uy
toujours positive, telle que

y(@)=y(b) =1,
Y (a)y=y"(b)==0,

et vérifiant I'¢quation

Sie>1 lasérie
Uyt Uy o= Uy~ .
ne peut pas converger untformément dans Uintervalle ab. En eflet,
puisque
./
\V,,:f o(z)u,(x)de,
23

la série
Wi+ W,4... W, 4...

w ow w
(1) La convergence uniforme des sérics E ui(x), E wi(ryet Z uf(x) s"établit, d'une
0 0 0
@

maniére identique & celle employde pour la série ZLI,‘(.‘L‘).
0
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converge si la série
wi(x) 4= oAy (x) 4. ..

converge uniformément dans ab et la premiere est divergente si

c>T.

5. Ce dernier résultat nous permet de répondre en partie i la ques-
tion posée au n° 1 a savoir, quels sont les intervalles ab dans lesquels
une intégrale doublement tangente & Oz, positive de a i b, est iden-
tiquement nulle.

Une intégrale doublement tangente & Oz, de signe conslant ou
arviable, est identiquement nulle dans tout intervalle ab tel que la
quantité ¢ correspondante soit inféricure i 'unité.

Remarquons d’abord que cette quantité ¢ peut étre définie comme
la limite, pour 7 = oo, de YW,. Cela étant, nousallons démontrer que
la quantité ¢, correspondant & un intervalle a,b, intéricwr 2 ab, est
moindre que c.

Pour cela, envisageons I'équation

b

e —11C 4

da v ()

ctlesintégrales u, (@) et¢,(2) doublement tangentes a O, la premibre
en a, b, la sceconde en a,, b,. Ces intégrales peuvent s’écrire

e b
6u1:/ [( —z)P+P (z,z)]0(s)ds -f—f P (z,3)9(s)ds,

(3

x Wb
Gv,:f [(x——z)"’—i—Pl(x,z)]fla(:)d;%—/ Py (z,5)9(s)ds,

ol

v (b=23)y(x—a)?

Pz, )= (b—a)?

Q(z,s3)=P(z,5)+ (x—3)°
_(b—2) (s —a)

= b= ay [(b—a)(w—3z)+2(x—a)(b—25)];

[3(b—a)(zs—x)-+2(x—a)(b—3)],

P(x,5)etQ,(x,z)="P,+ (x — 5)* sont les polynomes P et Q ol
Ann. de UEe. Normale. 3° Série. Tome XVIL —-Aour 1900, b7



370 A. DAVIDOGLOU.
'on aremplacé a par a,, b par b,. Formons la différence v, — ¢,; il
viendra
e ey ' "/

<s(u,~p,):/ Qods + | (()—Ql)"od:—i—/ (P — P))ods - [ Po s,

~a Ty L o <y

Il suffit donc de démontrer les inégalités suivantes
P>P, (de .z a b)),

Q>0 (de a; a ).

Fig. 1.

La premiere s’éerit

”’“( ;’_((’()j”) [3(h—a)(5—a)4-2(a—a)il—3)],

(hy—35) (2 —

a)? .,
R D5 (by =) (5= ) 4 22— ay) (b — 3)],
4

ou encore

g»/) —3)(r—a) (Oy—3) (= ay)

DR S =0 de i b)),
b -« Oy~ a, ( b

Cette inégalité est vraic pour s = b, ; pour = =  clle peut s’écrire

(b —ax)(r—ua) (by—a)(r—a,) - [ ; )
b — by—a, T T e

Passons 4 la seconde inégalité

Q> 0, (de a, 4 @),
¢'est-a-dire

(b—x)(5—~ua)?

Gy (b= @) (2 —3) 42 (2 —a) (b= 3)]

(by— x2) (53— a,)?

>y =) (2 = 3)da(e — @) (b= 3).
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Elle est une conséquence des inégalités suivantes

(b—x2)(5—a) >(I),——Jc)(:——a,)

b—a by — a, (@," =%
a,-s=a).
(b—3)(5—a) (by—3)(5—a,) 1=33%)
- >
b—a b, — a,

Il est donc démontré que

w, >, (a, 22 by).
On aura de méme
Uy >> ¢y,

w,, v, btant respectivement les intégrales des équations

d¥ iy
([L'I' - ’7’('1) i, (.'I.)y
d* oy
T =o(x)e (x),

tangentes & O la premiere en (a, 0), la seconde en («,, b,).
D’une maniere générale

Uy = Y (al (- X /Jl )7
et, par suite,
N A
W, :“] o(x)u,de > [ o(z)v,de =W).
“

oty

Finalement
c—=lim YW, >¢,.
n=o

Celaétant établi, revenons ala question que nous nous sommes posée.
Soit y, une intégrale doublement tangente & Ox(a,, b,), ces deux
points étant intérieurs a ab. Pour U'intervalle @, b, on aura ¢, <e <1,
Les approximations successives convergent pour cet intervalle et nous
pouvons déterminer une intégrale Y, (z) positive de @, 4 b, et telle
que

Y (a) =Y, (b)=1,

Yi(a,)) =Y (b)) =0.

Donc, d’aprés ce que nous avons vu & la fin dun® I,

yi(x)=o.
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Une conséquence intéressante de ce théoreme est qu'a Uintdrieur
Q’un intervalle pour lequel ¢ =1, une integrale de I’ équation
diy
——— =02
dx' () y
est parfaitement determince par deux points et les tangentes en ces dewx

nornts.

6. 1l nous reste & examiner le cas ot ¢ == 1. Nous allons démontrer
que dans ce cas il existe pour I'équation (1) une intégrale doublement
tangente i Ox (enaet b), positive de @ & b etnon identiquement nulle.

A cet effet, nous ferons voir successivement :

12 Que e produit

tend vers une limite pour @ == =, lnate qui est différente de séro;
2° Que le rapport

. "/l
(.Il

tend aussi vers une limite différente de zéro quand r augmente indé-
finiment.
1° Dans le produit P, chaque terme est plus petit que wn; ce produit

Sil'on tient compte de cette inégalité, la relation

b

W, :/ o(zyui(a)dr,

o

qu’on peut aussi écrire

b up(2) wy(z)
1= ’."J(‘,’L') ey d(l',
14 v ‘~ 2n \/\V 2n
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donne
b wy () [
o(x) ==dr> =
,[ VW Q
ou encore
W, - 1
\/\V;_,,L Q
Cela étant, de
W, w, w,
\“r“ - 1 \Vl = Cay A \\r”_l —Cpns
on tire
W, =W,c,c,...c,,
et par suite, le rapport
Wi w4
W, 7 Teie, ey Can 1('::1’

sy A I ;. N | .
qui décroit avec 5, tout en restant supérieur a o7’ tend vers une limute

différente de zéro. 1l en est done de méme pour le produit

car
¢/
<1
Caf—1
Or les relations
Cy Ccp €y, Cy
e >
¢ Cy €y Cy
C3 Cy Cq Cho
—_ = — — )
c Co Ciy Cay
€ _ €5 Cuw
4 Ciq C20 Cry

montrent que le produit

a méme limite que
€1 Cy G
Cy Cy Cg

C’est donc une quantité defférente de scro.
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On démontrera de la méme manieére que le produit

o
1o

~ e -

) C,
C

améme limite que

~

)
o

&

!
1S

~

~

Leur produit

~ s
28
Aln

aura donc une limite différente de zéro.

2¢ Posons
N
W, = / o(x)u, dr,
“u
ol
A i’n .
n =

Il vient

7
w— Ve,

o

Cyp C2 Cn
C ¢ (&
D’apres ce que nous venons de voir, Wj a une limite différente de =éro
pour n = w.
Cela étant, I'inégalité

s
[ Lap (o) e~ ]+ 1 >0,
“®
ot « etB sont des constantes arbitraires, donne

Wb 2 o
(e) { / wla) |y, — u, .| dx ; < (b — a)/ () (), — ) da
P o

13

autre part, les deux équations

D I 7
Aty = Wiy )

' '
d';..'. (”‘/l"~ Uy )s

d'0  w(x), , /
g e [
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olt O(ar) désigne une intégrale doublement tangente 3 Ox (a, b),
montrent que

, .
(e") 0>|”:z+1— Uity |-

En effet, 'expression de 0 () est

69(x)= [ ?—ﬂ [y — td g |[(2 — 3)*+- P (2, 5)] ds

«w

. C
[l -~
+ [ P 2 ds

3

Aux deux inégalités (¢), (¢") nous adjoindrons une troisitme (n° 4) :
b
Tels), /
0<yq / 17” [ety, — t), | ds
“a -

dont une combinaison avee les deux autres est

W
’ ’ 9 . ’ ’ 2 .
(1}, 17 Uy 2< q1 Cf"(*l‘)(”n — ty )t dr,

“n
o ¢, dépend de 'intervalle ab et du maximum de z(x) dans cet
intervalle.
Or

W0
A smam ’ . 2l ’
/ () (e — s ) dz = Wiy — 2 W Winiaio

«
et, puisque W), tend vers une limite, le second membre est inféricur
) .o, L . o
a toute quantité 7 donnée a I'avance si 7z est suffisamment grand et

1
cela quel que soit £ Donc, en tenant compte de V'inégalité préce-
dente,
[ty = Wiy | << 2.

Ainsi se trouve établie I'existence d’une limite pour «, (x); cette
fonction tend vers sa limite «'(«) d’une maniere uniforme, d’apres ce
qui précede.

Faisons encore deux remarques esscntielles.
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La limite () est certainement différente de zéro. En effet, on a
b
W,= | o(z)u,(x)dx
w
et nous savons que la limite de W), est différente de zéro.
La fonction «'(«) vérifie I’équation

dia’  w(x)
—_— I U
drt ;

elle est tangente @ Ox en a el .

7. Les conclusions & tirer de ce qui précede sont tout indiquées.
Supposons que pour une position du point b, b= b,, la quantité ¢
correspondant i l'intervalle ab, soit égale & U'unité. I équation préce-
dente devient I’équation que nous étudions

dry )
T = e (x))

(1

ct nous obtenons ainsi une intégrale w'(x) de cette cquation, non iden-
tiguement nulle, positive et tangente @ Ox en a et b,.
Réciprogquement, si ab, est un intervalle tel qu’il existe pour I'équa-
tion (1) unc intégrale ¢ (&), positive et tangente & Oz en a ¢t by, la
quant(ité ¢ correspondante est égale i unité.
En effet, 4 'intervalle ab, correspond une fonction «' (x) positice
dans cet intervalle, vérifiant1'équation
dru' o) o
cu T,
dx’ c ’

et touchant l'axe des @ en a et ;. De cetle ¢quation et de la suivante
dh o’
s — ¢(z)¢',

on tire la relation

dra! cdbel 1 —

¢
- w—— == — o (2)u'v'
dxt da ¢ ?(2) ?

of e —

‘on peut encore éerire
u
d ( L di ! L3 dre dd dP! clu’) {—

—_ e ] e e S o — L e g ()
dx da® da? da? dx du* dx 7 ()
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Intégrons les deux membres entre @ et b,; le premier membre ne
donne rien et il reste

o(x) v dx=o,
a
ce qui exige évidemment ¢ =1, les intégrales «’(x), ¢'(x) n’étant pas
identiquement nulles.

7 bis. Pour calculer effectivement la quantité ¢ correspondant & un

intervalle donné ab il faut former la suite de quotients \—:,YL et déter-
n—1

miner sa limite. Ce caleul est évidemment tres pénible. Mais je dis que
si 'on peut trouver trois fonctions continues dans lintervalle ab,
soient g(x), pw(x) et A(x), telles que 'on ait dans ce méme inter-
valle

prle)-—p*(z) = 2p(x)

SN ol e oy g R 2(E) pl(2) () p ()
e le) = ) - = () — ()

la constante ¢ correspondante est moindre que l'unité.
in clfet, des égalités

- 3 Y -
“Vzm_1 - \V;g,,, = [ L(ii{lﬂ> —Q ('Z'> u?nJ d*l-':

dx*
“a

E
([ 5 9 ’ 19 4

0 :;:/ = (hg —2p i, pulh ) de

_ . dx
on tire
W0
Waonmer— Wy, = / ; W= (o' — ap) il [N —o(x)]uj,
a

5 ! ’ "
- ap i, ok — PV, Wy = 2 pt, W, 2 dx,

ctla forme quadratique entre parenthéses est certainement positive si
les inégalités précédentes sont vérifices. On aura donce, dans ce cas,

et, par suite, ¢ < ou == A l'unité. Mais on ne peut pas avoir ¢ ==1. En
effet (6), on a, dans ce cas,

rdu ]
j [?{?:- — cp(.zc)u’J udx = o,

Ann. de I’FEe. Normale. 30 Série. Tome XVIL — Aour 1goo. 48
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et, en mtégrant par pzu‘lles :

N AR
/ l (d—[—[;) —ao(a) u.’”] dr =:o.
J, L\ da? j )

Cette égalité et la suivante

/' df, . du’ I du'\* Ia
i P QLU —— - 0| XTI O
J, dr 7_/' “ e (l.l;) ‘

donnent ¢videmment lieu & une contradiction, U'intégrale o (2) n’étant
pas identiquement nulle. Or a done ¢ < 1.

in particulier, la constante ¢ sera inférieure a unité si 'on peut
trouver une fonction A(a) continue dans Vintervalle ab et telle que

Cette dernitre inégalité se présente dans Iétude analogue de I'équa-
tion du second ordre :
(/‘ll);

e Fo(re)y=zolt),

ITest intéressant de remarquer que pour cetle derniere équation, el
méme pour Péquation & deax variables

AT (e, yyu =0,

ott U (2, ) est une fonction positive dans un certain domaine, la con-
dition correspondante (*)
JB 71 . . ,
SR T (e, y) = Bt B2
o dJy -
est aussi necessatre. Si, en cffet, la constante de Schwarz relative
a I'¢quation précédente est moindre que unité on peuat toujours
choisir une quantité positive e assez petite pour qu’il en soit de méme

pour 'équation
Ap - [W(x,y)+e]v=o.

(1) Foir Prearv, Traité d’ dnealyse, LI, p. 103,
(%) IThid., t. 11, p. 21.
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Or, on sait que dans ce cas on peut trouver unc intégrale V telle que
les deux fonctions

v/ v
} — — 'ry f— -
I v B v

soient continues dans le domaine limité par le contour donné. Ces deux
fonctions vérifient la relation

oB OB’ .

O 00 (e y)=—ea-Bia B2

Jdr Jdy (e, ’
d’ot il résulte linégalité précédente.

En ce qui concerne Péquation du quatricme ordre il est vraisemblable
que les conditions données plus haut représentent des conditions né-
cessaires en y ajoutant toutefois quelques conditions aux limites pour
les fonctions A, el g.

8. Occupons-nous maintenant des intervalles @b plus grands que
ab,. Pour de tels intervalles nous sommes assurés que les approxima-
tions successives, telles que nous les avons dirigées au n° 2, ne con-
vergent plus.

En particulier, il n’existe pas pour ces intervalles d'intégrales tou-
jours positives, doublement tangentes & 'axe des . Mais nous allons
démontrer qu’il existe une suite infinie de points

[’27 /':h MR /}/111 MRS

telle que Dintégrale y,(2) soit tangente & Oz en a ct b, et change
(r — 1) fois de signe dans Uintervalle ab,.
Désignons par y, (a) I'intégrale tangente & O en a et b, et posons

o =) (a)>o0,

oy = Yy la) <7 o,

Ces inégalités sont une conséquence immeédiate de I’équation (1).
Nous envisageons U'intégrale y; () de cette méme équation, telle
(1“0
v () == )5 (a) == 0,

L

¥y (@) =, vila)y =1 <<my;
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v, () est une fonction continue de A qu’on peut déterminer de proche
en proche. Considérons d’autre part les intégrales

yilo)—p(r)=alx) (<o),

@) = (E) = sy (WA <)

Elles sont positives et croissantes d’apres 'équation (1) et d'apres les
conditions initiales qui les définissents de plus on voit facilement que :
1° Pour 2 voisin de w,, y, () coupe Ox en ay ct x; voisins de b,

IFig. 2.

et situés de part et dautre de ce point; elle est positive de « i a, néga-
tive de ay 2 ;
22 Quand A déeroit o, va vers la gauche el @), vers la droite, oy étant
a chaque instant le seul zéro compris entre a ¢t b,
Suppoesons qu'il existe un point & (ab’ > ab,) tel que pour Uinter-
valle 6,07 Ta quantité ¢ soit égale o unité. <:;),/>,, qui commence
R

par élee positive, s'annulera certainement entre b, et b'. En effet, entre
deax intégrales y(x) et Y (2 ) de Péquation (1) on a la relation
, Y y oty //V Y Y /12.),

e e Yot CONSE A e e st
.ot .o . dart dv dar

Prenons v —=—1v,, Y == y,: la constante est nulle comme on le voit en
o S /.
faisant & = a3 pour @ = b, on obtient la relation

iy,
( 408 ( 7/.1:"‘5),1

»f'-‘“) ey tlo.

dx ], (’
(/'l'z )/),

Le théoreme de Rolle et Péquation (1) montrent, en effet, que les fonc-
dy by
- '2.} Cf, - J,v,'.!
d? dax*

tions sannulent deux fois ¢t une fois, respectivement,
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entre a et b, el par suite

(['."Vl - du,”l
T2 = 0, 3 > o.
Az )., At ).,

On a done finalement

r/( —m] o “d(— )
= dz .1'.:/'|/ ’ ([I a=0

. . ey, 4 - v
en supposant que la fonction | =) conserve le méme signe de b, a b’
. dz |, e 1 !
A T

Mais les inégalités précédentes sont impossibles, car elles montrent
que les approximations successives convergent, pour lintégrale
| —y.(x)], dans I'intervalle 6,4 ot cette intégrale est positive, ce
qui est ¢videmment incompatible avee Dexistence d'une intégrale
positive, tangente a O enb el d'.

Il est ainsi ¢tabli que pour une valeur de A, 2 =o,(0, <o),
Pintégrale v, () de équation (1) définie par les conditions initiales

Oy

A

Pula)y =y, (a)=o,

yhlay =—=mw, V() = o,

est tangente il l,il.‘(() (]CH axoen o« et ]).x((l[) ((l[).,/ ('I/)"» ot (Jhal‘l’)‘e unce
ta) 2\ 1~ 2N k)
l'ms ([(5 s1z2ne ({(lll.b' (l/l .
o 1

Fig. 3.
b, by b
a S~ — N

Lintégrale y,(x) ne s'annule plus @ partir du point x == b,. En effet,

?
le théortme de Rolle montre immédiatement que la fonction /yf s'an-

nule deux fois entre a et b,; comme elle est négative en a clle sera

)’_
j "z
positive en a, scra négative en b,. En ce dernier point, on aura done

négative pour x = b,; d'autre part, qui s’annule trois fois et est

.)"2(_/)2') ::yf_,(/;z) =0,
’I;(b:z)<0’ J";'(bz)<07
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et équation différentielle (1) montre que

ya(x) <o,
pour tout point x > b,.

9. L’existence du point &, s’¢lablit d'une maniere entitrement ana-
logue. Faisons parcourir & 4 les mémes valeurs, mais en sens contraire,
a partir de w,. Nous envisageons, comme plus haut, intégrale 1, (a)
telle que

yila) =y (a) —=o,

yila)=um, 3,;‘1((6) — (g k<" ty).
La considération des intégrales

o () —yu(z) = 5(x),
2ulx) —yla) = (x) (Al <0y,

toutes positives et croissantes d'apres Iéquation (1), montre, comme

Iig. 4.

plus haut, que pour & voisin de ,, y3(x) a la forme indiquée en
pointillé dans la fig. 15 que, de plus, les points a, 5 vont vers la
droite, le point 25 allant vers la gauche. Soit 4" le point tel qu’il existe
., .. . , e, oy,
unc intégrale positive tangente i Oz en b, et b, La dérivée VI an-
o 0 = dx '
nudera certainement entre b, et b'. En effet, on démontre comme plus

haut que
iy o
(’(l-lf ).r.:: by -0

.- . dyy . . .

St Pon avait (tt)i’) “o, les approximations successives conver-
\ o X /r,

geraient pour Uintervalle 6,8, ce qui est absurde. Soit

"o 7 e -
'y === by ({1[;2~< aby < ab ),
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Y MO \ » : > ‘f‘l)i
le pointde O pour lequel (\(lx

obtenue est tangente & O.x en a et b, et change deux fois de signe dans

> sannule (). L'intégrale y,(x) ainsi
xy ) v

Pintervalle ab,; de plus e théoreme de Rolle montre qu’elle ne s'an-
nule plus & partiv de @ = 0,.

Le raisonnement est évidemment général et le théortme énoncé se
trouve ainsi complétement établi.

Faisons encore une remarque qui nous sera (res utile pour ce qui
va suivee. Soient ab,, b, 0\, b0, ... les intervalles pour lesquels les
nombres ¢ correspondants sont égaux i Punité Cun queleonque de ces
intervalles peut étre infini) : on aur:

ab, << ab, (n=12,3,...).

I1.

Etude de l'équation -

i i /.C‘;(I ) ).

%

d y

10. Dans cette section nous envisageons les équations de la forme

diy
Aot g lz)y.

(1)
ol & est un paramétre arbitraive et o () une fonction continue, positive
et differente de zéro dans un intervalle @b, Dans tout ce qui va suivee
cet intervalle restera le méme: nous ferons varier le paramttre £ et
nous déterminerons les valeurs de ce parametre pour lesquelles il existe
une intégrale de I'équation correspondante tangente & Oz en a et b.
Nous verrons dans un instant que toutes ces valeurs sont réelles et po-
sitives. Pour de telles valeurs de £, posons

(1) Les deux poinls a, 1; scront distinets, une intégrale doublement tangente a O« ne

sannulant plus & partir du second point de contact (théoréme de Rolle).
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oli, comme dans la section préeédente,
W0
W, = / lo(e)d, de.
v

Prenons «, == 1; les autres fonctions «’ seront déterminées

équations
dh .
7&;‘ =/lLo(r)d,,
dhu’
2 == o (2) i
dxt ?(z) v

les conditions initiales et finales étant

Wy () ==ty () =0,

didy, (a)y did, (b)

.r e
POUr m =1, 2, .. ..
Soit ¢ la limite des quantités ¢,

¢ —=lime,.

I )
Si ¢ désigne la limite des quantités e,

LW,
n s \'V,,,,I’
relatives & I'équation

dry

e =)y

les ¢galités
1
Uy == iy =2 T,
d(u'y — kuy)
P S

d ( Uy = k™ u m ) .
e el §
dat ’

par les
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donnent, si on tient compte des conditions initiales et finales,
) = kuy, e, W, = k"mu,,.

m

La valeur de ¢, devient alors.

, w
= —W,—”~ = ke,
. n-1
et, par suite,
¢ = fe.

11. La relation précédente montre que pour £ <C IE les approxima-

tions successives convergent dans I'intervalle ab et que, par suite, une
intégrale doublement tangente & l'axe des  dans cet intervalle est
identiguement nulle. Au contraire, pour

1
oy o —
1= =

C

I’équation

dty

T =Re(x)y
admet une intégrale tangente 8 O en a et b et constamment positive
dans cet intervalle. D’autre part, nous avons vu (n°®9) qu’une équa-
tion telle que la précédente admet une intégrale tangente 4 Ox en «
et by, ce dernicr point étant i droite de = b, et que, de plus, cette
intégrale change une fois de signe dans I'intervalle ab, .

Cela ¢tant, faisons croitre £ i partir de la valeur £ = £,. Nous aurons

deux intégrales telles que aB’d” et LB”0”; ces intégrales n’étant déter-

minées qu'i un facteur constant pres, je puis les figurer 'une au-dessus
de Ox, lautre au-dessous. £ continuant & croitre, le point 4" mar-
chera vers la gauche ct le point & vers la droite. Il arrivera donc un
moment ot les points &’ et &” coincideront. Soient £, la valeur de £ pour
laquelle ceci a lieu et B le point de contact commun. Les deux inté-
Ann.de U’ Ec. Normale. 3° Série. Tome X VII. — SEPTEMBRE 1900. 49
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grales aB'B, bB”B ne forment jamais une seule ct unique intégrale.
Mais, d’aprés ce que nous avons vu au n° 8, I'équation

dty ,

—— =L o(x

T = hke(x)y
admet une intégrale tangente & Ox enaet ', ce dernier point étant
tel que

afl<aB <ab;
de plus, cette intégrale change une fois de signe dans U'intervalle «b.

En résumé, le sccond point de contact qui pour £ = £, élait en b,,

c¢’est-i-dire en dehors de Vintervalle ab, est venu pour £=4£ en [,
¢’est-d-dire & Uinteérieur du méme intervalle. Comme il varie d’'une ma-
niere continue avec le parametre £ ('), il a da passer en & = b. Nous
obtenons ainsi unevaleur de 4, £ =£,, plus grande que £, et plus
petite que £, pour laquelle I’équation

d'y

i kyo () y

admet une intégrale tangente 4 l'axe des @ ¢n @ ct b, changeant une
seule fois de signe dans ab.

Le raisonnement est évidemment général. L’équation ci-dessus
admet une intégrale tangente 2 Oz en a et b (ab* < ab) et changeant
(rn —1) fois de signe dans lintervalle aby*. D’autre part, on peut
prendre £ = &’ assez grand pour que, relativement a Péquation

dty

7[‘;7,:: /f"{'(x)}’;

la quantité que nous avons désignée par ab”~" (n°9) soit plus pe-
tite que ab. On aura done pour cette équation
abr < ab.
Cette inégalité, jointe & la suivante

ab) > ab,

(1) Poir le n” 19.
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montre que le point de contact 5 est venu i 'zntérieur de ab pour
k=1Fk; comme, d’autre part, il varic d’'une maniere continue avec #,
il a di passer par le point x = b.

I’existence d’une suite infinie

feiy Ky ooy fopy o
de valeurs de £, pour laquelle I’équation

d*y

gor = ke(z)y

admet des intégrales tangentes aux deux extrémités de 'intervalle ab,
se (rouve ainsi completement établie. L'intégrale y («) correspondant
ak=k,sannule (n — 1) fois entre a et b.

12. Les quantités &, peuvent aussi étre définies comme les racines
d’une équation entiere que nous allons former. Pour cela envisageons
quatre intégrales distinctes de I'équation (1)

Yola, k), yi(z, k), oz, k), yo(2, k),

prenant ainsi que leurs trois premieres dérivées des valeurs numé-
rigues arbitrairement données; nous supposerons ces valeurs simple-
ment assujetties & rendre différent de zéro un certain déterminant
bien connu. Les quatre fonctions ci-dessus sont, d’apres unthéoreme
connu, des fonctions enticres de la variable £.

Cela étant, une solution quelconque de I'équation (1) est de la
forme

Y =Co Yot C Y1+ CyYatC3)ss

ol c,, c,, ¢, et c, sont des constantes arbitraires. Les valeurs de £ qui
nous intéressent sont telles qu’on puisse déterminer les constantes c,
non toutes nulles, par les conditions initiales et finales suivantes

y(@)y=yb)=o0, y(a)=y'(b)=0;

elles vérifient done I'équation

Yola, by ... y3(a, k)
Yola, k&)Y ... yy(a, k)

A= = 0.
.)/O(b’ k) .7’3([1,/\")

Yolb Y oy (b k)
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Le premier membre de cette équation est une fonction entiere de £
qui s'annule certainement pour I'une quelconque des valeurs %,
kyy ooy kyy ... Llest done établi que 4, augmente indéfiniment avee ~.

Cela étant, I'équation

A=o
n’admet pas de racine négative. Bin effet, y(x) étant une intégrale de
I'équation (2) tangente & Ox en « ct b, la relation

]
. dty ol .
b/ ¥ [EZ_LA' — ko(x )y] dr =0

«

donne, en intégrant par parties,

N ‘12 \ 2 i
S T(82) ~ totors]ae=o.

Cette derniere égalité est impossible pour des valeurs négatives du
parametre £. _
Pareillement, les racines de I'équation A == o sont toutes réelles. En
elfet, supposons Ie contraire. Soient
k= L'+ ik
une racine imaginaire et
Y == Uyt Ly

I’intégrale correspondante, tangente & Ox en a ¢t b. I”¢équation

d¥ (g =+ uy)

dxt = (K" k") o (@) (uy =+ duy)

se décompose en les suivantes

3
il;:t"l =ko(x)u,—k"¢o(2)u,,
I

(d‘:: =k"o(x) uy+ K ¢ () u,.

Multiplions la premiere par — u, et la seconde par «,; il vient, en
ajoutant les résultats,
d*u, dhe

4 p
b e = A g(2) (uf + ).
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[0 2
O

Or, le premier membre de cette égalité peut s’écerive

d < ddu, dPuy  duy dPuy,  du, (Fu‘)
)

— == — g 22 :
dx \'"' dx? 2 da? dr dz? dr dx?

et 'intégrale de cette quantité, prise entre a et b, est nulle. Nous pou-

vons done écrire
b

o=k"| o(zx)(u}+ ul)der,
“a
et cette égalité n’est possible que si £”= o, U'intégrale y = «, + iu,
n’étant pas identiquement nulle.
13. Considérons maintenant une intégrale Y (2) déterminée par les
conditions initiales et finales suivantes :

Y (a)=A, Y (b)) =1,
Y'(a) =A, Y'(b) =B

D’apres ce que nous venons de voir (numéro précédent), cette inté-
grale considérée comme fonction de la variable £ est une fonction
méromorphe dans tout le plan de cette variable, ses poles étant £,
koy ooy k,.

Tous ces pdles sont simples. En elfet, envisageons quatre intégrales
distincees y,, v,. ¥» el v, de I'équation

dl",)’_

=kio(ax)y.

Nous prendrons, ce qui est ici possible,

Yola)y=y,(b)=o,
y’o(a):y;(l)):o'

Cl.yl d3.)/3 o ST 5
Les valeurs, pour x =@, de y,, ys Yo 00 —5 sont choisies de

telle sorte que le déterminant

o yi(a) ya(a) yi(a)
o yi(a) yi(a) yi(a)
yi(a) ... oo... y"(a)
yola) ... ... yi(a)
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soit différent de zéro. Prenons, pour simplifier I'écriture,

yila)y=yi(a)=o,
Ja(a)=o.

Le déterminant précédent devient
—ys(@)yy (@) [y, (@) yi(a) —yi(a) yi(a)];

il sera supposé différent de zéro.
Cela étant, prenons, pour les intégrales Y,, Y,, Y,, Y, de I'équation

dry

dx*

= (k;+e)p(x)y,

les mémes conditions initiales respectivement que pour y,, y,, ¥, ety,.
Toutes ces intégrales sont, d’apres un théoreme connu, des fonctions
entieres de ¢; on aura donc les développements

Yom= ot ey ety +. .
Yi=y ey e2y@ ...,
Yo=yo+ ey ety .,
Yo=patepi ety -+,
les différentes fonctions yi'', ¥, ..., v, ¥, ... s’annulant pour & = «.
Revenons a I'intégrale Y (),

Y(z)=Cy Yo+ C Y+ C Y, -+ C, Yy,

les constantes C,, C,, C, et C; devant étre déterminées par les con-

ditions
Y(a)=A, Y (a)=A,

Y(&)=B, Y'(b)=D].
Ces quatre équations peuvent s’écrire, si 'on tient compte des égalités

(‘}’0((1):‘}’6((1)?:0,

Yo(b)y =y, (b)=0o0,

yi(a)y=yi(a)=o,
Ya(a)=o,
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Gys(a)=A,  GCyi(a)+ Cyj(a)=A4A/,
Coley ' (0)+... 1  +Cilyi(0) +eyiV(b) +...]
4+ Co[y2(0)+. .. 7+ Cy[ys(0) +...] =B,

[Larst( , dy\V (b
(Ju[‘s%ﬁ_) +'jl+cl[y‘(b)+slz7‘£_”) +__'j|

Gy (0) +. .+ Cy[yi(b)+...]=B"

Les constantes C, et G, sont donc indépendantes du parametre «,
tandis que C, devient infinie pour € = o. Ce dernier point sera un pole
simple si I’on a

Ay (b) dy, (D)

Nous allons voir qu’il en est certainement ainsi. A cet effet, écrivons
les deux équations

% eyt
(11)/»0 ET[E“?“ +oe= (ki) o) (yo+eyi ...,

d* d 1)
_cz.%/‘l E‘—El'% —}"...:(/{i—i—s)cp(x)(yl_*_s‘},(ll)_*_‘“).

Les termes indépendants de e donnent lieu aux équations

dty,

—Cl.,b,* — /lch(x).)’m
dby N .
(la:‘i = kio(x)y1;

de méme, les termes en e dans la premiere équation devant étre

égaux, on obtient
dryt! ()
—r =kio(2) Y+ ¢ ()Y

De ces trois dernitres équations on tire les deux suivantes :
d*y,y dty,
Yo Gt T dat

d¥ (1) (l/r
Fo T —y SR =g ().

Intégrons la premibre entre @ ct b en tenant compte des conditions
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initiales et finales : il vient

_(Q./J(b) ﬂo([’)

(b) dy(0) _
dx da? -

dax?

— (D)

Le méme calcul appliqué 4 la seconde donne

v (B 2y, (1 By, (b b 0
c,)’g[; ) @ 3;;(2)) _J,%n(b)’__&‘_(ﬁzf 9 () yi(x)de.

da’
«

La premitre de ces deux relations montre qu’on ne peut pas avoir
v,(b) = o; en ellet, les facteurs y, (b) et v, (b) étant certainement dif-
v , iy dy, (b .
férents de zéro, les deux quantités y, (b) et ‘):XZ‘(F“) sannulent en méme
temps. Si donc y,(b) était nulle, Pintégrale y,(a) ne différerait
de y,(2) que par un facteur constant, ce qui est contraire aux hypo-
theses faites précédemment.
On tire ensuile

Ay, (b) Ay (D) Ay (b)) ,
et [}'1(/)) Tde — (D) —('/L;““‘I '7-'-'}’1(/’)'£ o (x) y; () de.

La quantité entre parentheses est done essentiellement différente de
76ro.

14. Indiquons quelques proprictés des nomhres £; et des intégrales
yi(x) correspondantes. Soil y,(2) 'intégrale de I’¢quation
dry
CX o hyo(a)y,
o l‘r’(’).)
doublement tangente & Ox(a, b); soit, de méme, yg(z) Uintégrale
analogue correspondant a £ = kg3 on a larelation

b
[ @ ra@rp(@)de =0 (a7p)

[
La démonstration est immédiate. Les deux équations

d*yy ] )
dar T ka (@) yu
(l"‘)'ﬁ

';Zl—-;,'— ) /n,(j C.A'J (‘.’1)).)"@,
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donnent

(. da 2 '
[ Y8 g — Ve dx = (ky— I\'B)f o(x) yu(x) ys(z)de.

“a
Le premier membre est nul, et dans le second %, 5 4g; il reste donc la
relation annoncée, qui est fondamentale pour ce qui va suivre; elle
permet, en effet, de développer une fonction arbitraire suivantles inté-
grales y, ().

15. Indiquons encore une conséquence du théoreme établi au n° 13
ct dont nous aurons & faire usage bientot. Considérons I’équation
(1) f—lb—‘)-’:k(p(w)y—{—‘lr(:c)
dat : ’
et cherchons son intégrale qui touche Ox en a et b. Soit z(x) unc
intégrale quelconque de I'équation (1) et Y(2) I'intégrale générale
de I'équation
dry

i = ke(z)y.
L’intégrale que nous cherchons sera
y=Y(z)+5(x),
avee les conditions aux limites
Y(a)=—z(a), Y(a)=—35"(a),
Y(b)=—2a(b), Y (b)=—5'(b).

D’apris ce que nous avons vu plus haut, Uintégrale Y(z) ainsi
déterminée admettra, en geéndral, les points & = k; pour poles. Il en
sera donc de méme de y(«). Mais nous allons voir que, st ’on a

WU
/ W(z)yu(x)dx =o,
i@
le point k = k,, ne sera plus un pole de y(x).
En c¢ffet, pour £ voisin de %,, on peut écrire
y= ——-I—J——— G-y ay (k—ky) +. ..,
k — ky, .
Ann.de UBc. Normale. 3° Série. Tome XVII. — SEPTEMBRE 1000. 50



394 A. DAVIDOGLOU.
les fonctions U(x), a,(x), a,(x), ..., U(x), a,(z), ... sTannulant
pour x = a et z = b. Ecrivons I’équation (1’) sous la forme

({i .
O = (k= k) 0 (2)y + ke () y + W (),

et remplacons y par sa valeur précédente; on obtient ainsi les deux
équations

d+*U

T = Fx9(2)U,

I* )

{d;"o = ¢(2)U + k(@) ay+ W (z).

De la premiere on tire, si 'on tient compte des conditions initiales

et finales,
Ij = (:)/Q(CU),

G étant une constante. D’autre part, multiplions la premitre par a,, la
seconde par — U, et ajoutons les résultats; il vient

AU An Y fro
@y (7.“1;': — U P(ZZT ST e qy(a:) Ur— UV (I)

L’intégrale du premier membre, prise entre a et b, est nulle; il

reste done la relation

W N
/ o(x) U da -+ / UW (x)dr == o,

t

qu’on peut aussi écrire

b

"
2 / o(z)ysdr -+ C / W(x)y,de==o.

Ju Ju
Or, le second terme du premier membre est nul par hypothese;
d’autre part, fhcp(x)‘yi dx est une quantité essentiellement différente
de zéro; il fau(tl donc que I'on ait C==o, ¢est-d-dire

U=o,

et le point £ = £, est un point ordinaire de y(z).
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16. Reprenons les notations du n° 13. Nous avons désigné par Y (o)
I'intégrale de I'équation (1) déterminée par les conditions

Y(a) =A, Y'(a)=A',
Y(0)=D0, Y (0) =1,

et nous avons vu que la fonction ainsi déterminée est méromorphe par
rapport & £, ses poles ¢tant £, £y, ..., k,, ..., et que, de plus, tous
ces poles sont simples. Il s’agit, dans ce qui suit, de déterminer sépa-
rément chacun de ces poles.

Pour cela remarquons que, tant que £ estinféricur & £, on a pour
Y (x) le développement

Y(2)=uwuy+ u, b+ w24 ...

Les dillérentes fonctions w(x) véritient les ¢quations différentielles
que I'on obtient en portant 'expression de Y () dans Péquation (1)
et en identifiant dans les deux membres les mémes puissances de 4. Ce
sont les suivantes :

dhuy
.

b,
RS0,

o == (@) u,, Cey —=" = (X )y,

les conditions aux limites étant
wy(a)=A, wy(a)y=2A',
wy(b) =B, wy (b)y =10/,

wi(a)=u;(b)=ui(a)=dy(b)y=0 ((=1,2, ...).

Envisageons les constantes

b
U,,v::f wy(x) uy, () o (x)dz,
4
analogues & celles que nous avons considérées au n° 2 et ou , était
¢gale & I'unité. Actuellement, u, () est une véritable fonction de z et
peut changer de signe dans Pintervalle ab. De méme, les autres fonc-
tions u(z) peuvent nc pas garder le méme signe dans tout linter-
valle ab. Mais nous allons voir que tous les U, sont positifs. En effet, on
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a, en intégrant par parties,

b
d*u, d*u,

T d OF

U,=

b
= [ Uylyy @ (2)da
va

et, par suite,
Il

brazu 2
. m--1
U2m — f u?n.‘? (x)da,, U2m+1 - f ( dax? > dx.
13

3

Cela étant, les inégalités

/

donnent (n° 2)

14

/] y
2u Bty \
(tun~+ Bunys)? 9(2) dz > o0, f <<x( I "‘“) dr > o

dx? x?

U, UG, Un
U0<U1< '<Ull—l<
Le quoticntﬁgﬁ— ne peut pas croitre indéfiniment. En effet, suppo-
n—1

sons qu’il en soit ainsi; la série
(e) Uy-t- U e+ Upk2+. ..

sera toujours divergente. Or, cette série peut s'écrire

b
f o (o= Ur k4. oo up K- L) g () der,

[

et cette derniere expression a une sens parfaitement déterminé pour
k < k,. Le rayon de convergence de la séric («) est donc égal & £, et,
par suite,

. n I
llm U,Li—:-~
()

n=uwm - /1
D’autre part, envisageons I’équation

dri
W ::(P(‘Z')I”n-ll,
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les valeurs initiales et finales pour 0(x) et 0'(«x) étant nulles. Nous

aurons (n° 6)
0> |unl.

Oron a (n°4) l'inégalité
b
0<q [ o(@) |t ()] dz,
g étant un nombre fixe; il vient done

1| < [ 9(@) | tnms ()|,

ou encore
b

u;i<x><r/,f o(z) 1}, (2)de.

«

De cette derniere inégalité on tire

(2 '
'__'f_i___)_l <Q (Q =nombre f(ixe),
AU
¢’est-a-dire
lim {/[u,]Slim *{/U,,.
n= o n=ow
Les deux séries
Ug+ k4. .4+ u k...,
Up+U k... U k...,
I

ont donc méme cercle de convergence et I'on obtient ainsi pour -
1

1 U
— = lim n_.
kl n=w Un—l

17. Passons au calcul de £,. L’intégrale Y () admet le point & = £,
comme pole simple; soit &’ son résidu (& un facteur constant pres); la

différence
Y(2) — ——

I — —

fy

est une fonction méromorphe de £ et dont les poles sont £,, A, ...,
by, o ...
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On peut donc écrire

4

A.

] — —

Iy

42

Y(r) = B e T = = B L /LU S

la série du second membre étant convergente jusqu’a £ = £,.
Il estaisé de former des équations différentielles vérifices par v'(x)
et les o(x). En effet, on a évidemment I’égalité

u '
0, == Uy — —
nw n /‘"1]"
d’ott Uon tire
dio, d*uw, v odval
dat T daxt It ’
¢’est-d-dire
dve, 1 [d e . .
e = eE) O — 7 {7/75 = hyg(r)a ).

La parenthese du second membre est nulle, comme on e voit en
portant l'expression précédente de Y(a) dans équation différen-
tielle (1). On obtient ainsi les équations

e

Ll s fyo(a)u,
AR )
S kel
d* g,

L =)0
.............. )

dv v,

dar (&) 0nmry

les conditions aux limites étant

W (h) =0,

' (a) =
du'(a)
dz
ala)=A,  oj(a)=A,
o, (0) =B, ‘,v(’, (b) ==B,

_dd' (b))

Pp(a) =9, (b)= 0,

op(a)==o,(b)=0

]
dx ’

(n==1,2, ..

).
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Si 'on forme les constantes
b

v,,:f 0o() v () 0 () dor,

a
on aura, comme précédemment,

f v
— == lim =%
/'A2 ne=w }vIL—l

Le calcul précédent nous donne en méme temps U'intégrale w'(x)
tangente & 'arc Ox en @ et b, car la série

R 2V A SIS S Oy L S
’ M "
étant convergente jusqu'a £ =k, > k,, on a

lim(v¢, k}) =o,
N
et Iégalité

u/

V= 1Un— 77
kY
monftre que
' =1im (w, k}).

n=uw
darcillement, pour avoir £, on éerira

al o
y(x) = - ! k...,

I — o= 1 —

ley ky

et Uon aura

1
— = 1im s>
/i.:; n=w wn--’l

ol I'on a posé, comme plus haut,

b
W, = / wy (x) wy(x) o () d.

a

De méme, 'intégrale o' () tangente i Ox en a et b et changeant une
fois de signe dans l'intervalle ab, sera

o' =1lim (¢, k%)
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Les autres valeurs de £ s’obtiennent d’une maniere identique, ainsi
que les intégrales correspondantes, tangentes & Oz en a et b.

18. Avant de terminer I’é¢tude de I’équation (1), indiquons encore
une propriété des nombres £,.

Les valeurs trouvées précédemment, et qui définissentles £, comme
limites de certains quotients, ne nous renseignent en rien sur lordre
de grandeur de ces quantités. Ce qui va suivre nous montrera que £,
croit au moins comme la qualricme puissance de n.

Pour cela, faisons d’abord la remarque suivante : l'intégrale de
I’équation

b

Q,

l 2]
ll

I8
&§

tangente & I’axe des a a l'origine et s’annulant pour = A, est, & un
facteur constant pres,
sz=sinz (¢h - e~ — 2c084) 4 cosx (¢ — ¢ 28ink)

4+ ¢%(Co$h — sink — ¢=*) - =% (¢h — cosk — sinh).

Cette intégrale sera tangente i Ox en 2 = A si 'on a la relation

e ¢t
CO8 A —— ==
Posons
. S Ch e e
S(1) == cosh— !
On trouve
X Cohe o N
,/’(l.)..—:cos/.———————-sml.-——fo )

2 2

J"()) = — sindk(er— e=*).
A T'aide de ces formules on vérifie immédiatement les inégalités
- T
2 PT << Ay, < 2T - 2’
T -
(2p—+1)m+ Y < loppr<(2p +1)T 4,

ou 4, désigne la ni®¢ racine de I'équation /(A) = o. L’intégrale cor-
respondant & A = A, s’annule (n — 1) fois entre ses points de contact
avec Ox.
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SiI’équation donnée est

Si donc une intégrale de cette équation, tangente & Ox en « ct B,,
s'annule (n — 1) fois entre ces deux points, on aura

" )\u
af, = =-

1A
Ve
19. Cela étant, nous allons démontrer le théoréme suivant :
Soit y, Utniégrale de U équation
A
(1) Al
tangente « Ox en a et b, et sannulant (n — 1) fois entre @ et b,; soi,
d’autre part, =, U'intégrale analogue (tangente cn a et b)) de U'équation

d*s
() a;;——-?x(x)“-

Si, dans 'intervalle ab,, on a
o,(z) > 9 (x),

on aura ausst
ab,, < ab,.

Il suffit évidemment de démontrer ce théoreme pour une variation
infiniment petite de ¢(x),

o< g (z) —o(z)<e,
en faisant voir, en méme temps, que le nombre de zéros se conserve.

1° Soient
a2y, —_— AP yn —
<—C-Ev-z_>x=a— ©w >0 dax® m.—:an— 01 0

Ann. de Ufc. Normale. 3° Série. Tome XVII. — SEPTEMBRE 1g00. o1
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et considérons l'intégrale y () de 'équation (1) définie par les con-
ditions ‘
y(@)y=y'(a)=o,
y'(a)=uw, y'(a)=10> .

La différence y — y, vérifie ’équation (1) et les conditions initiales
montrent qu’elle est positive pour 2 > a. Elle coupera donc I’axe des «
en deux points A et p. aussi rapprochés de b, que 'on voudra si 0 est
suffisamment voisin de w, ; de plus, I'intégrale y est positive de A & .

Iig. 6.
A >
(e} v & \ W
§ /J/nm} "

Envisageons, d’autre part, 'intégrale zo(x) de I’équation (2), telle

que
so(e) =54(a) = o,

sp(a) =o, si(a)=10.

Pour ¢ suffisamment voisin de zéro, intégrale zo(2) sera infiniment
peu différente de y(x) ct, par suite, de y,(x). Elle coupera donc
I'axe des & en deux points A, p’ tres voisins de A, . et, de plus, I'in-
tégrale /

/ soyulo (@) —o(x)] de
o
sera cerlainement positive.

Cela étant, pour une valeur 0, de 0, 0, <0, I'intégrale =, (2) cor-
respondante sera tangente & Ox entre A’ et p/. En effet, considérons
la solution sy () de I'équation (2) telle que

sp(a)=sy(a)=o,

sp(a) =uw, sy(a)="0<0,

0’ étant tres voisin de 0. La différence zg— z¢ est constamment posi-
tive; donc zj enyeloppe z¢ de W a . Cela suffit pour établir que le point
de contact &), sera enlre A’ et i’ et, par suite, aussi rapproché de b, que
I’on voudra. Nous obtenons ainsil'intégrale z4, (=) dont le second point
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de contact avec Oz esten &),. Cette intégrale sera aussi voisine que 1'on
voudra de y,, pour tout point x enire a et b,. En effet, soit &}’ un point
quelconque entre b, ¢t b,. On peut former effectivement deux inté-
grales 5", = ayant en a et 0. ainsi que leurs dérivées premieres les
mémes valeurs, respectivement, que zp, z; et leurs dérivées pre-
mieres. Ces derniéres valeurs coincidant ou étant trés voisines, ="
et =\’ dyffereront infiniment neu pour tout point x entre a et b)’. Mais je

dis qu’on a
Z(()”

Il
fi

- L1 -
wo’ ;-'0( JUI.

En cffet, dans le cas contraire, I’équation aurait deux intégrales
Ya» Y., respectivement tangentes d 'axe desx en aetd,’, cnaetd,
les points b,, b, étant infiniment rapprochés. Par un raisonnement
identique & celui du commencement de ce numéro, on remplacera
intégrale Y,(x) par une autre Z,(«) infiniment voisine de l'inté-
grale Y, («) et coupant Oz en b, et 8, ces deux derniers points étant
situés de part et d’autre de 0.

Or cela est en contradiction avec 1'égalité
r ) rp rorpn rpro o n NG
(Znyn—Ynlo =yl —"10Y0) =0,

qui donne (7)), ..,, == o.

Il estainsi démontré que si e est suffisamment petit, U'intégrale z4 (x)
differe indéfiniment peu de z¢(2) et, par conséquent, de y, (x), et cela
pour tout point x entre a et b,. Il s’ensuil que la quaniué

i
f ‘)",,,30,[@1(1”) - f‘J'({L')](l.L'

«
est posiuwe
De ceci on déduit sans peine que le pointa = b, est compris entre a
et b,, ¢’est-d-dire que L
ab,, < ab,.

Car, si I’on suppose le contraire, la relation

bn
(Y5l — 30,y 54,y — Yl Yo = f 30, [00(2) — 9(2)] >0
a

4
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est impossible, comme le montrent les inégalités

yu(@)=y,(a)=0,  yu(bn) =yu(ba) =0,  35¢(a)=3p(a)=0;
Yu(b) <o,  ya(0)<o,  5,(b)<o,  5,(b)>o.

2° Le nombre de zéros reste le méme quand on passe de y, & 55,. En
effet, le contraire reviendrait & admettre 'existence d’une intégrale
tangente & Oz en deux points et s’annulant apres son second point de
contact, car notre courbe ne cesse pas de couper I'axe des z entre A
et p. Or, cela est impossible d’apres ce que nous avons vu au n® 9.

20. Il ne reste plus, pour obtenir le résultat annoncé, que d'ap-
pliquer le théoreme précédent aux deux équations

dy i
Toi = ka9 (2)y,
d*s

T =/l Ms.

Dans la seconde de ces deux équations, M désigne une quantité
supérieure & o () pour tout point x de U'intervalle @b. On aura donc
Uinégalité (n° 18)

[) — > "”2“/’""')

Vi M
d’olt 'on conclut
)4'1
/I'I 4 1
e (b—=a)W’
¢’est-a-dire
o0 1)kt
/fn> ( )

16M (b —a)’
si e est impar, ct

(2n)n*
6M (b — )+’

kll- >
siz est pair. On aura done dans tous les cas | “indgalite

/\.n, > [ Il,",

ol p. représente une quantité fixe.
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_—~

III.
21. Soit
la courbe représentant le filet moyen d’une verge élastique que 1'on
abandonne sans vitesse initiale. Cette verge sera supposée encastrée
en deux points a ct b de I'axe des . En se bornant & de petites défor-
mations le mouvement de vibration sera le méme pour tous les points
d’une méme section droite et il suffit, par suite, de considérer le filet
moyen. On sait qu'a un instant quelconque I'ordonnée d’un de ses
points vérifie I'équation aux dérivées partielles

olt ¢(2)dépend de la vitesse des vibrations longitudinales et du rayon
de gyration de la section (z, z + dx) autour d’un axe mené par son
centre de gravité perpendiculairement au plan Woz.

Nous chercherons & satisfaire & cette équation par un mouvement
pendulaire d’amplitude variable y

W = y(z)cost\/,

en déterminant convenablement la fonction y () et le parametre £. Si
I'on porte cette valeur de W dans I’équation différentielle on obtient

(1) j;;:/.‘ga(x)y.

La verge étant encastrée par ses deux bouts, il faut avoir pendant tout

le mouvement
W (a, t)= W (b, t) =o,

Wi (a, t)y=Wy(b,t)y=0.

. . 1 .
11 faut donc que les valeurs initiales et finales de y (x) et ’{[(;) soient

nulles. Nous avons vu que cela n’était possible que si £ avait une des
valeurs comprises dans la série -

/"1; ki: sy km
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La solution générale de I’équation en W sera, dans ce cas,
W (z, J)ziA,-y,-(x) cos i\/k;,
1
les constantes A; devant étre choisies de maniere que 'on ait
/(-%)=if\x.}’i(:v)-
1

On est donc conduit a développer la fonction donnée /() suivant
les intégrales y;(z).

22. Supposons la série du second membre du développement pré-
cédent uniformément convergente dans U'intervalle ab, et multiplions
les deux membres par ¢ («) y;(x). Il viendra, si I'on tient compte de

la relation
b

[ C‘D(.’l')‘}’a.}’r,s(l.lf':‘:() (o £ 0),

“a

/. S(x)o(z)yi(x)dr
J\ ;= s ;

[ ot@)yita) de

a
Les différentes intégrales y;(x) n’étant déterminées qu’a un facteur
constanl pres on peut poser
b

[ e@ i@y de=1;

24

la valeur du coefficient A; sera donc
1]
A= [ (@) 9(@) i) de.

Tout ce que nous venons de dire n’est valable que si la série
-l . , .
Z‘Aiyi(m) est uniformément convergente dans l'intervalle ab, ¢t nous
ne savons rien sur la convergence de cette série. Mais nous pouvons
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envisager, a priort, la série

“ b
S [ S@) e(@)yue) de

obtenue précédemment et étudier sa convergence.

St cette série converge uniformément dans tout l'intervalle ab, elle repre-
sente la fonction donnée f(x).

En effet, éerivons

m”n

b
f(x):Ey,-(x) [ J(x)o(z)yi(z)de + R, {z) (£zm).

Par hypothese la fonction R, (x) tend uniformément vers une limite
R(2) quand m croit indéfiniment. Il s'agit de faire voir que ceite limile
est nulle.

TP

Dans I'égalité

v
A= [ 7@ ey (@),
remplacons /() par sa valeur; il vient
b b - |
/ o(z) yi(z) Ru(x) de = A;— / o(x)yi(x) ZA,,}’,,>([J) =A—A;=o.
i “a 1
On aura donc pour m Z¢
0
/ C)D((E)yi(x)Rm(x)dx:O'
Envisageons maintenant I’intégrale
b
]'":f o(z)R%(2)dx,

et démontrons gu'elle tend vers une limite. Pour cela, formons la diffé-
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rencel,— I, ,:ona
N 2

b 7:1 m 27
lm’_ lm—H:/ (?('T) f —ZA[)’i> - f—ZAi_}/i‘— Am+1_ym+l Jd‘l’
« 1 1

m
b

b
=2 A [ <.o(x>ym+l<f—2A,-yi A = A [ ¢(2) Ve, die

«a
[ 1

b
=2Apes [ 9(@) /() Ynra(2) do — Ay
= Ay
Cette différence est donc cssenticllement positive et par suite on a

I'inégalité
Im+1 < Im:

ce qui prouve que la quantité positive I,, tend vers une limite.
Cela étant, considérons I'équation

Y kg(2) u+ 9 (2) Ru(2)

dx*

L’intégrale u de cette équation tangente & Ox en a et b admettra les
points %,, ks, ..., k,, comme points ordinaires et les points

/‘.m—H’ /"'/m{vb km’ ]

pour poles. Tout ceci résulte des relations
b

[ @@ k@) de =0 (i=1,9,...,m)

a

et de ce que nous avons vu précédemment (n° 15).
Ecrivonsle développement par rapport a £ de I'intégrale « de I'équa-
tion différentielle précédente

U= g+ o+ U k*+....

Les différentes fonctions u,, u, ... seront déterminées de proche en
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proche par les équations

d*u

i = 0(2) Ru(),
e u,

T e(@)u,
.............. ,

d u

d.];,:’ =o(x) iy,

les conditions initiales et finales étant

u(ay=u;(b)y—=o .
wi(a)=1d;(b)y=0 (6200000

Posons (n° 16)

b

u, :,;f wy(x) uy () p(a) do.

143

409

Nous savons que les constantes U, sont toutes positives et gue, de

n

U . . .
plus, le rapport .——“- va constamment en croissant. Cela étant, la série

U/I—«l

i Kt U[
0

peat s’¢erire

= ,[ o
2/."' U,::f o(x) uy(x) Z/{" u, \daz,
0 “ 0

Dans le second membre, la série qui entre sous le signe / est conver-

gente jusqu'a la valeur £ =£,,.,, d’apres ce que nous avons vu plus

haut. On peut donc écrire Uinégalité

U,: I

e L e 5

Ui-—1 /"nz 41

a partir d’une certaine valeur de 7; il viendra donc finalement

U, U, U; I
ot — e ot - .
0,0, U, S Fernt

Ann. de UFe. Normale, 3¢ Série. Tome XVII. — SEPTEMEBRE 1900, 22
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De cette série d’inégalités on déduit

U% > /“m—H U() Ul
1 I
’U—2 => /'m-H U_i.

Multiplions ces deux inégalités membre & membre; il vient

)
U;

—U—, > /‘.;zn-f-l Uu'

Cela ¢tant, de I'inégalité
N2
/ o(x) (aug+ PR, de > o,

olt o et B sont des constantes arbitraires, on tirve

b 1 2 BN 2
b [f w(x)u R, (!.1:, [ / w(a)ul (l.::]
/ o(Z)R} dow > -ty e s s
“ / o(a)ut de / w(a)u?dr

n 1

NG
Dans Ie second membre nous avons remplace / o(ax)u, R, dx par
e

b
/ o(a)u, de apres les égalités
ot

b lr

3 " ’
[ o(x)u R, dr = / [—fz-;" wuy da :“".'Zf @(x)utde.

1 vu

L’imégalite précédente peat aussi s’éerire

- . Uz
/ o(x)RE da > 2
J, U,
en vertu des relations

b

Uu::f w(x)uldr,
o
N

112::] o(x)u? da.
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U2 e ,
Remplacons = parsalimite inférieure trouvée plus haut; nous obtenons
ainsi I'inégalité que nous avions en vue :

b
(1) ‘ / o(x)R}, de > U, k2%, .

h . sl TT ’ I S
Elle nous montre que la quantité U, tend vers zéro avec—- En effet, le
premier membre de I'inégalité précédente n’est autre que la quantité
que nous avons désignée plus haut par I, et qui tend vers une limite
finie quand 7z croit indéfiniment. Nous pouvons donc écrire

. N
(2) lim / o(x)uldr =o.

m:=w,

D'autre part, si, comme nous le supposons, R, (x) tend uniformément
vers une limite, il en sera de méme, d’apres I’équation

dhu,
daxt

=o(z)R,(x),

de la fonction u,(x). Or, cette derniére fonction ne peut avoir que
zéro pour limite, d’apres 'équation (2). La limite de R,,(2) est donc
nulle, comme le montre I'équation précédente.

On aura done 'égalité

“ WO
Sty =N yia) [ f@)g(@)yi(e) de,

pourvu que la série du second membre converge uniformément dans
Pintervalle ab.

23. Soit A(x) unc fonction continue de z possédant les deux pre-
mieres dérivées ct s’annulant ainsi que A’ () pour x = @ ¢t x = b.
Posons

n

.{l
L) :23/1(’)/ Max)g(x)yi(z)dx +pu(x)

et envisageons I'équation différentielle

I
Sy = ko (2)w+o(2) pl ).
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Nous avons vu (n°®22) qu'on a, pour¢c=r1, 2, ..., m,
N
f o(x)yi{x)pn(2)de = o.
]

De plus, lorsque 7,z augmente indéfiniment, I'intégrale

14
I, = / o(z)pl () dx
“a
tend vers une limite parfaitement déterminée. Les deux propriétés de
la fonction g, (2) que nous venons de rappeler ne supposent pas que
A(x) et N (z) [et, par suite, p, () et g;,(2)] s’annulent pour x = «
et == b. Dans ce dernier cas, la limite de 1,,(a) pour m == o= est nulle.
La démonstration résultera immédiatement de inégalité

f/' (({2 f)//l>z([ r
N — =) d
/ o(x)pp(x)dr << Z¢ _(il._,_ .

[

N 2 N9
[y
“a

tend vers une limite parfaitement déterminée.
Rappelons d’abord que intégrale u(z) (tangente 2 Oz en a el b)

¢t du fait que la quantité

w(e) =ty u k. oA w g K

de Péquation différentielle écrite plus haut, donne licu aux équations
suivantes :

d'u

(l;l;"” =o(x)pn(z),
dbu,

= o(x)uy,
.............. ,
AR
-;Z."l-)‘,‘” == (‘T) Up—yy

les w et les o s"annulant pour x = @ et @ = b.
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Cela étant:

1° [’inégalité

b, e ) b b
. d*p\? d?p,, d*uo d? u,\2
2 “hm 4o i A2 7~ 0
* [ <(l.132> dz 016[ dz® dz? dz -+ b[ <d;z2> dz >«

donne

d*p,, d*ao d? p,,, ' braru\®
<” dz? dr x> <‘/:< > x£ (dx~z> dz.

Cette derniere égalité peut s’écrire

b

/ o(x)pldx / <d Pm) dx
(1) ‘ ~— <=
d? g\ ) 2
/ ((/f“) dz / ¢ ( AT) P dx

car on a ¢videmment

b

(/ *
[Motmrphde= [ g, an= [(on Lt
“a @ "

dr? dx?

Parcillement, I'inégalité

14

b
a‘l[ qa(:r)p,z”rlr—f—?r/l)f 9 (2)pmuy de + (3
a

«a@

o(x)uldr>o

donnera

b b
d®uy\? '
f (ﬁ) dz / o(x)pl dx
(’2) - b < > b > 3
. d?ug\?
f o(x)ul dx [ <__—cl:z:2 dx
aux inégalités (1) et (2) nous ajouterons la suivante
13 b
U d?ug\?
f o(z)ul dz j (a’.z:> dx
(=) d*u "t
f (6“1’> dx / o(z)uldz
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qu’on établit en partant de 'inégalité

b b
. d?u, d*u, d uo a? 110
o [ <(’ll > dx —0—20:}3/; prs dx + 32 £ Tz dr>o

ct en se servant de la relation

6
d*u, d u(, )

>d

/{: T dx = fl o(x)ui dz.

Le premier membre de I'inégalité (2") peut étre remplacé par £, ; en
effet (n° 22)

14

f o(x)u} dr
“”

R < 5

Prdru N
d? u,
[ (([;L-‘z) dr
o
d? i)\ *
[I <l([.z:2> dx

(3) Ky << %
o(x)uidr

il vient done finalement

17

Il ne nous reste plus, pour obtenir 'inégalité annoncée, que de
multiplier les inégalités (1), (2), (3) membre & membre; il vient

ainsi
b
) d.lpm *
— ) de
[ ( dax®
/‘ﬂm 1 < -
o(x)pk dx
a
I/intégrale

o? P/n
m *I < drt [I

tend vers une limite quand on augmente indéfiniment. En effet, for-
mons la différence J,, — J,,., :

14
. ’ d?Pm dsz-H\ d? Pm d‘zpm-m
I J’”’““ju (rl.'c” T T d? )( dzt T UL )({.r.
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On a

(lﬂ n (l2 Mm-- n ’
a'i.z - —‘(%La—i :.7:,1.+1(x)f Ax) (2) Y m+1 () d,

Apn Ao ' : ’
S St — 50 (s >—y,,,+1(x>[ M@) 9(@) Yot (@)
—zZy <x>f M) g(2) yilz) dae

Multiplions ces deux relations membre & membre et posons

b
Bi:f Mz)o(x)y(z)dr;

il vient

(["Pm . dﬂpm-f—l‘ 2
dxt dx* )

” 1% ” | "
= 2B M) Yod () = B Yo (2) — 2B Vi, (2) ZBI,V:‘("')-

Intégrons les deux membres entre a et b3 Uintégrale du premier
terme du second membre se calecule immédiatement; on a

?.n,,,“/ Wy i == — )n,,H-f Wy, de
i

"]

. (4 —_ /] 2

== ).B,,,_H/ )»y,,;i,‘(ix = -7'/'/;1-0-1 Bm{-l .
24

On aura de méme pour le second terme

b

] Sy o . 2
/u+1 f ym+1 do =— /‘m-HBrnH f CD( I’)ymm da =— f, 4y B//H—l

a

La partie provenant du troisiéme terme est nulle; en effet

b ” b " -
f y;’llﬁ-l(z B,y:’ dx ::/ (P(.‘Z')}’m-&—x(x) 2 B[/n,y,(‘l) dy = o.
" 1 “ - 1‘ -~
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La valeur de la différence J,, — J,,., sera donc

J— . 2
JIII - J m+1— 2 /‘m-H Bnu-i /' m-+1 B”H-z — /'m-H Bm +1°

Cette différence est done positive; les constantes J,, vont, par suite, en
décroissant, et comme clles sont toutes positives, elles tendent vers
une limite.

Le résultat annoncé s¢ trouve ainsi acquis; on a

limf o(x)pk(z)dx = o.

m=—oo

24. A coteé de la fonction A(2x) considérée précédemment et (l(,imw
par Pégalité

" b
L(x) ::E')','(x)f Max)yo(x)y(x)de +p,(x),

envisageons une scconde fonction () dont les valeurs, pour v ==«
et x = b, ne sont nécessaivement pas nulles; posons

(. »_Zy, 1)/ P ( ) yi()de -, ().

o

Nous éerirons aussi les deux fonctions A(x), n(x) sous la forme
m)—zu Filr) -+ (),

L)—z('t7 "*‘ Z’-5'//1("‘)v
en posant, comme plus haut,

b
B;:/ () g(z)yi(x)dr,

o

b
C,-::‘/ plx)o(x)y(x)dr.



SUR L'EQUATION DES VIBRATIONS TRANSVERSALES DES VERGES ELASTIQUES. 417
Formons I'intégrale

b
[ a@ n@) 9(@)de,

et rappelons-nous les relations
b
[ o@yargdz=0 (),
[I
[(p(.r)yédle,

b W0
[ @ ra@)on(@rde =0, [ o(r)yul@)wa(a)dr =0

(3
(a=1,2, ..., m);
il viendra

b m N
f l(:c)p.(.rr)<p(.'n)dx:2BiC,-+/ Pm(Z)®,(2)@(2)de.
“va 1 Y a

T

. ‘ . I
Or, intégrale du second membre tend vers zéro avec —; en effet, de
I'inégalité
.2
[ 0@ (put Bwa)dz >0
a

on tire
- Wb 2 b &
[/ p,,l<x>mm<x><p(m>dx] <f @(x)p?n(x)d-l’f o(x)wl, (x)d.

Le premier facteur du second membre tend wvers zéro et le second
reste fini. On peut donc écrire

"/ ol
(1) [ M@ p@) 9 (@) de = FB.C,

la série du second membre étant convergente.

25. Revenons i la fonction /() et posons
R AMIC))
M=y
)\(&J(m~1.
¢ ()

Ann. de U Fe. Normale. 3¢ Série. Tome XVII, — SEPTEMBRE 1900. 53

p(z) =
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Nous supposons donc I'existence des huit premieres dérivées de /(x);

de plus, les fonctions /" (), /™ (z) s"annuleront pour x =a etz = 0.

Les coefficients B; et C; se calculent immédiatement. On a les égalités
b

B::/ f(') Yyi(z)dx —‘7[—- A (z) yi(x)dx,

i,
N
(:,.::/ 2O () yi(2) dor,

d’oulon tire
Cr= /B,

La relation (1) (n°24) devient

- .
/ kx) p(x) of r)(lvzgz‘/. B} ﬁ/.-,-[/ ‘/'(r’*)((z.").}fi(.v)(/.r] ,
a 1 Y

la série du second membre ¢tant convergente.
Cela étant, je dis que la série

w

» b
Soyite) [ 60y gl@) ity de = 3 Avyie)
1 “a

est uniformement convergente dans tout intervalle ab. Pour le voir,
_nous établirons I'inégalité

132

= b
(1) [Aiyi(a)|<< “ki[/ f""(~T))’i(-L')</-lfl “+ -M;—v

ol « est une constante positive fixe. Il en résultera bien le théoreme
que nous avons en vue, les deux séries

“ N 12
2 [ f /<-w(x>y,,($>de

@

' /l ~ I
fen [J.Zn‘
1

ot

étant converg oenies.
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Pour démontrer I'inégalité (1) cherchons une limite supérieure
de | y;|. On sait (n°5) que l'intégrale v;(«) de I'équation

d»’r.},i— o
—a'x'* ——-/‘l',"(x)yl

peut s’écrire

3}

e b
Gre=ki [ [ = 2+ Py )] 9(2)yu(a)ds + ki [ P, 5) (3) i) s,

ou encore, en posant

Gy 3) = (0= 3) 4 P, 5)
(b —=a) (5 —a)

= ay [(b—a)(x —-2)+ao(x—a)(b—z)]

pour <z, ct

h—z »
o= (/;) (2)* D[3(b—ay(s—a)+alr a)(b—3)]
pour x =5 =h,

/I
6ri=ti [ Gl 9)9(2)yi(2) ds.

Cela étant, I'inégaliteé

0

[ o) ayiz) + B (x, )] da>

ol « et B sont deux constantes arbitraires, donne

"/

/(}(.L‘,:‘)q» s)yi(s cl}</ w(3)G*(z, 5)ds,

.«

car on a posé
Wb
/ o(5)yi(s)ds=1.

v

De cette inégalité on tire

[l
'/ G(x, 3)0(3)y:(s)ds | <<6M,
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ou M est une quantité fixe. Finalement
lyil <Mk

Cherchons de méme une limite supérieure de la quantité |A,y;(x)|;
on a

b
A= [ f(@)o(@)yia) do
et en intégrant par parties

]
A;;ffwmwMM-

On obtient ainsi
N/

/ S (a)yi(x)dx

[Aiyi(z) | < M}—/;[f

Cotte dernitre inégalité est bien de la forme annoncée ol = - -

[Aiyi(z) | <M

ou encore
b

() yir) de | 4
Vi J(.p)y,(.p)dx] } o

26. La méthode suivie précédemment pour établir la possibilité du
développement

J(@)= Aiyi(a)

exige, en particulier, comme on I'a vu, 'existence des huit premieres
dérivées de la fonction /(). Nous allons voir, par ce qui va suivre,
que ce développement est valable méme si la fonction /() ne pos-
sede que les quatre premieres dérivées.

Envisageons I'¢quation
) =" (z);

dat

on pourra écrire, comme précédemment,

b
6/(x) :f G(z, )[4 (s)ds.
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BN
1o

Cela étant, dans la relation

b @
(1) [ ).(:)pn(s)cp(:)d:;:ZBici
faisons :
2(z)=G(=z, 5),
o S(5)
IJ‘(")—" (P(:) ’
il viendra
(1) 6/(z)= > B:Cs.

Nous allons calculer séparément les valeurs des B; et C,.
Ona (n°25) :

b b .
A 6y.
b= [ 20 ds= [ Gle, 2)0(3)yi(s)ds = XD,

De méme,
b Wb
()izf p(s)e(3)yi(s)ds :/ [ ™ (z)yi(s)ds

ou, en intégrant par partics,

Cem ki [ F(3)0() yil2) ds = A

La relation (17) deviendra done

S(@)=3Ayi(2);
1
c’est le développement cherché.

27. Dans tout ce qui précede nous avons supposé la verge encastrée
aux points @ et . Supposons-la maintenant appuyée en a et encastrée
en b. L’équation du mouvement (n° 21),

Jdtw Q“-’_w__o
Oz T G =0

devra étre intégrée avec les conditions suivantes :
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1° Quel que soit le temps ¢, on a

W(a, t)= J-I:,;(a,l):o,
ow
W (b, )= P (b, t)=o0;

2° Pour £ = o, on a identiquement
S(x)=W(x,0).
Si nous prenons comme solution particuliere de I’équation préce-
dente un mouvement pendulaire
W =y (z)costy/F,

la fonction y () devra vérifier I'équation différenticlle

(,) — e /."-?(x).:y’

les conditions initiales et finales ¢tant

yia) "-':')'”(ﬂ )0,
y(h)y=y'"(b)=o.

Une telle solution r’existe que si k estréel et positif. En effet, supposons,
d’abord £ imaginaire et posons

L= k= k",
Yol Uy

il viendra (n° 12)
Wb
Loy dy — wyud] 4 0y ey — wy a1 == /."’/ o)~ ullde.

w

Le premier membre de cette derniere égalité étant nul, il faut que £
soit égal & zéro; £ est positif. En effet, on a

b
TOAPyN )
’:‘/ U}m) kel ][

N

b

Or::f ‘y[ A ko(x)y

| dt

ce qui montre que £ > o.
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28. Nous allons démontrer qu’il existe effectivement des valeurs
positives de % pour lesquelles les équations (1) correspondantes
admettent des intégrales satisfaisantaux conditions aux limites posées
plus haut.

Pour cela, envisageons 'équation

dty

i dCINE

et rappelons-nous I'existence d’une suite infinie de points
I)I, bg, seey [’Ila ey

telle qu’il existe, pour I'équation précédente, une intégrale tangente
a laxe des z en a ct b,, et sannulant (n — 1) fois entre a et b,,.

Cela étant, les constantes introduites précédemment (n®2) gardent,
ainsi qu’il est facile de le vérifier, avec les nouvelles conditions aux
limites, leurs propri¢tés fondamentales. On démontre ainsi, sans rien
changer aux raisonnements employés, existence d’un point x = ¢,
telle que 'équation précédente admette une intégrale =z, ayant une
inflexion pour a == « ¢t tangente & Ox en 2 = ¢,, cette in tégig]e étant
constamment positive de @ a¢,. Il est dailleurs évident que ac, < ab, ;
autrement les approximations successives, telles que nous les avons
dirigées au n® 2, convergeraient pour Uintervalle ab, ce qui est
impossible (n® 8). Remarquons de plus que U'intégrale z, () ne s’an-
nule plus & partir de @ = ¢,.

De cette intégrale nous allons déduire (n® 8) toutes les autres, cn

al I s
faisant varier convenablement (-{—[;3’) . Pour cela, posons
\ £O P
Glt(a)‘::r:), 3';:((¢):r,)1<0;

on a, en outre,
s(a)=37(a)=o0.

Envisageons lintégrale g, (2) de I'équation (1) telle que
p(a)==p)(a)=0,

p,(a)=u, p';.'(a)::}.<r,)1.

La différence s, (z) — py(a) est, d’apres I'équation (1), constamment
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positive. Si donc A est voisin de w,, Uintégrale p;(x) coupera I'axe
des « en deux points z, et z, voisins de = ¢, et sera négative de z,

Fig. 7.

X3 (x) c’;fy
L

a Ly "= L") by c b

a ;. A continuant & décroitre le point 2, marchera vers la gauche et
: oo, (dp
le point «, marchera vers la droite. La dérivée <‘7j> s’annulera
. x=x
certainement pour une position du point x| entre ¢, ct b,.
En effet, supposons le contraire; la relation
PR = V2Py— P3 Y2 ¥yp, = const.
donne
prl@)yala)=p;(h:)y3 (02)-

Or, cette derniere égalité est impossible, attendu que

p(a)>o, Py (02) >0,
Vo la)>=>o, yolby)<<o
[y:(x) désigne I'intégrale de 'équation (1) tangente & Ox ¢n a et b,
et changeant une fois de signe entre a et b, ].
[>) 5] 2
Soit z = ¢, le point tel que

dp,
dz ) eme O

Nous venons de voir que ac, > ab,. La relation

p(a)yi(a)==p;(b:) yi(b1),
ou
yilay>o,  yi(b))>o0, pi(a)>o,
montre que
P;( bl)> 9,
c’est-a-dire que
(1(:2>m.

On obtient ainsi une intégrale que nous désignerons par z,(x),
s’annulant et ayant une inflexion pour « = a et tangente 4 Oz ¢n
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@ = c,. Cette intégrale n’a qu’un seul zéro entre a et ¢,. Cela résulte
immédiatement de la méthode suivie pour I'obtenir et de ce qu’une

paveille intégrale ne s’annule plus & partir de son point de contact
avec Ox.

29. Admettons I'existence des points c,, ¢y, ..., ¢,_, tels que
abi < ac;,<ab; (V)  (i=2,3,...,n—1),
et démontrons I'existence du point ¢, tel que
by < ac,< aby.

Nous désignons par z,(x) I'intégrale de I'équation (1) s’annulant et
ayant une inflexion pour « = a ¢t tangente & Oz pour & = ¢,; yo(x)
sera I'intégrale de la méme ¢quation tangente & Ox en a et b,.

Nous posons, comme plus haut,

Sp—1(a)==s,_,(a)=o,

s (a)=w>o, s (a)=w, <o,
et nous envisageons intégrale g, () de I’équation (1), telle que

p(a)=p;(a)=o0,
pla)=o, pl(a)=A>o0,
Pz, e .z . e
en supposant (L‘d;ﬁl)r:, <o. L’intégrale positive
7= p)(x) - 5/1—1('23)

montre que, pour A voisin de w,, g (2) coupe Oz en z, et z; voisins

R lxy,

\\\\\
~

e Cns > XZ Cn
Kops (X)

de ¢,—, et situés de part et d’autre de ce point. Quand le paramétre &
croit le point @, marche vers la gauche et le point &) vers la droite.

(1) Nous admeltons, en outre, comme ccla arrive pour 2z =1 ¢t 2 = 2, que les courbes
vi(x) et z;(z) ont respeclivement méme allure au voisinage de z = b; et « = ¢;.
Ann. de I'Ee. Normale. 3¢ Série. Tome XVII. — SEPTEMBRE 1900. 54
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Considérons les différents points de rencontre de py(x) avec Ox,
. Y ’ d x “ oo .
situés & gauche de , et les valeurs de —gr(——) en ces différents points.
dx
grale s’annulant, et ayant une inflexion en @ ct tangente &4 Oz én un
autre point, ne s’annule plus & partir de son point de contact. D’autre
d gy (x)
dx

Tdoy(x . . o .,
[—M] sera la fonction qui s’annulera la premiere, car une inté-
r=ay

part, cette méme fonction, [ } » ne peut pas s’annuler pour
41'.':_'.1"'

une position du point x| entre ¢,—, et b,_,. En effet, si cela arrivait,
pour une valeur de A plus grande que o, I'intégrale g, () correspon-
dante passerait en b,_, avec unc tangente positive. Or cela est impos-
sible d’apres la relation

Ps (a) J‘;lz—l (a) = Pit( bll—i ))’;Iz-x ( bn-—l )’

déduite de I'équation

"

" ! " ’ Voo .
P Y net ™ Y=t Ph— P2.Y n -1+ Y=y P3 = COUSL.,

et olt
P; ((5) > 07 P; ([)u—l) > O,

-1 (@)>0,  Yuey (buy) <o (7).
Pareillement, 'équation

i (a)yn(a)=pg5 (bu) yi(ba)s
ol
P;,(a)>0! y;ll(a)>()’ )’Z(’lu)>0,

montre que
0} (bn) > o.

([ s X v . . ’
Donce I:—Pc’l—(;—)] s’annulera certainement pour une position de &

.l'=J'l

a gauche de b,. Finalement

ab,—, << ac,<<ab,.

(1) Car nous avons supposé z/,_, (¢p—y ) < 0.
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30. Cela étant, le théoreme suivant se démontre d’une maniere

identique & celle employée précédemment (n° 19) pour un théoreme
analogue :

Sott 5, () 'intégrale de I’équation

d*s

7 = %(@) 5,

s'annulant et ayant une inflexion en x = a, tangente ¢ Ox en x =c,;
et sannulant (n — 1) fois entre a et ¢, ; soit, d’autre part, o, (z) 'inté-
grale analogue (tangente en x = c,)) de [’équation

d'p
et = 91(z)p
Si dans tout Uintervalle ac, on a
¢1(x) > @ (),
on aura ausst
ac, < acy.
Revenons & 'équation
dhy
g = ke(x)y.

Pour £ = %,_, celte équation possede :

1° Une intégrale tangente & Ox en « et b, , =10 et s"annulant
(n—2)fois entre a et b;

2° Une intégrale tangente 2 Ox en @ et b,(ab, > ab) et s’annulant
(n—1) fois entre @ et b,;

3° Une intégrale s’annulant et ayant une inflexion en x = a et tan-
gente & Oz au point z = ¢, tel que

ab <dc, <ab,.

Faisons croitre £ & partiv de £ = £,_,; d’aprés ce qui précede, les

trois points b,_,, c, et b, marcheront vers la gauche, ¢, étant & chaque

instant entre b,_, ¢t b,. Or, pour &=k, le point b, arrive en b; il
existe donc une valeur de %,

k=12,

valeur pour laquelle le point ¢, vient en b.
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Nous arrivons ainsi au théoreme suivant :

Il existe une suite tnfinie discontinue de valeurs réellés et positives du

parametre k,
VD WU W

telles que : 1°
kney <hy < ky3

2° l'équation

admet une intégrale s’annulant et ayant une inflexion pour x = a et
tangentea Ox en x = b; cetle intégrale Sannulant (n —v) fois en dehors
des points extrémes.

31. Le cas étudié permet de passer facilement & celui out la verge
est appuyée par ses deux bouts. Cela revient & démontrer I'existence
d’une suite de valeurs de £ pour laquelle I'équation

E‘i;: =ko(z)y
admette des intégrales s’annulant en z=a et z=1> et ayant des
inflexions en ces points. Il n’est point besoin de recommencer les rai-
sonnements, ils sont entitrement semblables aux précédents. On
démontrera ainsi U'existence d'une suite infinie de valeurs positives
de £
T T N

telle que
)‘n.-—1 <P << 7\u'

La représentation d’une [onction au moyen d’intégrales z;(«) ou
u,(x) se traite d’'une maniere enticrement analogue a celle employée
pour la représentation de la fonction /(o) (n° 22-26) au moyen d’in-
tégrales y;(x). Il suffit de remarquer que les relations fondamentales
subsistent avec les nouvelles conditions aux limites.
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RSN
]
0

SECONDE PARTIE.

1. Dans celte seconde Partie nous nous occuperons d’un développe-
ment asymptotique des intégrales de I'équation (1), que nous éerirons

sous la forme
d’t».)‘,

dxt

=k g(2)y,

en supposant que la fonction »(x) admette des dérivées de tout ordre.
Nous n’cnvisagerons que les valeurs réelles de £ que nous pouvons
supposer positives.

Soit y (x) I'intégrale de 'équation précédente, déterminée par les
conditions initiales suivantes

y(a) = e, y'(a)=2d, Y'(a)=2ao, y"(a)=2da",

a, o', o, o élant des constantes arbitraires indépendantes de £.
Posons &, = ik et envisageons le développement

w w0
— . A | )‘ﬂln 1 . )\2IIL—H
ye= o cosk0 3 sink 0 3 A
0 0

. w 0
}-Zm . )‘2m+—1
4 cosk, 0 Y -5 —+sink, 0 :
1 2 /x'f"‘ 1 Z /i'flll+1,
0 0
oul etles A sont des fonctions de x que nous déterminerons de proche
en proche en nous servant de I’équation (1).
Ferivons le développement précédent sous la forme

Y=y (k) + y1(Fy)-

L’équation différentielle (1), que nous pouvons mettre sous la
forme
g i, ¢ Al feyy p
Crih z) LI D) - g (@)yah) + K o(@)yih),

dx* dx®
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montre qu’il suffit d’identifier dans les deux membres les termes cor-
respondants en 4.

Ceci posé, les dérivées successives de y,(x, £), par rapport a z, se
calculent immédiatement; on a

d Y )
E%: cosloz 22 /m”“—%—sml\O -/\0’10-4—2)‘2"‘/,"1_1 21,

" b\ 4 ali
)‘2m.+ 26 7‘2m+-l +0 )‘2”H-1 —0 2)‘2m+2
/(-2”:.

2 nr b
([-}_‘: coskl -—/\49'27.0—}—2

+ sin/fe[_ Je (262 4 67D 0722,)

[e2m—1

+2 )'”2111 -1 —20 7’2m— " 7‘2 m— 0 ;‘Zm-H]

? —~ ’n
Pi— coskO| — k(30707004 3020 + 032,) + Z_.I m -:2?'14,,,44

dx®

0

+sin/c0[ 300 — k(3070 =20 Ny~ 0"hy =+ 20" 0" Xy = 022~ W, 07)

| X m — W, 0
~+ fe2in—1 ’
1

l"o
‘dg; = coslx@é/&a”'} — k2 [1 (80/0" )y~ 30221 ~+ 032,) —+ 2022

300N 00" g 20207 by 092 - 072 ‘IJ‘(,J

o
+ ‘F,/” ~+ 0”7,/’1-4—1 =2 0"/,,"1. 1 020, )
/l-zm
0

A SINAG | 3607207 hg 6,0 Ky 6" D) — ke (6" Wy 26/ W 027, + U)

—+—2 — W — 20 W — 07 s

A-Z/u—-l

Dans ces relations, on a posé

U= 2023 4 300" Ny 4 00" Dy -+ 202672 + 652, -+ 62,
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et
W m= )‘2ln -+ 2G/)"'2m+1 -+ 91’7‘2//1—1—1 - 6,27‘21114-‘1:
fom=— )\zm—l — 20", “2m T 9”)'2”1 - 6’2)\2,”_“.
En portant I'expression de 21 Jans I'équation
l -l
a’x‘ =ke(@)y,

et en identifiant les coefficients en
kmcoskl,  kvsinkl (n=4,3,2,1,0, —1, ...)
on obtient les équations suivantes :
0% hy=2 (),
403 +6020"%,—= o,
GO~ 60207 == — 602Ky —120"0"0y — (30" 4 400" ],

GOBN, -+ 60"20")y==  GORN| 4120/ 6"}, ++ (30" + 40°0")2,,
= H0'hG = 60"Xy 40"+ 0TV,
En général,
AN - 60"20"hy g ==— 602X, — 120" 6" 2}, — (3024 40'0") Dy,
-+ [l 0 )‘I;’m-t ~+60" )‘”2 m-1 +4 " )'12 n- -+ 0! v ))‘2111—1"*" ,(le‘lll 2

am41

pour m=1,2,...,cl

/l o' 7',2111 -+ 60,2 0” 7‘201 - 6 0,2)‘; n-1 —+ 12 61F” )",2 m~1 -+ ( 3 0”2 4 o' 6”) )‘EHL—I
4 o' I;’zlz~2 +6 " )Hz nm-2 + -4 O”,’)\Ig m—2 -+ g )\im 2 1 7‘(2';le 3

pour m = 2, 3,
De ces équations on tire successivement
T
0(x) ::/ 9" (z) dx,
“

Cy

ho= ——>

o)

f IJIL(q) C/l
z a 4(,1.) ’l:‘

9" (z)

et, en général,
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2. Les constantes ¢y, ¢y ..., Cy .. ., scront déterminées par Ia
condition que pour x = a les fonctions y, y/, Yy se réduaisent res-
pectivement & o, o, «”, &”

Mettons 'intégrale y(x) sous la forme

7\'Mz V22241
Yy = COS/‘ 02 /21n -+ Sln/\ 0 2 fam+1

A s Dy
%0 \2m I.HH 1 =KD . '_"II_I' _ Q0 -4=1
—6 Z (—I)m </2m /zm(l “I C 2 ( I)m /"m /1/11«)1)

1l viendra, pour z = a,

w Dam (@ .
@ =0 iy,
0

0, )lel-f‘l
‘2,‘_2 21n(a)+ /‘(’:) (a)l_ ( |)m]7

© o, o ' o . ) — (12 ¥ ) )
o :27‘2111. (@)= 20" (@) Xy gy (@) -+ ;HE;‘) hopmeyg (@) — 0" () By proa () [xt(—1)"],
0
3)‘1;’1:1(“)+3 0'(@) Mymors (@) =3 0°(@) X, 4 (@) 0" () Ay (@) |
a2 _anigr 3
1/1_2 30" (@) 2y iy (@) —30 22(”(:))2111 12(@) — 0" () Ay o5 “)‘ [1(—1)"].

0

Les premiers membres de ces différentes égalités étant indépen-
dants de £, il faut qu’il en soit de méme des seconds. Donc :

1° Pourm=2p(p=0,1,2,...),

I
).o(a):a-a, hp(a)y=o (p=1,2,...),
d’ou I'on tire
P |
CO:;occ_p‘(a), Clp=0;

2° Pour m =2p+1,

Ao(a) +6'(a)d(a)= ?:-a’, Mig(a)+0'(a) Mgy (a) =o,
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d’ott Uon conclut

a=[te—rco]s

3° Pourm=2apg+2(p=o0,1,...), les constantes c,, cq, ...,
seront déterminées par les équations

1
(a), C.'rpﬂ::—“)\ip(a)(?z(a);

pras e
Lo(a) + 20 (a) M (a) + 0"(a) h(a)— 0" (a) hy(a)="1La",
P (a) -+ 20"(a) Mg (@) 4+ 0"(a) hypy (@) — 0" () hygaa(a) = o.
4° Kt enfin, pour m = ag + 3, les équations
w(a) =30 (a)l] (a)+ 30" (a) K (a)
= 0" (a) Iy () — 30" (a)dy(a)—30"(a) 7" (a)by(a) — 03 (a) by(a)=La"

7.
2y (@) 4 B0/ () Vg o1 (@) 430" () Vg1 () |
= 0"( ) hypay (@) =30 () P u () — 30" () 0" () Dygyn () — 0" (@) gy () =0

donneront les valeurs de ¢y, ¢5, .00y Chprgs - - -
Toutes les constantes ¢ se trouvent ainsi déterminées sans ambi-
guité; on en déduira les fonctions A par les égalités

¢
— —

3
@* ()

Y= -7{}--..—»- / _l_,,‘,f_rz -+ :,C” (n=1,2,...),
gt (x),/, o'(x) o' (x)
et le développement y ainsi obtenu satisfera formellement & I'équa-
tion ().

Remarque. — On voit immédiatement, d'apres ce qui précede, que
si l'on suppose « == &’ == o, les constantes ¢, et ¢, sont nulles ainsi que
la fonction A,(2). Il en résulte immédiatement, de I'équation qui
définit A, (x), que cette derniere fonction est identiquement nulle :
le développement de y sera, dans ce cas,

” %
COSKkO N3 hopan  SINKO SO hapiy
== —e

J e [o2m /s ferma1
0 0

o 7

cos /:102 Aopris sink, 0 zﬁ Domis
/‘)f ( /{.‘.l).m /A.‘% /‘.;12111.—}-1 )
l

on a posé k, == ik.

Ann. de U Ee. Normale. 3¢ Sévie, Tome XVIL — OCTonRE 1900. 55
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3. Nous allons obtenirle méme développement que précédemment,

mais en suivant une autre voie qui nous permettra de démontrer qu'il

représente asymplotiquement, pour les grandes valeurs de £, 'inteé-

grale y(x).
A cet eflet, formons I'équation différentielle

o dhu dbu d*u du
— ~ Y % (. N o () ISR 8 ) -
A(u) = i a(x) preinn B i (x )i (r)yu--o,

qui admet les quatre solutions,

L(a)e G ey etihy
oit les fonctions A(x) et () sont lices par I'équation

803 4 30" = o,

W &

1
f) == o' (z)dur, A

o

- y(a)

Un caleul un peu long, mais ne présentant aucane difficulté, donne
o= 0,
o=

DI AR A
A A

: 0/// .'; //llg -
T \ ’

)

, A Y B L N
B o KO ) e e e e e fe e i e 2
B {?)( I) |~ 5T o I T i o O 8 v 9

e k() - 9 ().
[équation A(w) == o pourra done 8’éerire
o diu , , o, dru du N
Alw) == PP Mo(x)u -+ 3(x) e 4y (x) da 0 ()w=—o0.
Procédons par approximations successives. Nous envisageons la
suite d’équations

2
Aluy)=0(x) (—(il—;[ﬂ’ () (?,719 + 0(x)u,,

i a(’) Upmyy

iy,
dx

2
Awn) = B(2) 2 oy (@)
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(ue nous écrirons aussi en posant

. d*u du
Alu)y=0F-—— -2
1) e /(/.vz: ou
A(uy) = o,

A("l) :Al(”»u'),

Nous intégrerons ces équations en prenant pour conditions initiales
les suivantes

wyla) ==w, (a)=o0; w(a) = uy(a)=o,
wyleat) =o', wy ety ==a"1(a); wh(a)=o, Wila)—=oao" —2"1' (a),
()= w,, ()= w) (a)= ) (a)=0n (m=0,3,...).
L’¢quation
Alwy) =0

admet les quatre solutions
J(ar)e g (e ki b,

Il viendra, en tenant compte des conditions initiales,
o), ikl o, i o) ik o G e—ik0

ik ) TR e ) T R (@) T T i 0

Passsons & la seconde équation
Aluy) = A(uy),

olt le second membre peut étre considéré comme connu. On trouve
pour Pintégrale «, (x) satisfaisant aux conditions initiales ¢erites
plus haut

() = w(a)=—u\(a)=—o0

uy(a)y=2do"—a"1'(a),

Deihl et ikl 2 e—ikl A
Uy == )L s - A I.( (1,,2 dax  —+ 5——7— - ~~.;~—17.(~~9~) dx
G(ck)* ], 2.0 G(— (h)? 10"
L hetd / e thA (ay) o den ™0 TERIA ()
G(eky)* ], 2.0'8 h{— ik )* J, 20

a” — o) (a) P.e"’f(’ 2eit0 hethd he—ikd ]

hosay LGy T Gyt = iR
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Les valeurs des autres intégrales « seront données par1'équation

S YL =TT PR TN LTS
w =gy, 707 =iy WE
).e"0 /,1‘ e—M.’OAI (tm—1) dax -+ 7-(3"’%‘0__ /‘ ) fl_f.l.(i'_A!( Um _1) dr
W), T =i, L '

pourm==2,3,....

4. Envisageons la série

L e T R T

et posons

{“/I! . e I ‘_\llll).,(/{) "‘a/ﬂl
0/2((1) =1, ')\(Ll) I: I‘I, —I-:}‘?j—f;—I < N, P L 0’.’(‘(([) A

La troisieme des inégalités ci-dessus résulte évidemment de l:
seconde et de Péquation différenticlle

a0 300" 0.
Nous supposcrons, de plus, que les quantités
Wi 00 | W= k2O R - g (20N = 070,
olt ¢'== ==k ou == £,, sont respectivement moindres que
kU, pk*+gk-=+r,

L, U, p, g ectrétant des constantes positives fixes, et cela quelle que soit
la valeur positive de £.
Cela étant nous pouvons toujours trouver une constante positive «

telle que I'inégalité suivante
|A(ua) [ <<aluwy |+ w0, ]+ wn])

goit vérifiée quel que soit m.
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On trouve alors immédiatement

Ly |~ “—/I:’Q ek, v
|2 DD i,
PAE n(phk? —72(//.' -+ r) k0.
La limite supéricure de o) | sera
A ()| = an et <p -+ lv/}gj -+ lljl.l?{t_M> —am </) + % -+ 7?\) ekl
ol 'on a posé
s= 1 41,

(= 4-r 4+ M.

On trouvera de méme, en remarquant que [ ("'0 ) e * (4‘0“(1 —a),

=

Ml\(/ 1 $ ‘ Mp .
o ' i . .
["; l (l/'l /[;) ]\((_/), <[) je '/‘__ - t_) (,’/"r)(.lf-—— )‘I" {._{/;+ U )O :“)’
/. e - (27 s 4 /. -+ /. - 7
AR (ph? -+ f//”i r)Na <1’ " ; . /,':‘) (a4 € (ph? (/ 70 o,

et pour [A, (uy) ],
N s ¢
[A ()] -—-u—‘ ) (‘/‘O(L —a) A= _f_ /) O LA
s 2 / /
Laloi de succession de ees diverses limites supérieures est manifeste ;

on la démontrera immédiatement en Padmettant pour m = n — 1t et
en vérifiant qu'elle subsiste pour m = n. On trouve ainsi

Mo c¢N<[)—+ 7 /2>(.x——a)

mn

¢ /"U! Uy |- T k - ml
- s L m—1
. Mp aN(p---}-TC-l-—/ﬁ)(v’”“‘“) i

f? k (m ——1)1’
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K0

4

les limites sapérieures de ¢ |, |, ¢,

par le simple changement de M en

| se déduisant de celle-ci

L=+l ot phi—+qh+r.

Enfin, pour |4, («,,)|, on trouve

_am TN i s [\l (2 — ym
ek A ()| S ——mm P - -7 ) T

am N’/'l——) .O
L

De ce qui précede résulte la convergence uniforme des séries
[ul | 2

( om (, — (l)’“ -1
1) (=)l

Ed
.
[ Y ),
0

o’
3
foe 803, ],
0

]
-
¢ /IV()}_‘ | Ul/‘u I’

[
pour toutes les valeurs de 2 ou de £ telles que Pon ait
a’ax b, A (R = 0).
L ¢quation différenticlle

dbuy

)
: Ly o day s
't

= Lroleyu, + B - YT T G R for 2 e A Oty
L) ot dx ot ot (TR "

montre de méme que la série

K

v

0 PTAN 1/ Uy
L P
[}

dxt

converge uniformément dans le méme domaine de @ et £.
On peut done éerive

A (uyt-1rp 40 )y = A (wy+.. .- 1w,),

n £

Aj(uyt-wy -ty == HmA (e 4. .4y, )-

m %
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Or, en ajoutant les équations

A(u,) =o,

on obtient
Aty tty~t oo t)) == Ay (gt - o oty —y),

et, par suite, pour m == =,

Alwy -ty ) = A (w4 ...
Ceei veut dire que la série

Yy Wy~ thy~. ..

vérifie U équation
ACY) =8:0)s

(qu'on peut aussi éerire
dvy

=g (a) y.

Remarque. - De ce qui précede résulte immédiatement la conver-
gence uniforme des séries
m:-=-aw
TR ,;
Jen1:2 o= A0 }.J |1t !,
=

m -

£
|“$u ’

m o
~

[t p—kl)
‘ >
= 7

m

m @
. 2 . no
e =k 2‘ [ o |

m=n

7

mz==mw

- . | .
Jen ""e‘""(’ Z I”r/l”\, .

nm = n

Cette remarque nous sera utile pour ce qui va suivre.
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5. Nous allons démontrer que, si dans U'expression

! e”'r’ et o—ihD ar
\ / e~y dr 4+ Fax / et o die
(1) )L, (=),
eik0 S ] e—ik,0 o p
’ + [ e~y de + ——‘ﬁ-—[ etV dr (foy== k),
(), (— k),

on fait

T ek e ik eil,l e~ ik

(») /ol >[ T G (/8 IR /8 O

on obtient un résultat de la forme

V=W =)
N S 1S y ()
i
=0

t/)/“p& (—-L/)“""
V=0
. Vi ) /r)
ey N /) e Ny () e
et 3 (ke yrrets 1-e™ ) (7_1/. Vg -+ ];movp».;“’
v v

oit 7,(x) estune fonction réelle de 2 et

Iim R == o.

koow
Il est d’abord évident que Ta substitution de la fonction «(x) sous
la forme (1) donnera lieu & des termes de la forme suivante :

i

Ji=e ‘35/"0/ etk £ (Y dor,
i

X

I 1/.)/ eFlIbk) fo(a) da,
Y

W !
Jy= ci‘f/“r’/ ewith=) f(x) dr.
w
Les autres s’obtiennent en remplacant £ par £, et &, par £ dans les
expressions ci-dessus.
Posons

' — Ji(x)
’ fa( clx l:F}”(;') J ’
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On trouve, en intégrant par parties,

- e+110 ' x) exikl .fm(a)
J1,— 9’(x)2(+9L/1)"L+1 6((()2('*- 2[k)lll+1

e=ik0

X
- (_EET)‘f e=M f, (z) d,

. ¢Fik0 m *T) e=ik0 (@ )
f=— 0'<x>2[+e</.+mu~r+* e<a>E[+L<A+/\1>]~H~'

exikl ro 4
-+ [—--——"-—-———' C:’:L(k_*-k’))fu (-T) dx,

ST YA
exik, 0

— Ill(r) ./‘l(([)
J:;-——- O (.l‘) z L..*..l(/. __/l )]m-H 0((&) Z I.+L A _A )]HH-I

—H/l

ei.lAU

- v | () dir

A I'aide de ces trois expressions et des trois autres analogues ou l'on
a chang¢ £ en £, ct £, en % on verra que la fonction réelle 7, () a pour
expression

o el ! Froa(@) (1 ) (— 1P (1 — i)+ (— 1)?
r(@) = 0 () (—a) - 0 (a) Y P

pourv=r, 2, ...ct

7o () :f“_/o(x) dzx.

D’autre part, considérons les quantités

X X
e:tikOf e$2"’~'°‘/’n(x) dez, eri/.-of e;i(/r+/r,)0fﬂ(x) dz,
{4

«

e"—'"”’fxc*"("'""i’Ofu(x) de  (ky=1ik),

a

ainsi que celles qui se déduisent de celles-ci par le changement de £

en k£, ct réciproquement. On vérifie immédiatement que le produit

d’une de ces douze quantités par e=*® tend vers zéro quand % augmente
Ann. de UFe. Normale. 3* Série. Tome XVII. — OcTonae 1900. 56
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indéfiniment. Il en résulte bien que la substitution de «(«) dans I'ex-
pression (1) a la forme indiquée précédemment.

6. Cela étant, écrivons, pour la symétrie,

) g B Bue) g Bl
(thk) (— k) (chey)? (—5/6’1)
L’expression
Ay () =Puy—+ yuy-+du,
deviendra
oy (Q")
Ay (uy)= c”oz
1( 0) L/n )4
On trouve ensuile
w ] ( /0]{ .
oY Pyl ek .
uy= eikh 2‘ —E—fﬂl)‘ e IR S —"'/:h\)'—! }l[li Ry=z o,
- -
(O] ] /0'
. Poy (22) ¢, )
— el/uf)z ,M("';/f\fv) [ S -——'—“‘k“) 2 il.l‘llm“z::.; Q,
(B l /()l ‘
O F oy (2 MR-y .
Uy === €D ()(t}:;E ) RENS ——-7;;:;1«'-‘ lim Ry o.
) ~1 =
Pour m > w — 3 nous poscrons
Rey-
Uy == €O 2 :.:—z
o R
Uy = elJ) 7.“:‘:‘2
Il viendra done
y= Uy~ Uy ..
)
ETANLICI NN ~l/~02‘ Do) | gind ”2‘ e emih B _Pu(2)
(kY (iry cA g = i)
2

- 0 (Ri R Rep—3+ Rpeg ... 4 n,,,,-% .. ‘) .
/m
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Or, la série
Repoo+ Ry om0 L0 (g .. L)

est convergente (Remarque dun®4). On peut prendre p assez grand

pour que, pour 2z > p, on ait

]I{n+ l{n+l+

[SEESY
-

<

étant une quantité donnée a I'avance aussi petite que 'on veut

-

<

D’autre part, on peut écrire aussi
€
IRy ...+ R, | < =

en choisissant convenablement la quantité R telle que

k=R

Finalement,
(D,(x) AR
e

Y= Ly 2‘ b i S
(M v -+ few

ol imR = o. Par suile, on aura asymptotiquement

o Py ()
J’me”‘oz iy o

).3:—_—— ').(D;;((’Z'). N

k=

Prenons
dy=2®,(x),

Le développement précédent devient

- ( ()§/| 0 7}_,,,4,_2 N
J = /1'2 A”//L T

¢’est le méme que celui posé précédemment (Remarque du n® 2)

7. On voit immédiatement que le développement spécial précédent
peut étre différentié et qu’il vérifie formellement 'équation (1). Tout
cela n’offre aucune difficulté; c’est une conséquence immédiate de la
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remarque que nous avons faite au n® 4. Cela étant, écrivons-le sous la

forme
— Lik0 Ly (x) w0 Y OP(2)
() Y= L ik e > (kY
2 o
ou
Dy (2) = DL " DR (DL == o).
On en tire
dy o~ W () oA W ()
' AY . Lix0 v (Z) " ik —v e
(" 2w =0 2 (il e > (i Heeee
0 0

Si nous supposons que y(x) et »'(x) s’annulent pour x = b, les
équations (1) et (1’) serviraient & donner les valeurs remarquables
de £ ainsi que les valeurs correspondantes de a” qui représentent

4y
Ax® )z



