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ÉTUDE
DU

GROUPE DES ISOMORPHISMES
DE (G^)3 ,

p ÉTANT UN NOMBRE PREMIER PLUS GRAND QUE 3.

PAR M. R. LE VAVASSEUR,
P R O F E S S E U R A U L Y C É E DE T O U L O U S E .

1. On sait que le groupe des isomorphismes de (G^)3 est simple-
ment isomorphe avec le groupe G formé des subst i tut ions

1 ̂  ,,r» 5 ^ 1 1 ^ + ̂ nj H- oîi;^, a^x •+• cc.^}' + ̂ 23^, a^x + ̂ 32 J 4" a^z |,

où les nombres a^ sont des entiers pris suivant le module p , avec
l ' u n i q u e condition

^\\ ^ 1 2 ^13

agi ota^ 0^3 ^o (m 0(1 y.»),

^31 a32 '^33

L'ordre de G est égal à
(^I)(^_^)(^3__^

2. Considérons la substi tution

s = [ .y, j, ̂  an.z'-h ai2y+ûîia^y a^-4-a^j + a^-s, ^31^ + ̂ 32^-+-^33^ 1 -

Nous pouvons chercher les sous-groupes d'ordre^ de (G.)3 que
risomorphisme correspondant à la substitutioîi s transforme chacun
en lui-même.
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378 R. LE VAYASSEUR.

Cela revient à résoudre les congruences simultanées

1 ( o c i i — c r ) ^ -4-^7 -1-^13-= —- o
( i ) < ^21^' - (-(a^—o^y+a^ == o (mod^);

( 0 3 1 ^ •4-a32j 4- (03;^-— o-) .^==o

a" doit être racine de la congruence

^ 1 1 — — 0 ' ^12 ^13

A(o-) ̂  a^ 0(22—o' 023 ==o (mod/?).
^31 ^32 ^SS — <:J'

La congruence A(cr) := o (niod/?) sera appelée congruence caractéris-
tique de la substitution ,9.

3. Le premier cas à considérer est celui où tous les deuxièmes
mineurs du déterminant A(cr) sont nuls .

On a alors

o"=an == 022 = ^3^ et a/y==o, ( i ^ j ) (mod/;»).

Les subst i tut ions
^, y, z ax, .ay, a. z |

seront dites substitutions singulières.
Supposons que a appartienne à l'exposant p — î (mod/?).
La substitution

l^,y,^ a^,ay,a^|

est d'ordre p — î et engendre le groupe K des substitutions singu-
lières, qui est un groupe cyclique d'ordre p — î .

Les substitutions singulières sont les seules substitutions du
groupe G qui soient conjuguées d'elles-mêmes.

4. Le cas suivant est celui où tous les premiers mineurs du déter-
minant A(o-) sont nuls , un des deuxièmes déterminants mineurs au
moins étant différent de zéro.

Supposons d'abord que l'on ait

ag3 032^013012^21^ o (modp).
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Alors on a
^23^31^12= ^32^13^21 (îllOd/?),

puis , p étant un paramètre arbitraire,

, ^3l0îl2a^EEsp- i -———?y-32
ap->a.).î

^32=0 4- ——————,
• ^13

CCs)-î OC-ti
^^p-h-————^

La congruence caractéristique devient

(9-^rÇp2 / , ^31^12 , ^12^23 , ^23^1'
1 l ? —— 0 ~T~ ——————— "~T~ ——————— ~T" ———————

a;{2 a is a^i

Posons

; Ô.

T I 1

1=%2;^:12 ^31^13 ^12^-21

u ~~é. o. La5. Supposons d'abord iz^o. La congruence A(o')===o admet une .
racine simple et une racine double. Si nous envisageons d'abord la
racine s i m p l e

a •= p -4- ^23^31^2^

les congruences (i) admettent alors la solution

i i
a^O;^ ^13^32 ^23^12

Pour la rac ine double, les congruences (r) se réduisent à la con-
gruence un ique

;v y z—— +. —-L— -+- ——.— s= o,
a^a'^ 0^31^23 ^21'^32

laquel le n'admet pas la solution précédente.
Donc, à la racine simple correspond un sous-groupe u n i q u e d'ordre/?,

que l ' isomorphisme transforme en lui-même.
A la racine double correspondent p + ï sous-groupes d'ordre p que

l ' isomorphisme transforme chacun en lui-même et q u i sont les p 4- ï
sous-groupes d'ordre/? d'un sous-groupe d'ordre p2.
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On pourra choisir les opérations génératrices de (Gp)3 de telle sorte
que Fisomorphisnie envisagé devienne

/ a b c \L- ^ .?) (a^
et la subst i tut ion correspondante prendra alors la forme

|.r,y^ ax,^,Pjz\ (a ^(3).

6. Si u est nu l , (mod/?), la congruence A(o-)==o admet la racine
triple Œ==p. Alors les seuls groupes d'ordre p de (G^,)3 que risomor-
phisme transforme chacun en lui-même sont ceux qui correspondent a
la congruence

^ , y 0.
^23 ̂ 2 ^31'^23 ^21^32

Les substitutions correspondantes pourront se mettre sous la forme

[ .r, y, z y.x + p z, a y -4- y 3, a.,- [,

à condition de choisir convenablement les opérations génératr ices
de(G,y.

Nous avons fai t l 'hypothèse que l'on avait

^i^â^i^is ais^i^o (mod/?) .

Une discussion facile montre qae les conclusions sont les mêmes au
cas où l'on supposerait nuls quelques-uns de ces six coefficients.

7. Considérons les substi tutions

|^,j, ,-, a.,r, |3j,(35 ].

Elles forment un groupe H d'ordre {p — i)2 qu i contient le groupe K
des substi tutions singulières.

D'ailleurs les subst i tut ions permutables avec le groupe H sont de la
forme

t = x, y, z, a^x, a.^y 4- a^, ci^y + a^z [.

Le groupe IF des subst i tut ions^ est d'ordre {p -- i)(/?2 -- ï)(p2 — p).
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On en déduit que le nombre des groupes conjugués de H est

p^p^-p^t^

D'ailleurs l 'isomorphisme considéré transforme en lui-même : 1° le
groupe j a | ; 2° chacun desp -4- ï sous-groupes de \ b y C .

Or il y a p^+p+î manières de choisir le sous-groupe \b,c\; et,
le sous-groupe \b,c\ choisi, il y a p2 manières de choisir le sous-
g'roupe \a\.

Il y a donc en tout / ^ ( p 2 +? 4- ï) groupes H, formant une suite
complète un ique de sous-groupes conjugués.

8. J'arrive aux subs t i t u t i ons

[ x ^ y , z a.:r-h(3^, a y - h y ^ , az [.

Leur ordre est: un mul t ip le de p . Ces substitutions forment un
groupe I, d'ordre • p 2 ( p — ï ) , contenant le groupe K des substi tut ions
singulières.

Les subs t i t u t i ons t pe rmutab les avec le groupe 1 sont de la forme

t-=i\ œ , y , z aip^-h a^y ~\-a^z, a^x -h a^y -+• a ^ z , a^z |.

Elles forment un groupe r d'ordre ( p — i)(p2 — •î1)^/^2 "— p } p 1 ' ' -
Le nombre des groupes conjugués de 1 est donc p ' 2 4- p -4- T .
D'ailleurs l 'isomorphism.e correspondant à l 'une des s u b s t i t u t i o n s

envisagées est
/ a, b, c \

\ a^, l/^ a^Wc^ /

I j y ^ p2 + p + j, manières de choisir le groupe j a^ b j .
Donc il y a en tout p2-^-? 4- ï groupes I, formant dans (G^)3 une

suite complète unique de sous-groupes conjugués.

9. Envisageons, actuellement les subst i tut ions telles que les racines
de la congruence caractéristique A(cr)==o n'annulent pas tous les
premiers mineurs du déterminant A(o-). Supposons d'abord que la
congruence A(a-)==o ait trois racines réelles, a, (3, y, ces racines étant
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distinctes. On pourra choisir les opérations génératrices du groupe
(Gp)3? de façon que la substitution correspondante prenne la forme

s-=i{ax, i3y,y^).

Les subst i tut ions s forment un groupe L, d'ordre (p — i)3. Ce
groupe L comprend le groupe K des substitutions singulières, puis
les substi tut ions de l 'une des formes (a;z*, (3y, (3^), (a;r, [3y, a^),
(a.ï,ay, p^).

Les substi tutions permutables au groupe L sont de l 'une des formes

{ax, by, cz)^ {ax,bz,cy), { a y , b z , c x ) .

Elles forment un groupe U d'ordre 3l Çp — i)3.
n l (p^^-P -+- iK/^-hp)?2 . ' 1 111 a donc ———-—————Â—— groupes conjugues de L.
Or, c'est précisément le nombre des groupes L, pu i sque c'est le

nombre de manières dont on peut choisir trois par trois les/?2 4- p -h i
sous-groupes d'ordre/? de (G-^)3.

Donc tous les groupes L font partie d 'une suite complète unique de
sous-groupes conjugués.

10. Supposons que la congruence A(Œ)E=EO (moàp) admette une
racine simple et une racine double, la racine double n 'annulant pas
tous les premiers mineurs du déterminant A(cr).

On pourra choisir les opérations génératrices de (G^)^ de façon que
la substi tut ion considérée soit de la forme

^=(a^4-y^ (3j-i-â^, (3^).

Ces substi tutions forment donc un groupe M, d'ordre p ^ Ç p — s)2 .
Pour que les premiers mineurs de A(cr) ne soient pas tous nuls, il

suffît que ? ne soit pas nul (mod/?).
Les substitutions permutables au groupe M sont de la forme

t ==(an.r + a^z, a^y 4" a^, a^z).

Elles forment un groupe M' d'ordre (/? — i)3/?2.
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Le nombre des groupes conjugués de M. est donc

( / ^ - ^ p - ^ ^ p Ç p -^ i).

Or risomorphisme correspondant à la substitution s est

/ a, b, c \
\ a^, ^ aï/y3^ /

D'ailleurs, il y a p • i • J ^ p • + • ï manières de choisir le groupe j a j ,
ensuite p2-^-p manières de choisir le groupe j 6 | , ce qui donne
(jP24"' P + i)(p2 -+-p) groupes M.

Les groupes M forment donc une suite complète unique de sons-
groupes conjugués.

11. La congruence A(o-) 5== o( modp) peut avoir une racine t r ip le
n 'annulant pas tous les premiers mineur s du déterminant ; A(î'). La
substitution s correspondante sera de la forme

.y == (a^* + a /y -h ^'^, ^y -+" p^y a^)

ou bien de la forme

f ̂  + ̂ y ^ ̂ ^ (3/y _ L (a - p7)^, y^y ̂  (aa - ̂  ) ^1, avec / ̂  o.

On ramène cette seconde forme à la première en remplaçant l 'opé-
ration c par

Ê-r^b r c=c\

puis en permutant les opérations b et c\
Les substi tutions s forment un groupe N, d'ordre (/-? — i)/^.
Celles qui n'ont pas encore été énumérées sont celles pour lesquelles

on a a'? ̂  o.
Les substitutions permutables au groupe N sont de la forme

^= {a^x -h a^y -4- a^z, a^y-+-a^s, a ^ z ) .

Elles forment un groupe N' d'ordre Çp -— i)3^3.
Le nombre des groupes conjugués de N est donc ( p ^ -+-/?+• î ) (p+i) .
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D'ailleurs, Fisomorphisme correspondant à s est de la forme

/ a, b, c \
\ a^, a^'b^, a^'bh^ )

II y ap2+/?+ r manières de choisir le groupe \a \. Il y a ensui te
p2-^-? manières de choisir le groupe 6 { ; mais , le groupe b étant
choisi, on peut le remplacer par n'importe quel sous-groupe d'ordre/?
de a^b\ autre que j a \.

11 y a donc (p2^-/? -h i ) (p+i ) groupes N.
Les groupes N forment donc une suite complète unique de sous-

groupes conjugués.

12. Examinons le cas où la congruence A(cr)=o(mod/?) a une
racine simple et deux racines imaginaires de Galois.

Les substitutions correspondantes peuvent se mettre sous la forme
{(xx, y/s, y-4-0-3),

avec la condit ion que le polynôme cr2 —-â(7--Ysoit i r réductible (mod/^)
ou bien (en admettant dans les subst i tu t ions envisagées des coeffi-
cients entiers complexes, réels ou imaginaires de Galois) sous la forme

,ç=(a^,//,y^),

j e t j p étant des imaginaires.
Les substitutions s forment un groupe P d 'ordre^— ï.Y(p-+-i).

On voit aisément que les substitutions t, permutables à s, forment un
groupe P' d'ordre 2(p — î Y ( p + ï).

Le nombre des sous-groupes conjugués de P est donc
(^4-^+l)^(^_ï)

C'est d 'a i l leurs le nombre total des groupes P, ainsi que le montre
le raisonnement suivant :

On voit aisément que l'isomorphisme envisagé peut, au moyen d'un
choix convenable des opérations génératrices, se mettre sous la forme

a, b, c
a^, c, &Tc5
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11 y a i^ -+-P -+-1 manières de choisir j ^, c |. On sait d'ailleurs que
dans le groupe des isomorphismes de (Gp}2 il y a 1—'-—— sons-groupes
cycliques engendrés chacun par une subs t i tu t ion à congruence irré-
ductible, d'ordre p2 — i.

Ensuite le groupe j b,c\ contient^ -4- i sous-groupes d'ordre^?.
Il y a donc encore p2 manières de choisir j a j .
Cela fait en tout (p2 4-p 4- i)^-^^!!)^^ sous-groupes P.
Les sous-groupes P forment donc, dans le groupe G, une suite com-

plète unique de sous-groupes conjugués.

13. "Restent les subs t i tu t ions dont la congruence caractéris t ique a
trois racines imaginaires de Galois . Par un changement de variables
(en admettant des coefficients entiers complexes, réels ou imagi-
naires de Galois), on peut mettre l 'une de ces subs t i t u t ions sous la
forme

s ^ U x ^ j P y ^ i P ' z Y

Si l 'on suppose que y est une imaginaire appar tenan t à l 'exposant
p^ -̂ . •̂  on voit que les substi tutions s forment un groupe cyclique Q
d'ordre/^3 — i.

Les subst i tu t ions t permutables avec le groupe Q transforment s en
elle-même ou en

SP=-.(jP^,JP\y, fz),

ou en
^^(y/^yj,^).

Le groupe Q' des subst i tut ions / est donc d'ordre 3(/^3— i).
11 en résulte qu'il y a U9—^M^-^^ groupes cycliques conjugués

dii groupe Q.
D'ai Heurs, en faisant le total de toutes les subst i tu t ions énumérées

jusqu ' ic i , avec l'hypothèse que les groupes Q forment une suite com-
plète unique de sous-groupes conjugués, on trouve

(/^-i)(^-p)(^~^)

pour ce total, ce qui jus t i f ie l'hypothèse.
Ânn. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome XVL — SEPTEMBRE 1899. 49
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14, Voici maintenant comment on obtient les diverses substitutions
que je viens (Ténumérer.

Les substitutions singulières sont les p — i subst i tut ions

| x , y , z a^aj,a^ |, a = î , 2, . .. ,p — i.

Les substitutions pour lesquelles la congruence A(cr)==o (mod /?)
a une racine triple annu l an t tous les premiers mineurs du détermi-
nant A(cr) sont en nombre

(^4-^+i)(^+l)(^_l)2,

On les obtient comme il suit :
1° Soit oc^ ̂ i o; on posera

î r^i-î^i / x/i
a^,—— .——-il-(an-^)- ,

4^21 L ^i J
^23 / a.^a.$Aa^ES —jL ^ ^.,_ __rl-±L ,
ia^ \ - agi /
a.-ji / a-,.ta;jA

^2=—— ^â—an— ——-1 ,
3 ^21 \ C<21 /

^ - ^n^ ^2 . 3 (y.^a'.n
^33 ^^ ————————— ~1~ — ————— •

2 2 agi

Alors
* î [ ^.îa.>iV
A=^a,+^+-^);

on fera
Oît} 'î 5S"] i «,

^i i+^a-h-———1=À,
^21

et l'on regardera a^, par exemple, comme déterminé par cette équa-
tion.

En résumé, X et c^ pour ron t prendre les valeurs î , 2, . . . , » — ï ;
a^, a^, a;^ pourront prendre les valeurs o, î , 2, . . ., p •— î .

^ n » ^-.'îîn ^32» ^ - l îp ^^2 sont alors déterminés.
2° On fera

031 SS 031 =5 Oag ES 032 SES 0,

an =s 022 ̂  a;j3 ̂  À ;

on donnera à A les valeurs 1 , 2 , . . ., p — î et à a^, comme il 0 ,3 les
valeurs o, i, 2, . . . , / ? — r .
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Cependant on exclut le cas
38-

3° On fera
aj2S=o, ai3==o.

agi == ^31 == ^3 =s= a^ == o,

Oîiî == ^22=== a33=EO,;

on donnera à X, a^ les valeurs i, 2, . . . , / ? — i et à a^ les valeurs o^
1 , 2 , . . . , p — — Ï .

4° On fera
agi ss ^31 ̂  033 E= ai2 ̂  o,

^11 ̂  ^ââ ̂  a33 ̂  ^ î

on donnera à A, a^ les valeurs i , 2, . . ., p — x et à 0 ^ 3 les valeurs o,
I, 2, . . . , p — î .

5° On fera
(^22 4- ^33

agi ̂  agi ss o, a.n ̂

^2;$ ;
oCag — oc;{3
"ïp

^32= " ( ^ 3 3 — — ^22 )
î

012 ̂  poci3

^22 4- ^33 S X ;

X et p prennent les valeurs î , 2, . . . , / ? - — î ; 033 prend toute valeur,
sauf la valeur ^'X; a^ prend toute valeur.

6° On fera
agi s ̂ 23 == 013 =s 012 = o,

«11 55^22=== 0.33 ̂  }.;

X et a;^ prendront les valeurs î , 2, . . . , / ? — î ; a;^ prendra toute
valeur.

7° Enfin on fera

^ _ ^33 —— ^11
^ai === ——-———-?2 p 033 -+- an

^22 3E= ————-———— ?û 2
^l:î ̂  - (^11—^33)? .a a,n 4- «33 ==. À.

^12 ^—— P<^32?
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X et p prendront les valeurs i, 2, .. ., p — i ; 0-33 prendra toute valeur,
s a u f - - a;^ prendra t o u t e valeur.

15. Les substitutions pour lesquelles la congruence A(a)=o a
une racine simple et une racine double, la racine double annulant
tous les premiers mineurs du dé te rminant A(o-), sont en nombre égal
^(^ ^P + ^(P - I) (P - 2)"

On les obtient comme il suit :
i° On pose

a.,-À.+^,
^21

On ===^."-t- ^ — 5Î22 •
^23 ̂ 31 ,

a,

^32 E=

^1
(a^-À),

i / 093 <y. -n '\ , ..
a^ = —— a — a.-,.,— --—— (a^-— îi),

^21 V ^ ^21 /

,, -^••i^ -7 ^^iV
a13 === a^ ̂  ~~ ̂  ~ "0,7"̂

on donne à À, a^ les valeurs i, 2, . . . , / ? — T ; on donne à [x une valeur
différente de o et différente de À; a^, 0-31, a^ sont arbitraires.

2° On fera

031 ̂  023 ̂  0

ai:,^ —• (a;«
^3 l

(7,12== —^ ( a i i — 032)
^31

ai:,^ ——• ( ^ 3 3 — — ^ 2 ' â ) ( ^ l l —— ^22) an-f-a3;i= ^2 + A ;

on donnera à 0.22» ^i les valeurs 1 ,2 , . . ., p — i ; on donnera à A une
valeur quelconque différente de o et de a^. ^-33, ^32 ^"t arbitraires.

3° On fera

^23 ̂

^1;}^

a;n
i

032
a!2

^3%

(^22

( y^ï

— — ^ . l ) ( ^ 3 ; } -

— ^11 )

- ^ l l )
—— ^33 = À ;
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on donnera à a < . , , 0.33 les valeurs i , 2, . . ., (p — i); on donnera à X
une valeur quelconque différente de o et de a , ^ .

a.33, a^ sont arbitraires.
4° On fera

y^ i === 031 ESS 0(33 == 023 ==; o, a^ SEE ^33 ;

on donnera à a^, a^ les valeurs î , 2, . . . ,yy-- ï ; 032 prendra une
valeur quelconque, différente de o et de a , , ; 0,3 est arbitraire.

5° On fera

a^i ES 031 ss 033 ̂  o, Og3 =s an, a^ == °^3 (0.32 — a;^);
^12

on donnera à a^, a^ les valeurs ï , 2, . . ,, p — i ; a^ prendra une
valeur quelconque di f férente de o et de a , , ; 0^3 est arbitraire.

6° On fera
a^i =S ^31 S 032 ̂  ^12 ̂  033 = 0, a^g EE= 033;

on donnera à a^, 0,3 les valeurs ï , 2, .. ., j? — i ; o^a prendra une
valeur quelconque, di f férente de o et de a , < .

7° On fera
OÎ21 ̂  ^31 ̂  032 SES Oiâ ̂  0, 0^ ES 0^1 ;

a^ et a^ prendront les valeurs 1 , 2 , . . . , (/? —- ï ) ; 0^3 prendra une
valeur quelconque différente de o et de a < , ; a^y est a rb i t ra i re .

(S0 On fera
a^ =s a^i s a^ s== ^12 ss ^13 ̂  0? ^n :::::: ^22;

0^ ï et 0-23 prendront les valeurs ï , 2, . . . , p — ï ; 0-23 prendra une valeur
quelconque, autre que o et que a^.

9° On fera
a.^ s a;n s a;^ ss a^ =s= aïs = o, an ss 033 ;

a ^ i et 0.23 prendront les valeurs 3 , 2, .... /? — ï ; a^ prendra une
valeur quelconque, autre que o et a^.

10° On fera
031 SS OÎ3i S a;}2 5= Oia S 0^3 S ̂ 3 ̂  0 ,

puis
( a^ prendra les valeurs 1,2, . . . , p — ï ,

a.>^ ss ag^ <
( an sera différent de zéro et de 0^2,



3c)0 R. LE VAVASSEUR.

ou bien
( «33 prendra les valeurs 1,2, . . . , p — ï ,

33 _ .n ^ ̂  ̂ ^ différent de zéro et de a;}3,

ou bien
OL^ prendra les valeurs ï, 2, . . . , / ? — T ,

an === 032 ^33 sera différent de zéro et de an.

16. Proposons-nous, actuellement, le problème suivant : De com-
bien de manières peut-on déterminer les coefficients a^ de façon que le
polynôme A(o-) soit identique à y — [3cr 4- aa-2 •— a3, où y ̂  ^n nombre
entier donné, différent de zéro, a et p Aa/^ <̂ .r nombres entiers donnés
quelconques.

1° On donnera à a*^ età [7- les valeurs î , 2, . . . , ( / ? — ï ) ; à a^, a;^,
a2:s, a^ des valeurs arbitraires, puis on fera

c/n^ a -— a^s— 033,

^52 ^33 +^(^22 -^ ^33 ) —— (^22+^3 )̂ ll̂ lî lZl̂ L̂ liZ"-.P .

^21
^12^ ————————————————————————————,„——————————————————————————————,

^21

^22^21^31-1-' ^23^.^1 —— ^21^31^3-1-^-

"2 1

^aji 013^ ^as^as^^ i (^22+ ^3— a) •+- ^i i (^-33 ̂ n— ^23^31)
X l>22(733-4-a(a22-ha;î3) —— ( ̂ 22 -+- ^33 )2 —— P)

-h ( aa^î ••- 03 i cc^ — 2 aai 0:33 4- ^ss ^21 )
X ^23 (^22^2 lûC3 i+a23aJ i—— ^21 ^31 ^33-+-^) + 7^1-

2° a. La congruence
CT3— acr'2 + p o- — y s5 o

a une racine triple ^. On donnera à y^ une valeur différente de zéro,
à a^, aa;î, a;,i, 0 ^ 3 des valeurs arbitraires. Puis on fera

OinSS 3À — ^22-— ^3^ a -— 022 —'^33,

a =3), p=3Â 1 2 , y^?.3,

— g^^^n"^ a(a22-+- ^33) ~ (^22-^ a33)^-~~ ^23^32— ^3i^ i3—_P^ ^ — — — — — — — — — — — — — — — — — — — ^ ,

^2sa;H
a^sE: À 4- —-——•>

^21

^ââ^n^Sl -r- ^23^J l—— ^^1^31^33
^32=
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b. La congruence
cr3 — a a-2 -{- (3 cr — y SE; o

a une racine double X et une racine simple p.. On fera comme au cas
précédent; mais

a==2À-(-^., (3 = }.2-4- 2}i^., y==/2^,

et l'on aura, soit
0,3.^1

C/.33 —— A -t- —————— ?
^21

soit
^^fi^.

^21

<?. La congruence
cr5 •—- a o-2 + p o" — y SEE o

a trois racines distinctes, À, (J., v. Alors

a == À •4" p. -}-- y, ? === fJt.̂  4- v/. -+- /.^, -/ == }.̂ .

On aura, soit
, , _ _ . . , ^23^31a y;, „•-== A -+- ————.»

^21

soit
C^. •'> •> ûî •i ia^==p.+ L̂-.L1,

a^
soit

— . aî 3 a;î I

^21

I I faudra prendre successivement ces trois formules.
d. La congruence

A ( a-) .=== — o-3 -+- y. o-2 — p o" -+- y === o

a une racine réelle À et deux racines imaginaires de Galois.
On se servira des formules 2° a, ou A désignera l 'un ique racine

réelle. (Bien e n t e n d u , a n'est plus égal à 3À, ni ? à 3Â2, n i y à A 3 . )
3° On fera

a^sso.

On donnera à a^, a;^ l 'une des valeurs r , 2 , . . .,p — i et a a^, a;{;n a:{ii
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des valeurs arbitraires; puis on fera

On == 0—032--033,

03i0i3== 022 033-1- (0^4- 033)(0 —— 022—— 0 3 3 ) — — 023032—— (^

o^Ost 012== (033^32 —022033) ( o — O a ^ — 033)

-l-ojaOgs-t- 022(022-1- 033) (a-— o^ — 033)
— osa 033032 — (3o22+y;

4° a. La congruence
c r 3 — o ^ + j S o - — y ^ o

à une racine triple "À, ou bien une racine simple \ et deux racines ima-
ginaires de Galois. On fera

022^^, 033^0, Oaisso.

On donnera à a,.̂  une valeur différente de zéro, à ag;p a;^, 0 , 2 des
valeurs arbitraires, puis on fera

O H = = O —— 0^2 — Osa,

0.31 O^EES 0^033-h (Oâ2+ 0 3 3 ) ( 0 — — 0 ^ 2 — — 033) —— [3.

À. La congruence
G-3 — o cr2 4- (3 cr — y SES o

a une racine double À et une racine simple p.. On fera successivement

o === ?., . o s ̂  ;

le reste, comme au cas a.
c. La congruence a trois racines distinctes X, [j-, v. On fera succes-

sivement
o == X,- o s= p., o==y;

le reste, comme au cas a.
5° On fera

O^ESSO, a;n== o.

On donnera à ^32 une des valeurs i , 2, . - . , p — r , à a;^, 0^3, a^ des
valeurs arbitraires. On égalera a^ à l 'une des racines réelles do la
congruence donnée

(j3 — a.o-2 -{- (3o" — y ss o.



ÉTUDE DU G R O U P E DES ÏSOMORPI1ISMES DE (G^)3 . 3q3

a-a;, sera dé t e rminé par la congTiience

^23^32=—- (3 4- ^22^33-4- ( O^ -+- 0:33 )(a —— a^—— 0;^),

et a^a par la congruence
032;== a — a n — a;^.

6° On fera
0^=0, ^3,EE=0, 033^0.

On donnera à a^, 0,3, a^ des valeurs arbi t raires; a,^ a^, 033 sont
égaux (à l'ordre près) aux racines supposées toutes réelles (mais non
forcément distinctes) de la congruence donnée.

17. Les considérations qui précèdent ne sont pas exactes polira === 2
o u / > > = 3 , car on n'aurait pas le droi t , pour ces cas particuliers, de
diviser ou mul t ip l i e r les deux membres d 'une congruence par 2 ou 3 ;
mais la même méthode est applicable.

Voici, par exemple, les résultats pour le groupe simple d'ordre 168,
correspondant au cas p = 2. Il n'y a qu 'une subs t i tu t ion singulière,
(.^,y^).

1.1 y a 2î sous-groupes d'ordre 2 formant une suite complète u n i q u e
de sous-groupes conjugués. Leur congruence caractéristique est

o-^ + (j2 4- o- -1- î s o ;

elle admet la racine triple' c =. r , et cette racine annule tous les pre-
miers mineurs du déterminant caractéristique A(cr).

II y a 21 sous-groupes d'ordre 4» formant une suite complète u n i q u e
de sous-groupes conjugués. Les subs t i tu t ions d'ordre 4 a d m e t t e n t
encore comme congruence caractéristique la congruence

(7:i,4- 0-2.4-. 0-+ isso.

Mais ici la racine triple cr = i n'annule pas tous les premiers mineurs
deA(a) .

Il y a 28 groupes d'ordre 3, formant une suite complète un ique de
sous-groupes conjugués.

La congruence caractéristique de chaque substitution d'ordre 3 est

cr3 -j- l r-=s o (mod 2).
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El\e admet la racine réelle o- == i et deux racines imaginaires de Galois,
les racines de la congruence irréduct ible

o-2 4- o- 4-1 ss o ( mod 2 ).

Enfin, il y a 8 sous-groupes d'ordre 7, formant une suite complète
unique de sous-groupes conjugués.

24 substitutions d'ordre 7 ont pour congruence caractérist ique la
con^ruence i rréduct ible

0-3 _^ 0.2 ̂ . ^ ̂  Q (mod 2 ).

Les 24 autres ont pour congruence caractéristique la congruence
irréductible

(j3-i- o"-^. ï== Q (mocl 2) .


