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SUR

CERTAINES EXPRESSIONS DIFFERENTIELLES

ET LE

PROBLEME DE PFAFF,

Par M. Euir CARTAN.

Le probleme de Pfaff a ét¢ I'objet de nombreux travaux. Je n’ai pas
'intention de les passer tous en revue ('); les plus saillants sont ceux
de Pfaff lui-méme, puis de Grassmann, Natani, Clebsch, Lie, Frobe-
nius et Darboux. Le probleme dont il s’agit est, en somme, la résolu-
tion d’une équation aux différenticlles totales, et il s’y est joint plus
tard celui de la réduction d’une expression linéaire aux différentielles
totales, ou expression de Pfajf, & nne forme canonique au moyen d'un
changement de variables convenable.

Pfafl (*) a le premier donné le résultat qu'unc équation aux diffé-

rentielles totales peut toujours étre vérifiée par un systeme d’é¢qua-

. - ’ ’ n . . n-1
tions intégrales dont le nombre ne dépasse pas - si n est pair, ——

si n est impair. Sa méthode est fondée sur la réduction graduelle
du nombre des éléments différentiels dans I’équation, chaque réduc-
tion d’une unité étant fournie par l'intégration complete d’'un sys-
teme d’équations différentielles ordinaires et par un changement de
variables.

(1) Consulier, par exemple, pour la bibliographie, Fonsyru, Theory of differential
equations, I Partie, Chapitre III'; dans cet Ouvrage le probleme de Pfaff est exposé d'une
maniére (rés intéressante, au point de vuo historique (Chap. IV a XII).

(2) Methodus generalis cequationes differentiarum partialium necron wquationes dif-
Jerentiales vulgares, utrasque primi ordinis, inter quotcumque variabiles complete inte-
grandi (4bh. d. K.-P. Akad. d. Wiss. zu Berlin, p. 76-136; 1814-1815).
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Grassmann, dans la seconde édition de son dusdehnungslehre ('),
applique les principes de son calcul extensif au méme probleme. Sa
méthode est au fond la méme que celle de Pfaff, mais ne s’applique
quaux équations qui, par une réduction graduelle, peuvent se
ramener 4 une équation genérale & un nombre pair de variables. 1l
donne la condition nécessaire et suffisante pour que I’¢quation puisse
étre vérifiée par un systeme intégral de 7 équations. Ses résultats ont
une forme extrémement concise.

Natani (*) et Clebsch (®) réduisent successivement le nombre des
¢léments différentiels de I’équation; mais, ce qui est un grand pro-
gres, chaque réduction n’exige la recherche que d’une seule inté-
grale d’un systeme d’équations différentielles; mais, comme dans la
méthode de Pfaff, il faut chaque fois faire un changement de variables.
Néanmoins, Natani a cherché, sans arriver i des résultats bien simples,
a former directement les systemes aaxiliaires successifs par la seule
connaissance des intégrales déja trouvées des systemes précédents.

Dans un second Mémoire (*), Clebsch a résolu le probleme d’une
maniere tres élégante dans le cas des équations générales i un nombre
pair de variables; on a a chercher une intégrale d’un certain nombre
de systemes complets successifs et chaque équation d'un systeme de
cette série dépend linéairement des dérivées partielles d’une seule des
intégrales précédemment trouvées, sauf une équation commune a tous
ces systemes, qui ne dépend que des coefficients de I'équation donnée.
Sa méthode ne s’étend pas aux autres cas et, d’ailleurs, Clebsch n’a
jamais résolu completement le cas d’un systeme général 2 un nombre
impair de variables. Dans ce méme Mémoire, Clebsch indique Ia ma-
niere de déduive d’un systeme intégral particulier le systeme intégral
le plus général.

M. Lie (*) est, en somme, le premier qui se soit occupé de la réduc-
tion d’une expression de Pfall; il a mis en évidence le caractire inva-

(1) Die Ausdehnungsiehre, wollsténdig und in strenger Form bearbeitet. Berlin; 1862.

(2) Journal de Crelle, t. 38, p. 301-328; janvier 1860.

(3) Ibid., t. 60, p. 193-251; septembre 186o.

(%) 1bid., t. 61, p. 146-179; seplembre 1860.

(3) Poir plus spécialement : Theoric des Pfaffschen Problems (Arch. for Math. og
Nat., t. 11, p. 338-379; 1877).
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rviant d’un certain nombre entier (la classe de I'expression de Pfaff
d’apres Frobenius), qui détermine complétement la forme canonique
a laquelle on peut la réduire. Sa méthode est basée sur la théorie des
transformations de contact. La réduction est obtenue comme dans la
premiere méthode de Clebsch, mais en la combinant avec la méthode
d’intégration de Mayer pour les équations aux dérivées partielles du
premier ordre.

Frobenius, dans son beau Mémoire du Journal de Crelle ('), emploie
une méthode toute nouvelle. Elle est fondée sur la considération de ce
qu’il appelle le covariant bilinéaire associé a I’expression de Plaff. Les
conditions d’équivalence, c¢’est-a-dire de réduction possible & la méme
forme, de deux expressions de Pfaff sont alors les conditions d’équi-
valence algébrique de deux formes, linéaire et bilinéaire, par rapport
aux éléments différentiels. Il arrive ainsi & la notion de la classe. Sa
méthode de réduction est analogue & celle de Natani et Clebsch, mais
ici les systemes complets successifs sont formés sans changement de
variables et leurs équations dépendent des dérivées partielles de toutes
les intégrales précédemment trouvées. '

Enfin, dans nun Mémoire contemporain de celui de Frobenius, bien
que publié cinq ans plus tard (*), M. Darboux part du méme covariant
bilinéaire dont les propriétés d’invariance lui permettent de déduire
du premicr systeme auxiliaire commun & toutes les méthodes de
réduction la classe de P'expression de Pfaff. 11 en tire aussi d’une
maniere tres ¢légante les formules fondamentales de la théorie des
transformations de contact. _

Le présent travail constitue une exposition du probleme de Pfaft
fondée sur la considération de certaines expressions différentielles.
symboliques, entieres et homogenes par rapport aux dillérentielles
de n variables, les coefficients étant des fonctions quelconques de ces
variables. Ces expressions peuvent étre soumises aux regles ordinaires
du calcul, & la condition de ne pas échanger ordre des différentielles
dans un produit. Le calcul de ces quantités est, en somme, celui des

(1) Ueber das Pfaffsche Problem (Journal de Crelle, 1. 82, p. 230-315; 1877 ).
(2) Sur le probléme de Pfaff (Bulletin des Sciences mathématiques, »¢ série, L. VI,
p. 14-36, §9-68; 1882).
Ann. de I’Fe. Normale. 3° Série. Tome XVI. — Juin 18¢g. 31
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expressions difféventielles qui sont placées sous un signe d’intégrale
multiple (*). Ce calcul présente aussi de nombreuses analogies avec
le caleul de Grassmann; il est d’ailleurs identique au calcul géomé-
trique dont se sert M. Burali-Forti dans un Livre récent (*).

Il est clair que si I’on fait un changement de variables, toute expres-
sion différentielle de degré p se change en une expression différen-
tielle de degré p par rapport aux nouvelles différentielles. Dans le cas
d’une expression de Pfaff, qui est du premier degré, on peut lui asso-
cier une autre expression différentielle du deuxieme degré, qui est un
covariant par rapport aux changements de variables et qui n’est autre
chose que le covariant bilinéaire de Frobenius et de M. Darboux; je
lappelle la dérivée de I'expression de Pfaff. Mais, grice a la notion
des expressions différentielles symboliques, ce covarwant est le pre-
mier terme d’une suile de covariants symboliques du troisieme, qua-
triéme, ... degré, qui se déduisent intuitivement de [’ cxpression de Pfajf
et de sa dérivée par des multiplications; ils constituent les dérivées
deuxieme, troisitme, ... de I’expression de Pfaff, la dérivée pime étant
de degré p +1.

On concoit le parti que on peut tirer de la considération de ces
dérivées, grace a leur caractere invariant. Ce sont les seules quantités
qui interviennent dans les énonces de tous les résultats de la théorie, dont
la forme est extrémement simple.

La considération de ces dérivées permet de trouver d’une maniére
pour ainsi dire intuitive tous les résultats déjh connus; mais elle m’a
permis d’en découvrir d'autres. Je signalerai entre autres ’extension
de la seconde méthode de Clebsch a la réduction des expressions de Pfaj)
quelconques (*), de classe paire ou impaire, & un nombre quelconque
de variables. Elle m’a permis aussi d’exposer compléetement la théorie
des iniégrales singuliéres d’une équation de Pfaff (*).

(1) Cf. CartaN, Le principe de dualité et certaines integrales multiples de lespace
tangenticl et de l'espace reglé (Bulletin de la Société mathématique de France, 1. XXV,
p. 1-39). ’ ~

(2) Introduction & la Géométrie différentielle, suivant la méthode de Grassmann (Gau-
thier-Villars; 1898).

() Foir plus has, Chap. IV, §§ 69, 70, 73.

(*) A partle cas classique des intégrales singulieres de I'équation & trois variables, je
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Ce Mémoire est divisé en cing parties. Dans la premiére, j’expose les
principes du calcul des expressions différentielles qui interviennent
dans la suite. Dans la seconde, j’introduis les dérivées d’une expression
de Pfaff et la notion de classe, et je démontre la condition nécessaire
et suffisante pour qu’une expression de Pfaff soit de classe p : le
résultat est extrémement simple, c’est que la dérivée p**™ ait tous ses
coefficents nuls. Jintroduis ensuite ce que j'appelle le systeme com-
plet adjoint et expose la réduction d’une expression & sa forme cano-
nique, soit par des changements de variables successifs (méthode de
Natani et Clebsch), soit sans changements de variables (méthode de
Frobenius).

La trotsicme partie est consacrée a la résolution d’une équation de
Pfalf, probleme qui admet des solutions générales dépendant de la
réduction du premier membre & sa forme canonique, et des solutions
singulieres obtenues en annulant tous les coefficients d’une certaine
dérivée.

La quatriéme parte est consacrée aux deux problemes suivants :

Résoudre une équation de Plajff au moyen d’un nombre donné r de
relations inconnues ;

Résoudre une equation de Plaff au moyen d’un nombre donné r de
relatwons, parmi lesquelles h sont données a I avance.

Ces deux problemes admettent des solutions générales et des solu-
tions singulieres. Les premicres sont données par la recherche d’une
intégrale de plusieurs systemes complets successifs, les équations de ces
systemes contenant linéairement les dérivées de Loutes les intégrales
déja trouvées. Quant aux solutions singulieres, ce sont les solutions
d’un probleme analogue, mais ol les relations données entre les

variables sont en plus grand nombre et peuvent étre formées par dif-
férentiations.

ne eonnais qu’un Mémoire de Frisiani, que je n’ai pas pu consuller et qui est intitulé :
Sull’ integrasione delle equasioni differenziali ordinaric di primo ordine e lineari fra
un numero qualunque di variabili ( Effemer. astr. di Milano; 1848). D'aprés Forsyth, il y
discute la possibilité de satisfaire & une équation de Pfaff par des équations en nombhre
moindre que le nombre canonique.
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Dans le cas, assez général, ot les solutions cherchées ne sont pas
des solutions singulicres de I’équation de Pfafl, ou, d’une facon plus
précise, n’annulent pas tous les coefficients de la dérivée (2r — 2)ime
de I'expression, la forme des systemes complets peut étre simplifiée
pour le calcul, de manitre que chaque équation ne dépende plus que
des dérivées d’unc seule des intégrales précédemment trouvées. Cette
méthode donne en particulier la généralisation de la seconde méthode
de Clebsch.

Enfin la cinquieme partie est consacrée aux applications de la
théorie & I'intégration des équations aux dérivées partielles du premier
ordre, ordinaires ou homogenes. J'y indique aussi comment la consi-
dération des dérivées se préte a I'établissement des formules fonda-
mentales de la théorie des transformations de contact.

I. — Expressions différentielles.

1. Etant données nvariables z,, #,, . .., x,, considérons des expres-
sions w, purement symboliques, se déduisant, au moyen d’un nombre
fini de signes d’addition ou de multiplication, des n différentielles
dz,, dz,, ..., dz, et de certains coefficients fonctions de x,, «,, ...,
x,; ces expressions étant, dans le sens ordinaire du mot, komogenes
en dx,, dx,, ..., dz,. Comme elles sont purement symboliques, nous
nous astreindrons, toutes les fois qu’il y aura un signe d’addition ou
de multiplication, & ne pas changer Pordre des termes ou des facteurs
réunis par ce signe.

Soumises aux régles ordinaires ducaleul, ces expressions pourraient
se mettre sous la forme de polynomes entiers et homogenes en da,,
dz,, ..., dz,. Le degré de ces polynomes sera, par définition, le degré
de P'expression correspondante w. Les expressions différenticlles du
premier degré s’appellent encore expressions de Pfajf'; elles sont de la
forme analogue a la suivante :

(1) Asdryg+ Ayde,+. . ..

Comme exemples d’expressions différentielles de degré supérieur,
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[
=
Ut

on peut avoir les suivantes:
(2) . Ajdxsdr,+ A, darsdez,,
(3) (A, dxy+ Ay da,) (B doe dxy+ By dxydx,) + Cdrdx,dx,,

2. Eaxpressions differentielles monomes. — Ce sont celles qui se dédui-
sent par des signes de multiplication d’un certain coelficient et de
certaines des différentielles dx,, dx,, ..., dx,, répétées ou non; par
exemple la suivante :

(4) Adz,dx,dz,dr,dr,dzx,.

Les plus simples, aprés ces expressions différentielles, sont celles
qui se déduisent par des signes d’addition d’un certain nombre d’ex-
pressions différentielles monomes de méme degré; elles ont la forme
de polynomes en dz,, dz,, ..., dz,. Telle est 'expression (2).

Nous considérerons aussi, apres ces expressions particuliéres, celles
qu’on déduit par des signes de multiplication d’un certain nombre des
expressions différenticlles précédentes. Telle est I'expression

(5) (Ada,+ Ay dz,) (Bydeyde, + B, dx, dxy) (C, de dxy+ C, dryda,).

3. Rang d’une dyférentielle dans une expression diyfférentielle. — Con-
sidérons une différentielle entrant en un certain endroit dans une
expression différentielle. Si cette expression différentielle est une
expression monome, le rang se marque d’apres la place que cette dif-
férentielle occupe dans le monome; ainsi, dans U'expression (4), la
différentielle da, occupe le quatrieme rang.

S’il s’agit d'une expression différentielle polynome, le rang d’une
différentielle est celui qu’elle occupe dans le monome ot elie entre.

Enfin, dans le cas général, si I'on soumettait unc expression dilfé-
rentielle quelconque aux regles ordinaires du calcul, de maniére a la
transformer en une expression polynome, mais en ayant bien soin
dans chaque produit de respecter 'ordre des différentielles, le rang
d’une différentielle donnée est celui qu’elle aurait dans I’expression
polynome ainsi obtenue. Par exemple, dans I'expression (3), la dif-
férentielle dz,, qui entre dans le deuxieme terme de la deuxieme
parenthese, est au troisieme rang. Dans une expression différentielle,
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produit de plusieurs expressions différentielles polynomes, les diffé-
rentielles du premier facteur, supposé de degré %, ont les rangs 1,
2, ..., h; celles du deuxieme facteur, supposé de degré £, ont les
rangs A —+1, A+ 2, ..., A + k, et ainsi de suite.

4. Valeur d’une expression diférentielle. — Pour définir, par con-
vention, la valeur d’une expression différentielle w, de degré %2 par
exemple, nous considérerons ,, x,, ..., 2, comme des fonctions de %
parametres indeéterminés o, o, ..., o, supposés rangés dans un cer-
tain ordre que nous appellerons I'ordre naturel.

Cela étant, on considere toutes les 2! permutations des lettres o,
Uy, «vny oy Soit (B, Bus ..., Bx) une de ces permutations. A cette
permutation, on fait correspondre la valeur que prend, d’apres les
regles ordinaires du calcul, I’expression w, lorsqu’on y remplace les
différentielles qui occupent le 1, 2°, ..., Ai®me rang respectivement par
les dérivées correspondantes prises par rapport & B,, B,, ..., B4 On
fait précéder la quantité ainsi déterminée du signe + ou du signe —,
suivant que la permutation (3, B., ..., B,) présente un nombre pair
ou un nombre impair d’inversions. La somme algébrique des /! quan-
tités ainsi obtenues est, par définition, la valeur de U'expression diffé-
rentielle donnée.

Ainsi la valeur de 'expression (2) est

s,

dxy 02,

A Jdx, dx, A 024 ()m_,> _(a dxy dx, 9y 925\
da, d“l)

R TNY Pl Py 'Jm, 9a, T

5. Expressions difféerentielles équivalentes. — Deux expressions diffé-
rentielles sont dites équivalentes lorsque, étant de méme degré, elles
ont la méme valeur, quels que soient les parametres qu’on choisit pour
définir cette valeur.

Il résulte de la définition donnée plus haut qu’on peut, sans changer
la valeur d’une expression différentielle, lui appliquer toutes les
regles du calcul ordinaire, & condition de laisser inaltéré le rang des
différentielles, c’est-a-dire 2 condition de ne pas intervertir 'ordre des
différentielles dans les produits qu'on effectue. En effet, ces modifi-
cations ne changent aucune des 4! quantités qui servent a définir la
valeur de I'expression différentielle.
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Il résulte de la qu’une expression différentielle quelconque est équi-
valente & une expression différentielle polynome et que, de plus, dans
cette expression polynome, on peut intervertir d’une maniére quel-
conque l'ordre des monomes et méme réduire en un seul monome
deux monomes ne différant que par les coefficients.

C’est ainsi que 'expression (3) est équivalente a 'expression poly-
nome

(3" AB de,dxdxe,+ (A B+ C) doydxyde, + AB, daydxe, dx,
“+ A, By dzsdz,dx,.

6. Valeur d’une expression differentielle monome. — Si I’on cherche,
d’apres la régle donnée plus haut, la valeur d’une expression différen-
ticlle monome telle que

Adz,, dz,,. . .dxy,,

m,, m,, ..., my, ¢tant A, distincts ou non, des indices 1, 2, ..., 2, on
trouve tout simplement le produit de A par le déterminant fonctionnel
de z, , z,., ..., x,, par rapport & a,, ¢, ..., &, 1l résulte immédia-
tement de la que, si espression différentielle monome contient deux
différentielles identiques, clle a une valeur nulle; on dit qu’elle est
tdentiguement nulle. 1l résulte également de la théorie des déterminant(s
que Pon peut intervertir d’'une maniere quelconque I'ordre des diffé-
rentielles d’une expression monome, a condition de changer le signe
du coefficient si cette substitution revient & un nombre impair de
transpositions; ou encore si les deux permutations des indices des dif-
ferentielles sont de parités contraires. On a, par exemple,

Adz,dxydx;= Adz,dr;dz,= Adzx,dz,dxs—=— Adx,dz,dxz,

= — Adx;dz, doe,=—— A dz, dx; dz,.

7. Réduction d’une expression dyfferentielle a sa forme la plus simple.
— De ce qui précede, il résulte que 'on peut toujours mettre une
expression différentielle quelconque sous la forme d’une expression
polynome, chaque monome de cette derniére expression ne contenant
pas dediftérentielles identiques et les différentielles qu’il contient étant
-angées par ordre d’indices croissants. Nous disons que dans ces con-
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ditions I'expression est réduite a sa forme la plus simple. C'est ainsi
que la forme la plus simple de I’expression

(A dxy+ Ay dry+ Aydx;+ A, dz,) (By doy dxy + By dx, dey)
est

A\B,dz,dz,dr,— A,B, dz, do, dx,— A3Bs do, dzgde, + AL B, dx, dzs da,.

8. Expressions différentielles identiquement nulles. — Ce sont celles
dont la valeur est nulle quels que soient les parametres dont on fait
dépendre z,, z,, ..., Z,.

Une expression différentielle & n variables et de degré supérieur
& n est nécessairement nulle, car, si on la met sous la forme d’une
expression polynome, tous les monomes doivent avoir au moins deux
différentielles identiques.

Une expression différenticlle de degré 2= n sera identiquement nulle
si, en la réduisant & sa forme la plus simple, les cocfficients de tous
les monomes sont nuls. On s’en rend compte en prenant pour o,,
%y, ..., %, b quelconques des variables z,, x,, ..., z,.

0. Interversion des facteurs dans un produit d’expressions dyfferen-
teelles. — Considérons un produit (symbolique) » d’expressions diffé-
rentielles ©,, w,, ..., ®,. Soit

0 == 603« .0 e

Imaginons que nous intervertissions deux des facteurs de ce pro-
duit, w,, w,, supposés d’ordre % et £, et supposons que ces deux fac-
teurs soient séparés par un ou plusicurs autres facteurs w, de degré
total p. Il est clair qu’une telle opération revient & faire une certaine
substitution sur les rangs des différentielles d’un quelconque des mo-
nomes de w réduit & une expression polynome.

Si cette substitution est paire, la valeur de  n’est pas changée; si
elle est impaire, elle est changée de signe.

Or, pour effectuer cette opération, on peut d’abord faire passer o,
devant wy, ce qui exige k(% + p) transpositions, puis faire reculer ,
apres le groupe de facteurs w,, ce qui exige &p transpositions; done en
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tout Ak + (A —+ k) p transpositions. L’expression différentielle w est
donc multipliée par (— 1) +A+hr,

Supposons en particulier que les deux facteurs considérés aient des
degrés de méme parité: alors p(h + £) est pair et w est multiplié par
(—1)*. Donc la transposition de deux facteurs dans un produit
d'expressions différentielles ne change pas ce produit si ces facteurs
sont tous les deux de degré pair et change ce produit de signe s’ils sont
tous les deux de degré impair.

Il en résulte que, st une expression différentielle o est le produit de plu-
steurs aulres expressions différentielles parmi lesquelles il s’en trouve deux
identiques et de degre impair, I'expression  est identiquement nulle.

10. Puwissances d’une expression differentielle. — On appelle puissance
pieme d’'une expression différentielle @ le produit symbolique de p
expressions identiques a w.

La puissance pi“™¢ d’une expression monome est identiquement
nulle, car ¢c’est une expression monome qui contient des différentielles
identiques.

La puissance pi“™¢ d’une expression différentielle de degré impair est
aussi identiquement nulle, car ¢’est un produit qui contient deux fac-
teurs identiques de degré impair.

Il suffit donc de considérer les expressions différentielles w de degré
pair. Réduite a sa forme la plus simple, o est une somme de m monomes

’

de méme degré :
W =0+ Wot ...t )y

On voit immédiatement que le carré de w est
W= 2 (00— Wy Wz W Wy Oy W3 Wy W),

car les carrés de w,, w,, ..., w, sont nuls et le produit de deux mo-
nomes de degré pair est indépendant de I'ordre des facteurs. On verra
de méme que

0= 2.3 (WWaW3+ B W04+« O g O g Om)

et, d’'une maniere générale, que w? s’obtient en multipliant par p! la
somme de tous les produits p a p des 72 monomes w,, ®,, ..., O,
Ann. de UEc. Normale. 3¢ Série. Tome X VI. — Juix 18gg. 32
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11. Changement de variables dans une expression différentielle. —
Imaginons qu’on fasse sur z,, ., ..., , un changement de variables
en prenant pour nouvelles variables n fonctions indépendantes y,,
Yosooor Yo de Xy, s, ..., 2,. Alorsréciproquement &, 2,, . .., Z, sont
des fonctions indépendantes de y,, ¥., -+ s Yo

Cela étant, remplacons dans une expression différentielle w en z,,
x,, ..., x,lesanciennes variables par les nouvelles et les différentielles
dz,, dxz., o dzx, par

dzy , Oz dx
'(7}71 d]l -+ 0),2 d)’g -+ .+ p) . duyuy
oa, dx, ‘ d,
Gy Gy, W gy,

Nous obtiendrons ainsi une certaine expression différenticlle & de
méme degré en y,, ¥, ..., ¥, et dans laquelle chaque différentielle
dy aura le méme rang que la différentielle dz qui 'a fournie avait
dans . .

Il résulte de Ia que la valeur de o est égale & la valeur de ® si I'on
exprime les variables en fonction des mémes parametres «; car dans
les 2! quantités qui définissent la valeur de w, on remplace en somme

L oz .
les dérivées telles que 0-@—‘ par des expressions
.

dx; dyy 0z Y, 0x; 0y,

9y, 98: " Jy2 98, T 0ya 08,

qui leur sont manifestement égales.

Ilrésulte immédiatement de 12 que, siles expressions @,, ©,, ..., ®,
se transforment, par le changement de variables, en =, @,, ..., ©,,
I'expression

0= W0y . 0y

se transforme en
T =0Ty . Wy,

Cette propriété est capitale dans les applications que nous ferons de
cette théorie.
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On a, par exemple,

dx 0 dz, 0
o0xy 0zy  dxy Oxy

= (&2 222 00072 gy dy,,
<oy1 dys Oy om) Y14

ce qui concorde avec la propriété bien connue des déterminants fonc-
tionnels exprimée par I’égalité

D(zy, 2,) . D (2, 2,) D(}’n.}’z)_
Doy, o) D(y1 y2) D (o, aa)

1I. — Application des théorémes précédents aux expressions de Pfaff.

12. Ezpression dérivée d’une expression de Pfaff. — Ktant donnée
une expression de Pfaff 4 » variables

w=A dr,+ Aydzy~+...+ A, dz,,

on appelle expression dérivée I'expression différentielle du deuxieme
degré définie par I'égalité

o' =dA, dx,+dA,dx,+ ...+ dA, dx,.

La propriété fondamentale de cette dérivée est la suivante :

TutoriME. — St un changement de variables transforme U expression de
Plaff w en une expression v, ce méme changement de variables transforme
Uexpression derivée ' dans I'expression dérivée '.

En effet, supposons que, avec de nouvelles variables y,, Yo, ...\ Y0, ®

devienne
w=B,dy;+ Bydy,+...+ B, dy,.

Sil'on désigne par «, 3 deux paramétres quelconques, on a alors

Jdz, dx, dx, _— 0.)’1 ().}’2 ‘).Yn
(6) Ai-——d“ +A2E +”'+A"’d_0£—-B1%€_ "i—Bg'aE +-.-+B”’0—o‘!—7
()xi 0:”2 dxn, — d,yi 0.72 d‘y’l
(7) Al_d[?) +A2—(}-B-+...+An—()—ﬁ——Bid—ﬁ+Bg§B -’f—...-']—'Bn-ﬁg—-
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Différentions la premiere de ces équations par rapport a @, la se-
conde par rapport & o, et retranchons les deux équations ainsi obte-
nues; nous aurons

0A, 0z, 0A, d=x, ’ A, dz, _ 0A, i{f)
(8) <‘“.—'”—’*.)+“'+<dx g8 0B 0=

<()B1 0)1 ()Bi ()V1> -+ <{)Bn (),V/z. ()Bu (7.)’n>_

Le premier membre de (8) n’est autre que la valeur de o relative-
ment aux deux parametres «, 3; le second membre est la valeur de @
avec les deux mémes parametres.

Ces deux valeurs étant égales quels que soient z et 3, le changement
de variables transforme o’ en une expression différentielle équivalente
h &' et qui, par suite, n’est autre, apres les réductions faites, que @'
Le théoreme est donc démontré (*).

13. Deérivées d’ordres supéerieurs. — En méme temps que la dérivée
d’une expression de Pfalf w, nous considérons d'autres expressions
différentielles de degrés supérieurs w”, ", ..., et que nous définirons
de la maniére suivante :

(9) o — oo =(Aide,+...+A,dx,) (dA dx,+ ...+ dA, dz,),

(10) " =-u= %(dAl de,+ dAs dxy~+...+ dA, dm,l)‘*’—_—.ZdAi da;dA;dx;,
ij

(11) oV = we"=(A,dr,+...+A,dz,) <E dA;dx; dAj dx,-) .

i

I
2

D’une maniere générale, la dérivée d’ordre 2m — 1, 0™ ", d'une
expression de Pfafl' o, sera la puissance mi“®¢ de o', divisée par m!, ou
encore la somme de tous les produits m 4 m des n monomes dA, dx,,
dA,dx,, ..., dA,dx,. La dérivée d'ordre am, w®™ sera le produit
de © par w®”~". La dérivée pieme est de degré p +1.

Ces dérivées jouissent de la méme propriété que la dérivée w'; il est

(1). La considération de la dérivée o’ ou, ce qui revient au méme, du covariant hili-
néaire de w, forme la base des belles recherehes de Frobenius et de M. Darboux sur le
probleme de Plaff (loc. cit.). '
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évident que, st un changement devariables iransforme w en w, ce méme
changement de variables transformera la dérivée p*™e de o dans la de-
rivée p*me de o3, car cette dérivée se déduit par multiplication des deux
expressions différentielles w et " qui sont transformées en et o'

14. Expressions de Pfaff diyfeérenticlles exactes. — Supposons que
I'expression de Pfaff o soit une différentielle exacte. Il est clair alors
que, par un changement de variables, elle peut se mettre sous la

forme
@ =dy;.

Or la dérivée de o est ici identiquement nulle, puisque les coefficients
des différentielles sont des constantes; il en résulte donc que o est
¢galement nulle. La dérivée d’une expression de Pfuff différentielle
exacte est donc identiquement nulle.

Réciproquement, supposons que la dérivée ' d’une expression de

Pfaffl
w=Adr,+ Ay dzy+...+ A, dr,

soit identiquement nulle. Je dis que w est une différentielle exacte.
Le théoreme est vrai pour » = 1. Supposons-le vrai jusqu’a n — 1, et
démontrons-le pour . Si, dans w, on fait dx, = o et qu’on regarde x,
comme une constante, on obtient une expression de Pfaff o, 4 n —1
variables, dont la dérivée ' se déduit de w” par les mémes opérations.
Il en résulte que cette dérivée o', est identiquement nulle et que, par
suite, o, est une différentielle exacte du. Si maintenant on ne regarde
plus «, comme une constante, on voit que ’on a

w=du + (Al——- %) dxz,,
1

et, par un changement de variables, on peut supposer
G) = Al dx1 -+ dxg.
in calculant w” qui doit rester identiquement nulle, on trouve

o' = dA, do, = (—)%: day doq -+ 3—2 dzsdx,+. ..+ (());:1 dz, dx,= o.
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On voit donc que les dérivées de A,, par rapport a @,, s, ..., Z,, sont
nulles, et, par suite, A, ne dépend que de «, et

03:d<$2+fA1 d.:t:'i)

est une différentielle exacte.
Les conditions pour qu'une expression de Pfaff soit différentielle
exacte sont donc données par I’équation

o' =dAdx,+ dA,dzy+. ..+ dA,dx,=o,
ou, en termes finis,

0A; 04,

(12) 0?;—-(—9;;:0 (i j=1,2,...,n).

15. Classe d’une expression de Pfuff. — Dans le cas que nous venons
d’examiner, on peut, par un changement de variables, mettre o sous
une forme quine contienne plus explicitement qu’une seule variabley,.
Dans le cas général il se peut que, par un changement de variables,
o prenne une forme = qui ne contienne explicitement que p variables

YirYoes oo s Yp
w=B,dy,+Bydy,+...+B,dy,,
les B,, B,, ..., B, ne dépendant que de y,, s, --., ¥p-

On appelle classe (*) de I’expression de Pfaff le nombre minimum de
variables au moyen desquelles puisse s’exprimer cette expression par
un changement de variables convenable. Une expression de Pfaff' de la
premiere classe est une différentielle exacte.

16. Condition nécessaire pour qu'une expression de Pfaff’ soit de
classe p. — Si une expression de Pfaff w est de classe p, on peut, par
un changement de variables, la mettre sous la forme d’une expression
de Pfaff & & p variables. Considérons alors la dérivée pi™® de o, qui est
de degré p + 1. Cette expression différentielle étant & p variables et de
degré p +4- 1 est identiquement nulle. Il en résulte que la dérivée pitme
de @, qui lui est égale, est aussi identiquement nulle.

(1) Cette expression a été introduile par Frobenius, loc. ciz.
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Donc, pour qu'une expression de Plaff soit de classe p, il faut que sa
dérivée p'™e sout identiquement nulle ().

17. Réciproque du théoréme précédent. — Nous allons démontrer
que, réciproquement, si la dérivée p“™® d’une expression de Pfaff est
identiquement nulle, cette expression est de classe p au plus. Le théo-
reme étant vrai pour p =1, nous allons le supposer démontré pour
1,2, ...,p—1etle démontrer pour p.

Considérons donc une expression de Pfaff

0 =A,dzy4- Ay dzati-. ..+ A, dzn

dont la dérivée pime ' soit identiquement nulle

p+1

-~ I
J— r 2
0Pl = ————— ,

<p—+-1)1
2

6_)([)): !
Ly
2
si p est pair.

Il est clair que, si » est inférieur ou égal a p, cette expression de
Pfaff est de classe p au plus. Supposons donc démontré qu’une expres-
sion de Pfaffa 1, 2, ..., n — 1 variables, dont la dérivée pi“=e est nulle,
est de classe p au plus, et démontrons-le pour une expression i » va-
riables.

Si dans ® nous regardons x, comme une constante et y faisons
dx, = o, nous ohtenons une expression w, & » — 1 variables dont la
dérivée pimew? se déduit manifestement de w® en y regardant x,
comme une constante et y faisant do, = o. Cette dérivée pime '’ est
donc identiquement nulle et par suite, d’aprés ’hypothese faite, w, est
de classe p au plus. On peut donc faire un changement de variables-tel
que w, se transforme en

si p est impair, ou

wits

w2,

@y =By dy,+Bsdy;+...+ Bpr1dypis,

(1) Cf. GRASSMANN, loc. cit.
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oW ¥ay ¥y» - - -1 Vpeu SONt p fonctions de z,, z,, ..., x,, et ol les B
sont des fonctions de ¥a, ¥4, - .., ¥+ €t aussi de la constante «,. Si
maintenant dans ® on ne regarde plus 2, comme une constante, on
obtient manifestement

@ :A1 dxl"}"Bg <dy2—‘ %da]) + ...t B1)+1 <a'y1)+1 - ();ile-l d$1>
*1 y

0x,
Finalement, en changeant les notations, on a

w=Adz,+ Asdrxy+. ..+~ Apiy da g,

ou A,, A;, ..., A, nedépendent que de z,, x,, ..., x,,,.
Cela étant, deux cas peuvent se présenter : ou bien A, est indépen-
dant de «,, x,, ..., #,.,; ou bien A, ne dépend que de ces p + 1

variables.

18. Dans le premier cas, on peut toujours supposer qu’on a pris
A, =ux,,,. Si alors, dans ©®, on groupe les termes qui conticnnent
dx,.,, on vérifie facilement qu'on obtient

dx e dzy 0P,

ol @, a la méme signification que plus haut. La dérivée o® étant iden-
tiquement nulle, il en doit étre de méme du groupe de termes de cette
dérivée qui contiennent dz,,,, et, par suite, de w{""*. L’expression de
Pfaff w,, ayant alors sa dérivée (p — 2 )¢ nulle, est d’ordre p— 2 au
plus. Autrement dit, on peut supposer que A, et A,,, sont nuls et que
A,, A, ..., A,_, ne dépendent que de z,, x,, ..., x,_,. L'expres-
sion w devient alors une expression a p variables seulement x,, z,, ...,
Zp_is Tpyas b le théoreme est démontreé.

19. Dans le second cas, on est ramené & une expression w & p -+ 1
variables z,, @,, ..., %,.,. Considérons alors I’expression différen-
tielle du (p + 1)i¥me degré

W= df,
ol f désigne une fonction quelconque de z,, @, ..., z,.,; elle est de
la forme

9 9 9
dei dz, ... dx,,_H: <O(1(7£: +0(2'0—£2 e Opyy ()x.f+1>dx1 . dxp+1’
I3
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les o étant des fonctions des 2 qui ne dépendent que des coefficients A.
Siun changement de variables transforme w en @ et la fonction f de
Zyy Xyy - .5 Tpyy dans la fonction ¢ de y, yo, ...y ¥ ey, ce change-
ment de variables transformera w?-"df en o#-"dz, et, par suite,
toute fonction f qui annulera la premiere de ces deux expressions se
transformera en une fonction ¢ qui annulera la seconde, et récipro-
quement. Or I’équation
PV df =0
ou

J J 9J
al;{:+azd._;?2 +...+a,,+_l;)—‘2%20
est une équation aux dérivées partielles, linéaire en /, qui admet p
intégrales indépendantes; on peut faire un changement de variables
en prenant pour y, 'une de ces intégrales, ou encore on peut, en
changeant de notations, supposer que x, est une de ces intégrales,
¢’est-h-dire que 'on a
wP- dr =o.

Le coefficient de dx,, dans le premier membre de cette égalité, n’est
autre que =", ol 'on aurait fait dz, = o; c’est donc, si 'on y
regarde , comme unc constante, la dérivée (p — )¢ de »,, ol », a
la méme signification que plus haut. L’expression o, ayant sa dérivée
(p — )= nulle est donc de classe p — 1 au plus. Autrement dit, on
peut supposer

o =Adr,+ Aydzxy+...+ A, dz,,

ol Ay, Ay, ..., A, ne dépendent que de a, 2., ..., x,. ST A, est
indépendant de x,, «,, ..., x,, on est ramené au premier cas et le
théoreme est démontré. Si A, ne dépend que de z, x,, . .., ,, © est
mise sous la forme d’une expression & p variables et le théoréme est-
également démontré.

20. Introduction d’un systéme complet remarquable. — Considérons
une expression de Pfaff de classe p a = variables

0) :Al dx1+ Ag ﬂldfg‘*‘ . -‘i—An dx,,

et I'équation qu’on obtient en égalant & zéro I'expression différentielle
Ann.del’ Ec. Normale. 3*Série. Tome XVI. — Jux 18gg. 33
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w®=2 df, ou f désigne une fonction quelconque de ,, @, . .., x,. En
écrivant que cette expression est identiquement nulle, on obtient pour
la fonction f/ un certain nombre d’équations aux dérivées partielles
linéaires du premier ordre.

Considérons une transformation de variables amenant » & ne dé-
pendre plus que de p variables

o=B,dy,+B,dy,+...+B,dy,,

et soit o la fonction de y,, ¥,, ..., y, dans laquelle f est transformée.
Il est clair que les deux équations

(13) o’ df =o,
(14) wP-Vdp=o0

se transforment I'une dans 'autre par le changement de variables,
ou que le systeme d’équations aux dérivées partielles en f équivalent
4 'équation (13) se transforme dans le systeme d’équations aux déri-
vées partielles en ¢ équivalent a I'équation (14). Or ce dernier sys-
teme comprend d’abord les équations

Jo 09 Jdo
— — —o;

([D) ())/[}+1—dyp+2~—-...:m__

car »P~¥ n’étant pasidentiquement nulle, sans quoi = et, par suite o,
ne seraient pas de classe p, le coefficient de dy,dy,...dy,_,, par
exemple, dans =¥, n’est pas nul, et, par suite, les équations (15)
s'obtiennent en annulant dans le premier membre de (14) les coeffi-
cients de

Ay1@ys. .. AYp1AYprrs oy Ayidys...dy,_dy,.

Outre les équations (15), l'équation (14) fournit une équation -
et une seule en ¢, obtenue en prenant dans (14) le coefficient de
dy,dy,...dy,, soit

9 L g, % 99 _
(16) ﬁl 0}/{""52()‘),2—*“...—?‘61,@;—0.

L’équation (14) est donc équivalente au systeme des équations (15)
et (16). Les § étant des fonctions de y,, y,,...,¥,, ce systeme est ma-
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nifestement un systeme complet admettant p — 1 intégrales indépen-
dantes fonctions de y,, y., ..., ¥,.

En revenant a I'équation (13), nous voyons qu’elle est équivalente
4 un systeme complet admettant p intégrales indépendantes. L’inté-
gration de ce systeme, d’aprés la méthode de Mayer, par exemple,
revient 4 celle d’un systeme d’équations différentielles ordinaires 2
p variables.

Nous appellerons ce systeme le systéme complet adjoint & Uexpression

de Plaff (*).-

21. Ezemple. — Considérons, par exemple, I'expression de Pfaff a
5 variables,
(17) o == 2 Z3d Xy + X Xy dws+ (2, + 23 25)dx, + 2,2, dx;.

On aici, en faisant le calcul,

o' = xydx,dr,+ xode,dry+ dx,dz, + xydey,dz, + 2, dzx,dry,

" I
n'= - w?=wx;xsde drydr,dx,— z2,dx,dr,dz,dey 4+ 2 2, dx, dr,dx,dr;,
2

puis
V= un"=o.

L’expression o est donc de la quatrieme classe. Le systeme complet
adjoint est donc donné par I'équation

w'"df = ow'df = o,

et doit admettre 3 intégrales indépendantes. En faisant le calcul, on
trouve, pour I’équation précédente,

o'df = (z2xyda,deydx, + 2} x,dxdeydrs + 2y 25 25dx, dzyda,
+ zyxyx, dx dz,da s+ 2y 2, dz dz,dayg
+ &y &y xsday, dryde, +— o, 2y2, dx, deydes— x4 2, dxy do, dxy)

of iU 9 4. )—
> <5‘Z'_1d‘tl+ dl'2+--n+ ()xsdrs =0,

()wz

(1) Dans le cas ou p est pair et n égal & p, c’est le premier systéme auxiliaire qu'on
trouve dans toutes les méthodes de réduction.
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ce qui donne pour /e systeme

Lo . If Y
‘l'sd—%——.l';;.rr,a-x:*l—x:;.l's-dz—o,
F U
P i N F I i

(estbien un systeme complet qui admetles trois intégrales indépen-

dantes f—_;: Xy Xy + X4y Ty 5.

22. Propriétés des intégrales du systéme complet adjoint. — Considé-
rons une expression de Pfaff @ de classe p et une des p intégrales indé-
pendantes du systeme complet adjoint. Faisons un changement de
variables en prenant pour une des nouvelles variables y, cette inté-
grale particuliere. Alors I'expression © devient une certaine expres-
SION @ en ¥y, Yas -- -, Yo et 'on a '

&' P=Ndy, = o.

Cette égalité exprime que, si dans won regarde y, comme une con-
stante et qu’on y fasse dy, = o, I'expression @, obtenue a sa dérivée
(p — 2)me identiquement nulle. Autrement dit 'expression & est de
classe p— 2 au plus; elle n’est, d’ailleurs, certainement pas de classe
inférieure sinon l'introduction d’un terme en dy, ne pourrait pas
rendre o de classe p.

Réciproquement, si @, est de classe p — 2, sa dérivée (p — 2)ie
est nulle, ou encore I'expression w?-*dy, est nulle.

Une intégra'e du systéme complet adjoint est donc une fonctwon f qui,
égalée a une constante arbitraire, abaisse de deux unités la classe de
Uexpression de Pfaj} considerce.

Naturellement, cet énoncé suppose implicitement qu’'en méme
temps qu'on lie z,,z,,...,z, par la relation '

S(xp2, .., 2,)=a
on lie les différentielles par la relation

_ 9 o ' a .. _
df—_ -0—51 dx1—|— 5;2 dey~+ ...+ den_.o.
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Ainsi, dans Uexemple traité précédemment, si 'on prend Uintégrale

E-‘ du systeme complet adjoint, la substitution de ax, & z, et de adx,
*3

a dz, doit abaisser la classe de w de deux unités. En effet, w devient

o =axide,+ ar,rydr,+ x3(a + x;)dx, + xz2,dr;
=xyd[ azyxy—+ (@ + x5) 2, ],

(18)
et n'est plus que de deuxieme classe.

23. Réduction d’une expression de Pfaff de classe p a une forme cano-
nique. — Etant donnée une expression de Pfafl o de classe p, soit /|
une intégrale du systeme complet adjoint. Considérons I'équation

(19) o= df df = o,

ot / désigne une fonction arbitraire de z,, z,, ..., 2,. Si l'on fait un
changement de variables en prenant /, pour une des variables y,, si ce
changement de variables transforme w en @ et fen ¢, Uéquation pré-
cédente devient

(20) we=4 dy, dy = o.

Si dans @ et g on regarde y, comme une constante et qu'on fasse par-
tout dy, = o, celte équation peut encore s’éerire

(21) w P-dy =o0.

Comme o, est de classe p — 2, on voit qu’elle est équivalente au sys-
teme complet adjoint & w,. Ce systeme admet p — 3 intégrales indé-
pendantes fonctions de y,, y5, ..., y, et aussi de la constante y,. En
remontant & I’équation (20) et en ne regardant plus y, comme une
constante, on voit que cette équation est équivalente & un systeme
complet admettant p — 2 intégrales indépendantes, parmi lesquelles
Y-
Finalement, I’équation (1g) est équivalente & un systeme complet
qui admet p — 2 intégrales indépendantes, parmi lesquelles se trouve
la fonction f, elle-méme.

Celles des intégrales [ du systéme complet équivalent a (19) qui sont
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indépendantes de [, sont les fonctions telles que les relations

o [ =a, J1 =ay,
(22) df =o, dfi=o,

abaissent la classe de o de quatre uniteés. La démonstration est absolu-
ment la méme que dans le cas précédent.

Dapres la méthode de Mayer, ces fonctions sont données par I'inté-
gration d’un systeme d’équations différentielles ordinaires & p — 2
variables.

[l est bien clair que, lorsqu’il sera pratique de tirer de /, = @, une
des variables en fonction des » — 1 autres, il suffira d’intégrer le sys-
teme complet adjoint & I'expression de Pfaff qui résulte de w par cette
substitution.

On peut continuer ainsi de proche en proche. Désignant par £, une
intégrale indépendante de /, de I'équation (19), on considérera I'équa-
tion

(23) ) w(P= O df df,df = o.

Cette équation est équivalente & un systeme complet admettantp — 5
intégrales indépendantes de f, et de £, et ces intégrales sont les fonc-
tions f telles que les relations

5 f:a’ flzala fﬂ:-—-az’

(24) ldf=o0, dfy=o0, dfi=o

abaissent la classe de o de six unités. Et ainsi de suite.
Cela étant, deux cas peuvent se présenter, suivant que p est pair ou
impair.

24. Forme canonmique d’une expression de classe paire. — Si p est pair
et égal & 2m, par exemple, le (2 — 1)ime systeme complet sera donné
par I'équation

(23) w'dfidfs ... df y_odf =0,
et le mie™e sera, par suite,

(26) 0 dfydfy ... Af ey dfpydf = o.
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Il est clair qu'il donnera les fonctions f,, telles que les relations

‘ (fl =da,, f-z = 3, ey fm—l = -1, fm = Uy,

2
(7) delzoy CZ/QZO’ s df/n—J.:O’ (l"f,”:O

rendent © identiquement nul. Si alors on prend pour nouvelles va-
viablesy, =/, ¥o=/s, -+, ¥m =/m et m autres fonctions quelconques
indépendantes des premieres, o prend la forme

w=B,dy, +Bydy,+...+ B, dym.

Il est clair que les m coefficients B sont des fonclions indépendantes
entre elles et indépendantes de y,, s, - - ., ¥m, sinon @ serait de classe
inférieure & 2m. On peut donc les prendre pour les m variables indé-
pendantes autres que y,, ¥s, - .., Yo En changeant de notations, nous
avons le théoreme suivant:

TutoriMe. — Itant donnée une expression de Pfayf quelconque de
classe 2m, on peut toujours, par un changement de variables, la mettre

sous la_forme
(28> (‘):plCl'l’.l_i_[)'zd'ﬁ"l_*'-'-+!)md‘1"m7
Zyy Ty wvny s Py Pas « -y P €lant 2m variables independantes.

Cette réduction peut se faire par la recherche d’une intégrale de m
systemes d’équations différentielles ordinaires respectivement &
am, 2m — 2, ..., 4,2 variables (*).

25. Dans 'exemple traité plus haut, on a m = 2; nous avons trouvé

-, x . . .
une intégrale — du premier systeme complet. Le second est fourni par

3

I’équation
(29) [ax;dzy+ axszsdary, + xy(a + x5)do, + 232, dz; ]
df af af >
L dx,+ = drs+...- lxs ) =
> (()Jv2 dzy + 0xy dy+ - d; 7 °

(1) Les équations (25) ne different que par la forme des équations qui se présentent
dens la méthode de réduction de Frobenius.
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et peut se mettre sous la forme

L/ L/ 9

. dx, Ox, da, durs
()0) — = — = = °

ax} axr,x; x3(a + x3) X,

On trouve facilement une intégrale, & savoir :
Z, 2,

Az, T3+ (A + 25) X, = b =229+ 2, 25+ po

En posant alors, par exemple,

b—axy,x,
&, = azrs, Zy=— A + ——————,
X,

et substituant dans (17) en regardant @ et b comme des variables, on
trouve, toutes réductions faites,

0 =— &3 (2, + 22y da + x4

Iei les variables x,., «,, p,, p, de la forme canonique sont

x4 &y,
T BTy XX+ » — (T Taxy),
3 Ly

26. Forme canonique d’une expression de classe impaire. — Si p est

impair et égal & 2m + 1, par exemple, le mi“m¢ systeme complet est
(31) o dfidfy ... df—df = 0.

Si donc f,, est une intégrale indépendante de £, f,, ..., [, les rela-
tions
(32) s f1:al’ f‘_’:a27 crqy f/u:qm
[ dfy=o, dfy=o, cey dfp="0

rendent o de premiere classe, c¢’est-d-dive différentielle exacte ds. 1l en
résulte le théoréme suivant:

Tukorime. — Ktant donnée une expression de Pfaff quelconque de
classe 2m +1, on peut toujours, par un changement de variables, la
mettre sous la forme

(33) w=ds — p,dx, ——_])2511:.1——, co— P,
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Ol Zyy Lyy <oy Tiny 55 Pys Pas +++s Pm SORL 210 + 1 variables indépen-
dantes.

Cette réduction peut se faire par la recherche d’une intégrale de m
systemes d’équations différentielles ordinaires respectivement &
2m+1,2m —1, ..., 5,3 variables et par une quadrature.

27. Prenons, par exemple,

o =&y dx,+ 2, dxy— 2y2; dr, — 2,2, dxy+ 25 d2,.

On trouve

o =dx,dary— x5 dxs dre, — 2, do, dz;,
0" =—zsdz,dxy dx, dry— z, dx, dxy dz, dr,
»wY = o.

L’expression o est donc de cinquieme classe au plus; on constate
facilement que, o' n’étant pas identiquement nul, o est effecti-
vement de cinquieme classe.

Le systeme complet adjoint est ici

w///((/': o,
qui se décompose en
9 _
oz, =%
A 9 _
x, D—.:i'—,‘ — X3 0‘2?0 g

On peut prendre «, pour une des intégrales de ce systeme complet.
Faisons alors , = «, et formons le systeme complet

o'df =o,
qui est ici
o
Jdz,
9U _
dzg
o,

. — x5+ =o.
s o

La fonction «, est une intégrale de ce systeme. En faisant donc
Ann. de U’Fec. Normale. 3° Série. Tome XVI. — JuiLLer 18yg. 34
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z,=a,, x,= a,, » doit devenir une différentielle exacte; on trouve,
en effet,
w=d(a, & — a2, 5+ A Tg);

en ne regardant plus @, et @, comme des constantes, on obtient

w=d(a,x,— ayx, x; + &, ;) — xeda, + x, r5da,,

0 =d(2,Xy— T30, T35+ Ly 25) — Zodrs+ 2, 25dxs ().

28. Remarque. — Le systeme complet adjoint & une expression de
Pfaff mise sous sa forme canonique se réduit, dans le cas ol la classe
est paire, a I’équation

A of o _

== + P, Py — =o0;
Pl dPx p- ()P.! 1 ()pm

dans le cas ou la classe est impaire, a I’équation

O _
?)-5_—0.

Il admet done, dans le premier cas, les intégrales indépendantes

P P2 , Pm—1_
. . —_—

Ly o, LN Ly — 1 .
>
Pm Pm Pm

dans le second cas, les intégrales indépendantes
JS‘“ .2‘2, vy $rn; [)1; pﬁa -ty ])m-

On voit que toutes les intégrales du systeme complet qu’on ren-
contre dans la réduction satisfont au systeme complet adjoint,
puisque les m intégrales dont on s’est serviici sont x,, 2,, ..., 2.

On verra plus loin (IV, 69, 70, 75) une nouvelle forme sous
laquelle on peut mettre les équations des systemes complets successifs
qui servent a la réduction.

(1) La méthode de réduction de Frobenius pour les expressions de classe impaire differe
de celle qui vient d’étre exposée en ce qu’il commence par déterminer une fonction £ telle
que w — df soit seulement de classe 2.
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III. — Equations aux différentielles totales.

29. Les équations aux différentielles totales dont nous allons nous
occuper sont celles qu'on obtient en égalant & zéro une expression de
Pfaff.

Résoudre une équation de cette nature, c’est trouver un systeme de
relations finies entre x,, «,, ..., x, tel que ces relations entre les
variables et celles qu'on en déduit entre leurs différentielles annulent
I’expression de Pfaff. ®

Nous allons d’abord nous proposer de trouver d’une maniere géné-
rale tous les systemes d’équations qui annulent une expression de
Pfaff. A cet égard, toute expression de Pfaff peut étre supposée de
classe impaire, car, par division par un facteur convenable, on peut
toujours abaisser d’une unité la classe d’une expression de Pfaff de
classe paire. C’est ainsi que I’équation

podxe,+~pydrs+. . .+ p, de,—o
peut s’écrire

22 2 132 —
dx,,+ £ de, + L2 dxy ...+ ['"—‘d.z,,,_lz o,
n”n P,ll P”I

et le premier membre est de la classe 2m — 1.

30. Nombre minimum d’équations annulant une expression de Pfaff.
— Considérons une expression de Pfaff o de la classe 2m +1

(ou 2m —+ 2) mise sous sa forme canonique et cherchons i résoudre
I’équation

(1) w=ds—p,dx,—p, dxy—...— p,,dzr,—o,
au moyen du nombre minimum de relations entre x,, x.,, ..., 2,, =,
Pis P2y - s Pm €t les autres variables qui n’entrent pas explicitement

dans ». Une premiere solution est fournie en égalant x,, 2., ..., ), 5
A m -+ 1 constantes arbitraires, ce qui donne 72 —+ 1 relations. Je dis
qu’il n’est pas possible de satisfaire & I'équation (1) avec un moins
grand nombre de relations.
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En effet, I'équation (1) exprime qu’il y a au moins une relation
entre s, &,, Xy, ..., &,. Supposons qu’il y en ait exactement /4 + 1
et, pour préciser, que ces relations soient mises sous la forme

Xy = @ (Zhats Zraas «+ 5 Tm)s
Xy = 03 ("rlz+1’ Lhtay « ooy xm)’
(2) e e
Zp= CP/L(x/L+17 X ptas - - -’xm);
5 = H"’ (x/1+l’ L htss o9 T )'
Les variables @, 4.0, ..., @,, n'étant liées par aucune relation,
I’équation (1) donne
{ ()‘.IJ 0@1 dCPo d(P],
- —p ! —_ — .= P — =0
0 iy P 0Z jyiq & 0% ja Pa dxy, P+t ’
(8) e e R
ad Jdo do doy,
Y 71 . 72 _"'--’_P/'—EE_’ P”l -0

—— — ) —
oz, 1oz, TPz,

Ces m — A nouvelles relations (3) sont indépendantes entre elles et
indépendantes des équations (2). Elles forment avec (2) un systeme
de m + 1 équations qui résout le probleme.

On voit en méme temps que, pour avoir la solution la plus générale,
il suffit d’ajouter & ces équations un nombre quelconque d’autres
équations formant avec les premieres un systeme algébriquement
compatible. On peut prendre pour 9,, 9., ..., 9;, ¢ des fonctions
absolument arbitraires, le nombre % étant égal a2 o, 1, 2, ..., m. La
solution particuliere obtenue plus haut s’obtient en prenant A =rm,
les fonctions ¢ et ¢ étant alors des constantes.

31. Pour préciser et compléter ce qui vient d’étre dit sur la résolu-
tion générale de I'équation

(1) ds —pydey—pydzs—...— ppdz,=o,

cherchons directement tous les systemes de relations satisfaisant a
cette équation et par lesquels un systeme de valeurs donné z, ...,
@y, 2% pl, ..., py, constitue un élément simple, c’est-i-dire tel qu’au



SUR CERTAINES EXPRESSIONS DIFFERENTIELLES, ETC. 269

voisinage de ce systeme de valeurs, un certain nombre 2m—~A+ 1 des
variables puissent s’exprimer en fonctions holomorphes des 4 autres;
ou, ce qui revient au méme, cherchons tous les systemes de 2m — A+ 1
relations telles que les premiers membres de ces relations soient holo-
morphes au voisinage de ce systeme de valeurs et que de plus les
déterminants fonctionnels de ces premiers membres par rapport a
2m — h +1 des variables ne soient pas tous nuls pour le méme
systeme de valeurs. Les 4 variables différentes des 2m — A + 1 par
rapport auxquelles on peut résoudre le systeme seront dites les 4 va-
riables indépendantes.

Cela étant, on peut toujours supposer que s n’est pas une des
variables indépendantes; sinon, en effet, on aurait

().Z‘l 0$2 ()1',;1
TP Ty T T Py =0

cette égalité montre que «,, ,, ..., £, ne peuvent pas étre toutes
variables indépendantes, sans quoi le premier membre se réduirait

a 1 et que, de plus, 'une des dérivées %: e %a-“”:’f est différente de

zéro pour (9, ..., py,), la premiere par exemple. Cela montre qu’on
pourrait tirer 5 en fonction holomorphe de «, et des & — 1 variables
indépendantes autres que z et que, par suite, on pourrait remplacer =
par z, comme variable indépendante.

On peut, de méme, supposer que parmi les % variables indépen-
dantes, qui sont prises dans lesx et les p, il n’y en a pas deux telles que
x, et p,, autrement dit que ces A variables ont % indices distincts.
Sinon, en effet, on aurait, en considérant la dérivée o', qui doit étre
nulle pour le systeme de relations considéré,

D(L.l’pl) D(wQ’pﬂ) - l)(xm’])m)

-+
»D(‘Z'l’/)l) D(xhpl) D(wnPi)

—= 0.

Le premier terme de cette égalité est égal i 1; il en résulte que 'un
au moins des indices n’est représenté dans aucune des /A variables
indépendantes, car sans cela tous les termes qui suivent le premier
seraient nuls. Si alors les indices non représentés sont par exemple
les m — o derniers, il n’y @ que les m — « derniers termes de 1’égalité



270 ELIE CARTAN.

qui puissent étre différents de zéro et, par suite, I'une au moins des

quantités
o 0%y . dxy, R ()/)a-w

; P
dx, = Ox,

IEEEERS
dxy’ Oz, ox,

dx
2=1. On pourra alors
dx,

tirer 2, en fonction holomorphe de x, ., et substituer z,,, & =, comme
variable indépendante. Les indices 1 et « -+ 1 ne sont alors repré-
sentés chacun qu’une fois parmi les /4 variables indépendantes. S'il y
a un autre couple de variables tel que (., p,), on pourra répéter la
méme opération, de maniére & arriver finalement & 4 variables indé-
pendantes & indices tous distinets. Cela prouve en particulier que 4 ne
peut pas dépasser m.

est différente de zéro pour (z{, ..., p,,), soit

32. Cela étant, supposons que les % variables indépendantes soient
Ly, Ly ooy Ly Pasrts Pavas - -es Phe

On aura alors des relations de la forme

5 — ZgpPar1— o — TpPp= (L), «.., Zas Pat1r -2 Ph)

Xpt = Upt (X1, - ..y Tgy Pat+1y « -+ Pn)s
.................................. s

(4) L= Up(Ty, ..., ZTay Po+1 ---,P/z),
Phit = $n41(Z1y <05 Loy Pavty - s Ph),
.................................. ,

Pm= ‘)m(xly oy Loy Potty -o0y ph);

les fonctions . s ..., Uy 94syy - .-, 90, w étant holomorphes au voi-
sinage de (2!, ..., 23, po,.» - -, pi) et assujetties & 'unique condition
de prendre, pour ce systeme de valeurs, les valeurs respectives

0 0 0 0 ~ 0 0 0 0
Lh+15 ey Ty [)/H-U cvey Py 50— x+1P«+1 T e T x/:[?/z .

En portant dans I'équation aux différentielles totales (1), elle prend
la forme
dw —pida,—. .. — pydrg—+ Zory APy

o2y, d[)/z — Vh d”h—H. e T P dum =0,
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1o
~1
—

ce qui donne immédiatement les valeurs de p,, pas ooy Pus @oyiyy -,
Xy, & savolr

p Jsy o Otlpyy ‘ du,,
= — — —_— =y
1 d.‘I‘l l-1 dl‘i m d-rl
dsv ¢ du‘h+l ¢ ()Um
- - — 4 H]
(5) pd ()xu i4+-1 dxfy_ m dv;(
1 ow . Ol iy ‘ du,,
o+1 - fe4-1 m
OPost OPo+1 OPu+1
....................................... ,
asy Ot g du,,
2 = T Cnrr =y =+ Vo
| y opn U dp, Jdpy,

Les formules (4) et (5) résolvent la question. La solution dépend
‘donc de 2m — 24 + 1 fonctions arbitraires de /4 arguments et 4 peut
prendre les valeurs o, 1, 2, ..., m. Si nous réunissons ces deux
groupes de formules, nous obtenons, comme solution générale de
I'équation (1), admettant le systeme de valeurs (ac . ,pm) comme
élément simple, les relations suivantes :

/ Jaw o D gy At sy
[ Z==w—p “+¢ ) —|--...-+— ) ———
Po+1 ()sz —Pry— Jpn le+1 (1 o1 0P Pn Ipn
du Oty A,y
-+ 4 -l— At - |
’m (1 o1 0[) [ ()/"/I
ow At gy o du
= - — ¢ —_. b
P ()501 h+1 ()‘L m ()1,
....................................... ,
) aw ) Upr ¢ Jd Uy,
= —_—
Po ()xa R—-1 ()xu m Dx
dw ()uh—H du m
Logpy =—— -+ O h+1 O
(6) Opo+1 T OPay OPu+1
....................................... ,
dw 0t iy du,,
Lp—=— + Vn+ + O >
: pn L opa opn
L 1 == Upt-15
........ y

Xm = Ups

Pr+1=9Yp+1,

p"l - V”l?
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OU Upyys +vvs Uy Phars -5 ¥ms w sont des fonctions holomorphes de
Xy ..y Loy Pasys - --5 Pao holomorphes au voisinage de (z9, ..., p;),
prenant pour ce systeme de valeurs des valeurs données, les dérivées
partielles du premier ordre des 2m — 2/ premieres prenant des
valeurs données, faciles  calculer, toujours pour le méme systeme de
valeurs.

En particulier pour 2 = m, il y a une seule fonction arbitraire w de

m arguments, soient x,, ..., Ly, Poris --+» Pms €t 1’00 A
dw aw
P =W — _— .. -
Po+1 dl)a+1 Pm dpm
0w
P = oz,
.......... s
ow
= >
(7) Po 0%a
dw
Lo =— — op ’
<+1
.............. R
dow
Xy = e

Si, en particulier, on prend pour w une fonction linéaire de pg.,, ...,
Pm» ON retrouve, avec un simple changement de notations, les for
mules (2) et (3).

33. Solution génerale d’une équation de Pfaff quelconque. — Nous
venons de résoudre I’équation particuliere de Pfaff (1). D’apres cela,
étant donnée une expression de Pfaff quelconque de classe 2m + 1 ou
am + 2, on n'aura qu’a la réduire & sa forme canonique. L’équation
a résoudre sera alors de la forme (1), et les équations (6) fourniront
la solution générale du probleme. On voit que si w®™** est la pre-
miere dérivée d’ordre pair qui s’annule identiquement, il faudra pour
annuler » un systeme d’au moins 7 + 1 équations entre les variables,
et alors il y en aura une infinité dépendant d’une fonction arbitraire
de 2 arguments.

34. Solutions singulicres. — La conclusion précédente peut néan-
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moins étre en défaut dans certains cas particuliers. Il se peut que la
premiere dérivée identiquement nulle d’ordre pair d’une expression
de Pfafl » étant ©*™), on puisse annuler cette expression, soit au moyen
d'un systeme de moins de m relations entre x,, x,, ..., x,, soit au
moyen d’un systeme de m relations au plus, mais ne rentrant pas dans
la formule (7). Ces cas pourront se présenter lorsque, pour les sys-
temes de valeurs des variables qui satisfont & ces relations, le change-
ment de variables qui réduit o i sa forme canonique est illusoire.
C’est ainsi que 'expression du troisieme ordre

dry — x,xydr;
peut s’annuler au moyen de la seule équation
'y == 0,

qui se traduit, en effet, avec les variables canoniques (x, z,z,, 2;)
pav le systeme de deux équations

&= X Xy T= 0.
(’est ainsi encore qu’on peut satisfaire & I'équation
pode +... .+ pyde,=o,
par le systeme des m relations
Pr=pPa=...=pP,,==0,

qui ne rentre pas dans le type général.

Il importe donc de savoir trouver toutes les solutions qui ne rentrent
pas dans le type général. Nous allons pour cela donner un criterium
tres simple.

35. Conditions pour qu'une solution soit singulicre. — Nous allons
démontrer que, pour qu'une solution soit singulicre, I’ expression de
Llaff o étant de classe 2m — 1t ou 2m, il faut que celte solution annule
tous les coefficients de la dérivée (2m — 2)"¢ de ©, supposée mise sous
sa forme la plus simple.

Nous supposons que les coefficients de » sont des fonctions holo-
Ann. de ’Ec. Normale. 3 Série. Tome XVI. — JuiLLer 1899, 35
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morphes des variables et nous ne considérons que des solutions, gén¢-
rales ou singulieres, définies par un certain nombre 2 d’équations a
premiers membres holomorphes au voisinage d’un systeme arbitraire
de valeurs satisfaisant 4 ces équations, les déterminants fonctionnels
de ces A premiers membres par rapport a 4 quelconques des variables
n’étant pas tous nuls pour ce méme systeme de valeurs.

Cela étant, nous allons démontrer que si, pour un systeme arbi-
traire de valeurs des variables correspondant & une solution donnée,
les coefficients de w®™=? ne sont pas tous nuls, cette solution est géne-
rale, ¢’est-d-dive peut étre obtenue par le procédé exposé plus haut.

Considérons, en effet, d’abord I'équation

(8) w@m=2)f —o;

si w est de classe 2/m, cette équation est équivalente au systeme com-
plet adjoint & @ et admet 2m — 1 intégrales indépendantes; ce sys-
teme complet est donc formé de n — 2m + 1 équations indépendantes.
Si w est de classe 2m — 1, et si 'on prend des variables y,, y., ..., ¥,
telles que w ne dépende explicitement que de yy, Yoy -y Yoo I'équa-
tion (8) est manifestement équivalente au systeme

o _ 9 _  _o _

== =...= = o,
()yﬂln (),V‘.zm-i—l ().},/z

et, parsuite, 2 un systeme complet admettant 22 — 1 intégrales indé-
pendantes et formé de » — 2m + 1 équations indépendantes. Dans tous
les cas, I'dquation (8) fournit un systéme complet que nous appellerons
SYSTEME COMPLET adjoint a ['équation aux differentielles totales v == o et
qui admet 2m — 1 intégrales indépendantes.

36. Cela étant, revenons a notre solution particuliere et soit
(29,28, .7, 27)

un systeme arbitraire de valeurs correspondant & cette solution. Par
hypothése, les coefficients de w®™~2, qui est de degré 2m — 1, ne sont
pas tous nuls pour ce systeme de valeurs. Supposons, par exemple,

que le coefficient de
dxy dx,...dxs, 4
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ne soit pas nul. L’expression »®”~2 pésultant du produit de w!>m=*
par o', il en résulte que dans w®”=% les coefticients des différents
monomes formés des difféventielles dx,, dx., ..., dx,,_, ne sont pas
tous nuls, toujours pour le méme systeme de valeurs; supposons, par
exemple, qu’il en soit ainsi du coefficient de

dxsdres...dzxs,, _s.
Nous pourrons continuer ainsi et supposer que :

dans »@®7=2 Je coefficient de de, dx,...dx,,,_, n’estpas nul;

» o pEm—) » dryde,...dr,, »

dans o@m=2r) e coelflicient de dx,.dz,y,...dx,,_, n'est pas nul;

dans o le coefficient de dx, n'est pas nul.

Dans ces conditions, considérons le systeme complet adjoint &
I'équation w = o; pour le former, prenons dans le premier membre
de (8) les coefficients totaux des monomes

da,dxs...dxs,,_, dz,,,

dxydz,...deyy, dey e,

de dr,...dxry,_dr,.

Nous aurons ainsi, d’apres les hypotheses faites, n — 2m +1 équa-
P ()L—;z{—,;—ly D) %’ les coefficients
des autres dérivées étant holomorphes au voisinage de z}, z;, ..., x).
Comme le systeme complet contient exactement n — 2m + 1 équa-
tions, il est completement déterminé. Nous voyons de plus, d’apres la
théorie des systemes complets, que ce sysiéme admet 2m — 1 intégrales
indépendantes holomorphes auvoisinage de x|, x), ..., x, et se rédutsant
respectivement @ x,-— Xy, Xy— Ly + s Loy — Ly, POUT Ty == Ty,
S wers - -2 &, = x.. Nous prendrons celle «, de ces intégrales
qui se réduit & @, — x|. Cette intégrale, en négligeant les termes du

second degré et des degrés supérieurs, est donc de la forme

tions résolues par rapporta

Zoms1 = X

— 0 .0 , 0 . 0
Uy =2y~ &4 o (Xam— 3,,) + Camat (Lamas — Topiq) 4o oo (X — 23).



276 ELIE CARTAN.

Sil'on égale u, 2 une constante et qu’on tienne compte de du, = o,
Uexpression o n’est plus que de la classe 2m — 2 ou 2m — 3, puisque
sa dérivée (2m — 2)¥™¢ s’annule et que sa classe ne peut pas s’abaisser
de plus de deux unités.

37. Nous considérerons maintenant I'équation
(9) w(2m=4 du, df = o,

qui, d’apres ce qui précede, est équivalente au systeme complet adjoint
a I’équation w = o, ott l'on fait #, = const.

Ce systeme complet admet 2, — 3 intégrales indépendantes, et en
ne regardant pas z, comme une constante, 27 — 2 intégrales indépen-
dantes; il est forméde n — 2m + 2 équations indépendantes. Ici pour
les avoir, il suffit de prendre dans le premier membre de (¢) les coef-

ficients de dx,dx,...dx,,_dx,,_,, dx,dx,...dxy, dx,,, ...,

dx, dx, ...dx,, ,dx, Cescoefficients contiennent respectivementles
L., ] J 7] c oy . .

dévivees 2L, & .., oL multipliées par un coefficient par hypo-

()‘L".’.m—lJ ()-Z‘ﬂnz, dzx,
s -0 . adaf a9 of
these différent de zéro, et en outre des termes en —'—/~, ——'L, cees /A
dxy” day OXapm—s
En égalant ces coefficients & zéro, on a 2 — 2m + 2 équations indé-
Y , . df
pendantes qu’on peut considérer comme résolues par rapport a ;ﬁ_-'/—-—,
At

) ) . AT
S, 2 s coefficients des autres dérivées étant holomorphes
()1"2111 ()‘2"11
0

au voisinage de z{, x3, ..., x,. Ces n — 2m + 2 ¢équations sont les
équations du systéme complet cherché. On voit de plus que ce systeme

admet 2,2 — 2 intégrales indépendantes holomorphes et se réduisant

respectivement i &,—x}, T, — &), ..., Loy — Ly, , POUr

—_— 0 , — 0 p —_— 0
Lam—1=—=Zy,p—1» Loy =— Lgms ey Xp==Z,.

La premiere n’est autre que u,. Nous désignerons la seconde par u,; &
des termes pres de degrés supérieurs, u, est de la forme

Uy=— Xy— -I’g -+ iezm——l (x‘zm——l - "133”1-1) -+ ﬁ:’.m(‘r‘zm“" ‘Z-'?gm) T T f’n ("13/1. - LP,)
Nous continuerons ainsi en formant

(10) : =8 du, du, df = o,
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¢quation équivalente & un systeme complet admettant une intégrale
holomorphe u, se réduisant & a, — 2 pour

Lyp—2 == XYy ay L1 7= L ey s R Xy &
Et ainsi de suite jusqu’au systeme complet
odu duy ... dw,_ df =o,
1 ) " Ao pe o A 1 H oL ’
qui admettra I'intégrale holomorphe u,, se réduisant d z,, — 2!, pou
Xy == Tt L= L, 10y ey Xp= -

38. Nous sommes done finalement arrivés en somme i 72 fonctions

holomorphes
iy, Uy, M Um

se réduisant respectivement a

T 0 ) -0 70
Ty— Y, Ta— XY, ..., X,— X,
’ et
lorsqu’on y fait
¥ .0 — 0 _— — 0
Xyt = Loy gy = L ppa=— Ly =50 0 W TZ Ly — Ly T O

De plus, lorsqu’on donne a ces m fonctions des valeurs constantes,
o devient nul, de sorte que I'on a une égalité de la forme

(r1) o = G duy+ Cydug~+. ..+ G, du,.

Les coefficients C sont des fonctions holomorphes au voisinage de
), 2y, ..., z,. En effet, si Ion fait un changement de variables en
prenant

Y1= Ly, Yo = Uz, ceey Ym= Uy,

J— 70 —_— 0
,YI)H—l = L1 ‘L/n+12 sy yu = X, — .Z'",

toute fonction holomorphe des anciennes variables au voisinage de
xy, ..., 2, est une fonction holomorphe des nouvelles au voisinage de
Yi=Yy=...=y,= o et réciproquement. En particulier, » reste ho-
lomorphe au voisinage des y nuls, et comme il ne doit contenir que
dy,, dy,, ..., dy,, il en résulte que C,, C,, ... G, sont holomorphes.

On voit de plus que Cj, est différent de zéro, car I’expression (1)

m
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développée donne pour coefficient de dir,, une quantité dont la valeur
poura!, ..., x,, supposée par hypothese différente de zéro, n’est autre
que Cy. Il en résulte qu’au voisinage de z!, ..., a, I'équation -aux
différentielles totales est équivalente & I'équation

C C G
1 2 m—1
(12) dee, + C—(/t¢1+—(:—dttg+...+ —-C"—(/u,,,_,
m mn n
=du,,— ¢, du;—...— ¢y dil ) == 0,

ot les ¢ sont encore holomorphes. Enfin, si 'on réduit u,, «,, ..., u,,
iy O3y -ovy Oy & leurs termes du premier degré, on obtient 2m — 1
expressions du premier degré en x,, ., ..., @,, qui dowent étre inde-
pendantes. .

En effet, il n’y a que ces termes du premier degré qui interviennent
pour donner la valeur des coefficients de o®”=% lorsqu’on fait 2, = 2,
Xy =Xy, ..., T, =Xy S1ces 2m—1 quantités n’étaient pas indépen-
dantes, elles fourniraient une expression de Pfaff de classe 2m — 2 au
plus, et, par suite, ©®"= serait nul poura, = 2}, ..., x, = x,, ce qui
est contraire & hypothese.

39. 1l en résulte enfin que si ¢, ¢o, ..., ¢, prennent les valeurs
O, 00, couy b, POUr Ty =2, ..., 2, =), on peut faire un change-
ment de variables en prenant pour nouvelles variables «,, w,, .. , u,,

) et n — 2m + 1 des quantités x; — ).

L T R ;

Toute fonction holomorphe des anciennes variables au voisinage des
2} scra holomorphe des nouvelles au voisinage de leurs valeurs zéro.
La solution considérée se transformera alors en une solution contenant

le systeme de valeurs zéro des variables et annulant I'expression

diey— vy duy—oyduy—...— v,y die,,_,.

Elle ne pourra étre fournie que par le procédé général de résolution
de cette équation aux différentielles totales.

On aura unec infinité de systemes de m, m + 1, ..., 2m — 1 équa-
tions dépendant de fonctions arbitraires, auxquelles on ajoutera au
besoin des équations quelconques en nombre quelconque, si n est su-
périeur i 2m — 1.
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Le probleme que nous venons de résoudre est en somme le suivant :

Trouver toutes les solutions de I'équation » = o admeltlant pour poini
stmple un point (ou systéme de valeurs) (x). x), ..., ) n’annulant pas
lous les coefficients de la dérivée (2m — 2)¥me de o,

On voit que toutes ces solutions sont données par des formules qui
rentrent toutes dans un nombre fini de types dépendant de fonctions
arbitraires.

40. Recherche des solutions singuliéres. — D’apres ce qui précede,
nous appellerons SOLUTION SINGULIERE une solution dont tous les points
annulent les coefficients de »®*™= supposée réduite a sa forme la plus
sumple.

Sil'on égale tous ces coefficients 4 zéro, on a un systeme d’équations
qui peut étre algébriquement incompatible, ct alors il n’y a pas de
solution singuliere; qui peut aussi se décomposer en plusieurs autres
indécomposables. Chacun de ceux-la peut se mettre sous une forme
telle que les premiers membres des 4 équations qui le composent soient
holomorphes par rapport & un systeme arbitraire de valeurs des va-
riables satisfaisant au systeme et que de plus les déterminants fone-
tionnels de ces A premiers membres par rapport & 4 quelconques des
variables ne soient pas tous nuls pour Ie méme systeme de valeurs.

Cela étant, considérons une solution singuliere déterminée et un
point simple arbitraire (2}, x,, ..., 2,) de cette solution. Si pour ce
pointles deux conditions énumérées plus haut sont vérifices, on pourra
tirer 4 des variables en fonction holomorphe des » — % autres et porter
dans @. On aura alors une nouvelle expression de Plafl’ holomorphe
au voisinage de =}, x;, ..., z,, et qui sera de classe 2m — 2 au plus. On
sera ramené & chercher les solutions de I’équation obtenue en égalant
cette expression & zéro.

Si, pour tous les points (!, a3, ..., x,) de lasolution considérée, la
deuxieme condition, relative aux déterminants fonctionnels, n’est pas
réalisée, on a une solution d’un ordre supérieur de singularité. On
aura toutes ces solutions en ajoutant aux 4 équations trouvées plus
haut celles qu’on obtient en égalant i zéro tous les déterminants fonc-

tionnels de leurs premiers membres par rapport a % des variables. On
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obtient ainsi un nouveau systeme de 4>/ équations qu’on peut
mettre sous une forme satisfaisant aux deux conditions énoncées plus
haut. On proctde pour ce second systeme comme on a procédé pour
le premier et ainsi de suite.

Ces opérations ont nécessairement un terme, car on est nécessaire-
ment ramené & un nombre find d’équations aux différentielles totales
d’ordre inféricurd 'équation donnée; chacune d’elles pourra conduire
4 d’autres équations aux différentielles totales, mais dont Pordre sera
inférieur au sien propre. Il estbien clair qu’on finira par s’arréter dans
la suite de ces opérations.

41. Exemples. - Prenons expression de Pfafl
(13) o == &y dae ) + 20y dxs+ 2, dax, -+ 2, day.
On aici
| o =dr de,+ dx,dx,,
3
s o' =—rydr, de,dr,— 2y de, de, de, — 2 dey desde,
(14) + 2 dx, dx, drs— 2y dey, dry drs,
( oV =— 2, dr,dx, dr,dx, dr;,
w''== 0.

Ici donc 7 = 3. Les solutions singulieres seront celles pour les-

quelles on aura
2,=0,

le seul coefficient de ™ étant ,. Si 'on remplace, dans o, la variable
2, par zéro, on obtient I’équation
W =x3;dr,==0.
La solution générale de cette équation est
Xy=—a,

et la solution singuliere est
Zy= 0.

Par suite, les solutions singulieres de I’équation w = o sont
(15) 2= 0, Xy
et

(16) x,=o0, ZT3= 0,
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et celles qu'on obtient en ajoutant des équations quelconques &
chacune de ces solutions.

Ici la solution générale est donnée par trois équations au moins,

tandis qu’on a des solutions singulieres formées de deux équations
seulement.

42. Considérons encore I'expression de Pfaff, qui nous a déja servi
d’exemple,

W =2, X3 dxy+ X2y A2z + (21 + 23205) dox, -+ 232, dxy.
On trouve ici

o' = xix; de dxydx, + x} de, 2 dxsdx s+ vy x50 dxdegde,

(17) + 2y 2?2, do,drydaey+ 2y 2, dx doe,dxs+ 2, 2% x5 drydesde,
7 + &2y, Argdasdaxs— x2 2, deydx, dr;,
(J)IV—_'— O.

On a donc m = 2. Les solulions singuliéres s’obtiennent en annu-
lant les coefficients de w”. On trouve ainsi

(18) Ty = X3 X, = X3 X5= O.
Ce systeme se décompose en trois autres

(18). Z,== 0, (18), Z,= o0, (18). j,':o,

Z3= 0, x,= 0, 5= 0.

Le premier systeme, ainsi que le second, annulent identique-
ment w; ils constituent donc deux solutions singulieres. Le troisieme
donne

(19) W = X X3 dx,+ X, 25 d2z =0,

et pour @, m = 1. La solution générale de I'équation (19) est immé-
diate, c¢’est

(20) Zy 3= a.

Quant aux solutions singulieres, elles s’obtiennent en annulant
Ann. de I’Ec, Normale. 3¢ Série. Tome XVI. — JuLLeT 18gg. 36
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x,x, et x, x,, coefficients de =. On a donc deux cas: ou bien
x;=o,

ou bien
Ly = X3==0.

Le systeme (18),donne donc pour I’équation primitive les solutions
singulieres

(21) x,=o, xs=o0, Ty —a;
(22) X, =0, I5= 0, Zy =0,
(23) x,=o0, Z5= o, zy=o0, Z3=o0.

La derniere rentre d’ailleurs dans la solution singuliere (18);.

43. Considérons enfin I’équation
(24) w=A,dr,+ A,dz,+ Aydr,=o,

ol les A sont des fonctions de x,, x,, x;. Dans le cas général, w est
de troisieme classe et, par suite, m = 2. Les solutions singuliéres
seront fournies en annulant les coefficients de w®”~* = w’. Or ici

0A2 dA;; ()A'; ()Aq ()Aq dl\ﬁ)
[/ — — — e —— — e e Y.
A _‘A,<—-—; v 2>+Az<0 1 i 3)—%—A2<()’2 ox ,d.rldxzdl_,

Sila quantité entre crochets est identiquement nulle, on peut satis-
faire & I'équation (24) par une seule équation dépendant d’un para-
inetre arbitraire. Sinon en annulant cette quantité, on peut avoir une
solution singuliére qui, dans certains cas, pourra étre formée de la
seule relation obtenue ainsi, mais qui en général aura besoin d’étre
complétée par une autre relation. C’est ainsi qu’en prenant

(25) w=ua,(1 —a}— x}) de,+ zy2? dr,+ x5 dz,,
I’équation obtenue en annulant le coefficient de w” est
22, X9y (X:+ 2l 4+ 2E—1) = 0.

Cette équation se décompose en quatre autres, et, chacune d’elles
étant traitée séparément, on est conduit finalement aux solutions sin-
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gulieres suivantes:

(29)q x;=o, zl+ 2l =a;

(23), Zy=o0, 2xi—at+axt=a;
(25). r,=a, Zy=0;

(23)a i+ xi+2i=1.

De chacune de ces solutions, on déduit, bien entendu, une infinité

d’autres en ajoutant des équations quelconques aux équations qui la
déterminent.

IV. — Systémes formés de plusieurs équations finies et d'une équation
aux différentielles totales.

44. Etant donnés une équation aux différenticlles totales
(26) w=Adr,+Aydxs+...+A,dr,—= o
et un systeme de % équations finies entre les variables

‘fl (‘rh Ly oo vy .1‘”):0,

(27) ) S (2y, 23, ..., 2,) =0,

il s’agit de satisfaire & I'équation (26) au moyen d’un systeme d’équa-
tions comprenant les équations (27).

Nous supposerons comme toujours que les premiers membres des
¢quations (27) satisfont aux deux conditions fondamentales énoncées
plus haut relativement & tous les systemes d’équations dont nous
nous sommes occupé.

Avant de résoudre le probleme, nous allons démontrer un théo-
reme, important en soi, dont nous nous sommes déja servi implici-
tement.

45. Classe d’une cxpression de Pfaff, en y supposant les variables lices
par des relations données. — Considérons I'expression de Pfaff w. Sup-
posons qu’on tire des équations (27) 4 des variables en fonction des
n — h autres et qu’on porte dans w. Cette expression ne contient plus
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alors que n — % variables. Je dis que /a classe de cette nougelle expres-
ston est le plus petit nombre entier p tel que les coefficients de I’expression

(28) w®) df dfs...dfs

supposée réduite & sa forme la plus simple, soient tous nuls en verlu des
relations (27).

Supposons en effet que le déterminant fonctionnel de /,, /5, ..., /,
par rapport & @, ,, ..., ; ne soit pas identiquement nul. Alors on
peut prendre pour nouvelles variables

Y1 =/ Yo =Fa sy )’IL:f/n Yir1 =L w1 ) Yn=—%xn,

et toute fonction holomorphe des anciennes variables sera fonction
holomorphe des nouvelles, et réciproquement. Si ’on désigne par &
ce que devient w par ce changement de variables, 'expression (28) se
transforme en

(29) w' P dydys...dy,;

il est bien clair, de plus, que chaque coefficient de (28) est une com-
binaison linéaire & coefficients holomorphes des coefficients de (29)
et réciproquement. (Les coefficients de ces expressions s’entendent,
une fois la réduction effectuée a la forme plus simple.) Or les coeffi-
cients de I'expression (29) sont les mémes que ceux de &”, ot 'on
aurait enlevé les termes qui contiennent les différentielles dy,,
dysy .., dy,. Si donc dans les coefficients de (28) on tient compte
des relations (27), cela revient, dans @', & faire d’une part

dy,=dy,—...=dy,=o,
d’autre part
Yi=)Yoa=...=)¥Ynr=0.
Soit @, ce que devient o lorsqu’on fait ces substitutions; il est
tacile de voir que par ces substitutions @’ se change en @ ; si en effet

s=Bidy;+...+Brdys+ Birsi dyneri+...+ B, dy,,

on a
@, =Bl Ay hes 4. ..+ B dy,,
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(&)
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d’ott I'on tire

[ 0B2+i , _ ()B/H-i } 3
Ty = E et Ay hvi Ay v j = Z <5J'/¢+j>o AY pori Ay v s
ij

ij

les indices o exprimant qu’on fait y, = y,=...=y, = o. On voit bien
que o, se déduit de »’ en faisant

yi=...=yp=dy,=dy,=...=dy,=o.

7

Par cette derniere substitution, @ se changeant en @, et &’ en @,
il est clair que ©'? se change en @}/ et que ww'? se change en w,w,
autrement dit que @” se change en w/.

On voit par la que la condition nécessaire et suffisante pour que les
coefficients de (28) soient tous nuls en vertu de (27) est que @”’ soit
identiquement nul ; ou, comme @, est ce que devient w lorsqu’on tire
Xy, Ly, ..., 2, de (27), que la classe de w soit p au plus, apres que les
variables y sont liées par les relations (27). Cette conclusion démontre
le théoreme.

46. Solutions générales du probléme proposé. — D’apres cela, reve-
nons & notre probleme et supposons que 7 soit le plus petit nombre
entier tel que les coefficients de

(30) wM dfidf,. . .df,

soient tous nuls en vertu de (27). Les solutions générales seront
celles en vertu desquelles les coefficients de

(31) wCn=2df df,...df,

ne seront pas tous nuls. En particulier, pour ces solutions, les déter-
minants fonctionnels de /,, /., ..., f, par rapport a 2 quelconques des
variables ne seront pas tous nuls, sinon I'expression df,df,...df,
aurait manifestement tous ses coefficients nuls (ces coefficients étant
ces déterminants fonctionnels eux-mémes) et il en serait de méme de
I'expression (31).

D’apres cela, si (2], ), ..., ) désignent un systeme arbitraire de
valeurs correspondant & une solution générale déterminée, on pourra
de (27) tirer 4 des variables en fonctions holomorphes des autres au
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voisinage de (], ..., @) et en portant dans w nous serons ramené &
résoudre une équation aux différentielles totales dont le premier
membre sera d’ordre 2m ou 2m — 1, la dérivée w®™=2 n’ayant pas
tous ses coefficients nuls pour le systeme de valeurs considéré () )-
On y arrivera par la considération de m systemes complets successifs
pour chacun desquels on déterminera une intégrale holomorphe.

47. Ici on peut donner & ces systemes complets la forme suivante.
Le premier sera équivalent & I’équation

(32) wCm=2 df df,...dfndf = o,
les variables étant supposées liées par les relations (27). Si f,,, est

une intégrale holomorphe ne se réduisant pas & une constante en
vertu de (27), le second systeme complet sera

(33) o= dfidfs...dfidf p df = o,
et ainsi de suite jusqu’a
2 d_/l ({/2 e ({/lr—f—m—l d/: 0,

qui donnera une intégrale holomorphe /. ,,. Nous aurons ainsim fonc-
tions holomorphes f, ;. fir2s - --+/2em indépendantes, méme en tenant
compte de (27). On pourra de plus s’arranger pour que I'équation &
résoudre se mette sous la forme

(34) df/z+m — Qi1 [{//H-l — e e Qhtp—1 [{/‘/H—m—-i =0,

les © étant aussi holomorphes au voisinage de @}, ..., ). On sera
ainsi en mesure de trouver toutes les solutions admettant le point
(xf, ..., z,,) comme point simple. ‘

48. Solutions singuliéres. — Pour avoir les solutions singulitres, on
ajoutera aux équations (27) celles qu’on obtient en annulant tous les
coefficients de I'expression différentielle

(31) wCn=df df, ... df.

On aura ainsi un nouveau systeme de relations, et I’on sera en somme
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ramené a un probleme analogue au premier, sauf que U'entier 4 sera
devenu plus grand. Pour ce nouveau probleme, nous aurons une nou-
velle valeur " de m, au plus égale a m, et il admettra des solutions
générales et des solutions singulieres qui seront données par les solu-
tions d’un troisiéme probleme, ou % aura encore augmenté. Il est clair
que % ne pouvant pas dépasser le nombre n — 71, ces opérations auront
un terme.

49. Reésolution d’une égquation aux différentielles tolales au moyen
d’un nombre donné d’équations. — Le nouveau probleme que nous
nous proposons est le suivant. Etant donnée 1'équation aux différen-
tielles totales (26), résoudre cette équation au moyen de r relations
*finies entre les variables, parmi lesquelles 2 <Cr relations don-

nées (27). ‘

Nous allons d’abord, i cet effet, démontrer que, si un systéme de r
relations annule ’expression de Pfaff o, tous les coefficients de »®" sont
nuls en vertu de ces relations.

50. Soit, cn effet,
Sfi(‘z‘l,*r:!; cey Xp) =20,

f?(xhxz, . --9-1‘/1)——_07

(33)

le systeme de r relations annulant w; on suppose que les premiers
membres vérifient toujours les deux mémes hypotheses fondamen-
tales. Si alors le déterminant fonctionnel de f,, fa, ..., f, par rap-
port & x,, x,, ..., x, n’est pas nul en vertu de (35), nous pouvons
prendre pour nouvelles variables

.,ylzfl’ 3’2:/‘2’ MR .}’I':,/M yl‘+I:'z'I‘—i-1’ RS Yn==%n,

et, d’aprés une remarque faite plus haut, si o se transforme en @, les
coefficients de w? s’annuleront, en vertu de (35), en méme temps que
ceux de w'” et réciproquement.

Or, si nous formons 'expression &

w=B,dy,+ Bydy,+...+B,dy,+ B dy,—+...+B,dy,
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il faut, par hypothése, que B,.,, B,,,, ..., B, s’annulent en méme
temps que ¥,, ¥, ..., ¥, Considérons alors

et faisons dans les coefficients y, = y,=...=y,.= 0. Les termes
de @ dont les coefficients ne s’annulent pas ne peuvent étre que les
termes en dy,, dy,, . .., dy.. De méme, si un terme de @’ a un coeffi-
cient différent de zéro en vertu de (35), il doit contenir une au moins
des différentielles dy,, dy., . .., dy,; sinon ce serait un terme de la
forme

dBl'-&-i ,

()]’r'+j dyr~+J d) ris
et la valeur du coefficient de ce terme pour y, =y, =...=J),=o0
peut manifestement s’obtenir en faisant d’abord y,=...=y,=o0

dans B,,; et en dérivant ensuite par rapport & y,.;, ce qui donne néces-
salrement zévo.

Si donc on ne conserve dans les 7+ 1 facteurs @ et @' de &' que
les termes & coefficients différents de zéro, chaque terme de chacun de
ces facteurs contient une au moins des r diflérentielles dy,, dy,, ...,
dy,; comme il y a plus de facteurs que de différentielles, les coeffi-
cients du produit symbolique total seront certainement tous nuls.

Les coefficients de w®” s’annulant en vertu des expressions (35) en
méme temps que les coefficients de @®”, le théoreme est démontré.

On démontrerait de la méme facon que tous les coefficients de w®+*
s’annulent.

51. Nousallons encore démontrer un théoreme un peu plus général.
St une expression de Pfaff o s’annule au moyen de r relations dont /. re-
lations donndes (27), tous les coefficients de I’expression

(36) @I g dfy ... df

s’annulent en vertu de ces r relations.

Si d’abord, en effet, tous les déterminants fonctionnels des premiers
membres f,, fi, ..., fides A relations données par rapport & 4 quel-
conques des variables s’annulent en vertu des r relations considérées,
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le théoreme est vrai, car alors l'expression df, df, .. .df, a tous ses
coefficients nuls en vertu des relations considérées, et par suite aussi
I'expression (36).

Si ces déterminants fonctionnels ne sont pas tous nuls en vertu des
r relations, nous pouvons tirer de (27) 4 des variables en fonctions
holomorphes des = — % autres et porter dans . Nous aurons alors une
expression @; de plus, les coefficients de w® df, df, . . . df;, s’annule-
ront en méme temps que ceux de o' et réciproquement. Or I'expres-
sion & peut s’annuler au moyen de » — /% relations entre les variables;
par suite, d’apres le théoreme précédent, tous les coefficients de la
dérivée & =24 s’annulent en vertu de ces r — A relations. Par consé-
quent, tous les coefficients de (36) s’annulent en vertu des r relations
considérées. Il en est de méme de tous les coefficients de

WEr=2) df dfy ... dfy.

52. Cela étant, arrivons ala solution du probleme proposé : Resoudre
le systéme des équations (26) et (27) au moyen de r — h relations dis-
tinctes de (27).

On formera 'expression différentielle

(36) w@r=20) df, df, ... df,,

et 'on égalera tous ses coefficients & zéro. En général, on obtiendra
des équations distinctes des équations données, de sorte que le sys-
teme (27) sera remplacé par un nouveau systeme de A > /% équations.
Si &' est supérieur a r, le probleme est impossible. Si non, on for-
mera, pour ce nouveau systeme, I'expression différentielle analogue
a (36) et ainsi de suite. On finira par arriver soit & un systeme de
plus de r relations, auquel cas il y aura impossibilité, soit & un systéme
de £ < rrelations pour lequel ’expression o® 2% df, df, .. .df; aura
tous ses coefficients nuls, en vertu de ces £ relations. Alors, si m est
le plus petit nombre entier tel que w®™ d/f, .. . df; ait tous ses coeffi-
cients nuls en vertu des & relations obtenues, on aura la solution géné-
rale du probleme par la résolution d’une certaine équation de Pfaff

dl. — P, dX;—...— P, dX,,_1=o,

ou les X, P, Z seront donnés par des systemes complets successifs. On
Ann.de ULc. Normale, 3¢ Série. Tome X VI. — JuiLLET 189g. 37
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aura ainsi une infinité de systemes de m relations & chacun desquels
on ajoutera r — £ — m équations quelconques.

53. Les solutions singuliéres s’obtiendront en ajoutant aux / rela-
tions considérées celles qu’on obtient en annulant tous les coefficients
de wC®™=2df, df,...df. On aura ainsi un nouveau systeme de rela-
tions et I’on sera ramené au probleme primitif, mais ~ aura augmenté.
On voit comment on continuera et I’on se rend bien compte que toutes
ces opérations auront un terme.

La solution qui vient d’étre exposée comprend comme cas particu-
lier celui ot il n’y a pas de relation donnée a priori entre les variables

(b =o).
54. Exemple. — Prenons 'exemple déja traité (13)
0 = x5 dx,+ 23 da,+ 2, dx, + x; dz;.

Cherchons & annuler w par un systeme de » = 3 relations dont A =1

relation donnée
Z,— 0.

Il faudra former ici (r— A = 2) I’expression o' dx,. Or, en se repor-
tant a la valeur (14) de »", on trouve

oY dr,=o.
Il'y a donc ici des solutions générales. Comme on a
w'dr,=— xydz,dz, de; dz, + 2, dz, dz, dzr, dr;,

le nombre m est ici égal i 2 et les solutions générales sont celles qui
n'annulent pas a la fois , et x;. En faisant dans (37) @, =o0, on

trouve
O =x5dx,+ 2y de,+ 2y doey=x3dx, + d(zx,25) = o.

La solution générale du probleme sera donc fournie par
2,=0, 2125 = 9 (Z,), Z3=—¢'(z).
Les solutions singulieres doivent comprendre les 2 = 3 relations

X=X, = X5 =0}
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il faut donc annuler les coefficients de wdz,dx,dx,, puisque
r—h=3—3=o0; oron trouve

o dx,dx, dry—— x;dx, dxs dx, dx;
il faut donc ajouter aux équations (40) I'équation
X3 =0,

ce qui donne plus de trois relations. Il n’y a’donc pas de solution sin-
guliere.

55. Autre solution du méme probléme. — Les équations qu’il faut
ajouter aux équations données (27) dans le cas général, a savoir
celles qu’on obtient en annulant les coefficients de I'expression dif-
férentielle .

(36) w20 df df,. . .dfy,

sont assez compliquées si 4 est grand, puisqu’elles dépendent des

dévivées partielles de 4 fonctions f, ..., f;,. On peut, dans un cas

irés étendu, leur substituer d’autres équations plus faciles & former.
Remarquons d’abord que toute solution du probleme sera une solu-

tion du systeme

; w=—o0,

!flzoa

et par suite, A étant ici égal & 1, devra annuler tous les coefficients de
Iexpression w*"=* df,. Nous voyons donc déja qu’on aura & ajouter
aux équations (27) celles qu’on obtient en annulant les coefficients
des A expressions différentielles

(37)

(38) o= df; (¢=1,2,...,h).

De méme, si 4 est supérieur & 1, on aura pour une raison analogue
a annuler tous les coefficients des expressions différentielles

. w(2r=3) dfl dfj

(39) w4 df, df,

(Lj=1,2,..., ).

Ces expressions (38) et (39) contiennent des dérivées de deux seu-
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lement au plus des fonctions /. Voici un théoreme qui, dans trois cas
assez généraux, permet de se borner 2 la considération d’expressions
analogues.

56. Taiorime. — Etant donné un systéme de h relations

fl(xh Zay iy Ty) =0,

o ( L1y Loy oo oy Xp) =0,
(27) f,( 1 )

dont les premuers membres satisfont toujours aux mémes conditions rela-
tives & leurs déterminants fonctionnels.

Si l’on ne consvdere que des systémes de valeurs des variables satisfai-
sant a (27), n’annulant pas tous les coefficients de I’ expression

wdfy dfs...df,

ni a la fois tous ceux de w"~"et de "=, ils n”’annulent pas non plus

ceux de ['expression
== df df,. . .dfy,.

De plus dans les mémes condutions :
1° Si ces systémes de valeurs n’annulent pas w*"="), I'équation

(36) W@ =) df, df,. . .dfy=o
est algebriguement équivalente aux équations

w(?r-2) dfl =0

X 03(2"_3)(1/'1' dfj:O (L’./:I9 27 MR | /L);

(40)
2° St ces systémes de valeurs n’annulent pas »*"=2), I’équation
(36) ©Er= df dfy. . .dfy=o
est algébriguement équivalente aux équations '
(41) @ = df;df; —=o (6, =1,2,...,h);
3° St ces systémes de valeurs n’annulent pas ©*"=*), I’équation

(42) w@r=2A=0df df,...dfr=o
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est algebriquement equivalente aux équations

o= df, =o

(43) o (2r—Fk) dfz de —o0

(& J=1,2, ..., h).

L’entier % est supposé au moins égal 4 1 dans le premier et le troi-
sieme cas, et au moins égal & 2 dans le second cas. Enfin, s les coeffi-
ctents de (36) ou (37) sont nuls, il en est de méme de ceux de »*" dans
les trous cas et, en outre, de w'*"—" dans le dernier cas.

Nous allons d’abord démontrer le lemme suivant :

57. Lemme. — Etant données une expression différentielle o du second
4 - - ’ N . ’
degré et h + 1 expressions différenticlles , v,, ..., w, du premier degre

a n variables x,, ., ..., 2, :
1° S¢ pour un certain systéme de valeurs des variables n’annulant pas
WW,...w,, les coefficients de " ne sont pas tous nuls, les coefficients de

B0, . . .0

ne s’annulent pour ce systéme de valeurs qu’en méme temps que ceux des

expressions
o' lew;, ®Blo;w; (i, j=1,2,..., ),

et réciproquement ;
2° Dans les mémes conditions, st les coefficients de ww™"' ne sont pas
Lous nuls, les coefficients de

B owy. . .0y,
ne s’ annulent qu’en méme temps que ceux des expressions
B2 0w;0; (6, j=1,2,...,h);
3¢ St les coefficients de ww'™™" ne sont pas tous nuls, les coeffictents de
' [0 LY A VA YA
ne s’ annulent qu’'en méme lemps que ceux des expressions
[0 2k VI o Lt STATIAY (6, =1,2,...,h).
Dans tous les cas, les coefficients de " expression
" W ws. . .0,

ne peuvent jamais s’ annuler simultanément.
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On peut supposer, sans rien changer aux conditions de ’énoncé,
que les coefficients des expressions @, ©, ®,, ..., o, gardent les
valeurs constantes qu’ils possédent pour le systeme de valeurs con-
sidéré des variables. Cela revient & supposer que ®, ®w,, ®,, ..., &,
sont des différentielles de formes linéaires en x,, x,, ..., x,.

Cela étant, ’hypothese faite sur le produit ww,...w, exprime que
ces ~ -1 formes linéaires sont indépendantes. On peut, d’ailleurs,
effectuer sur les 2 dernieres une substitution linéaire quelconque &
déterminant différent de zéro, sans rien changer aux conditions de
I’énoncé; enfin, on peut de méme faire sur les = variables une sub-
stitution linéaire quelconque a déterminant différent de zéro, de
maniére 4 avoir par exemple

w, = dx,, wy= dz,, cees w,= dxy, w =dx,

58. Cela étant, 'ensemble des termes de & qui contiennent dz, est

de la forme
dz, du,

ol u est une certaine forme linéaire, pouvant étre identiquement
nulle, de x,, #,, ..., x,_,. Considérons maintenant les termes qui
ne contiennent pas dx,. Si nous désignons

par ¢ j, ... lesindices 1, 2, ..., A;
» oA, ... » ht+1, h4+2, ..., n—1,

nous voyons que @ se compose, outre dwx,du, de trois groupes de
termes :

1° Des termes de la forme A; ;dz;dz;;
20 » Ay dz day;
3o » A pdz dzy.

Supposons que, dans le troisieme groupe, le coefficient de
Az 1 A2 jrs

soit différent de zéro. Nous ferons alors un changement de variables
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en prenant

p=n—1
2
’
[y — 2 Ap,/u—ﬂ-rp’
p=1
p:n—l
! R — /
Ajrt, ko Xppe = E A/L+1.p~1'g-
p=1

Nous voyons alors que le produit dx),, dx;,, contient tous les termes
en dx,,, et dx,., qui se trouvaient dans & — dx,du. Donc, en pre-
nant x;,, et z,,, au lieu de x,., et x,,,, @ — dx, du ne contient plus
de termes en dz,, et dz,,,.

En enlevant dx) ., dx),,, nous aurons une expression analogue &
n — 3 variables; s’il y a dans cette nouvelle expression des termes du
troisieme groupe, nous pourrons répéter 'opération précédente jus-
qu’a ce que tous ces termes solent épuisés. Autrement dit, nous pou-
vons supposer que les termes du troisieme groupe sont

AL jpiy AX g 4= A py Ay 4. o 4 A2 jgy dXpygg,

les termes du premier et du deuxieme groupe ne contenant aucune
des différenticlles dzy,,, dxjray -y dZp sg-

Prenons maintenant dans le second groupe, s’il existe effectivement,
les termes qui contiennent une des différentielles dx,, dz,, ..., dz,;
supposons, par exemple, que le coefficient de dz, dx),,,,, soit dif-
férent de zéro. Alors nous pourrons prendre, comme tout a ’heure,
de nouvelles variables & la place de «, et de 200,

P:/L
’
X, = E Ap,/z+2c¢+1~”pa
p::.l
p=n—1
AL haos1 Lhonr1 = E Al,pxpﬁ
p=1

de maniere que d, et dz';, 0., n'entrent dans aucun autre terme du
premier ct du deuxitme groupe que dz',dx’,. .,.,. Finalement, en
répétant cette opération autant de fois qu’il sera nécessaire, on mettra
les termes du second groupe sous la forme

Az \dxpaggps - A2y A2 pisuys+ - - -+ d.z'g dx/z—e-za-o-ﬁy
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les termes du premier groupe ne contenant aucune des différentielles
dx,, dzs, ..., d.rp.

Enfin, les termes du premier groupe eux-mémes, s’il y en a,
peuvent, par un procédé identique aux précédents, se mettre sous la

forme
Axg1 ATy + d2p 3 d2R . o . 4 AZBroy—1 AXB12y.

Finalement, en changeant les notations, nous pouvons écrire

o =dz,dxj+dredxpis—+. ..+ degdr)iq
+ dxg AZgss + A2 gy gddgy,+ . o+ AZoysofr AT oqap
+ AX o1 QX poyr + AZ gy 3 A ppoiy -+ = AT pparay—1 AX o402y
+dz,du,

(44) 5
|

olt &, 3, y sont des entiers, pouvant étre nuls, tels que
a+2B85i4A, h4+oa+2ySn—r.

59. Cela étant, passons a la démonstration du lemme. On peut
d’abord ramener les deux premiers cas I'un & I'autre. En effet, si le
second cas est démontré, il suffit de supposer que @ ne dépende pas
de dx,, de remplacer alors 7 par r + 1, /& par A+ 1, les 4 expressions
W, ®,, ..., », devenant 4 + 1 expressions w, w,, W,, ..., W, pour
retomber sur le premier cas.

Nous n’avons donc que les deux derniers cas & démontrer.

60. DruxmiMe cas. — L’hypothese est que wa™' n’a pas tous ses
coefficients nuls, c’est-a-dire que @ — dx,du contient au moins

r— 1 termes; on a donce
c+B+yZr—r.

On voit d’abord que &™*~*ww,...w, ne peut pas s’annuler, car en
enlevant de = les termes en dz,, dz., ..., dx,, dx,, il reste au moins
r—1— h termes.

Cela étant, si o "ww,...w, est nulle, cela signifie qu’en enle-
vant de @ les termes en dx,, dz,, dz,, ..., dz, il reste au plus
r—h—1 termes; mais cela revient & en enlever au plus A de
w — dx,du qui en contient au moins r — 1; il faut donc qu’on en



SUR CERTAINES EXPRESSIONS DII’FILII‘\E.\'TIELLES, ETC. 297

enleve exactement h et que o — dx,du en contienne exactement r — 1.

On a donc
a—+ 03 +y=r—i1
et

9!::/1, 2 =03

et, réciproquement, s’il en est ainsi, @ *ww, ... w, est nulle.

Cherchons de méme les conditions pour que toutes les expressions
o ww,w; soient nulles. Il faut, pour cela, qu’en enlevant de = les
termes en dx,,, dr;, dx; il en reste au plus r — 3 ; or cela revient 4 enle-
ver au plus deux termes de & — dx, du qui en contient awmoins r — 1;
il faut done que & — dw, die en contienne exactementr —1 et qu’on en
enleve exactement deux. Cela ayant lieu, quels que soient les indices ¢
et 7, il faut que chacune des différentielles dx,, dux,, ..., dz, soitcon-
tenue dans un, et un seul, des termes de & — dx,du, c’est-a-dire que
I'on ait

a+pP4y=r—r,

o!:/l, ﬁ::o;

et, réciproquement, s’il en est ainsi, les expressions &2 ww,»; sont
toutes nulles.

Si done
UT’._/‘ (21PN VA

s'annule, il en est de méme de

ol

w2 om0 (=12, ..., h)

et réciproquement. Le lemme est démontré.
61. Trowsime cas. — L’hypothese est que wa™' n'est pas nulle,
¢’est la méme que dans le cas précédent; on a donc
a+B+y2Zr—r,

et 'on voit de la méme maniere que o™ *~'ww, ... w, ne peut pas élre
nulle.
Cela étant, sl & " w,w,...», est nulle, en posant
12 3

» =, +dzx,du,
Ann.de U'Fic. Normale. 3° Série. Tome XVI. — JuLier 189y. 38
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on voil que
o= wlr—/t+ d.r,,(/uw,""“‘.

On a done
o,/ dx,dz,...dxr,=o,

duw," " dx,dr,...dr,=o.

La premiere égalité montre qu'en enlevant de o les termes en
drv,, dz,, ..., dx, 1l en doit rester au plus 7 —/% — 1. On en déduit,
comme tout & 'heure, que @, contient exaclement » — 1 termes et que
chacune des difféventielles doit figurer dans un, et un seul, des termes

de @,; on a done
a+B+y=r—i,

B =o.

a=n~h,
La deuxieme égalité s’écrit alors

dudryde,...de,de,, drsyy...dxs, =0,

ce qui montre que w est une combinaison linéaive de x,, ..., 2y,
Lyjiis - - -r Lapey. Réciproquement, ces conditions sontsuffisantes pour
que " w,w,... v, soit nulle.

Supposons maintenant que les expressions @ 'w; el & Fwom;o;
sotent toutes nulles. En considérant ces dernieres, on verra, comme
tout & 'heure, que I'on doit avoir

a+B4y=r—ri,

a=nh, B =o,

et que ces conditions sont suffisantes.
in considérant maintenant les premiéres, on a

o't = o " e+ da, duw 2 e

le premier terme du second membre est nul, et il reste

duw,"2dr;=o,

¢’est-d-dire
dudx dz, ... deyde) ... depadeg .o deyydas,, ... day,,= o,

Cela ayant lieu quel quesoitlindice ¢ == 1, 2, ..., A, il faut et il suffit
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que u soit une combinaison linéaire de x,, vy, ..., X, Tapeyy .- -,
Loy
Il résulte de la que les deux systemes

B ey .. =0
el

o'l =" wn;n, =0
sont équivalents, ce qu’il fallait démontrer.

62. On voit facilement, de plus, que 'un des deux systémes en-
traine
OB = 0

dans les trois cas; en effet, dans les deux derniers cas, @, lorsqu’on
y fait o = dx, = o, sc compose de r — 1 termes et, par suite,

dr,m" = ow"=0;

dans le premier cas, o est une somme de » termes dont un, et un scul,
contient o, de sorte que wa” est encore nul. On voit méme que, dans
le second cas, toutes les expressions @ ' ww; ont leurs coefficients
nuls. ,

Le lemme n’a naturellement de sens que>si /e est supérieur ou égal
a 1 dans le premier et le troisieme cas, supérieur ou égal i 2 dans le
second.

63. Revenons maintenant au théoreme que nous voulions démon-
trer. Il se déduit immédiatement du lemme précédent en prenant
pour o I'expression dérivée o’ et pour w; la différentielle df;, et en
ne l'appliquant qu’aux valeurs numériques des variables qui satisfont

a(27).

64. Nous allons maintenant appliquer ce théoreme a la résolution
de Udquation de Pfaff’ au moyen de r relations dont h relations données
(27) en supposant que ces r relations n’annulent pas simultanément les
coefficients de »®=") et de o=,

Nous allons examiner successivement le cas ot I'on ne considere
que des solutions n’annulant pas o®~* et oit I'on ne considere que des
solutions n’annulant pas »® .
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65. PREMIER cAs. — Annuler une expression de Pfaff » au moyen de
r relations v’ annulant pas w® =Y, parmi lesquelles h relations données
(27)-

Supposons d’abord que % soit au moins égal a 1, c’est-a-dire que
I'on se donne effectivement a priori une ou plusieurs relations entre
les variables. D’apres la théorie générale, il faudra adjoindre a ces
relations celles qu’on obtient en annulant tous les coeflicients des

expressions
w22 df; (E=1,2,...,h),

et, si A est supérieur a 1, tous ceux des expressions
w@r=3) df; df; (6, )=1,2, ..., h),

puisqu’on doit annuler @ au moyen de f;= o et de r— 1 autres rela-
tions, et aussi au moyen de

Si=fi=o

et de r — 2 autrves relations. Si les relations obtenues ainsi sont des
conséquences de (27), le systeme sera dit en tnpolution. Sinon, on
aura un nouveau systeme de £'>> /% relations qu'on metlra sous une
forme satisfaisant aux conditions relatives aux déterminants fonction-
nels des premiers membres. On procédera sur ce nouveau systeme
comme sur le premier et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on arrive & un
systeme en involution. '

66. Le probleme est donc ramené au cas ou le systeme (27) est en
involution. Si alors ce systeme contient plus de » relations indépen-
dantes, le probleme est impossible.

Supposons donc que 4 soit inférieur ou égal a r.

St 'on avait d’abord
wdfidfy...df=0

en vertu de (27), comme df, df,...df, n’est pas nul, les équations
(27) constitueraient une solution de I'équation de Pfaff; si donc 4 était
inférieur & r, les coefficients de w®? et, & plus forte raison, de w®—*
et aussi de w®™~" seraient tous nuls en vertu de (27), ce qui est con-
traire & I'hypothese faite sur @®=". Donc, dans ce cas, 4 serait égal
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a r et les équations (27) conslitueraient Punique solution du pro-
hleme.

Réciproquement, si le systeme (27) en involution est formé de r

relations, on a
odfydfy... df.=o,

comme on le voit en se reportant au lemme démontré précédemment,
et les équations (27) constituent une solution.
Supposons done maintenant que 24 soit inférieur a r; alors
wdfydfs ... dfy
n'a pas tous ses coefficients nuls en vertu de (2-); par suite, on a,
toujours en vertu de (27),

o) 2r=2h) df dfy ... df,=o,

sans avoir
= f A, L d = o

67. On aura les solutions génerales en cherchant une intégrale /), _,
non constante du systeme complet
WCr=2=2 df df, . df, df = o,
¢’est-a-dire, dapres le théoreme du n® 56, du systeme équivalent
( 0 #r= [ == o,
? w(2r=3i (/;/1 df == p2r=% dfs df‘—'—. LTl (///z df = o3

puis une intégrale /.. indépendante de /). du systeme complet

(45)

/o (=2 f =0,
46 ‘
(46) = df df =P dfy df = =N A df =0,
el ainsi de suite, jusqu’d une intégrale /, indépendante de /.,
Saras o ovy froy dusysteme complet
, i w2 df =o0,
7) o s g s
(47 ? =8 df df == o Ay df = = A df = o

Alors on aura, en tenant compte de (27), et des relations dérivées
endx,, dx,, ..., dxc,, :

@ == D41 (/f/u 1 Ohye ({/'IH—z +. A9, (/,/-rv

et les solutions générales s’en déduiront comme il a déji été dit.
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En somme, le premier systeme complet (45) admet 27 — 2h —1
intégrales indépendantes en tenant compte de (27), le second (46)
admet2r — 272 — 3 intégralesindépendantes de f;., et enfinle dernier
admet une intégrale indépendante de fou (2 f4ns - -1 [r—(, toujours en
tenant compte de (27).

On a done & faire r — /2 opérations d’ordres

or—aoh—1, ar—a2hi—3, ..., 3, 1.

Mais il ne faut pas oublier que cette méthode n’est valable qua la
condition de ne considérer que des solutions n’annulant pas tous les
cocfficients de w®—",

68. Les solutions singuliéres du sysleme (27) s’obtiennent en éga-
lant & zéro les coefficients de
WA= (df (dfy L dfy,

¢'est-a-dirve, toujours en vertu du méme théoreme, en annulant les
cocfticients de
wdfydfs ... dfy.
On égalera done & zéro tous les déterminants de degré 2 +1 de la
matrice

AI :\.2 ... A/[,
I o . 9
o ()‘[1 ()~l’g dl'”
(48)
Yn Un O
()J?l ().l‘g ()'rlx

Deux cas sont & distinguer. Si le systeme de relations ainsi obtenu
n’annule pas

Adfydfy ... dfp,

c'est-d-dire n’annule pas tous les déierminants fonctionnels des [ par
rapport a h des variables, ce sysiéme constitue une solution de ['équation
de Pfaf. Si d’ailleurs il n’annule pas o®=" il contient au moins r
relations indépendantes, sinon o® 2 et @®™" seraient nulles; ’il en
contient exactement r, il donne la solution singuliere du probleme;
s’il en contient plus de r, il n’y a pas de solution singuliere.
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Si, au contraire, 'équation

wdfidfy...dfy=0
entraine

df dfs ... df,=o,

on ne peutplus rien dire; on a un nouveau systeme de 2> /2 relations
qu’on traite comme on a traité le systeme primitif, qui peut étre incom-
patible, qui peut admettre des solutions générales et des solutions
singulitres.

69. Nous avons supposé jusqu’a présent qu’on se donnait « priori
au moins une relation entre les variables. Dans le cas contraive, il
s’agit d’annuler » au moyen de r relations inconnues, n'annulant pas
w® =Y. On égalera pour cela d zéro les coefficients de w®7. Si w7 n’est
pas identiquement nulle, on retombe ainsi sur le cas précédent. Si
w® est identiquement nulle, w est une expression de Pfaff' de classe
ar, puisque 0 =" n’est pas identiquement nulle par hypothese. Iei les
solutions singulieres s’obtiendront en annulant w®=*, ou, comme on
ne veut pas que o® " s’annule, en dgalant a zéro tous les coefficients
de w.

Quant aux solutions générales, elles sont données par la réduction
de Pexpression o & sa forme canonique. On aura & chercher une inté-
grale /, du systeme complet

=2 df = o,
puis une intégrale /, indépendante de /, du systeme complet

W= df=o,

ry(2r=3) (/_/1 (/f: 0,

et ainsi de suite jusqu’a une intégrale f, indépendante de fi, /5, ...,

Sr—y du systeme complet
=2 df = o,

(‘)(2/--:;) {lfl (l/: m(g/._:g) d/z ,//‘:_ L= ,l)(zp..:;) d,/l'—l ([f -—o,

et 'on aura alors
=0 dfi+ o dfs 4. ..o df.
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70. Si, en particulier, le nombre des variables est égal & la classe
ar, les expressions w2 df, 0= df. df sont de degré 2r, de sorte
que chacune d’elles fournit une équation du systeme complet. Les sys-
temes complets successifs sont donc formés successivement de 1,
2, ..., r équations. Dans ce cas particulier, la méthode est due i
Clebseh; d’apres les notations de Clebsch, on a

W= df = (f)dx,dx, ... dr,,,
o =Ndfdo=(f,0)dr, dr, ... dx,,..

Dans le cas ol le nombre des variables est supérieur i la classe, la
méthode est une généralisation naturelle de celle de Clebsch; prati-
quement, pour écrire les équations du (% + 1) systeme complet, on
égalera & zéro dans w® 2 df les coefficients des monomes

dridxy...dxe 1 dx, 14 (i==1,2, ..., n—ar+1),

en supposant que le terme en da, dx,...dr,,_, dans ©® = a un coef-
ficient différent de zéro; on aura ainsi 2 — 2r + 1 équations indépen-
dantes; puis dans chacune des expressions w® 2 df;df, on égalera i
zéro le coefficient d’un des monomes différentiels, de maniere a obte-
nir ainsi A nouvelles équations indépendantes des premieres. Ces
n — or+h-+1 équations forment le systeme complet qui doit bien
effectivement avoir 2r — & — 1 intégrales indépendantes.

71. Druxiine cas. — Annuler une expression de Plaff w au moyen
de r relations n’annulant pas tous les coefficients de ™2, parmi les-
quelles h relations données (27).

Supposons d’abord que % soit au moins égal & 1, c’est-a-dire que
I'on se donne elfectivement a prior: une ou plusieurs relations entre
les variables. Il faudra adjoindre & ces relations celles qu’on obtient
en annulant tous les coefficients de 'expression

(=2 df,
si & est égal & 1, des expressions
(41) =8 df.df; (&, j=1,2, ..., &)

si & est supérieur a 1. Si les relations obtenues ainsi ne sont pas des
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conséquences de (27), on aura un nouveau systeme sur lequel on
répetera la méme opération, jusqu’a ce qu’on arrive & un systeme en
involution, ¢’est-a-dire tel que les coefficients de (41) s’annulent tous
en vertu de ce systeme.

72. Supposons donc que le systeme (27) soit en involution, 4 étant
au plus égal & r, sans quoi il y aurait impossibilité. On montrera,
comme dans le premier cas, que les coefficients de

wdfidfy,...df,

ne peuvent étre tous nuls que si le systeme (27) constitue une solu-
tion de 'équation de Pfaff, et qu’alors 4 doit étre égal & r; et, réci-
proquement, un systeme en involution de r équations indépendantes
constitue une solution de I’équation de Pfaff.

Si /A est inféricur & 7, on aura les solutions générales en cherchant

une intégrale /), ,, non constante en vertu de (27), du systeme com-
plet

(49) W= df  df = oV dfydf =. .. = oM df,df = o,

puis une intégrale f,,., indépendante de /)., en vertu de (27), du
systeme complet

(50) 2= dfidf = oCVdf,df =. . .= o\ df . df = o,

et ainsi de suite, jusqu'a une intégrale /., indépendante de f,,,.
Siszs - o s froi, du systeme complet

(51) I dfdf =, .= o®rYdf,._ df = o.
Alors, le systeme obtenu en joignant a (27) les équations
,/./14-1 = Uy f/H—E: )25 sy (/'1': a,,

est un systeme en involution de r équations; il constitue donc une
solution de I'équation de Pfaff qui, par suite, peut se mettre sous la
forme

Pnirdf vy~ Oniadfna—+. - .+ ordfr=o.

73. Ce procédé peut s’appliquer a toutes les solutions qui n’an-

nulent pas tous les coefficients de w®™—%. Pratiquement, on I'appli-
Ann. de UEc. Normale. 3° Série. Tome XVI. — JeiLLet 189g. 39
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quera seulement & celles qui annulent simultanément tous les coeffi-
cients de w® =", puisque, dans le cas contraire, la méthode exposée
précédemment est plus simple. Mais il se peut qu'une simplification
soit possible dans la méthode générale. Supposons que les relations
(27) d’un systeme en involution annulent tous les coefficients des

expressions
w2r=3df; (i=1,2, ..., );

alors, d’apres le théoreme du n° 56, comme il ne s’agit naturellement
que des systemes de moins de 7 relations, les coefficients de

wdfidfy...df),
ne sont pas tous nuls et, par suite, les coefficients de

wr=2=0df df, ... df),

sont tous nuls; autrement dit, I'expression de Pfaff v, lorsquon y
tient compte des relations (27) entre les variables et des relations deéri-
pées entre les differentielles, est de classe 2r — 2h — 1.

Si / est égal & r — 1, cela signific que » estune différenticlle exacte

et, par une quadrature, on a
w=df,,

ce qui donne toutes les solutions du probleme.
St A est inférieur & r— 1, on réduira ® & sa forme canonique en
cherchant une intégrale du systeme complet

W Er=2l=3D df df, ... df,df = o,
¢’est-a-dire du systeme complet

B i =3 df = o,
(52) | weEr=9df, df = 0®r—Hdfydf =.. .= w®Ydf,df = o,

systeme complet qui lui est équivalent puisqu’on ne peut pas avoir
wdfydfs ... dfydf=o,

h —+ 1 étant inférieur & 7. Si kA est égal & r — 2, w se réduira & une dif-
férentielle exacte, en tenant compte de (27) et des relations dérivées
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entre les différentielles, et aussi de
S = a, dfje1=o.
On aura donc, par une quadrature,
o= dfr+ 0y df ;.

Dans le cas général, on aura & chercher » — A — 1 intégrales succes-
sives de r — A — 1 systemes complets, le dernier étant

g w3 df = o,

53 y
(53) [ wer=v dfidf = o®r—Hdf,df =.. .= o®"=Ndf,._,df =o,

et, en tirant de (27) et des équations
f/l-+1 = aQpi, <y Sr—1=a,_y,

r — 1 des variables en fonction des » — r -+ 1 autres, on aura une ex-
pression de Pfaff différentielle exacte; de sorte que, par une quadra-
ture, on obtiendra

o =df—+ Ph-r1 dfper =+ ...+ Gpr df g
En somme, les opérations & faire sont d’ordre
or—oh—a, a2ar—oh—4, ..., 6,4, 2, o0,

une opération d’ordre o étant une quadrature.

74. Les solutions singuliéres s’obtiennent, comme précédemment,
en annulant les coefficients de

rj)df].(/‘/“_l . e ({/‘/,.
Si les coefficients de I’expression

df1df2.. .C[_/‘;l

ne s’annulent pas en méme temps, les relations obtenues, si jointes &
(27) elles donnent r relations indépendantes, constituent I'intégrale
singuliere; si elles donnent plus de rrelations, il n’y apas d’intégrale
singuliere.
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Si les coefficients de
({./‘1 ({/‘2 . e ({f/l

étaient tous nuls, on aurait un nouveau systeme de plus de 4 relations
sur lequel on procéderait comme sur le systeme donné (27), et ainsi
de suite.

75. Dans le cas ol 'on ne donne pas de relations a priori entre les
variables, il suffit de chercher les solutions qui, n’annulant pas tous
les coefficients de w® =2, annulent tous ceux de ™ ~". Alors, si les
coefficients de w®=*) ne sont pas tous identiquement nuls, on a un
certain nombre de relations entre les variables et 'on retombe sur
I'hypothese écartée. Si les coefficients de =" sont tous identique-
ment nuls, o est une expression de Pfaff de classe 27 — 1. Les solu-
tions singulitres, ici, n’existent pas, puisqu’on s’astreint & ne consi-
dérer que des solutions n’annulant pas tous les coefficients de w® 2.

La recherche des solutions générales revient & la réduction de w &
sa forme canonique. D’aprés ce qui précede, on cherchera une inté-
grale f, du systeme complet

o=3df=o,
puis une intégrale f, du systeme complet
w9 df = =Y df,df = o,
et ainsi de suite, jusqu’a une intégrale f,_, du systeme complet
o= df ==Y df df =. . . = 0@ df,_,df —o;
alors, en tirant de
fi=ay, Jo= a,, ceey Jr—1 =y,

r—1 des variables en fonction des » — r+ 1 autres et portant dans w,
cette expression devient une différentielle exacte; on acheve donc par
une quadrature la réduction :

w=dfr+ 0 dfi+ oy dfs~+... 4 0y dfr_y.

Pratiquement, le systeme complet qui donne f, admet 27 — 4 — 1
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intégrales indépendantes; il est donc formé de n — 2r + A +1 équa-
tions linéairement indépendantes.

On les obtiendra en égalant a zéro les coefficients des n — 2r + 2
monomes différentiels

dx,dxs ... dxs._ydx; (i==2r—iu,ar, ..., n),

en supposant que le coefficient de dz, dx, ... dz,,_, n’est pas nul dans
w95 on aura ainsi 2 — 2r + 2 équations donnant

af of af
()1'2:'——1, ()xzr’ U —()_1:
en fonction de
of of . af

3T 5N 7 .
dx, O, Axyp—s

On aura les # — 1 équations restantes en annulant, dans chacune des

expressions
W= df df, ..., w®=Ndf, df,

le coetficient d’un des monomes différentiels, de maniere a obtenir des
équations indépendantes entre elles et indépendantes des n — 2r + 2
premieres.

Si n est égal & 2r — 1, les équations sont formées d’elles-mémes,

les expressions
0n@r=3df, o= df df,

¢tant de degré 2r — 1.
Cette méthode constitue la généralisation, pour les expressions de

classe impaire, de la seconde méthode de Clebsch qui n’était connue
que pour les expressions de classe 274 27 variables.

76. Exemple. — Considérons I’expression de Pfaff (Forsyth)
0 == &y day + &y daxg+ x, day+ x5 dx, + x5 drs + 2, dzg.

On aici
o' =0,
W == (Zy -+ T+ &) (dzy dzy dzy dov, dzey+ doy dz, dwg dzoe dxy + day doag day da, dy)
4+ (24 23+ 25) (dzy dzes doey, dzeg drg+ dz, dog dzs dz, dzy + dxg dx, dz, dz, dy).
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L’expression o est donc de cinquiéme classe. Pour faire la réduc-
tion, calculons les expressions w”df, " dfdo. On a

d

o df = <0£1 : dx3 drf) (dzydxydx,dz,dey+dzsde, dxsdesdre,+...)
L -+ df) (dzydxyda, drsdr+dr,deydresde, dey—+..0);
05 dz d

puis, en tenant compte de ce que les c.oef'ficients de w"df, w"dy,
doivent étre nuls, on a

T _ of 99 _Of d¢ . Of 99 _ Of 99
warde= (3 52— ok a0 — ey 0)
x [(2,+ 23+ x;) dz, dzy dzs dv, dz,
+ (2y+ 2, + 2g) Aoy dzg dixy d, day )
+<£Z_L)9’__£f_ﬁi°_ if_ﬁi___%ﬁf_>
0z, dxy dxy dxry = Odxy dxy  dag doy
X [(2+ &y~ 25) daey dory dx, docg dz,
+ (2y+ 2, + xg) dry dagdey dxy dry ]
- <_‘)L£9;_1)Lf?i of 99 _ 9 iﬂ>
dx, dz duy | duag O, da, dx
X (&1 &3+ @) dag dxy dxy dxg da,
+ (g4 2, + 26) drydz, dx; dxg dxy].

Le premier systeme complet est donc

o o o,
Oz 9z, 0wy O
ALY,
dzy, ~ dz,  dxy

Soit /, = x, — @, une intégrale de ce systeme complet; 'autre s’ob-
tient en ajoutant aux équations précédentes

afy of af df; afy ()f afy of

dxy 0x, dxy 0, ox, ()x oxy 0z, =0
c’est-a-dire
of _
oz,

Une intégrale de ce second systeme est, par exemple,

Jo= 21— .
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Posons
Ji=a—a,=ay, Jo= o — xy=a,
et tirons o, et oy de ces équations; nous obtenons
o =2zydr + (r—a,)de,+ z,de,+ (x,— a,) dx, + x5 dr,+ 2, dzx,,

ou

0 =d(Z, Xy+ T, T+ L, X5— ATy — Ay Z,) = A( 2323+ X, 25+ 27,),
et, en ne tenant plus compte de

flzan f—z:“m

on obtient
o =d(Xy@y+ 2 X5+ X 2y) + (23— x,) d(xy— 23) + (2, — 2) d (0, — 5.

77. Remarque. — On voit quelles simplifications de calcul introduit
cette méthode de réduction des expressions de Pfaff sur la méthode
d’abord indiquée. Précédemment, chaque fonction dont la différen-
tielle entrait dans la forme réduite était donnée par un systeme com-
plet dont chaque équation contenait simultanément les dérivées par-
tielles de toutes les fonctions précédemment. trouvées; maintenant les
dérivées partielles d’une quelconque des fonctions déja trouvées
n’entrent plus que dans une seule équation du systeme, et cette équa-
tion n’en contient pas d’autres.

V. — Equations aux dérivées partielles du premier ordre.

78. Ktant données n variables indépendantes x,, ., ..., 2, ¢t une
fonction inconnue = de ces variables, considérons un systeme de A
¢quations aux dérivées partielles du premier ordre

/' ’ ()5 ()5 S o
Lry Loy vweug Xye Fg——23 ——3 ¢ty —— | T
1 1 H 2y ’ ny < ()xi ()1’2 ()l',, N

s 05 )5
’ .f2 xl:-l':’.y--wx/l::v‘q—’i—’"" '(_—>_:“
(1) dxy C)-Z'z ()'Tn
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Intégrer ce systeme, c’est, d’apres la notion généralisée due &
M. Lie, trouver 272 + 1 quantités x,, Z,, ..., &y, 5, Pys Pas «+-s Pa
fonctions de n parametres et satisfaisant identiquement au systeme

( Ji (@, 2oy ooy Xny By Pry o ooy Pu) = O,

(‘)) f'.’.(xi’x%---’xlws’[)l’---,Pn):()’
flb(xh Loy oo vy Tpy 5;}’1, .. -y[)n) =0,

et a I'équation aux différentielles totales

(3) w=ds —p,dz,—p,de,—...— p,dz,= o;

ou encore c'est satisfaire aux équations (2) et (3) par un systéme de
n + 1 relations distinctes entre x,, Zy, ..., Ty, 5, Pys -y Pro

Nous sommes ainsi, par ce dernier énoncé, ramenés au probleme
traité en dernier lieu : Annuler Pexpression de Pfaff w par un systeme
de r=n + 1 relations entre les 22 + 1 variables, parmi lesquelles 2
relations données (2).

79. Muluplicites. — Avant d’appliquer ici les principes du Chapitre
précédent, nous allons définir des expressions d’origine géométrique
dont nous nous servirons dans la suite.

Un systeme de valeurs z,, ..., x,, 5, p,, ..., p, sera dit un élément.

Un systeme quelconque de relations entre les z, z et les p sera dit
définir une multiplicizé si ce systeme entraine comme conséquence
I'équation aux dérivées totales (3). Nous avons vu comment on pou-
vait trouver toutes les multiplicités. Si la multiplicité est définie par
r relations, elle sera dite & » — r + 1 dimensions. Tous les systemes
de valeurs des variables qui satisfont aux équations de la multiplicité
définiront des éléments de la multiplicité. Les éléments d’une multi-
plicité & n — 7 +1 dimensions dépendent alors de n—r—+1 para-
metres. Une multiplicité 2 s dimensions se notera par le symbole M.

Une multiplicité ne peut pas étre & plus de ~ dimensions, car il faut
au moins n + 1 relations pour entrainer I’équation (3). Un élément
est encore une multiplicité M;.

Un élément est dit élément simple d’une multiplicité M, si, au voisi-
nage de cet élément, on peut exprimer 27 — s + 1 des variables en
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fonctions holomorphes des % autres. Nous avons (formule 6 du Cha-
pitre précédent) déterminé toutes les multiplicités M, qui admettent
un élément donné comme élément simple.

Etant donné un systeme d’équations aux dérivées partielles (2),
toute multiplicité dont tous les éléments satisfont aux relations (2)
sera dite une multiplicité intégrale. Intégrer le systeme (2), c¢’est done
(rouver toutes les multiplicités intégrales M, 4 n dimensions.

80. Application des théorémes géneraux. — Crochel de deux fonc-
tions. — D’apres la méthode exposée dans le Chapitre précédent,

voici comment on procédera pour intégrer le systeme (2).
Le nombre que nous avons désigné par rest ici égal i n+1. La
dérivée (2r — 2)ime de o est ici

"

Pr=N=p2 = (ds — p,da, —.,.— p,da,) (de,dp,+. . .+ dx,dp,)
=dsdzx dp, ... dzx,dp,.

Aucune multiplicité intégrale ne peut donc annuler les coefficients
de cette dérivée w®™. Par suite, nous pouvons strement appliquer la
méthode exposée a la fin du Chapitre précédent.

Nous avons donc & former, /" et o désignant deux quelconques des
premiers membres du systéme (2), 'expression différentielle

=4 df do,
¢’est-a-dire
0= df do = wu'*~1 df doy,
et a égaler tous ses coefficients & zéro. Or cette expression différen-
tielle & » + 1 variables est de degré 22 + 1; elle a donc un seul coefti-
cient. Si donc nous posons

(4) 2= dfde = (f, ) dsdx,dp, ... dz, dp,,

I’expression (/; o) qu’on appelle le crockes des deux fonctions / et g,
est une forme bilinéaire des dérivées partielles de / et de ¢, et les
équations & ajouter aux équations (2) sont

(5) (fis [i)=o0 (L f=1,2,..., k).

81. Il est facile de former explicitement le crochet des deux fonc-
Ann. de UEc. Normale. 3° Série. Tome XVI. — Aovt 18gg. 4o
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tions / et . L'expression difféventielle (4) ne change pas, en effet, si
I'on remplace df et do respectivement par

e o _(9f f> . ar
df_.df—-(—)zm_<r + Py (1.11—4—...4—0[)1(1/)1—.‘—...

et

Vo

) do 7]
d/?_—_-dga——;)—jm:(di p1)3>rlr,—|— o+ 4ldpl+...,

et cela en vertu de la présence du facteur » dans 'expression diffé-
rentielle (4). On a done

0= dfdo =we'" d fd o,

et dans le second membre la différentielle dz n’entre plus que dans w.
Par suite, le coefficient de dzdx, dp,...dz,dp, dans (4) n’est autre
que le coefficient de dz, dp, .. .dx, dp, dans I'expression o' d'fd'¢
On a donc encore

(6) (fyo)de,dp,...dz,dp,= """ d fd o,
et, en remplaqant w”=' par sa valeur
w'*~1=Xdx, dp, de,dp,...dr,_,dp,—,,

le signe X étant étendu & toutes les combinaisons n — v A n — 1 des
indices 1, 2, ..., n, on obtient

=N (2L, N9 (92 , 99\ df
(f>9) o <0‘1:,,_ +Pn BE 0Pn Jr, - Pa Jz ()p,,,’

le signe X étant étendu & tous les indices 1, 2, ..., n. Nous poserons,
conformément & la tradition,

i=2n

@ =X (g 5 ()]

. Le crochet de deux fonctions jouit des propriétés suivantes.

o]
189

On a

(/> 9)=—(9,/)-

De plus, si /et ¢ dépendent des variables par I'intermédiaire d’un
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certain nombre de fonctions «, ¢, w, ..., on a

D(f, D )
(8) (/19) = [ o)+ oDy 0) .o+ PELE () 1

Cela résulte en effet de I'identité

D (/. 9) D(/, 9) D(/,9)
d o — 7 , I Y , NS T 5 A
[f do Dla, ) dudy + D(u, )a’u dyw—. . 4 I Do) dedw+.. .,
qui, par multiplication de ses deux membres par w®?=*, donne I"iden-
tité (8).

83. Systémes en involution. — Ces propriétés étant établies, reve-
nons au systeme (2). Nous lui adjoindrons toutes les équations (5),
ce qui donnera en général un nouveau systeme. Nous procéderons sur
ce nouveau systeme comme sur le premier et ainsi de suite. Nous
finirons par arriver ainsi soit & un systeme de plus de » +1 ¢qua-
tions, auquel cas il y aura impossibilité, soit & un systeme tel que les
crochets de deux quelconques des premiers membres de ce systeme
soient tous nuls en vertu des équations de ce systeme. Nous dirons
alors que ce systeme est en inpolution.

Un systéme en involution est donc un systéme de h S n + ¥ équations (2)

sur les premiers membres desquelles on suppose :
° Qu'ils sont holomorphes aw wvoisinage d’un élement arbitraire

(2}, 2°, p}) satsfaisant au sysieme ;

2° Que les déterminants fonctionnels de ces h premiers membres par
rapport a h quelconques des variables ne sont pas tous nuls pour le méme
élément ;

3° Que les crochets de deux quelcongues de ces h premiers membres
sont nuls en vertu des équations du systéme.

Si/est égal & 1, cette derniere condition est naturellement & laisser
de coté; dans le cas général, tous les coefficients de w® =2 df, doivent
étre nuls; ici ils le sont toujours, w® =2 df, étant de degré n + 2.

D’apres ce qui précéde, on peut toujours ramener l'intégration d’un
systeme quelconque d’équations aux dérivées partielles du premier
ordre a celle d’un systeme en involution.



316 ELIE CARTAN.

84. Intégrale générale d’un systéme en involution. — Soit i intégrer
un systeme en involution de 2 équations (2). D’aprés la théorie géné-
rale, on a A considérer un certain nombre de systemes complets suc-
cessifs pour chacun desquels il suffit de trouver une intégrale. Le pre-
mier de ces systemes complets est donné par les équations

m(ﬁn—#) d_/l d/: 0)(2;1-.5) ({fz d/'___ L = 0)(2"_") d//] df: o,
¢’est-d-dire ici
(9) (fu.f)=o, (JasS)=0o, (fns ) =o.

Soit A, une intégrale particuliere, ne se réduisant pas & une constante
en vertu de (2), de ce systeme complet.
On considérera le second systeme complet

(10) (./1’/):0’ (f'Z’f)"_"or ey (f/l!f)zol (Al,f):(),

et ’on cherchera une intégrale A, ne se réluisant pas & une fonction
de A, envertu de (2), de ce second systeme. On aura ainsi n — / sys-
temes complets successifs qui donneront respectivement n — 4 fonc-
tions A,, A,, ..., A,_, indépendantes méme en tenant compte de (2),
et enfin un dernier systeme complet

(1) ‘ (fi’f)zor BT (f/uf):O;
2 (Aly./) =o, ceey (An—-h:/‘) =0,

qui admettra une intégrale et une seule indépendante de A,, A,, ...,
A,z s0it C.
L’équation a résoudre pourra alors s¢ mettre sous la forme

(12) dC—B,dA,— B, dAy—...— B,y dA,_,=o,

ot les B sont n — /4 fonctions qui se déterminent par des différentia-
tions. De plus, d’apres la théorie générale, sil’on considere un élément
arbitraire (2], 2%, p;) satisfaisant au systeme (2), on pourra toujours
choisir les intégrales A, A,, ..., A,_,, C, de telle maniere que les
an — 2h +1 fonctions A,, ..., A, G, B,, ..., B,_, soient holo-
morphes au voisinage de cet ¢lément. La multiplicité intégrale M, la
plus générale du systeme (2) admettant cet ¢lément comme ¢lément
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simple, s’obtiendra en ajoutant aux équations (2) » — 2 + 1 relations
entre les A, les B et C, relations qui pourront étre résolues par rap-
port & n— /& 41 de ces quantités, les seconds membres étant holo-
morphes au voisinage de (A}, ..., A, ,, ..., B;_,). Ces relations ren-

trent dans le type général des formules (7) du Chapitre précédent.

85. Les systemes complets (g), (ro), .. , (11) admettent respec-

tivement
an—nh41, 2n—"N", ..., n-4+1

intégrales indépendantes; mais bien entendu ils admettent toutes les
intégrales /,, /s ..., f» Bien plus, il faut essentiellement supposer
que les variables sont liées par les relations (2); ce n’est qu’'a cette
condition qu’on peut étre sur que les systemes (), (10), ... sont
complets.

Enfin, si I'on remarque que, A, étant connue, le systeme (1o0) admet
A+ 1 intégrales connues; que, A, et A, étant connues, le systeme
suivant admet % + 2 intégrales connues, et ainsi de suite, on voit
que la méthode indiquée exige la recherche d’une intégrale de
n — h 1 systemes complets successifs & 2n + 1 variables, mais qui
admettent respectivement

hy h+1, h—+2, ..., n

intégrales connues. D’apres la méthode de Mayer, cette méthode revient
donc i la recherche d’une intégrale particuliere den — % + 1 systemes
d’équations différentielles successifs ayant respectivement

an—aoh—+2, 2n—2h, ..., 4, 2

variables.

86. En particulier, si 2 =1, le premier systeme complet est formé
de la seule équation

(J1,/)=0;

il y a ici n systemes d’équations différentielles successifs qui sont

respectivement
2n, 2n—2, ..., 4, 2
variables.
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Si A est égal A n+1, il n’y a aucune intégration & faire; un syseéme
en involution de n —+ 1 équations definit toujours une multiplicizé inte-
grale a n dimensions. La réciproque est d’ailleurs évidente.

87. Cas particulier. — L’intégration d’un systeme en involution se
simplifie, d’apres la théorie générale, si les coefficients des expressions

=3 df; = 2= df; (i=r1,2, ..., h),

s’annulent tous en vertu des équations de ce systeme. Or on a

=0 df = o'" df = g—f: dsdz, dp,dx, dp,. . .dx, dp,.

La simplification se produit donc si les quantités %f;‘ sont toutes
nulles en vertu de (2), c’est-i-dire si le systeme (2) ne contient pas
explicitement =, ou ne le contient que formellement.

Si done il s’agit d’intégrer un systeme d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre en involution, ne contenant pas explicite-
ment la fonction inconnue z,

Sfl ((Z’;, L, <oy Lpy P1s Pay - vy [),,,):O,
(2)/ ................................... s
',f/l(xhx‘.’, -":xn,l)i) 1)27 c ey Pn):O,
on cherchera une intégrale A, du systéme complet
=) df = (=2 df, df =. . .= &= df, df = o,

¢’est-a-dire du systeme complet

af - :

EZO’ (fl:f):—:‘o’ (./‘2’f):O: L) (f/uf):o’
puis une intégrale A, indépendante de A, du systeme complet

g{;:o, v(fuf):Oy (fz,f)—_—'O, ceey (flr’f):()’ (Al’f):O’

et ainsi de suite jusqu’a une intégrale A,_, indépendante de A,,
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Asy .oy A,y du systeme complet

3{‘—:05 (fl!f):()’ sy (Au—h—l’.f):o;

alors, en tirant » — 1 des variables z;, p, en fonction des autres
variables restantes autres que = des équations (2)' et des équations
Ai=a, A= Ay, ey Aphey =y iy

expression

w=ds —p de;,—pydes—...—p,dx,
devient une différenticlle exacte et, par une quadrature, on obtient,
en tenant compte de (2,

w=ds—dC—TDB, dA,— BydAs— . .. — By p—y dA 1,

ol C est une fonction des z et des p.
Remarquons d’ailleurs que pour les fonctions qui entrent dans les
systtmes complets & intégrer, on a

V=[O 99 _ 9f 93
<f’f>—2(a;;,. az-*ﬁﬁéﬁ)'

i

88. Intégrales singulicres. — L’expression o®~* = w*" ne pouvant
jamais avoir ses coefficients nuls, les intégrales singulieres du systeme
en involution (2) s’obtiennent en annulant tous les coefficients de
I'expression

(13) wdfydfs. . dfp=dsd fid f5...d [},
¢’est-a-dire en annulant tous les coefficients de 'expression
(14) d'fid fy...d [h,

ol n’entre pas dz. On considérera done la matrice

9/ 9/ of s _()_f_'xl)__[_t__‘)_[_i_ {
()—;L'—l- 7 9 (-).—r;: -+ P 0= Op; ()[)n ;

(15) ] e
()//1. ()fll ().flt ()f/L (),/-/1, g_/_-/_f |
ox, TP 95 0z, P05 9p T dp, ’
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et on annulera tous ses déterminants 4 2 lignes et 4 colonnes. D'aprés
la théorie générale, deux cas peuvent se présenter.
Si les coefficients de

(16) df df,...df,

ne s'annulent pas en méme temps que ceux de (14), les équations
obtenues, jointes aux équations (2), constituent I'intégrale singulitre
si elles sont au nombre de » + 1 (elles ne peuvent pas étre en moindre
nombre); si elles sont au nombre de plus de » + 1, il n’y a pas d’inté-
grale singuliere.

Si, au contraire, les coefficients de (16) s’annulent en méme temps
que ceux de (14), on ne peut plus rien dire. Les équations obtenues,
jointes & (2), forment un nouveau systeme & intégrer. Ce systéme
contient certainement plus de % équations (% est supposé infériecur
a n+ 1), mais il peut ne pas étre en involution. On le completera
donc au besoin de maniére 4 avoir soit un systeme de plus de
n -+ 1 équations, auquel cas il y aura impossibilité, soit un systeme
en involution de 2’Sn + 1 équations. On intégrera ce nouveau systeme
comme le premier; il admettra des intégrales générales et il pourra
4 son tour admettre des intégrales singulicres qu’on trouvera au
moyen d’un troisieme systeme en involution de 2”> A’ équations et
ainsi de suite. Il est bien clair que ces opérations auront un terme.

En particulier, si le systeme (2) est formé d’une seule équation, les
intégrales singuliéres satisferont au systeme

of o 9 af __ o _+ _9f

f:O, D}T+P1a~5—...~m+17n—d—s—-()[)l—'...—WH’:O;

9

si ces équations n’annulent pas 5=, elles donneront une intégrale sin-
guliere ou n’en donneront pas, suivant qu’elles peuvent se réduire ou
non a n + 1 équations indépendantes. Si elles annulent -g{, on a un
nouveau systeme qui peut étre formé de moins de n + 1 équations et
qu’on integre directement.

86. Exemple. — Considérons, dans le cas de » = 2, I’équation aux
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dérivées partielles
(17) S=pri+(—pi)P=o,
et cherchons ses intégrales singulieres; elles satisfont aux équations
Pi(s—p3)=p:(s —pi)=pi=p:(5 —p3) =0,
c’est-i-dire au systeme
(18) f-x =pP1=0,
Jo=35—pi=o,
qui est en involution, comme il est facile de le vérifier. Pour en avoir
les intégrales générales, tirons-en p, etp, et portons dans 'équation

: ds — pydx,— pyda,=o0;
nous trouvons
p2(2dp,— dzs) = o.

Nous avons donc, comme intégrale générale dépendant d’une con-

stante arbitraire a,
g <.1:2~— a>2
I bl
2

(19) (P

Il

|
\.O

P2=

et, comme intégrale singuliere,

S =0,

(20) P1=0,

P2 == 0.

90. Transformations de contact. — Une transformation de contact
est, d’apres M. Lie, définie par 2n + 1 fonctions Z, X, X,, ..., X,,
P,,P,, ..., P, des 2n +1 variables z, x,, @., ..., 2y, P, Por s Pa
et telles que 'on ait identiquement

(21) Q=dl— P, dX,—...—P,dX,=p(ds — pjda;—...—p,dx,) =pw;

p désignant une fonction non identiquement nulle des variables

3, iy P
Ann. de UEc. Normale, 3* Série. Tome XVI. — Aour 18gg. 41
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Montrons d'abord que ces 22 -+ 1 fonctions sont indépendantes. De
I'identité
QL=omn

on déduit, en effet,
QL=pu'+dp.o,

et, en élevant a la n'*™® puissance,

Q= prp'n 4 pt =ty 2V dp .y

et, enfin,

(22) QM1 = Q) — pr+lgypyn = pn+lyi2a)

En remplacant w®” et Q2 par leurs valeurs, on obtient
(23) dLdX,dP,...dX,dP,=p"*'dsdxdp, ...dx,dp,

ou, enfin,
D(Z’ le Plv vt X,,, Pn) -

])(:‘, Lyy Prs « - o5 Lpsy /’n)

Pu.+—l.

Les 2n + 1 fonctlions Z, X;, P sont donc bien indépendantes en vertu
de 'hypothese faite sur p.

Désignons de méme par F et @ deux fonctions quelconques de Z,
X;, Pyet par / et © ce que deviennent ces fonctions quand on y remn-
place les fonctions Z, X, P, par leurs valeurs. On a

Qen=2 dFd® = (pn )" dfdoy;
mais
g(zn—z): (Pm)(‘zn——‘z) — P"' wm/u—t — pu (.0(2""‘2).

On adonc

Q(zu—z)d[rdd) — Pn. (,)(2"-2)51/'61'!?-.
Désignons par
o (o ory _(F aF o

:)T‘—t + P

[F, ®]= (-)—-;1 1 (“)::/ X, -+ By gz) op, -+

le crochet des deux fonetions F et @ considérées comme fonctions de Z,
X Pys et désignons, comme auparavant, par ( f, ¢), le crochet relatif
aux variables z, «;, p,. On a alors

[F,®]dLdX,...dP,=p"( [, 0)dzdz,...dp,,
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ou, en remplacant le monome différentiel du premier membre par sa
valeur (23),

(24) (/f59)=plF, @].

Cette égalité fondamentale s’écrit cxplicitement

) , or
‘Z[@,(di lo) ()p, ()x, /"“Z){-.,)]

(24)
' OF (b o0 b OF | OF
( =2 [()P ( or; P"DE,) = o, Lo T Pigz )]

/ désignant ce que devient F et o ce que devient @ par substitution
des valeurs deZ, X,, P,.
Appliquons cette identité & tous les couples de fonctions Z, X;, Py.
On a alors
(23) V (2, X)) = (X X)) = (X, Pr) = (P, Pr)y=o0
! (Z,Pi)=—pP;y  (PnX)=p

9. Réeqproguement, etant données n + 1 _fonctions indépendantes Z,
X,, X,, ..., X, satisfaisant aux relations

(Z, Xi) = (X4 Xp) = 0,
il existe n autres fonctions P, Py, ..., P, telles que 'on ait vdentiqguement
dL P dX, —...— P, dX,=p(ds —p,de,—...— p,dzr,),

s élant une fonction non identiquement nulle.

En effet, les équations obtenues en égalant Z, X, ..., X, a des con-
stantes arbitraires forment un systeme en involation de » 41 équa-
tions, ¢’est-a-dire déterminent une multiplicité. On peut done déter-
miner n + 1 fonctions A telles que

dz —pydey—. ..~ ppdoe,=hdX,+ hdX,+.. .+ 1, dX, + by, dZ,
d’olt se déduit I'identité a démontrer, en posant

Pil":-—- Ay , o= I

;\Ilvi-l )\n—H

92. On peut, d’ailleurs, obtenir les crochets de ¢ et des fonctions
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Z, X;, Px. On a, en effet, en conservant les mémes notations,

g(ﬂn—l)([F — (pw)(‘zn—-l)df’

c¢’est-a-dire
Q('ZIL——{)(IF — Pn (J)(‘zn——i) ([f_ pu—l (’J(Zn—-z)dp ((f.
Mais on a
JoF

Quen=1dF = 5o dLdX,dP, ... dX,,dP,

oF .
—=pn+! 57A dsdzdp,...dx,dp,,
puis
of
wEr=Udf — $dzdxldp1 ...dz,dp,,
wCn=Ndodf =— (p, f)dsdxdp; ...dx,dp,.

On a donc, finalement, en divisant par p*~*, I'identité

OF _ of

crest-a-dire

, OF J
(26) (e./)=¢" )z *P;)'é‘

Appliquant cette identité aux fonctions Z, X;, Py, on obtient

£l

/
! —_— i
(p, 2) =p*—p5;

(26) / (P,Xz‘):‘—“.@%)éf’
IP .
(p, Pi) =—p -

93. Equations aux deriées partielles homogénes. — Ktant données

an variables x,, <+vs B3 Pus Pas v s Pas il s’agit de satisfaire a 'équa-
tion aux différentielles totales

(27) w = pday+ pydzs+. ..+ ppdx,= o0,

au moyen de relations entre les variables et des relations dérivées
entre les différentielles, en se donnant a priori un certain nombre A
de ces relations.
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I’expression o est de classe 2n, et sa dérivée (2n — 1)iéme egt
ot N=q'"—=dp, dedp,dz,...dp,dz,.

Il faut donc au moins » relations entre les variables pour satisfaire i
(27), et les solutions singulieres de (27) s’obtiennent, puisque o®**-*
a ses coefficients essentiellement différents de zéro, en annulant les
coefficients de w, c’est-d-dire annulent & la fois p,, p, ..., p,.

Une multipliciee étant un systeme de relations satisfaisant & (27)
sera dite non singuliére si elle n’entraine pas

Pil=py=...=pp,==o0.

Elle est au plus & n dimensions et on 'obtient de la facon la plus
générale, si, par exemple, p, n’est pas nul, en résolvant
P

dey+ L2 dey+ ...+ L2 de, =o.
P P

Etant donné un systeme de £ relations

’

fi(xlr Loy ooy Tpy Pry ---7Prz):07
(5’-8) (fi(‘rly"l'ﬂi---7$11’[)1’-'-’p11):01
S (X, Zay ooy Xy Pry -y Pr) == 0,
intégrer ce systeme, c’est trouver toutes les multiplicités & n dimen-
sions dont les éléments satisfont & ces relations; ¢’est donc annuler »
au moyen de n relations, parmi lesquelles 4 relations données.

94. Nous pouvons, ici, appliquer la théorie du Chapitre précédent,
w1 ne pouvant pas avoir ses coefficients nuls. Pour I'appliquer, il
faut former les expressions

w20 df,  wtr=3dfdy.

On a facilement

, ) d a
2= f — — < 1 —(—[‘—)/: ~+ Ps 5[’[1 +e o Pa F‘{ﬂ) dp,dx dp,dr,...dp,de,,

r9 N () d () ()CP )
w2n=3df dy = Z <(~)§l— (—}ZG‘P: — d—i -()Fi>clpifl.rlclp2d‘r2 . dppda,.

i=1
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Nous poserons

af d )
(29) H(f)zml;% +/)-z(%+--~+1’ng[j,:">
51:".
. (9 9o of do’
(30) (j’('g)_,2<\5[—): = 5 dm)'

=1
Cela étant, le systeme (28) sera dit en involution si les équations
(31) H(f) =0, (fofi)=o0, (Lk=1,2,... k)

sont des conséquences de ce systeme. Les premieres équations ex-
priment que le systeme (28) est homogéneen p,, p,, .. .. p,, ¢'est-a-dive
qu’il est équivalent au systeme obtenu en remplacant p,, po, ..., p,
par Ap,, Ap,s, ..., Ap,; ou encore qu’il peut se mettre sous une forme
telle que les premiers membres soient tous homogenes en p,, ..., p,.
Par suite, si le systeme (28) n’est pas en involution, nous lui adjoin-
drons les équations (31); nous aurons un nouveau systeme qui, s'il
n’est pas en involution, pourra étre étendu par le méme procédé, et
ainsi de suite, jusqu’d ce qu’on arrive 3 un systéme en involution
(d moins que, dans la suite des calculs, on n’arrive soil & un systeme
incompatible, soit & un systeme de plus de » équations).

95. Supposons donc le systeme (28) en involution. On aura son
intégrale générale en cherchant une intégrale /,,, du systeme com-
plet

H(f)=o0, (J/uf)=...=(nSf)=0o
puis une intégrale /., indépendante de /,., du systeme complet
H(.f):O7 (fl’f):(./.‘19./-):"'::(//:4-1»/‘):0,
et ainsi de suite jusqu’a une intégrale /, indépendante de fj,,,
Siwns o fuey du systeme complet
H(/)=o, (fuf):(fzyf):---:(./n——nf):-'o-
En tenant compte de (28), » peut alors se mettre sous la forme
W= QPhiq a:/'lH-l LI P dfn

et la résolution s’acheve comme d’habitude.
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En particulier, un systeme en involution de n équations fournit une
multiplicité.

96. Les intégrales singulieres s’obtiennent en annulant tous les coef-
ficients de 'expression
wdfidfy ... dfy,

c’est-a-dire tous les déterminants & 2 —+ 1 lignes et £ + 1 colonnes de
la matrice

0oy P Y 2 o ... 0
ﬁa%“.%%.”%%

(39) dx, Jda, dr, dp, adp, |,
1 n w0 Yn . |

H dxy Ox, dx, d/)l ()Pn h

et si tous les déterminants formés des A dernieres lignes et de A co-
lonnes quelconques ne sont pas nuls, le systeme obtenu constitue une
intégrale singuliere s’il ne eontient que ~ équations indépendantes.
Dans le cas contraire, on a un systeme qu’on traite comme un systeme
ordinaire.

En particulier, si 4 est égal a 1, c’est-i-dire si I'on a une équation
homogene en py, pa, ..\ Py

(33) ‘/.X(.‘lv‘.la -'-;'rnvply---71711):*;0,

les intégrales singulieres satisfont aux équations

Cof o A,
\ o T on T T
(36) o oL o,
dx 1 a Ty . ().1/',,
P ope T Pa

et si les rapports de la deuxieme ligne ne sont pas nuls, les équations
(33) et (34) fournissent l'intégrale singuliere, au cas ol elles se
réduisent & n; on peut d’ailleurs se borner aux équations (34), car
(33) en est une conséquence en vertu de

H(/1)=o-
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97. Exemple. — Considérons, dans le cas de n — 2, I'équation
(35) Si=pi+pi— (prxy+ paxy ) =o0;
les équations (34) deviennent ici

Pr— 2 (p1&-+ paZ2) =0,
9 (L& Pa¥s) =0,

—pi(pr &+ paxy) - = Pa(p1&y~+ Pady)
P1 P2

Les quantités p, et p, étant supposées non nulles toutes les deux,
les deux derniers rapports sont égaux d’eux-mémes et les trois équa-
tions qui déterminent 'intégrale singuliere se réduisent a deux

P1= 2 (P1&1+ P22s),
Po= 2y (P1X1+ PaZs);

ces équations entrainent d’ailleurs, par élimination de p, et de p.,
x;+ 2 — 1= 0.
98. Transformations de contact homogénes. — Une transformation
de contact homogene est définie par 2n fonctions X,, X,, ..., X,; P,

P,, ..., P, des 2n variables x,, @,, ..., a,; p,, pss ..., p, entrainant
I'identité

(36) P, dX,+ PydXo—+...+P,dX,=p de+pyda,+...+ p,dz,.

Sil'on désigne par Q le premier membre de cette identité, on a
d’abord

Q(Zn-i): C0(211——1)’
c’est-2-dire
(37) dP,dX,dP,dX, ...dP,dX, =dp,dz,dp,dz, . .. dp,dz,,
ce qui montre que les 2~ fonctions X;, P, sont mdependantes et que
leur déterminant fonctionnel est égal & I'unité.

On a ensuite, /' désignant ce que devient une fonction arbitraire F
des X;, P lorsqu’on remplace ces quantités par leurs valeurs,

(9 —9 Y dap—
Qi2n=2) dF — ¢z22—2) (f,
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c’est-a-dire, en tenant compte de (37),

. OF OF oF of of o
3 9,2 rr, = p Y, e
G8) Pigp, +Pagp, ¥ Pagp =g P g P

Cette identité, appliquée aux fonctions X;, P, donne

[ HX;)=o,

(38) ( HPy— D,

ce qui montre que les X sont des fonctions homogénes et de degré zéro,
les P des fonctions homogenes et de degré un en p,, p, ..., p,.

On a enfin, F ¢t ® désignant deux fonctions quelconques des grandes
lettres et / et ¢ les fonctions des petites lettres qu’elles deviennent

aprés substitution
Qen=3) dF db = =9 df do,

¢’est-a-dire, en tenant compte de (37),

i=n

\ ‘G/OF 00 OF 00N\ o/ df do  df 0o
o B3 5%~ ox; o) = 2 op v 2 )

i=1 i=1
Cette identité, appliquée aux fonctions X;, P4, donne

(30)" [ (X4 Xp) = (P, Py) = (P, Xp) =0
o9 ! (P, Xi) =1 (£ A L).

Les 2n fonctions X, P, satisfont donc aux équations (38)" et (39)".

99. Réciproquement, célant données n fonctions indépendantes X,,
Xoo oo, Xpdexy, ooy Xy pyy - -5 Pay homogenes et de degre zéro en p,
Pas - s Pu €l salisfatsant aux relations

(Xs Xp)=o (6, hk=1,2,...,n),

il existe n autres fonctions P,, P,, ..., P, definissant avec les premieres
une transformation de contact homogene.

Cela est évident, car, par hypothese, les n fonctions X;, égalées a
des constantes, définissent un systeme en involution, de sorte qu’on
peut déterminer ~ quantités P,, P,, ..., P, de maniére a avoir

pidx,+...+pyde, =P dX,+...+ P, dX,.
Ann. de I Ee. Normale. 3¢ Série. Tome XVI.— Aout 189g. 42
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100. Equations aux déripées partielles en coordonnées homogeénes. —
Etant données 27 variables ,, x,, ..., @, ©,, uy, ..., u, liées par la
relation

(40) O= U, X~ Us Ty . .~ Uy T,y = 0O,
il s’agit de résoudre I'équation aux différentielles totales
(41) w=u, dr,+ Us drs—...+ U, dx, = 0

en établissant entre les variables un certain nombre de relations parmi
lesquelles un certain nombre sont données.

En se reportant au probleme précédent, on voit qu’il faut établir au
moins n — 1 relations autres que (40). Les solutions singulieres des
systemes (40) et (41) sont d’ailleurs données en annulant tous les
coefficients de w do, c’est-d-dire toutes les quantités u;a,. On a donc,
sott

U= U=, ,. = U= 0,
so1t
X ==y

Il

=X = 0.

Nous exclurons ces deux solutions singulieres.
Nous avons & former (g, /) ol ¢ est donnée par (40). On a

LY A (o o
(cp,f)_x,—é-a +"'+x”dxn —~<(¢,6~l—;; +...+u,,.m .
Nous poserons
af d
gli(f)zulg-‘ué +---+“na{“’
(42> n
af df
eK(f)Z‘z’ig;j;l“*”‘*'x"%[‘
et ‘
NV ( O Of _ Of O
(43) (fJ:)—E(\ma;;‘.—a}; a:)
i=1

101. Etant alors donné un systeme de 4 relations

fl(xh cesy Ty Ugy oy Up) =0,
fo(@yy ooy @py Uyy -y Up) =0,

(44)
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ce systeme est en involution si les équations

( H(f:)=K(f:)=o,
(o f)=0  (ihk=1,2,...,h)

sont des conséquences de (4o0) et de (44). Tout systeme peut se
ramener a un systeme en involution. Un systeme en involution de
n — 1 équations constitue une solution de I’équation (41).

Si / est inférieur & » —1, on integre (44) en cherchant une inté-
grale f;,, du systeme complet

(45)

H(/)=K(f)=0o, (Ju/)=Usf)= .= (fn]f)=0,
etainsi de suite jusqu’a une intégrale /,_, du systeme complet
H()=K(f)=o0, (fu,/) =, /)= .= (fu-2, [)=0.

On a alors, en tenant compte de (40) et de (44),
6 = Qp4y ([;f/L+l -+ Opta df/t+2 o Qpy dfn.—-i-

102. Les intégrales singulicres s’obtiennent en annulant tous les coef-
ticients de I’expression
wdodf, ...dfs

¢’est-h-dire en annulant tous les déterminants & 2 + 2 lignes et & + 2
colonnes de la matrice

78 Uy ... u, o o ... o
o ) o Ty Xy ... X,
of o .. O 9 9 . 91
(46) Jdx, Jdx,y dx, Jdu, O0u, du,,
Un Un U s Un . Un
dxz, Jdx, . dx, Ju, 0u, ou,

Dans le cas de % égal & 1, les intégrales singulieres sont données par
les équations

9 9 9
dzy _dzy _ 0%
Tuy, T w, T u,
of  of af
du; _ duy, _ __Ou,
— e =.,.. =

Xy Loy Zp
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et si ces rapports ne sont pas tous égaux entre eux, ces équations défi-
nissent I'intégrale singuliere, dans le cas ou elles se réduisenta n seu-
lement.

103. Cas particulier. — Lorsque n est égal 4 3, on obtient des équa-
tions différentielles ordinaires & deux variables « et y. Si nous dési-
gnons en effet par z,, x,, x, les coordonnées homogeénes d’un point,
par u,, u,, u, les coordonnées homogenes d’'une droite dans le plan,

on a, pour un élément,

U )+ Uy Xyt Uz X3=— O
et
Z, Zs Zy u, Uy 75
x ¥ 1 > —1 y—zy
Pour intégrer une équation
F(a, y, ') =0,
c’est-a-dire

il faut intégrer le systeme complet
H(f)=K(f)=o, (F, f)=o,

c’est-a-dire trouver une intégrale /homogene et de degré zéro en x,,
®,, x; d'une part, en u,, u,, 1w, d’autre part, du systeme d’équations
différentielles

(ﬁ _dxy El;z‘_.; _ —duy _ —duy _ —du,
OF=OF SOF T OF T OF T OF
du, du, Quy 0z, 0z 0x,



