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SCB

CERTAINES EXPRESSIONS DIFFÉRENTIELLES
ET LE

DE

PAR M. EUE CARTAN.

Le problème de Pfaf fa été l'objet de nombreux travaux. Je n'ai pas
l ' intent ion de les passer tous en revue ( ^ ) ; les plus saillants sont ceux.
de Pfaff lui-même, puis de Grassrnann, Nataniy Clebsch, Lie, Frobe-
nius et Darboux.. Le problème dont il. s'agit est, en somme, la résolu-
tion d 'une équation a'ux différentielles totales, et il s'y est joint plus
tard celui de la réduction d 'une expression linéaire aux différentielles
totales^ ou, expression (Je Pfciff\ à une forme canonique au moyen d'un
changement de variables convenable.

Pfaff (2) a le premier donné le résultat qu'une équation aux diffé-
rentielles totales peut toujours être vérifiée par un système d'équa-
tions intégrales dont le nombre ne dépasse pas n si n est pair, n^-^
si n est impair. Sa méthode est fondée sur la réduction graduelle
du nombre des éléments différentiels dans l'équation, chaque réduc-
tion d'une unité étant fournie par l'intégration complète d'un sys-
tème d'équations différentielles ordinaires et par un changement de;
variables.

(1) Consulter, par exemple, pour la bibliographie, FORSYTH, Theory of differenticd
équations f I1'0 Partie, Chapitre iïl ; dans cet Ouvrage le problème de Pfaff est exposé d'une
manière très intéressante, au point de vue historique (Chap. IV à XÏI).

(â) Methodus generalis œqiiationes differentiarum pcirticdmm necuon œqucitiones dif-
ferentiales wlgares, utrasque primi ordinis, inter quotcumque wriabUcs complète inte-
grandi {Âbh. cL K.'P. Âkad, d. PFiss, zu Berlin, p. 76-136; i8r4' i8i5).
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Grassmann, dans la seconde édition de son Ausdehnungslehre (1),
applique les principes de son calcul ex tens i fau même problème. Sa
méthode est au fond la même que celle de Pfaff, mais ne s'applique
qu'aux équations qui , par une réduction graduelle, peuvent se
ramener à une équation générale à un nombre pair de variables. 11
donne la condit ion nécessaire et suffisante pour que l ' équat ion puisse
être vérifiée par un système intégral de m équat ions. Ses résultats ont
une forme extrêmement concise.

Natani (2) et Clebsch (3) réduisent successivement le nombre des
éléments différentiels de l 'équation; mais , ce qui est un grand pro-
grès, chaque réduction n'exige la recherche que d'une seule inté-
grale d'un système d'équations différentielles; mais, comme dans la
méthode de Pfaff, il faut chaque fois faire un changement de variables*
Néanmoins, Natan i a cherché, sans arriver à des résultats bien simples,
à former directement les systèmes auxiliaires successifs par la seule
connaissance des intégrales déjà trouvées des systèmes précédents.

Dans un second Mémoire (4) , Clebsch a résolu le problème d'une
manière très élégante dans le cas des équations générales à un nombre
pair de variables; on a à chercher une intégrale d 'un certain nombre
de systèmes complets successifs et chaque équation d'un système de
cette série dépend linéairement des dérivées partielles d'une seule des
intégrales précédemment trouvées, sauf une équat ion commune à tous
ces systèmes, qui ne dépend que des coefficients de l 'équation donnée.
Sa méthode ne s'étend pas aux autres cas et, d'ailleurs, Clebsch n'a
jamais résolu complètement le cas d'un système général à un nombre
impair de variables. Dans ce même Mémoire, Clebsch i nd ique la ma-
nière de déduire d'un système intégral particulier le système intégral
le plus général.

M. Lie (5) est, en somme, le premier qui se soit occupé de la réduc-
tion d'une expression de Pfaff; il a mis en évidence le caractère inva-

f 1 ) Die Àusdeîinungslehre, 'vollstàtidfg und in ^trenger Fonn bearheitet. Berl in; r86'â.
( 2 ) tournai de Crelle, L 58, p. 3or-3a8; janvier 1860.
(3) Ibid., t. 60, p. KjS-aÔi; septembre 1860.
(^) Ibid., t. 61, p. 146-179; septembre 1860.
(5) Voir plus spécialement : Théorie des Pfafffichen Problème (,^/rch. for Math. ûg

Nat., fc. ÏI, p. 338-379; 1877).
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r i an t d'un certain nombre entier (la classe de l'expression de Pfatï
d'après Frobenius) , qui détermine complètement la forme canonique
à laquelle on peut la réduire. Sa méthode est basée sur la théorie des
transformat ions de contact. La réduction est obtenue comme dans la
première méthode de CIehsch, mais en la combinant avec la méthode
d' intégrat ion de Mayer pour les équations aux dérivées par t ie l les du
premier ordre.

Frobenius, dans son beau Mémoire du Journal de Crelle (1), emplo ie
une méthode toute nouvelle. 1511e est fondée sur la considéra t ion de ce
qu ' i l appelle le coyariant bilinéaire associé à l 'expression de PfatT. Les
condi t ions d 'équivalence, c'est-à-dire de réduction possible à la même
forme, de deux expressions de Pfaff sont alors les condi t ions d'équi-
valence algébrique de deux formes, l inéai re et b i l inéa i re , par rapport
aux éléments différentiels. Il arrive ainsi à la no t ion de la classe. Sa
méthode de réduct ion est analogue à celle de Natani et Clebsch, mais
ici les systèmes complets successifs sont formés sans changement de
variables et leurs équat ions dépendent des dérivées pa r t i e l l e s de toutes
les intégrales précédemment trouvées.

Enfin, dans on Mémoire contemporain de celui de Frobenius, bien
que publié cinq ans plus tard (2), M. Darboux par t du même covariant
bilinéaire dont les propriétés d'invariance l u i permettent de déduire
du premier système auxil ia ire commun à toutes les méthodes de
réduc t ion la classe de l'expression de Pfaff. Il en t i re aussi d 'une
manière très élégante les formules fondamentales de la théorie des
transformations de contact .

Le présent travail const i tue une exposi t ion do problème de Pfatï
fondée sur la considérat ion de certaines expressions d i f férent ie l les .
symboliques, entières et homogènes par rapport aux différent ie l les
de n variables, les coefficients étant des fonctions quelconques de ces
variables. Ces expressions peuvent être soumises aux règles ordinaires
du calcul, à la condi t ion de ne pas échanger l 'ordre des différent iel les
dans un produit . Le calcul de ces quantités est, en somme, celui des

( 1 ) Ueber das Pfaff^'che Problem {tournai dé Crelle, t. 82, p. %3o-3i5; 1877).
(2) Sur le problème de Pfaff {Bulletin des Sciences mntîlênïcïtîqiies, ••Ie série, t. VI,

p. i4-36, J9-68; 1882).
/hiit. de l'Fc. Kormale. 3e Série. Tornc XV Ï . — JUIN 1899. <> 1
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expressions différentielles qui sont'placées sous un signe d'intégrale
mul t ip le (1). Ce calcul présente aussi de nombreuses analogies avec
le calcul de Grassmann; il est d 'ai l leurs ident ique au calcul géomé-
trique dont se sert M. Burali-Forti dans un Livre récent (2).

I l est clair que si l'on fai t un changement de variables, toute expres-
sion différent iel le de degré p se change en une expression différen-
tielle de degré/? par rapport aux nouvelles différentiel les. Dans le cas
d'une expression de Pfaff, qui est du premier degré, on peut lu i asso-
cier une autre expression différentielle du deuxième degré, qui est un
covariant par rapport aux changements de variables et q u i n'est autre
chose que le covariant bilinéaire de Frobenius et de M. Darboux; je
l'appelle la dérivée de l'expression de Pfaff. Mais, grâce à la notion
des expressions différentielles symboliques, ce covariant est le pre-
mier terme d'une suite de covariants symboliques du troisième, qua-
trième, ... degré, qui se déduisent intuitivement de l'expression de Pfaff
et de sa dérivée par des multiplications; ils const i tuent les dérivées
deux ième , t ro i s ième, . . . de l'expression de Pfaff, la dérivée p1^6 étant
de degré p 4- r .

On conçoit le parti que l'on peut tirer de la considération de ces
dérivées, grâce à leur caractère i nva r i an t . Ce sont les seules quantités
(fui interviennent dans les énoncés de tous les résultats de la théorie, dont
la forme est extrêmement simple.

La considération de ces dérivées permet de trouver d'une manière
pour ainsi dire i n t u i t i v e tous les résultats déjà connus; mais e l le m'a
permis d'en découvrir d'autres. Je signalerai entre autres Vextension
de la seconde méthode de Clebsch à la réduction des expressions de Pfajff
quelconques (3), de classe paire ou impaire, à un nombre quelconque
de variables. Elle m'a permis aussi d'exposer complètement la théorie
des intégrales singulières d 'une équation de Pfaff ( / < ) .

(1 ) Cf. CARTAN, Le principe de dualité et certaines intégrales multiples de l'espace
tangentiel et de l'espace réglé {Bulletin de la Société matliématique de France, t. XX/V,
p. 1-39). * L

( 2 ) Introduction à la Géométrie différentielle, suivant la méthode de Gra^mann (Gau-
Ihier-Villars; 1898).

(3) P^ir plus bas, Chap. IV, §§ 69, 70, 7^.
0) A pari le cas classique des intégrales singulières de l'éqaation à trois variables, je
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Ce Mémoire est divisé en cinq parties. Dans ̂ première, j 'expose les
principes du calcul des expressions différentiel les qui in te rv iennent
dans la suite. Dans la seconde, j ' i n t roduis les dérivées d'une expression
de P f a f f e t i a notion de classe, et je démontre la condition nécessaire
et suffisante pour qu 'une expression de Pfaff soit de classe p : le
résultat est extrêmement simple, c'est que la dérivée p^'^ ait tous ses
coefficients nuls. J ' introduis ensuite ce que j 'appelle le système com-
plet adjoint et expose la réduction d 'une expression à sa forme cano-
nique, soit par des changements de variables successifs (méthode de
Natani et Clebsch), soit sans changements de variables (méthode de
Frobenius).

La troisième partie est consacrée à la résolut ion d 'une équa t ion de
Pfafr, problème qui admet des solutions générales dépendant de la
réduct ion du premier membre à sa forme canonique , et des solut ions
singulières obtenues en annu lan t tous les coefficients d 'une cer ta ine
dérivée.

La quatrième partie est consacrée aux deux problèmes s u i v a n t s :
Résoudre une équation de Pfaff' au moyen d'un nombre donné r de

relations inconnues ;
Résoudre une équation de Pfaff au moyen d'un nombre donné r de

relouons, parmi lesquelles h sont données à F avance.
Ces deux problèmes admettent des solutions générales et des so lu-

t ions singulières. Les premières sont données par la recherche d 'une
intégrale de plusieurs systèmes complets successifs, les équat ions de ces
systèmes contenant l inéairement les-dérivées de toutes les in tégra les
déjà trouvées. Quant aux so lu t ions singulières, ce sont les s o l u t i o n s
d'un problème analogue, mais où les relations données entre les
variables sont en plus grand nombre et peuvent être formées par dif-
férentiations.

ne connaîs qu'un Mémoire do Frisianî, que je n'ai pas pu consul 1er cl qui est in t i tu lé :
Sull' inte^razio/ïe délie equazioni differenzicdi ordinecric ai primo ordine e Unearî fra
iw numéro qucdunque di wriabili (Effemer. astr. di Milano ; 1848). D'après Forsyth, il y
discute la possibilité de satisfaire à une équation de Pfatf par des équations en nombre
moindre que le nombre canonique.



244 ÉLÎE CARTAN.

Dans le cas, assez général, où les solutions cherchées ne sont pas
des solut ions singulières de l'équation de Pfaff, ou, d^ine façon plus
précise, n ' annulen t pas tous les coefficients de la dérivée ( a r — s)16111®
de l'expression, la forme des systèmes complets peut être simplifiée
pour le calcul, de manière que chaque équation ne dépende plus que
des dérivées d ' une seule des intégrales précédemment trouvées. Cette
méthode donne en par t icu l ie r la généralisation de la seconde méthode
de Clehsch.

Enfin la c inquième partie est consacrée aux applications de la
théorie à l 'intégration des équations aux dérivées partielles du premier
ordre, ordinaires ou homogènes. J'y indique aussi comment la consi-
dération des dérivées se prête à l 'établissement des formules fonda-
mentales de la théorie des transformations de contact.

I. -- Expressions différentielles.

1. Etant données n variables x ^ x ^ , ..., x^, considérons des expres-
sions co, purement symboliques, se déduisant , au moyen d'un nombre
fini de signes d 'addit ion ou de m u l t i p l i c a t i o n , des n d i f fé ren t ie l l es
dx^, dx^ .. .y dXft et de certains coefficients fonctions de x ^ , x^ ...,
x^ ces expressions étant, dans le sens ordina i re du mot, homogènes
en dx^ dx^ ..., dx^ Comme elles sont purement symboliques, nous
nous astreindrons, toutes les fois qu'il y aura un signe d 'addi t ion ou
de mul t ip l ica t ion , à ne pas changer l'ordre des termes ou des facteurs
réunis par ce signe.

Soumises aux règles ordinaires du calcul, ces expressions pourraient
se mettre sous la forme de polynômes entiers et homogènes en d x ^ ,
dx^, ..., dx^ Le degré de ces polynômes sera, par déf in i t ion , le de^ré
de l'expression correspondante oj. Les expressions d i f férent ie l les du
premier degré s'appellent encore expressions de Pfajf; elles sont de la
forme analogue à la suivante :

( ï ) ; A g dx^ -{- A i, dx^ -4-....

Comme exemples d'expressions di f férent ie l les de degré supér ieur ,
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on peut avoir les suivantes :
(a) . ^dx^dx^-\~ ^dx^dx^

( 3 ) (Ai dxi 4- As 6^2) (Bi <;Z î (fca -+- Ba dx^dx^) -t- C ̂ i dx^dx^^

2. Expressions différentielles monômes. — Ce sont celles qui se dédui-
sent par des signes de mul t ip l ica t ion d 'un certain coefficient et de
certaines des différentielles dx^ dx^, . .., dx,^ répétées ou non ; par
exemple la suivante :
( 4 ) A dx i dx^ dx i dx^ dx^ dx 2.

Les plus simples, après ces expressions différentielles, sont celles
qui se déduisent par des signes d'addition d 'un certain nombre d'ex-
pressions différentielles monômes de même degré; elles ont la forme
de polynômes en dx^ dx^, ..., dx^ Telle est l'expression (^).

Nous considérerons aussi, après ces expressions particulières, celles
qu'on déduit par des signes de mul t ip l ica t ion d'un certain nombre des
expressions différentielles précédentes. Telle est l'expression

(5) (Ai dx^ -+• As ̂ "2)(Bi dx^dx^ -hBa dx^dx^} (Ci dx^dx^-^- C.^ dx^dx^.

3. Rang d'une différentielle dans une expression différentielle. — Con-
sidérons une différentielle entrant en un certain endroit dans une
expression différentielle. Si cette expression différentielle est une
expression monôme, le rang se marque d'après la place que cette dif-
férentielle occupe dans le monôme; a ins i , dans l'expression (4), la
différentielle dx,, occupe le quatr ième rang*

S'il s'agit d'une expression différentielle polynôme, le rang d 'une
différentielle est celui qu'elle occupe dans le monôme où elle entre.

Enfin, dans le cas général, si l'on soumettait une expression diffé-
rentielle quelconque aux règles ordinaires du calcul, de manière à la
transformer en une expression polynôme, mais en ayant bien soin
dans chaque produi t de respecter l'ordre des différentielles, le rang
d'une différentielle donnée est celai qu'elle aurait dans l'expression
polynôme ainsi obtenue. Par exemple, dans l'expression (3), la dif-
férentielle doc^ qui entre dans le deuxième terme de la deuxième
parenthèse, est au troisième rang. Dans une expression différent ie l le ,
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produit de plusieurs expressions différentielles polynômes, les diffé-
rentielles du premier facteur, supposé de degré À, ont les rangs i,
2, . . . , h\ celles du deuxième facteur, supposé de degré k, ont les
rangs h 4- i , h + 2, . . . , h + k, et ainsi de suite.

4. Valeur d'une expression différentielle. — Pour définir, par con-
vention, la valeur d 'une expression différentiell-e oo, de degré h par
exemple, nous considérerons x^ x^ . .., x,, comme des fonct ions de h
paramètres indéterminés^^ a^, ..., a^, supposés rangés dans un cer-
ta in ordre que nous appellerons Vordre naturel.

Cela étant, on considère toutes les A! permutat ions des lettres a ^ ,
as, ..., a/,. So i t ( (^ , pa, . . . , (3^) une de ces permutations. A cette
permutation, on fai t correspondre la valeur que prend, d'après les
règles ordinaires du calcul, l'expression co, lorsqu'on y remplace les
différent iel les qui occupent le Ier, 2°, ....À"1111® rang respectivement par
les dérivées correspondantes prises par rapport à ^, pa, . * . , (3/,. On
fait précéder la quant i té ainsi déterminée du signe -+- ou du signe — ,
suivant que la permutat ion (?,,, pa» - • • » P/<) présente un nombre pair
ou un nombre impair d'inversions. La somme algébrique des h\ quan-
tités ainsi obtenues est, par déf in i t ion , la valeur de l'expression diffé-
rent ie l le donnée.

Ainsi la valeur de l'expression (2) est

( A ()x{ €)txï -4 À ()ûcï àx^ ̂  / ch^ àxt . à^ àx^\
\ ï àcc^ à^ 2 àoci àoc^j \ ï àoc^ àai 2 àûc^ ào^)'

5. Expressions différentielles équivalentes. •—• Deux expressions diffé-
rentielles sont dites équivalentes lorsque, étant de même degré, elles
ont la même valeur, quels que soient les paramètres qu'on choisit pour
définir cette valeur.

Il résulte de la déf in i t ion donnée plus haut qu'on peut, sans changer
la valeur d 'une expression différentielle, l u i appl iquer toutes les
règles du calcul ordinaire, à condition de laisser inaltéré le rang des
différentielles, c'est-à-dire à condit ion de ne pas intervertir l'ordre des
différentielles dans les produits qu'on effectue. En effet, ces modif i-
cations ne changent aucune des A! quan t i t és qui servent à déf in i r la
valeur de l'expression différentielle.
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II résulte clé là qu 'une expression différentielle quelconque est équi-
valente à une expression différentielle polynôme et que, de plus, dans
cette expression polynôme, on peut intervertir d'une manière quel-
conque l'ordre des monômes et même réduire en un seul monôme
deux monômes ne différant que par les coefficients.

C'est a ins i que l'expression (3) est équivalente à l'expression poly-
nôme

(3 ' ) AiBi dx^ dx^ dx.i 4- (AiEg-h C) dx^dx^dx^ -+- AaBi dx^dx^dx^
-h Aa B 2 clx^ dx^ dx i.

6. Valeur d'une expression différentielle monôme. — Si l'on cherche,
d'après la règle donnée plus haut , la valeur d'une expression différen-
t ie l le monôme telle que

A dx-ni, dx,r,,. . . dx,n^

m^ m^, ..., m/, étant À, distincts ou non, des indices i , 2, . .., n, on
trouve tout s implement le produit deA par le dé te rminan t fonctionnel
de x^^ x^^ . . . , x,,^ par rapport à c^, a^, ..., a/^. Il résulte immédia-
tement de là que, si l 'expression différentiel le monôme contient deux
différent iel les ident iques , elle a une valeur n u l l e ; on d i t qu'elle est
identiquement nulle. II résulte également de la théorie des dé te rminants
que l'on peut intervert i r d'une manière quelconque l'ordre des diffé-
rentielles d 'une expression monôme, à condi t ion de changer le signe
du coefficient si cette substi tution revient à un nombre impa i r de
t ranspos i t ions ; ou encore si les deux permutat ions des indices des dif-
férentiel les sont de parités contraires. On a, par exemple,

A. dx^ dx^ dx^ == A dx^ dxy, dx^ == A dx'^ dx^ dx<^ •=z — A dx^ dx^ dx'^
•==. — A. clx-s, dx^ dx^ == — A dx^ dx'^ dx^.

7. Réduction d'une expression différentielle a sa forme la plus simple.
— De ce qui précède, il résulte que l'on peut toujours mettre une
expression différentielle quelconque sous la forme d'une expression
polynôme, chaque monôme de cette dernière expression ne contenant
pas de différentielles identiques et les différentielles qu'il contient étant
rangées par ordre d'indices croissants. Nous disons que dans ces con-
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dit ions l'expression est réduite à sa forme la plus simple. C'est ainsi
que la forme la plus simple de l'expression

(Ai dx^ -+- Ag ^rg-h A3 ̂ 3+ A/, ̂ 4) (BI dx^ dx^ -+- Bg dx^ dx^

est

Ai BI dx^ dx^ dx^ — Aa Bg <^?i ̂ 3 ̂ 4 — Aa Bg < î ̂ 3 ̂ 4 •+• Ai, Bi ̂ 2 c/^s ̂ 4.

8. Expressions différentielles identiquement nulles. — Ce sont celles
dont la valeur est nul le quels que soient les paramètres dont on fa i t
dépendre x ^ , x\^ ..., x^.

Une expression différentielle à n variables et de degré supér ieur
à n est nécessairement nulle, car, si on la met sous la forme d'une
expression polynôme, tous les monômes doivent avoir au moins deux
différent ie l les identiques.

Une expression différentielle de degré h^n sera ident iquement nul le
si, en la réduisant à sa forme la plus s imple , les coefficients de tous
les monômes sont nuls. On s'en rend compte en prenant pour o^,
a^, ..., a/^ h quelconques des variables x^ x.^, ..., x,^

9. Interversion des facteurs dans un produit d'expressions différen-
tielles. — Considérons un produit (symbolique) (^ d'expressions diffé-
rent ie l les co,, oj^, ..., o)^. Soit

&) ==: COiCOg. . . &.)^,

Imaginons que nous intervertissions deux des facteurs de ce pro-
d u i t , o^, o\, supposés d'ordre h et A, et supposons que ces deux fac-
tei]r@ soient séparés par un ou plusieurs autres facteurs cop de degré
totale. Il est clair qu'une telle opération revient à faire une certaine
subst i tu t ion sur les rangs des différentielles d'un quelconque des mo-
nômes de co réduit à une expression polynôme.

Si cette subst i tu t ion est paire, la valeur de co n'est pas changée; si
elle est impaire, elle est changée de signe.

Or, pour effectuer cette opérat ion, on p e u t d ^ a b o r d faire passer o^
devant co^, ce qui exige kÇh -+- p ) transpositions, puis faire reculer co^
après le groupe de facteurs o->p, ce qu i exige hp transposit ions; donc en
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. tout hk + (/z 4- k) p transpositions. L'expression différentielle (A) est
donc multipliée par (— i)^--^-»-^

Supposons en part iculier que les deux facteurs considérés a ient des
degrés de même parité; alors pÇh -+- k) est pair et œ est multiplié par
ç— îy^\ Donc la transposition de deux facteurs dans un produi t
d'expressions différentielles ne change pas ce produi t si ces facteurs
sont tous les deux de degré pair et change ce produit de signe s'ils sont
tous les deux de degré impa i r .

Il en résulte que, si une expression différentielle œ est le produit clé plu-
sieurs autres expressions différentielles parmi lesquelles ils en trowe deux
identiques et de degré impair^ l'expression o> est identiquement nulle.

'10. Puissances d'une expression différentielle. — On appelle puissance
//tlme d 'une expression d i f fé ren t i e l l e œ le produi t symbolique de p
expressions ident iques à œ.

La puissance p^'11^ d'une expression monôme est i den t i quemen t
nul le , car c'est une expression monôme qui contient des différentielles
identiques.

La puissance ^i<lme d 'une expression différentiel le de degré impa i r est
aussi ident iquement nul le , car c'est un produit qui cont ient deux fac-
teurs identiques de degré impair .

Il suffît donc de considérer les expressions différentielles a) de degré
pair. Réduite à sa forme la plus simple, ou est une somme dem monômes
de même degré :

&) == 0:4 4- û)2 •4- . . . 4- &)/n.

On voit immédiatement que le carré de co est

G)2 == 2 ( &)i ûûâ •4- COi COg -4- . . . -h COi O.)//î •+• C<L>â ûû3 4- . . . -+- ^m-l ^m )y

car les carrés de OL^, 0)3, ..., a>^ sont nuls et le produit de deux mo-
nômes de degré pair est indépendant clé l'ordre des facteurs. On verra
de même que

OO3^: 2.3(û>)iCx)2G03-+- COi (jùg C04-+-. . . -+- ^m^^m-i^m)

et, d'une manière générale, que co^ s'obtient en multipliant par /^! la
somme de tous les produits p à p des m monômes co^, co^» • • • » <°w

Ann. de l ' É c , Normale. 3e Série. Tome XVI. — JUIN 1899. 32
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l'I. Changement de variables dans une expression dijfférentielie. -—
Imaginons qu'on fasse sur x^ x^, ..., x^ un changement de variables
en prenant pour nouvelles variables n fonctions indépendantes y^
y^ • • • » yn de A/^, ^2» • • ̂  xîîs Alors réciproquement^,^, • • • » ^n sont
des fonctions indépendantes dey^ y^, ..., j/z.

Cela étant, remplaçons dans une expression différentiel le OD en x^
^2,.. . , x^ les anciennes variables par les nouvelles et les différentielles
dx^ dx^, . .\, dx^ par

ÔX[ - àx^ , à.r^ ,
^dy^-^dy^....+-^dy^

àïn T àûGn -, àXn r—— dy^ + 3—' dy. 4 - . . . 4- -—— ^y/z.
î ' àr^ J - àyn J a

Nous obtiendrons ainsi une certaine expression différent iel le CT' de
même degré en y^ y ^ , ..., y^ et dans laquelle chaque différentielle
dy aura le même rang que la différentielle dx q u i l'a fourn ie avait
dans a).

Il résulte de là que la valeur de vs est égale à la valeur de œ si l'on
exprime les variables en fonction des mêmes paramètres a; car dans
les h\ quantités qui définissent la valeur de oo, on remplace en somme
les dérivées telles que —£ par des expressions

àxt. ̂  ̂  àxi. ̂  -^ àxi ̂
àf, à^r ôy.à^r ày. à^r

qui leur sont manifestement égales.
Il résulte immédiatement de laque, si les expressions co^, 002, ..., co^

se transforment, par le changement de variables, en î^, ^>, ..., ̂ ,
l'expression

ÛL) ==: Ûl)l<A)2. . .&},„

se transforme en
VS == VJ^ V5^ . . .CT^.

Cette propriété est capitale dans les applications que nous ferons de
cette théorie.
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On a, par exemple,

, y /àx\ , àx, , \ /àx^ , àx^ , \î dx^ = 3— rf/i -+• —— dy\ —— dy^ -4- —— d'y s
\^/i " ^j2 '7\^7i <?72 >/ 7

_ /<?A'i àx^ à^i àx'>\ , ,
^\W.W^W.àyJ yi yî9

ce qui concorde avec la propriété bien connue des déterminants fonc-
tionnels exprimée par l 'égalité

D(^i,^2) _, D(^i,^2) P(ri,.r2\
1) (01,03) ~D(y, i ,y2) 1) (01,0.2)

31. — Application des théorèmes précédents aux expressions de Pfaff.

12. Expression dérivée (Vune expression clé Pfciff' — Etant donnée
une expression de Pfaff à n variables

G») == Ai dx^ -i- Aa rf^ -i-... -}- A-n dx,^

on appelle expression dérivée l'expression différent ie l le du deuxième
degré définie par l'égalité

c,/ == dA.1 dx^ -i- clA.^ dx^ +... 4- <^A^ dx,^

La propriété fondamentale de cette dérivée est la suivante :
THÉORÈME. — Siun changement de variables transforme l'expression de

Pfaff ̂  en une expression <CT, ce même changement de variables transforme
l'expression dérivée a/ dans l'expression dérivée GT\

En effet, supposons que, avec de nouvelles variables j^y^» • • *»y/^ ù)

devienne
CT == Bi dy^ + Bg ^ya -4-.. . + B/, dy^.

Si Fon désigne par a, (3 deux paramètres quelconques, on a alors

(^ A àxl ^ À ^2 -4- -1- À ^ —R <:?/1 -4-R <)J2 ̂  ^-^ •̂\\) ) Ai --.— •+• As —;—! -4~ - . . + A/î —^— == j>i --.— "4- JL>9 —r- -+". • . + sy/î ^— ?do àw. ow. àoL " àcc àa

(^\ A ^1 L- À àxî -L, -J-A ^ "——R ^-L-P ^2 ̂ , -^ î-î ^(7) A^+Â,^-+.. .+A,^-^B,^-+B,^ ^...+B,^.
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Différentions la première de ces équations par rapport à [B, la se-
conde par rapport à a, et retranchons les deux équations ainsi obte-
nues; nous aurons

(8) ^ÀI â.Vi àP^i à^C
^àa ~à^ ^"^ "̂  ^

^ ̂  ̂ àB! (h^
, 6^ c?p à^ àa ^

/ à^n ÔXn __ àK,t dXn'

^à^ "à^ dp "^a"

^ ̂  rjetf à^
^ àa â^ à^ àa ^

Le premier membre de (8) n'est autre que la valeur de o/ relative-
ment aux deux paramètres a, ?; le second membre est la valeur de ̂
avec les deux mêmes paramètres.

Ces deux valeurs étant égales quels que soient a et p, le changement
de variables transforme a/ en une expression différentielle équivalente
à ̂  et qui, par sui te , n'est autre, après les réductions faites, que ^/.
Le théorème est donc démontré ( 4 ) .

13. Dérivées d'ordres supérieurs. — En même temps que la dérivée
d'une expression de Pfaff œ, nous considérons d 'autres expressions
différentielles de degrés supérieurs a/', co^ ..., et que nous définirons
de la manière suivante :

(9) ^" z=z &)&/ ==. (Ai dx\ -4- . . . -4- An dœ,i} (^AI dx^ -4-...--}-. d\.n dx^ ),

( îo ) ^ ' " == ̂ ^-(JAi dx^+ dK^dx^.,^ dJ^^dx^^.'^dKidxidh.jClx^
2 2 ^mHiHU

i'J

(u) c,)"' == ^" == (Ai ^ri+.. .4"A^<:/^.) ^ \ <^A^ dxi dAj dxj ^ .
\ <»/' /

D'une manière générale, la dérivée d'ordre 2m — i, û)^""^, d 'une
expression de Pfaff co, sera la puissance m10"10 de a/, divisée pa rmi , ou
encore la somme de tous les produits m à m des n monômes <^A, dx^
dK^doc^, . . . , dA^dx^. La dérivée d'ordre 2/72, co^ sera le produit
de a) par <i)^-^. La dérivée p1611^ est de degré p + i.

Ces dérivées jouissent de la même propriété que la dérivée a/; il est

O.La considération de la dérivée a/ ou, ce qui revient au même, du covariani bili-
néaire de o^, forme la base des belles recherches de Frobenius et de M. Darboux sur le
problème de Pfaff (loc. cit.).
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évident que, si un changement de variables transforme a) en GÎ, ce même
changement de variables transformera la dérive p16^ de co dans la dé-
rivée p1^116 de CT-, car cette dérivée se déduit par multiplication des deux
expressions différentielles o> et o/ qui sont transformées en vs et CT\

14. Expressions de Pfaff différentielles exactes. — Supposons que
l'expression de Pfaffco soit une différentielle exacte. Il est clair alors
que, par un changement de variables; elle peut se mettre sous la
forme

•^ =:dyi.

Or la dérivée de CT'est ici ident iquement nulle, pu isque les coefficients
des différentielles sont des constantes; il en résul te donc que ou' est
également nulle. La dérivée d'une expression de Pfajf différentielle
exacte est donc identiquement nulle.

Réciproquement, supposons que la dérivée o/ d 'une expression de
Pfaff

G) •= Ai djc^ -+• As dx^ -4-. . . 4- An dxn.

soit identiquement nulle. Je dis que o> est une différent iel le exacte.
Le théorème est vrai pour n == r . Supposons-le vrai jusqu'à n — ï , et
démontrons-le pour /z. Si, dans G), on fait dx^ = o et qu'on regarde x^
comme une constante, on obtient une expression de Pfaff œ^ à n— ï
variables, dont la dérivée co^ se déduit de a/par les mêmes opérations.
Il en résulte que cette dérivée o^ est ident iquement nul le et que, par
suite , OL>i est une différentielle exacte du. Si ma in tenan t on ne regarde
plus ̂  comme une constante, on voit que l'on a

; ( A OU \ ,en) = du -+- A ï — -;— aa?i,
\ à x ^ )

et, par un changement de variables, on peut supposer

c.) == Ai dx^ 4- dx^

En calculant co' qui doit rester identiquement nulle, on trouve

&/ == dAî dx^ •= •î—1 dx^ dx^ -+• —1 dx^ dx^ •+-. . . -4- —— dx^ dx^ = o.
<jX^ (JûG-^ v^/t
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On voit donc que les dérivées de A^ par rapport à x^ x^ . . . , x^ sont
nulles, et, par suite. A, ne dépend que de x^ et

&3 = d^x^-{- f Ai dx^\

est une différentielle exacte.
Les conditions pour qu'une expression de Pfaff soit différentielle

exacte sont donc données par l'équation

^= û?Ai dx^ 4- dA^ dx^ + . .. 4- dA^ dx,, == o,

où, en termes finis,

(I2) ^-^=° (^=^,...,.).
^ •15. Classe d'une expression de Pfaff'. — Dans le cas que nous venons

(l'examiner, on peut, par un changement de variables, mettre o> sous
une forme qui ne contienne plus explicitement qu'une seule variable y,.
Dans le cas général il se peut que, par un changement de variables,
w prenne une forme cr qui ne contienne explicitement que p variables
y^ y-i, • • - , y p :

CT =; BI dyt 4- Ba c//2 -I- • • • -+- B/, dy,,,

les B,, Ba, .. ., Tip ne dépendant que dej,, y^, ... , y,.
On appelle classe ( f ) de l'expression de Pfaff le nombre min imum de

variables au moyen desquelles puisse s'exprimer cette expression par
un changement de variables convenable. Une expression de Pfaff de la
première classe est une différentielle exacte.

16. Condition nécessaire pour qu'une expression de Pfaff soit de
classe p . — Si une expression de Pfaff œ est de classe p , on peut, par
un changement de variables, la mettre sous la forme d'une expression
de Pfaff CT à/? variables. Considérons alors la dérivée p^ de vs, qui est
de degré p+ i . Cette expression différentielle étant ap variables et de
degré p 4- i est iden t iquement nulle. Il en résulte que la dérivée p^
de co, qu i lu i est égale, est aussi identiquement nulle.

(') Celte expression a été introduite par Frobenius, loc. cit.
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Donc, pour qu'une expression de Pfaff soit de classe p, il faut que m
dérivée p16"10 soit identiquement nulle ( ^ ).

17. Réciproque du théorème précédent. — Nous allons démontrer
que, réciproquement, si la dérivée /3îème d'une expression de Pfaff est
identiquement nulle, cette expression est de classe/? au plus. Le théo-
rème étant vrai pour p=i, nous allons le supposer démontré pour
ï , 2, . . . , p —• i et le démontrer pour p .

Considérons donc une expression de Pfaff

ûû rr: Ai dx^ 4- Aâ dx^ ... 4- An dxn

dont la dérivée p"1111® co^ soit identiquement nulle

, E±1

c>)=-———^ 2 ,
P-±l\^

si p est impair, ou
y P

&)^)= -"———— COû-J^2,

si p est pair.
Il est clair que, si n est inférieur ou égal à p , cette expression de

Ptaffest de classe/? au plus. Supposons donc démontré qu 'une expres-
sion de Pfaff à ï , 2, ..., n — ï variables, dont la dérivée?^1116 est nulle,
est de classe p au plus, et démontrons-le pour une expression à n va-
riables.

Si dans a) nous regardons x^ comme une constante et y faisons
dx^ = o, nous obtenons une expression o^ à n — ï variables dont la
dérivée p1^ œ1^ se déduit manifestement de œ^ en y regardant x^
comme une constante et y faisant dx^ = o. Cette dérivée p'1^ CD^ est
donc identiquement nulle et par suite, d'après l'hypothèse faite, œ, est
de classer au plus. On peut donc faire un changement de variables/tel
que co^ se transforme en

î == Bss df^ -h B» dy^ 4- - . . -+- B^+.i ^y/H-i?

( 1 ) Cf. GBASSMANN, loc. cit.
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°ù Ja» y^ - - • > Jp-M sont p fonctions de x,, x^, . . . , ̂ , et où les B
sont des fonctions déjà» 7;i» • • • » J^-M ^ a^^i de la constante x^ Si
maintenant dans oo on ne regarde plus x^ comme une constante, on
obtient manifestement

ûj^Ai^i+Baf^ya— —l^l) 4-...-l-B^+i(Jy^+i— ^^t1^^.
\ o^i / \ o^'i /

Finalement, en changeant les notations, on a
co -=- A.i dx^ 4- Aa ̂ 2 +.. • 4- Ap+i dœp^

où Aa, Ag , . . ., A^ ne dépendent que de x^ x^, .. . , .r.+.i.
Cela étant, deux cas peuvent se présenter : ou bien A^ est indépen-

dant de x^ x^, . . . , Xp^ ; ou bien A^ ne dépend que de ces p -4-1
variables.

18. Dans le premier cas, on peut toujours supposer qu'on a pris
Ai =Xp^. Si alors, dans co^, on groupe les termes qui contiennent
d.jCp^, on vérifie facilement qu'on obtient

dxp^ d^^w^^,

où oui a la même signification que plus haut . La dérivée o/^ étant iden-
tiquement nul le , il en doit être de même du groupe de termes de cette
dérivée qui contiennent dxp^, et, par suite, de co^21. L'expression de
Pfaffo^, ayant alors sa dérivée {p — s)101116 nulle, est d'ordre p—^ au
plus. Autrement dit, on peut supposer que Ap et A^., sont nuls et que
A^ Ag, . . . . ÂP-.I ne dépendent que de x^ x^, . . . . Xp^^ L'expres-
sion (jo devient alors une expression bp variables seulement x^x^,....
fxp-^^ ^p+2^ ^ 1^ théorème est démontré.

19. Dans le second cas, on est ramené à une expression œ à p -h i
variables x^ x^ . . . , Xp^. Considérons alors l'expression différen-
tielle du (p -+- ly^ degré

^P^df,

où/désigne une fonction quelconque de x^ x^ .... x^^ ; elle est de
la forme

H^^...^^=^^+a^+...+a^J^
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les a é tan t des fonctions des x q u i ne dépendent que des coefficients A.
Si un changement de variables transforme co en rs et la fonction / de
x^ x^, . . . , Xp^.^ dans la fonction ç de j,, y^, . . . , y^, ce change-
ment de variables transformera ^-^df en ^-^ch, et, par suite,
toute fonc t ion / ' qu i annulera la première de ces deux expressions se
transformera en une fonct ion o qui annulera la seconde, et récipro-
quement . Or l ' équat ion

^(/,-i}^y^o

OU
àf àf àf

^^A^-^-^-0

est une équa t ion aux dérivées partielles, l inéaire en/, qui admet p
in tégra les indépendan tes ; on peut faire un changement de variables
en prenant pour y^ l ' une de ces intégrales, ou encore on peut , en
changeant de notat ions, supposer que œ^ est une de ces intégrales,
c'est-à-dire que l'on a

^-i) dx^-=o.

Le coefficient de dx^ dans le premier membre de cette égalité, n'est
autre que co^""^, ou l'on aurai t f a i t r /^==o; c'est donc , si l'on y
regarde x^ comme une constante, la dérivée Çp — ly^de co^, où œ,i a
la même signification que plus haut. I/expression o^ ayant sa dérivée
( p — î)1^ nul le est donc de classe p — î au plus. Autrement d i t , on
peut supposer

6) •==. A,i dx^ -4- A 2 dx^ -t- . . . 4- Ap c l x p y

où Aa, A.3, . . . . A^ ne dépendent que de x^ 0*2, . . . , x^. Si A.i est
indépendant de x^ x^, . . . , Xp, on est ramené au premier cas et le
théorème est démontré. Si A^ ne dépend que de x ^ , x^, . . . , x „, œ est
mise sous la forme d 'une expression à p variables et le théorème est
également démontré.

20. Introduction cl'aa système complet remarquable. — Considérons
une expression de Pfaff de classe p à n variables

&) ==: Ai dœ^ -j- Aa dx^ •+•..."+- A/z dx^

et l 'équation qu'on obtient en égalant à zéro l'expression différentielle
Aiï.n.de l' Èc. Normale. 3e Série. Tome XVI.— JUIN 1899. 33
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^p-^df, où/désigne une fonction quelconque de x^ x^, . . . , x^. En
écrivant que cette expression est ident iquement nul le , on obtient pour
la fonction / un certain nombre d'équations aux dérivéespart iel les
linéaires du premier ordre.

Considérons une transformation de variables amenant OD à ne dé-
pendre plus que de p variables

ÎÎT = Bi clfi -h Bg dy^ -h... -1- Bp dj'^,

et soit ç la fonction dej i , y^, . . . , y^ dans laquelle/ est transformée.
Il est clair que les deux équations

( 1 3 ) C^-^/^O,

(14) ^P~^d^=:o

se transforment l 'une clans l 'autre par le changement de variables,
ou que le système d'équations aux dérivées partielles en /équivalent
à l 'équation (i3) se transforme dans le système d'équations aux déri-
vées partielles en cp équiva lent à l 'équation ( t 4 ) * 0^* ce dernier sys-
tème comprend d'abord les équat ions

/ .. à^ Ô<Q à^(10) -——=——^. . .^-^ ^=o;
àfp^i ày^ àf,,

car CT^"^ n'étant pas ident iqaement nulle, sans quoi nï et, par suite co,
ne seraient pas de classe p , le coefficient de d y ^ d y ^ ^ . d y ^ ^ par
exemple, dans ^{p•'ll\ n'est pas nul, et, par suite, les équations (i5)
s'obtiennent en annu l an t dans le premier membre de (i4) les coeffi-
cients de

dfidy^ ..ciyp^dyp^, ..., d y ^ d y ^ . .. dy^dy^.

Oatre les équations (i5), l 'équation ( r4 ) fourni t une équation
et une seule en y, obtenue en prenant dans( i4) le coefficient de
d y , d y ^ . . d y p , soit

( r6) p ^ ^ p ^ + . . . + p ^ ^ o .
<?yi ày^ l .àyp

L'équation (14) est donc équivalente au système des équat ions ( i 5 )
et(i6) . Les p étant des fonctions dej^j^-.^J/?, ce système est ma-
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nifestement un système complet admet tante — i intégrales indépen-
dantes fonctions dey^y^ • • ^ Y p -

En revenant à l 'équation (i3), nous voyons qu'elle est équivalente
à un système complet admet tan t p intégrales indépendantes. L'inté-
gration de ce système, d'après la méthode de Mayer, par exemple,
revient à celle d'un système d'équations différentielles ordinaires à
p variables.

Nous appellerons ce système le système complet adjoint à Feocpression
dePfaffO.

21. Exemple. — Considérons, par exemple, l'expression de Pfaff à
5 variables,

( i 7 ) M == X ] _ x^clx^ 4-- ̂ i x^ dx'^ -i-- ( x^ -4- x^ x^ ) dx^ "4- x^ x^ dx-^

On a ici , en faisant le calcul,

G)' z= x^dx^dx^ -4- x^dx^dx^ -{- dx^dx^ 4" x^dx'^dx^ -4- x^dx^dx^

r^'" =: - û)^ === x^ .Tt, dx\ dx^ dx-^ dx^ — x^ dx^ dx-^dx^ dx^ -(-- x^ x^dcc^ dx^ dx^dx'^
2 '' '

PUIS
^=^'"=0.

L'expression (0 est donc de la quat r ième classe. Le système complet
adjoint est donc donné par l 'équation

^df-^ w^'df-zz o,

et doit admettre 3 intégrales indépendantes. En faisant le calcul, on
trouve, pour l 'équation précédente,

^' df= {x^x^dx^dx^dx^-^r x^x^dx^dx^dx^-^r x^x^x^dx^dx^dxi,

•+• x^ x^ Xî, dx^ dx'^ dx^ -h ̂ 3 ̂ 4 dx^ dx^dx^
+ a\ ̂ 3 .VQ dx^ dx^dx,, -h- x^ x^ x^ dx^ dx'^ dx^ — <z"i x^ dx^ cloci, dx^ )

X f y7- dx^ -4- -f7- dx^ -~\-. ..-^ - J d^s ) == ô,
\<)^i '̂2 '̂s /

(1) Dans le cas où p est pair et n égal à p. c'est le premier système auxiliaire qu'on
trouve dans toutes les méthodes de réduction.
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ce qu i donne pour/Je système

àf àf àf
y, ./ ____ .y» ,y» J 1 ,yi .y u _ ———— /•>

^ à^, ~~ 3 4 ̂  ̂  3 5 ̂  ~~ ?

(?/* àf àf^ J — ^ ——-4- ^3 —L-=:o.
1 ^TI '• ^^ ^3

C'esîbien un système complet qui a d m e t t e s trois intégrales indépen-
dantes ^1? ^0^3 + ^4, .^4^5.

•Z'3

22. Propriétés des intégrales du système complet adjoint. —• Considé-
rons une expression de Pfaffd) de classe/? et une des p intégrales indé-
pendantes du système complet adjoint . Faisons un changement de
variables en prenant pour une des nouvelles variables ji cette inté-
grale particulière. Alors l'expression co devient une ce r t a ine expres-
sion ^5 eny^y^ .. .,y^ et l'on a

^P~'^dfi= ô.

Cette égali té expr ime que, si dans ^ on regarde y^ comme une con-
stante et qu'on y fasse dy^ == o, l'expression çïi obtenue a sa dérivée
Çp — s)1"11® iden t iquement nulle. A u t r e m e n t d i t l 'expression CT' est do
classe/?—2 au plus; elle n'est, d'ailleurs, ce r ta inement pas de classe
inférieure sinon l ' introduction d'un terme en €ly^ ne pourra i t pas
rendre rs de classe p .

Réciproquement , si ̂  est de classe p — 2, sa dérivée {p — a)^"10

est nu l le , ou encore l'expression ^'^dy^ est nu l l e .
Une intégrai du système complet adjoint est donc âne fonction f ({LU,

égalée à une constante arbitraire, abaisse de deux unités la classe de
l'expression de Ffâjff considérée.

Naturel lement , cet énoncé suppose impl ic i t ement qu'en même
temps qu'on lie oc^x^, .. .,^ par la relation

jr(^Ti,t2?2, . . . , Xn,) == Cl

on lie les différentielles par la relation

cZ/'== —/ dx^-{- -,7- dx^-+ ... 4- -r^dx,,-=. o.
J Ô^i ÔX^ à^a
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Ainsi , dans l 'exemple t ra i té précédemment, si l'on prend l ' intégrale
'vl du système complet a d j o i n t , la subs t i t u t ion de ax^ à x^ et de adx.^
à dx^ do i t abaisser la classe de co de deux unités. En effet, co dev i en t

G) •==. ax^ dx^ -4- ax^ oc^ dx^ -\- ^3 ( a -l- œ^ ) (LT^ -l- x^ x^ dx^
= .z'3 d[ aœ^ ̂ 3 -+- ( a -h x^ ) .2-4 ],

(18)

et n'est plus que de deuxième classe.

23. Réduction d'une expression de Pjaff de classe p à une forme cano-
nique, — Etant donnée une expression de Pfaff w de classe p, soit /,
une intégrale du système complet adjoint. Considérons l'équation

( 1 9 ) ^^^y=o,

ou/désigne une fonction arbitraire de x^x^, ,..,,r,,. Si l'on fait un
changement de variables en prenant/, pour une des variablesy,, si ce
changement de variables transforme a) en ̂  et/en ç, l'équation pré-
cédente devient

(20) VJ^P-^ dy^ d^ == o.

Si dans cï et 9 on regarde y^ comme une constante et qu'on fasse par-
tout dy^ == o, cet te équat ion peut encore s'écrire

( 2 l ) CTi^-4^:^^,).

Comme î^ est de classe p —- 2, on voit qu'elle est équivalente au sys-
tème complet ad jo in t à rj,. Ce système admet/? — 3 intégrales indé-
pendantes fonctions de y ^ , y ^ , • • . » j ^ et aussi de la constante j,. En
remontant à l 'équation (20) et en ne regardant plusj , comme une
constante, on voi t que cette équat ion est équ iva len te à un système
complet admet tan t p — 2 intégrales indépendantes , parmi lesquelles
y i 'F i n a l e m e n t , l 'équat ion (19) est équivalente à un système complet
qui admet p — a intégrales indépendantes, parmi lesquelles se t rouve
la fonction / elle-même.

Celles des intégrales f du système complet équivalent à (19) qui sont.
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indépendantes de f^ sont les fonctions telles que les relations

i f === a, /, •== <7,,
(22) </

( ^/==o, df^o,

abaissent la classe de co ̂  quatre unités. La démonstrat ion est absolu-
ment la même que clans le cas précédent.

D'après la méthode de Mayer, ces fonctions sont données par l ' inté-
gration d'un système d 'équations différentielles ordinaires à p — 2
variables.

Il est bien clair que, lorsqu'il sera pratique de tirer de/ = a^ une
des variables en fonction des n — i autres, i l suffira d'intégrer le sys-
tème complet adjoint à l 'expression de Pfa f fqu i résulte de OD par cette
substi tut ion.

On peut continuer ainsi de proche en proche. Désignant par/a une

intégrale indépendante de/ de l 'équation (19), on considérera l'équa-
t ion

(23) ^P-^df,df,df^o.

Cette équation est équivalente à un système complet admet tante — 5
intégrales indépendantes de / et de/, et ces intégrales sont les fonc-
t ions/ tel les que les relations

( f==a, /i==ai, ^-=.a^
\ df=o, ^/•i==o, df\=o

abaissent la classe de a) de six unités. Et ainsi de suite-
Cela étant, deux cas peuvent se présenter, suivant que/? est pair ou

impair.

24. Forme canonique d'une expression de classe paire. — Si p est pair
et égal à 2772, par exemple, le Cm — i)"^ système complet sera donné
par l 'équation

(25) ^df,df^..df^df=^

et le m^^ sera, par suite,

(26) ^ df, df, ... df^df^df^ o.



SUR CERTAINES EXPRESSIONS DIFFÉRENTIELLES, ETC. 263

II est clair q u ' i l donnera les fonctions/^ telles que les relations

s ( t /1 '=:: ̂ l? ./2 "^ ^âi» • • • ? J m—1 '::==: am—^.f J tii '==- amï
N 7 ) \df,=o, df^-==o, . . . , df^=o, df^o

rendent œ iden t iquement nul. Si alors on prend pour nouvel les va-
riables ji =:/^j^==/3, .. .,j^=/^ et m autres fonctions que lconques
indépendantes des premières, o prend la forme

rs == BI ̂ ji -l- Ba^ys -4-. . . -4- B/» ̂ jw.

I l est clair que les m coefficients B sont des fondions Indépendantes
entre elles et indépendantes deji,y^ • * • » J m » s inon rs serait de classe
inférieure à am. On peut donc les prendre pour les m variables indé-
pendantes autres quey.ija, ...,y^. En changeant de notat ions, nous
avons le théorème suivant :

THÉORÈME. — Étant donnée une expression de Pfa/f quelconque de
classe im, on peut toujours, par un changement de variables, la mettre
sous la forme

(28) û> == p i <&'i -t- pï dx^ -4- . . . 4- p,n d^,n,

,r^, .x*^, ..., .r̂  ; ̂ i, pa, ..., pr^ étant 2m variables indépendantes.

Cette réduction peut se faire par la recherche d'une intégrale de m
systèmes d 'équations différentiel les ordinaires respect ivement à
im, 2/n — 2, . . . , 4 » ^ variables (1).

25. Dans l'exemple traité plus haut, on a m = 2 ; nous avons trouvé
une intégrale xl du premier système complet. Le second est fourni par
l 'équation

( 29 ) [ ax\ dx^ 4- CLX^ oc.^ djc.^ 4- oc^ ( a + x^ ) clx^ 4- x^, x^ dx^ ]

xf^^+^^+...+-^-^)=o,
VÂra àx^ àx^ J

(1) Les équations (25) ne diffèrent quo par la forme des équations qui se présentent
ckœs la méthode de réduction de Frobenius.
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et peut se mettre sous la forme

EL EL EL EL
d '̂a _ àx.^ _ àxs, _ à.v^
ax^ ~~ ax^x^ ~ ^3(0+^3) ~~ ^3^4

On trouve facilement une intégrale, à savoir :
, - X i iZ'A

ax^ x^ -h ( Ct -!- .rg ) ̂ 4 == b •==. x\ ̂ '2 4- .̂ '4 .•z'̂  4- —— -
i-v'^

En posant alors, par exemple,
b — <2.:z'.,? ,"r.j

.yi == <^.r3, ^3==:—a 4- ————^—-^
'•'̂ 4

et subst i tuant dans (17) en regardant a et b comme des variables, on
trouve, toutes réduct ions faites,

û) == — .r;̂  ( ,z\ + ̂ '2 ̂ 3 ) da 4- .3" 3 ̂ ^.

Ici les variables x^ x ^ p ^ p ^ de là forme canonique sont

—î 7 ^ .â  -t- ̂ 4 ̂ "î> +• Ll:^ ? -- •̂ t ( ̂ 4 + ̂ 2 l^;} ) » •̂ i •^•3 .r̂

26. Forme canonique d'une expression de classe impaire. — Si /) est
impair et égal à 2rn 4- ï , par exemple, le m^'1116 système complet est

(3i) ^df,df,...df^df^<>.

Si donc/^ est une intégrale indépendante de/^/a, . . .,/^^, les rela-
tions

^ J\ ~Z^. (2j, J'^ •==. Cl^y . . , , y,^ ==: <'<?/„

( ^/'î =0, ^ = 0, . . . , ^//,^ = 0

rendent o de première classe, c'est-à-dire différentielle exacte dz . Il en
résulte le théorème suivant :

THÉORÈME. — Etant donnée une expression de Pfctff' quelconque de
classe 2 m 4- î , on peut toujours^ par un changement de variables^ la
mettre sous la forme

(33) . co •==. clz — pi dx^ — />2 ̂ '2 — . . . — pni dx^ y
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où x^ x.^, ..., ̂ , ̂ , /?i, /?^, ..., p^ sont 2 722 + i variables indépen-
dantes.

Cette réduction peut se faire par la recherche d'une intégrale de m
systèmes d'équations différentielles ordinaires respectivement à
2 /72 -+- I , 2m — i, . . . , 5,3 variables et par une quadrature.

27. Prenons, par exemple,

G.I -= ^3 dxi -+- x^ dx^ — x'^x^ dxi, — x^x^ dx^ -4- x^ dx^

On trouve
&/ -==. dx^ dï^ — x^ dx^ dx^ — A^. dx^ dx^^
^ == — x^ dx^ dx^ dx,, CÏ.XQ — ^4 <r/^2 ̂ 3 <;/.r̂  dx^,
^ == o.

L'expression (o est donc de cinquième classe au plus; on constate
facilement que, œ^ n 'étant pas identiquement n u l , co est effecti-
vement de cinquième classe.

Le système complet adjoint est ici

^df=o,

qui se décompose en
àf -o
^"~07

àf _ àf__
'''' àx^ " àx^

On peut prendre x^ pour une des intégrales de ce système complet.
Faisons alors x^ = a^ et formons le système complet

&/ €lf= 0,

qui est ici
^-n
^-oî

àf
àk-°-

àf àf
••'y* — , , " , __ /y* —— /^^ ——— —— ^ ^—— —— Q^

()x^ "ôx^

La fonction x^ est une intégrale de ce système. En faisant donc
Ann. de VÊc. Normale. 3e Série. Toine XVI. "— JUILLET 1899. 34
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^===^1, ^3=^2, OL» doit devenir une différentielle exacte; on trouve,
en effet,

co == <^( <^ ,:Ti — a 2 ̂ 4 ̂  •+- c"̂  .z-a ) ;

en ne regardant plus a, et 03 comme des constantes, on obtient

6) •== Cl ( <2i ̂  i — ^2 ̂ . ̂ g 4- ^] ^'6 ) —— --̂  6 ̂ 1 -4- -2".;. ̂ S <^2 »

co == ^-/( ̂ i x.^ — x^ ,r;, x^ -t- x^ XQ ) — .z'e ̂ 2 4- ^'4 ̂ 5 dx^ (1 ).

28. Remarque. — Le système complet adjoint à une expression de
Pfaff mise sous sa forme canonique se réduit, dans le cas où la classe
est paire, à l'équation

àf àf àf
^^+P2^+•••+^^;==0;

dans le cas où la classe est impaire, à l'équation

^=0.
02

II admet donc, dans le premier cas, les intégrales indépendantes

^Î9 ^Ïî ... , ^ffly Ë-L EL . f^lzl'
Pm P m ' " * î Pm J

dans le second cas, les intégrales indépendantes

X^y ûd^y . . ., ^rni Pif Pî> • • ' 9 Prn."

On voit que toutes les intégrales du système complet qu'on ren-
contre dans la réduction satisfont au système complet adjoint,
puisque les m intégrales dont on s'est servi ici sont x^ x^, ..., o^.

On verra plus loin (IV, 69, 70, 75) une nouvelle forme sous
laquelle on peut mettre les équations des systèmes complets successifs
qui servent à la réduction.

(1) La méthode de réduction de Frobenius pour les expressions de classe impaire diffère
de celle qui vient d'être exposée en ce qu'il commence par déterminer une fonction/telle
que o) — <3?/*soit seulement de classe im.
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III. — Équations aux différentielles totales.

29. Les équations aux différentielles totales dont nous allons nous
occuper sont celles qu'on obtient en égalant à zéro une expression de
Pfaff.

Résoudre une équation de cette nature, c'est trouver un système de
relations finies entre oc^ ^, ..., oc^ tel que ces relations entre les
variables et celles qu'on en dédui t entre leurs différentielles annulent
l'expression de Pfaff. ̂

Nous allons d^àbord nous proposer de trouver d'une manière géné-
rale tous les systèmes d'équations qui annulent une expression de
Pfaff. A cet égard, toute expression de Pfaff peut être supposée de
classe impaire, car, par division par un facteur convenable, on peut
toujours abaisser d'une unité la classe d'une expression de Pfaff de
classe paire. C'est ainsi que l 'équation

p^ dx\ -+- p^ dx.^ -4- ... -4- p,n doc^ -= o

peut s'écrire

dœ^n -h p-^ dx^ -1- p^- dx^ -4- ... -h l)-m-=^- dx,n^ •= o,
Prn Pm Pm

et le premier membre est de la classe a/n — ï.

30. Nombre minimum d'équations annulant une expression de P/aff'.
— Considérons une expression de Pfaff o.) de la classe im -4- i
(ou 2.m -+- ^) mise sous sa forme canonique et cherchons à résoudre
l'équation

(Y) ==: ds —p^ dœ^ — p^ daî^ —— .. . — p,n dx^ == o,

au moyen du nombre minimum de relations entre a?o ^, .. ., oCn^ z-,
p^p.^ . . . , p , n et les autres variables qui n'entrent pas explicitement
dans œ. Une première solution est fournie en égalant eZ^, ̂ , .. ., a^, s
à m -+- r constantes arbitraires, ce qui donne m -4- i relations. Je dis
qu'il n'est pas possible de satisfaire à l 'équation ( i) avec un moins
grand nombre de relations.
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En effet, l'équation (i) exprime qu'il y a au moins une relation
entre z, x^ x^, . . . , ̂ . Supposons qu'il y en ait exactement h -4- r
et, pour préciser, que ces relations soient mises sous la forme

X^ ==: Cpj[ (;27^_n, Xj^^ . . . , ̂ fft),

X^ ~=- ©2 \xh-}-\9 -^/z+2? * • • ? ^mîi

(2 )

^A==9A( ̂ 4-1,^+2» ' " , ^ m ) >

S = 4; (.r/,4.1, «^A+2. • • •^M )•

Les variables ^4-0 ^+2» • • • ? ^w n'étant liées par aucune relation,
l'équation (i) donne

/ ^ <Jyi à^^ à^n _
' ^^"^^^"^^^"'""••^^d^^^^^^

(3)
à^ à^i à^ï à^h _

j—— ~Pl~j~ — / ? 2 - > — — • —...—pf,——— —p,n —0.
t/o/^ i/o-'^ u^//î, C/'^//^

Ces m—h nouvelles relations (3) sont indépendantes entre elles et
indépendantes des équations (2). Elles forment avec (2) un système
de m 4- i équations qui résout le problème.

On voit en même temps que, pour avoir la solution la plus générale,
il suffit d'ajouter à ces équations un nombre quelconque d'autres
équations formant avec les premières un système algébriquement
compatible. On peut prendre pour ç ^ , cp^, . .., cp^, ^ des fonctions
absolument arbitraires, le nombre A étant égal à o, i, 2, ..., m. La
solution particulière obtenue plus haut s'obtient en prenant À = = m ,
les fonctions ç et ^ étant alors des constantes.

31, Pour préciser et compléter ce qui vient d'être dit sur la résolu-
tion générale de l'équation

( i ) dz — /?i dx^ —p^ dx^ — . . . —p,n clx^ = o,

cherchons directement tous les systèmes de relations sat isfaisant à
cette équation et par lesquels un système de valeurs donné x\^ . . , ,
x{m^^^P\^ -^P^n constitue un élément simple, c'est-à-dire tel qu'au
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voisinage de ce système de valeurs, un certain nombre im—h 4- i des
variables puissent s'exprimer en fonctions holomorphes des A autres;
ou, ce qui revient au même, cherchons tous les systèmes de im — h 4- i
relations telles que les premiers membres de ces relations soient holo-
morphes au voisinage de ce système de valeurs et que de plus les
déterminants fonctionnels de ces premiers membres par rapport à
2m — h +1 des variables ne soient pas tous nuls pour le même
système de valeurs. Les h variables différentes des 2/n — h -+- i par
rapport auxquelles on peut résoudre le système seront dites les h va-
riables indépendantes.

Cela étant, on peut toujours supposer que z n'est pas une des
variables indépendantes; sinon, en effet, on aurait

ôx^ àx^ ôx^
ï-^-^-^-^-— —^-^=0?

cette égalité montre que x^ x^, ..., x,n ne peuvent pas être toutes
variables indépendantes, sans quoi le premier membre se réduirait
à i et que, de plus, l 'une des dérivées --̂  • • • ? •JX2n- est différente de1 - àz az
zéro pour(.r^, ..., p^), la première par exemple. Cela montre qu'on
pourrait tirer z en fonction holomorphe de ^^ et des k—ï variables
indépendantes autres que z et que, par suite, on pourrait remplacer s
par x\ comme variable indépendante.

On peut, de même, supposer que parmi les h variables indépen-
dantes, qu i sont prises dans lésa? et les/?, il n'y en a pas deux telles que
«^ et p^ autrement dit que ces h variables ont h indices distincts.
Sinon, en effet, on aura i t , en considérant la dérivée G/, qui doit être
nulle pour le système de relations considéré,

J)(^,/^) D(^2,p2) D(^,7^) ̂
.D(^,/^) I)(^i,/?J " J)(^,^) ""'

Le premier terme de cette égalité est égal à ï ; il en résulte que l 'un
au moins des indices n'est représenté dans aucune des h variables
indépendantes, car sans cela tous les termes qui suivent le premier
seraient nuls. Si alors les indices non représentés sont par exemple
les m — a derniers, il n'y a! qi3e les m — a derniers termes de l'égalité
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qui puissent être différents de zéro et, par suite, l 'une au moins des
quantités

à'Vd^-l ^^q.4-2 ^ à^m, ^g+i _ ^ 0^

àx^ î àx^ 5 î î ^ Ê?.ri 3 '<tei

est différente de zéro pour (.r^, . . . , ̂ ), soit^-Ç^- On pourra alors
tirera en fonction holomorphe de oc^^ et substituer Xy^^ à x^ comme
variable indépendante. Les indices i et a -{- i ne sont alors repré-
sentés chacun qu'une fois parmi les À variables indépendantes. S'il y
a un autre couple de variables tel que (^a»/^)? on pourra répéter la
même opération, de manière à arriver finalement à h variables indé-
pendantes à indices tous distincts. Cela prouve en particulier que h ne
peut pas dépasser m.

32. Cela étant, supposons que les h variables indépendantes soient

X^y X^y . . ., Xy, \ /^a-M» /^K-+-2» . . . » P f l "

On aura alors des relations de la forme

f s—^a+i/^+i—.-—^/?//.^ w(.^i, . . ., Xy., pa+î, ...,/^,),

'^//-i-i ~:=::- ^A-M \x\1 • • • i XGl.î Poi+-î.) . . . » ph)'f

(4) ^ ^//,== ^(.^i, . . ., OC^ /?a-M, - • - î P h ) f

7?/,4.1== ^,+i(,Z*i, . . ., X^ Pa-+lï ' • • ) P h ) f
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

p^'zz. Vm\^\y . . ., .2? ,̂ pa+ïf • • • ? P/t-h

les fonctions ^^-n? ..., ^, ^+n ..., ^w, w étant holomorphes au voi-
sinage de (^, * . . , x^ p^t, ..., pi} et assujetties à l 'unique condi t ion
de prendre, pour ce système de valeurs, les valeurs respectives

-̂H. • . • , ^ A-Ï, . . . , A ^ — .Z'S^îpâ-H — ... — ̂ ;7^ •

En portant dans l 'équation aux différentielles totales (i), elle prend
la forme

dw — pi dx^ — . . . — p^ dxy. •+• Xy,^ dpy,^

-i-. .. 4- Xf, dp/, — p/^i dif/^i —. .,-- ^^ du ̂  = o,
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ce qui donne immédiatement les valeurs de p^ p.^ . . . , p^ ^%4-i , . . . ,
x^ à savoir

àuh+i

(5)
Xr

àw
pl àœ, -

àw
^~ àx^ ~

ôw
'•^ ~ àp^,

(-)«•
àp,,. -

àuii+i
(À+1 àx,

àuh+\
(/1"1 àx^

àu,^i
'"(^^^.

<)«A+1
f'('/'"l ̂  -

()«,„

• • • ( '" àxi '

au,,,
• • • "' àx^'

, i ,, ùu>»
' " • ' '" ^a+i

àih,,
{-...+1'//,-—•

à p i ,

Les formules (4) et (5) résolvent la question. La solution dépend
donc de 2m — 2/1 + i fonctions arbitraires de h arguments et h peut
prendre les valeurs o, i, 2, ..., m. Si nous réunissons ces deux
groupes de formules, nous obtenons, comme solution générale de
l'équation (i), admet tant le système de valeurs {x\, . . . , p^) comme
élément simple, les relations suivantes :

(6)

z — w -

Pi—

P^—

•"^04-1 ——

^ IL ——

• /̂l-M '::::-

^ m '^

Ph-^i ==

àw
pw àp^

ô^
à^i

àw
ÔXy,

àw
àpa^i

àw
àpf,

^A-l-l?

U^

Vh^i,

àw
• • • • ^àp,;

(ÎUf^
ç/w à^

àiik^\
'îh^ àx^ •

âu/i^i ,
h^1 ̂ n '^a-n

n, àu^ 4-
{/M àp, +l

+- ^/i+-i

+- ^m

.. — (î

., — p

.. + (•'

.. + ̂ ,

( àu/^
/ ^a+1,
\ Opy.+i

( àu^
y^~àp^,

au m
m à^ '

àli m
m àx^ ?

àu^
"'àp^

au m
n àpn

1 1 R, âufl+l
+•••-4 /'/' dp,,

àu-ni\^plt^)

Pm = ̂ w?
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où u^if • - • ? Ujn.f ^H-iî " » • » ^î» w sont des fonctions holomorphes de
x^ ..., .r^ ^oc-H» • • • » /^ holomorphes au voisinage de {x\, ...,/^),
prenani pour ce système de valeurs des valeurs données, les dérivées
partielles du premier ordre des 2m — ih premières prenant des
valeurs données, faciles à calculer, toujours pour le même système de
valeurs.

En particulier pour h = m, il y a une seule fonction arbitraire w de
m arguments, soient x^, . . . , x^, p^^, ..., p^, et l'on a

Pi

=w—p^

ô^y
"~" àx^5

àw
Ôpa

-.. .—pni
àw

àpm

(7)
àw
ÔX^

àw
Xr,

x»

àp^i '
.......

àw
Wm'

Si, en particulier, on prend pour w une fonction linéaire de py,^-^ . . . ,
p,n, on retrouve, avec un simple changement de notations, les for-
mules (2) et (3).

33. Solution générale d'une équation de Pfaff quelconque. — Nous
venons de résoudre l 'équation particulière de Pfaff (i). D'après cela,
étant donnée une expression de Pfaff quelconque de classe 2m + ï ou
277Z-+- 2, on n'aura qu'à la réduire à sa forme canonique. L'équation
à résoudre sera alors de la forme (ï) , et les équations (6) fourniront
la solution générale du problème. On voit que si ^2m^^ est la pre-
mière dérivée d'ordre pair qui s'annule identiquement, il faudra pour
annuler co un système d'au moins m +• r équations entre les variables,
et alors il y en aura une infinité dépendant d'une fonction arbitraire
de m arguments.

34. Solutions singulières. — La conclusion précédente peut néan-
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moins être en défaut dans certains cas particuliers. Il se peut que la
première dérivée identiquenient nulle d'ordre pair d 'une expression
de Pfaffœ étant o^27^, on puisse annuler cette expression, soit au moyen
d'un système de moins de 772 relations entre x^ x^, . . . , x,^ soit an
moyen d'un système de m relat ions au plus , mais ne rentrant pas dans
la formule (7). Ces cas pourront se présenter lorsque, pour les sys-
tèmes de valeurs des variables qui satisfont à ces relations, le change-
ment de variables qui rédui t œ à sa forme canonique est i l luso i re .
C'est a insi que l'expression du troisième ordre

dx^ — ,z"i ,z'2 dx^

peut s 'annuler au moyen de la seule équa t ion

.z4=o,

qui se t radui t , en effet, avec les variables canoniques (.r,, x^v^^ x ^ )
par le système de deux équations

<'z'i=--= ,z-i.^2== o.

C'est a insi encore qu'on peut satisfaire à l 'équation

pi dx^ -{-...-(- p^ dx^ ~= o,

par le système des m relations

/^ ~= /?2 =...== /),„ •= 0 ,

qui ne rentre pas dans le type général.
Il importe donc de savoir trouver toutes les so lu t ions qu i ne ren t ren t

pas dans le type général. Nous allons pour cela donner un cr i tér ium
très simple.

35. Conditions pour (jaune solution soit singulière. — Nous allons
démontrer que, pour qu'une solution soit singulière, l'expression de
pfaff ̂  étant de classe am — i ou am, il faut que cette solution annule
tous les coefficients de la dérivée {im — ^)ièm€ de œ, supposée mise sous
sa forme la plus simple.

Nous supposons que les coefficients de o-) sont des fonctions Iiolo-
Aîtii. de l'Éc. Normale. .^Sério. Tome XVI. — JUILLET 1899. 3^
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morphes des variables et nous ne considérons que des solutions, géné-
rales ou singulières, définies par un certain nombre h d 'équations à
premiers membres bolomorphes au voisinage d 'un système arbi t ra i re
de valeurs satisfaisant à ces équat ions , les dé te rminan t s fonc t ionne ls
de ces h premiers membres par rapport à h quelconques des variables
n'étant pas tous nuls pour ce même système de valeurs.

Cela é tant , nous al lons démont re r que si, pour un système arbi-
traire de valeurs des variables correspondant à une solut ion donnée,
les coefficients de (^2M-2) ne sont pas tous nu l s , cette solution est géné-
rale, c'est-à-dire peut être obtenue par le procédé exposé p lus l iant .

Considérons, en effet, d'abord l 'équat ion

(8) <.o(2/ /^~2)r//'==o;

si oj est de classe 2/n, cette équat ion est équivalente au système com-
plet ad jo in t à œ et admet sm— i intégrales indépendantes; ce sys-
tème complet est donc formé de n — im + î équa t ions indépendantes .
Si OD est de classe 2772 — ï , et si l'on prend des variables y \ ^ y - ^ . . . , y / i
telles que a) ne dépende exp l ic i t ement que dej , ,y^, . . . y j a ^ - i » l 'équa-
tion (8) est m a n i f e s t e m e n t é q u i v a l e n t e au système

àf ^ àf _ _ àf _ .
ày-iin àf^m+i ' ' ' ày,, '

et, par suite, à un système complet admet tan t 2m — ï. intégrales indé-
pendantes et formé de n — 2m -+• ï équations indépendantes. Dans tous
les cas, V équation (8) fournit un système complet que nous appellerons
SYSTÈME COMPLET adjoint à l'équation aux différentielles totales co === o el
qui admet 2m — ï intégrales indépendantes.

36. Cela é tan t , revenons à notre so lu t ion par t icu l iè re et soit
/ ,y»0 /y»0 " /y,0 \

\ 'M \ f IÂ-' 2 » - " • ? '— H )

un système arbitraire de valeurs correspondant à cette s o l u t i o n . Par
hypothèse, les coefficients de ^^t••'°2•\ qui est de degré 2m — ï , ne sont
pas tous nuls pour ce système de valeurs. Supposons, par exemple,
que le coefficient de

dx^ dx^.. . dx^,n^^



SUK CERTAINES EXPRESSIONS DIFFERENTIELLES, ETC. 27;)

ne soit pas nul. L'expression où^"^ résul tant da produit de co^"^
par co', il en résulte que dans co^^"45 les coefficients des différents
monômes formés des différentielles dx^ cîx^, . . . , A^-i ne sont pas
tous nuls, toujours pour le même système de valeurs; supposons, par
exemple, qu'il en soit ainsi du coefficient de

dxy. d x ^ . . . dx^,,^^

Nous pourrons con t inue r a insi et supposer que :

dans û)^-25 le coefficient de dx^ d x ^ . . . c/.r^_i n'est pas n u l ;
» ^{ïfn~'^<•) )) dx^ dx.^. . . dx^,^^ »

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dans ç^2'""2^ le coefficient de dxy dx,.+^. . . dx^nz-r n'est pas nu l ;

dans o) le coeff ic ient de dx,n n'est pas nul.

Dans ces condi t ions, considérons le système complet adjoint à
l 'équation c o = = = o ; pour le former, prenons dans le premier membre
de (8) les coefficients totaux des monômes

dx \ cix^ • . . cisc^f^—^ ""^a///?

ClOC'\ CiûC^. » • CiîVi^f^—\ ^'^"â//^"^ '»

. . . . ^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^

dx\ dx^. . . dx^,^^ dx'n.

Nous aurons a insi , d'après les hypothèses fai tes, n—'im+ï équa-
t ions résolues par rappor ta —!—y —/—, • • ' , —-? les coefficients

^ 1 l àx^m ^^2w4-I àXn

des autres dérivées étant holomorphes au vois inage de ̂  x^, . . . , ,̂0.
Comme le système complet contient exactement n—im -h i équa-
t ions, il est complètement déterminé. Nous voyons de plus, d'après la
théorie des systèmes complets, que ce système admet im — i intégrales
indépendantes holomorphes au voisinage de œ-\, x^ . . . , x^ et se réduisant
respectivement à x^ — x^, x^— x^ . . . , sc^m-i -" ^Im-i P01^ x^ = ̂ m^
x^^^ == x^,, . . . , x,^ = x\. Nous prendrons celle u, de ces intégrales
qui se rédui t à x^ — x\. Cette intégrale, en négligeant les termes du
second degré et des degrés supérieurs, est donc de la forme

U^-== X^— X\-^-0'.^^^ïm— ^îm) •+• ^m 4-1 (^Sw-M —" ^ïm+ï) •+• ' • •+ ^(^---•^u^)•
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Si l'on égaie u^ à une constante et qu'on t i enne compte de du^ = o,
l'expression co n'est plus que de la classe 2772 — 2 ou ^m — 3, puisque
sa dérivée (2/72 — ^y^we s'a^y]^ ̂  qng g^ c^gse ne peut pas s'abaisser
de p lus de deux unités.

37. Nous considérerons m a i n t e n a n t l 'équat ion

(9) r,)^-^ cîll^df-^0,

q u i , d'après ce qui précède, est équivalente au système comple t a d j o i n t
à l 'équation œ == o, où l'on fai t ^ = const.

Ce système complet admet 2/22 -— 3 intégrales indépendantes , et en
ne regardant pas u^ comme une constante, 2 m — 2 intégrales indépen-
dantes; il est formé de n — 2772 -+" 2 é q u a t i o n s indépendantes . Ici pou r
les avoir, il suffit de prendre dans le premier membre de (9) les coef-
f ic ients de dx^ dx.^. . . doc^^^ dx^^^, dx^ dx^ . . . dx^.^ dx.^n, ...,
dx^ dx^ . . . dx^,^^ dx,,. Ces coefficients con t i ennen t respectivement les
dérivées .—/—? ——, ..., ' L mul t ip l iées par un coefficient par hypo-àx^^^ ôx^^ àx,, l l l •n

thèse difFérent de zéro, et en outre des termes en 4—? -^"-? - • ••> —^—•d^î ôx^ ôx^^.~-î
En égalant ces coefficients à zéro, on a n — 2772 + 2 équat ions indé-

pendan tes qu'on peut considérer comme résolues par rapport à -— / /--—,
6/.Z>si//^t

-r—? • - • ? -T"-? les coefficients des autres dérivées é tant holomorphes
a^"2/« O^n 1

au voisinage de x^, x^, ..., <z^. Ces 71 — 2m -+- 2 équat ions sont les
équations du système complet cherché. On voit de plus que ce système
admet 2772 — 2 intégrales indépendantes holomorphes et se r é d u i s a n t
respectivement à x^—x^, x^ — x^, ..., x^^ — o^^^ pour

tW ———— .y. 0 ,-Y, ———— ,y> 0 ,yi ———— ,y 0^îm-l——aw-i» ^aw—'^aw» ..., «x/,;—.x'^.

La première n'est autre que u^ Nous désignerons la seconde par ^2; a
des termes près de degrés supérieurs, u^ est de la forme

^^^â—^-l- pâ/^i(^2/;z-l—^^/z-i)+f32,«(^2^— ^-1m) -1-...-+- (3/,(^/,— ^,0).

Nous cont inuerons ainsi en formant

( ïo ) a)^^-6) ̂ i ̂ 2 df-=z. o,
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é q u a t i o n équivalente à un système complet admettant une intégrale
holomorphe u^ se réduisant à ^3 — oc^ pour

y — ,y0 ,„,.. — y.n ,y, — v,o
•x îm—î——^'â/^—a? « ^ ^ / / z — i - — l ~ â / / ^ — l î • • " •> "A n—'-•t.^-

Et ainsi de suite jusqu'au système complet

G) du\ du^ ... diif^^ df^=. o,

qui admettra l ' intégrale holomorphe Um se r édu i san t à x^ — x\ pour

•Z/^4.1— '^"m+i? »Z'//ji-^.2 ̂ ^ ^ni+ïî ... i 3C ̂ '^z. .j"^«

38. Nous sommes donc f inalement arrivés en somme à m fonctions
holomorphe s

Ui, «g, ..., U,n

se réduisant respectivement à
,'y .__ /y'i O1 /•y« .__ .y U /y» ___ y 0
./- 1 .-t. ^ , <-(-2 <A/.^, . . . , • ' ' - / / / ••<'/«

lorsqu^on y fait

••'• '̂//i'-H '"" •z>/n4.•^ :::::: •'^///-1-2 — ^•'/{[•{-ï ':=- •• - ' =: '^n — .:/-'̂ ^-' 0.

De plus, lorsqu'on donne à ces m fonctions des valeurs constantes,
co devient nul , de sorte que l'on a une égalité de la forme

( 1 1 ) (>) =•- Ci d/fi 4~ €3 du^ -\~ ...-}- (̂ ;, du,n.

Les coefficients G sont des fonctions holomorphes au voisinage de
x\, ̂ , . . . , ^. En effet, si l 'on fai t un changement de variables en
prenant

yi == u i, 7a =-- ^2» • • •. y/» ̂  ̂ .
,y//z4-i :'::::::::: '^in-\~\ '^'//z+i 7 . . . » y/i —— ''^' fi «^'•/^-»

tou te fonction holomorphe des anciennes variables au voisinage de
x\, . . . , x^ est une fonction holomorphe des nouvelles au voisinage de
y, ==y^ ==. . . ==y^=== o et réciproquement. En particulier, œ reste ho-
lomorphe au voisinage desj nuls, et comme il ne doit contenir que
rfy^, dy^ ..., dy^ il en résulte que C ^ , G^ ... C^ sont holomorphes.

On voit de plus que C^ est différent de zéro, car l 'expression (11)
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développée donne pour coefficient de dx^ une q u a n t i t é d o n t la valeur
pour^, . . . , ̂ , supposée par hypothèse différente de zéro, n'est autre
que C^. Il en résulte qu'au voisinage de x\, . . . , x^ l 'équation aux
différent ie l les totales est équivalente à l 'équation

. . , \J l , \Ji t> „ \J »n __ 1 -,

( J a ) du,,, + p— du^ 4" T— du^ 4- ... 4- -p— ^,/,-i
•"̂  //; •̂  //;. '--( ni

•== dam — ï'i du^ — . . . — (^_^ a^.^i =:z o,

ou les v sont encore holomorphes. Enf in , si Von r édu i t u^ u.^, ..., //^,
î 7 , , (^, . . . , ç^, à leurs termes du premier degré, on obt ien t 2/72 -- r
expressions du premier degré en x^ ^, ..., x^, qui doivent être indé-
pendantes.

En effet, il n'y a que ces termes du premier degré q u i i n t e r v i e n n e n t
pour donner la va leur des coefficients de oj^^""^ lorsqu'on fa i t ^, == x\,
x^ = x^, . . . , ̂ = x^ si ces am— i quant i tés n ' é t a ien t pas indépen-
dantes, elles fourn i ra ien t une expression de Pfa f fde classe 2m -— ^ au
plus, et,.par suite, oj^^'""^ serait nu l poura?, === x^, . . . , x^ == x^, ce q u i
est contraire à l 'hypothèse.

39. Il en résul te enfin que si ( ' i , l'a, . . . , (^._, p rennent les valeurs
t^, ç^, . . . , ^_^ pour ^^ == ^>, .... ̂  == <r^, on peut faire un change-
ment de variables en prenant pour nouvelles var iables u^ u^ .. , ̂ ,
^\ — ̂  ^2 — ^» • • • » ^-i — ̂ i et ^ — 2m 4- t 'des quant i tés x^ — x].
Toute fonction holomorphe des anciennes variables au voisinage des
^ sera holomorphe des nouvelles au voisinage de leurs valeurs zéro.
La solution considérée se transformera alors en une solut ion contenant
le système de valeurs zéro des variables et annulant l'expression

da^ — t'i du^ — ('2 du.^ —. . .—. ç ,̂̂  du,^.

Elle ne pourra être fournie que par le procédé général de résolution
de cette équa t ion aux différent iel les totales.

On aura une inf in i té de systèmes de m, m 4- ï , ..., 2/n — i équa-
tions dépendant de fonctions arbitraires, auxquel les on ajoutera au
besoin des équat ions quelconques en nombre quelconque, s i n est su-
périeur à 2 m — r .
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Le problème que nous venons de résoudre est en somme le s u i v a n t :
Trouver toutes les solutions de V équation co = o admettant pour pain/

simple un point Cou système de valeurs) (^\ !̂i, ..., •y,0) n annulant pas
tous les coefficients de la dérivée (2772 — 2)lt>me de o-).

On voi t que toutes ces so lu t ions sont données par des f o r m u l e s q u i
rentrent toutes dans un nombre f in i de types dépendant de fonct ions
arbitraires.

40. Recherche des solutions singulières. — D'après ce q u i précède,
nous appellerons SOLUTION SINGULIÈRE une solution dont tous les points
annulent les coefficients de ^{'lm'^fl} supposée réduite à sa forme la plus
simple.

Si l'on égale tous ces coefficients à zéro, on a un système d 'équa t ions
qu i peut être a lgébr iquement incompatible, et alors il n'y a pas de
solution s ingul ière ; qui peut aussi se décomposer en p lus i eu r s autres
indécomposables. Chacun de ceux-là peu t se mettre sous une forme
telle que les premiers membres des A équa t ions q u i le composent so ient
holomorphes par rapport à un système arbi t ra i re de valeurs des va-
riables satisfaisant au système et que de pi us les dé t e rminan t s fonc-
t ionnels de ces h premiers membres par rappor t à h que lconques des
variables ne soient pas tous nuls pour le même système de valeurs .

Cela étant , considérons une solution s ingul ière dé t e rminée et un
point simple arbitraire {x^x^, ...,^) de cette s o l u t i o n . Si p o u r ce
poin t les deux condi t ions énumérées plus haul: sont vérifiées, on pourra
tirer À des variables en fonction holomorphe des n — h aut res et porter
dans co. On aura alors une nouvelle expression de Pfaff bolomorpbe
au voisinage de x^y ^\°, .. * , x^ et qui sera de classe 2m — 2 au plus. On
sera ramené à chercher les solutions de l ' équa t ion obtenue en égalant
cette expression à zéro.

Si, pour tous les points (^.cz-!;, ...,^) de la so lu t ion considérée, la
deuxième condi t ion , relative aux déterminants fonctionnels, n'est pas
réalisée, on a une solution d'un ordre supérieur de singularité. On
aura toutes ces solutions en ajoutant aux h équations trouvées plus
haut celles qu'on obtient en égalant à zéro tous les déterminants fonc-
t ionnels de leurs premiers membres par rapport à h des variables. On
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obtient a ins i un nouveau système de /t^>h équations qu'on peut
mettre sous une forme satisfaisant aux deux conditions énoncées plus
haut. On procède pour ce second système comme on a procédé pour
le premier et a ins i de sui te .

Ces opérations ont nécessairement un terme, car on est nécessaire-
ment ramené à un nombre fini d 'équations aux différent iel les totales
d'ordre infér ieur à l ' équat ion donnée; chacune d'elles pourra condui re
à d 'autres équations aux d i f fé ren t ie l les totales, mais dont l'ordre sera
infér ieur au sien propre. Il est bien clair qu'on f in i ra par s'arrêter dans
la su i te de ces opérations.

4L Exemples. --- Prenons l 'expression de Pfatï '
( 13 ) u -:-= ;z'5 dx^ 4- x^ dx^ -4- x^ dx;^ -4- x^ dx^.

On a ici
&/ -=. dx^ dx^. ~\- dx.^ dx^,

(f)" -=: — x^ dx^ dx^ dx^ — x^ dx^ dx^ dx^, — .z'i dx^ dx^ cir^
(i4 ) < -1- .z'i dx^ dx,, dx^ — .x^ cix^ dx',^ dx'^

G)'^ .-= — ,z.'i dx^ dx^ dx.^ dxt, dx'^
w^-zo.

Ici donc m == 3. Les solutions singulières seront celtes pour les-
quelles on aura

x^~=.o,

le seul coefficient de co" étant x ^ . Si l'on remplace, dansa) , la va r i ab le
x, par zéro, on obtient l 'équation

^ TS == x^ dx.^ ~^: o.

La solution générale de cette équation est
x^-=.a,

et la solut ion singulière est
<y;}-rr: o.

Par suite, les solut ions singulières de l ' équa t ion co === o sont
( 1 ^) , .x^-=o, x^~=ia

et

( I ^ ) x^==: o, x^~=: o,
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et celles qu'on obtient en ajoutant des équations quelconques a
chacune de ces solutions.

Ici la solution générale est donnée par trois équations au moins,
tandis qu'on a des solutions singulières formées de deux équations
seulement.

42. Considérons encore l'expression de Pfaff, qui nous a déjà servi
d'exemple,

G) -=ix^x^ dx^-\- x^x^ dx^-\~ (^1-4-^3^*5) dx^-^- x-^x^dx^

On trouve ici

07)

G/ == x^ x^ dx^ dx^ dx^ -\- x\ dx^ x^ dx^ dx^ -4- x^ x^ x^ dx^ dx^dxi,
+ x^ x2 x^ dx^ dx-j, dx^ 4- x^ x^ dx^ dx^ dx^ -+- x^ x^ x^ dx^ dx^dx,,
-j- x^ ̂ 3 x^ dx^ dx^ dx^ — x^ x^ dx'^ dx^ dx^

On a donc m = 2. Les so lu t ions singulières s 'obtiennent en annu-
lant les coefficients de oA On trouve ainsi

( 18 ) x^ x,, ==: Xy, Xi, •==. x^ XQ = o.

Ce système se décompose en trois autres

(18). (18) ,
^3=0,

^==0,
(i8).

^4=0,

X,;= 0.

Le premier système, ainsi que le second, an-nulent identique-
ment oo; ils constituent donc deux solutions singulières. Le troisième
donne

(19) m == .TI x-ï dx.î 4- x^ x^ dxz ~==- o,

et pour îir, m == i. La solution générale de l'équation (19) est immé-
diate, c'est

(20) x^x^~=-a,

Quant aux solutions singulières, elles s'obtiennent en annulant
Ann. de l'Éc. Normale. 3* Série. Tome XVI. — JUILLET 1899. 36
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x^x^ et x^x^, coefficients de CET. On a donc deux cas ; ou bien

ou bien
^=: x^^zo.

Le système (18)^ donne donc pour l 'équation primitive les solutions
singulières

(21) ^4=:o, x^=ç>, x^x^-=:a^
(22) <r4==o, ^==0, ^i==o,
(a3) x4:== o, *y3==o, ^rro, ,a?3=:o.

La dernière rentre d'ailleurs dans la solution singulière (18)^,.

43. Considérons enfin l 'équat ion

( 24 ) ci) == Ai dx\ -+- Ag ̂ 2 + As ̂ 3 =.: o,

où les A sont des fonct ions de oc^ x^ ^3. Dans le cas général, ci) est
de troisième classe et, par suite, m == 2. Les solutions singulières
seront fournies en annu lan t les coefficients de œ^"2^ a/. Or ici

^1-L ' \ à^ àx,}

5i la quantité entre

^/ ^àx,

n tr1^ py>n^ l i ck tc ^c

r,y • -^^
r\r\rt^ïrvvif\ •w\ r\ y\ I' •»"> •»-Inn tSi la quantité entre crocliets est ident iquement nulle, on peut satis-

faire à l'équation (24 ) par une seule équation dépendan t d'un para-
mètre arbitraire. Sinon en a n n u l a n t cette q u a n t i t é , on peut avoir une
solution singulière qui , dans certains cas, pourra être formée de la
seule relation obtenue ainsi , mais qui en général aura besoin d'être
complétée par une autre relation. C'est ainsi qu'en prenant

( 26 ) co •=: x^ ( i — ̂  — ^j) dx^ 4- x^x\ dx^ 4- .-a?| dx^

l'équation obtenue en annulant le coefficient de (x)" est

'S.X^X^X^X\ -4-^J+ X\— l ) = = 0.

Cette équation se décompose en quatre autres, et, chacune d'elles
étant traitée séparément, on est conduit finalement aux solutions sin"



SUR CERTAINES EXPRESSIONS DIFFÉRENTIELLES, ETC. 283

gulieres suivantes :

( ao)a .ri =0, x^ + x^ = a ;
(25)/, ^2=0, 2^^—.rî+-^3'==^;
(25),, .Ti=:a, ^3=0;
(25)^ a?j+.r|4-^J=i.

De chacune de ces solutions, on déduit , bien en t endu , une inf ini té
d'autres en a joutan t des équations quelconques aux équations qui la
dé terminent .

IV. —. Systèmes formés de plusieurs équations finies et d'une équation
aux différentielles totales.

44. Étant donnés une équation aux différentielles totales

( 20 ) 0) •==. AI €Î.Vi + AS dx^ -+- . . . 4- A,^ dXn, •==• 0

et un système de h équations finies entre les variables

(^7)

Ji V^ïf ^ây — * ? ^n, ) — <^»

I /a (^i, ^2, .. ., ̂ ,)=:o,
i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )

fh(^l, ^^ • • • » *z'•/^) ̂ ^

i l s'agit de satisfaire à l 'équation (26) au moyen d 'un système d'équa-
t ions comprenant les équations (27).

Nous supposerons comme toujours que les premiers membres des
équations (27) satisfont aux deux condi t ions fondamentales énoncées
plus haut relat ivement à tous les systèmes d'équations dont nous
nous sommes occupé.

Avant de résoudre le problème, nous allons démontrer un théo-
rème, impor tant en soi, dont nous nous sommes déjà servi implici-
tement.

45. Classe d'une expression de Pfaff, en y supposant les variables liées
par des relations données. — Considérons l'expression de Pfaffo). Sup-
posons qu'on tire des équations (27) h des variables en fonction des
n — h autres et qu'on porte dans co. Cette expression ne contient plus
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alors que n — h variables. Je dis que la classe de cette nowelle expres-
sion est îe plus petit nombre entier p tel que les coefficients de l'expression

(28) ^df,df,...df^

supposée réduite à sa forme la plus simple, soient tous nuls en vertu des
relations (27).

Supposons en effet que le déterminant fonctionnel de/i,/a, ...,//,
par rapport à x^ ^3, ..., x^ ne soit pas iden t iquement nul. Alors on
peut prendre pour nouvelles variables

y\ ==/i » YÎ ~=fî, ' ' • ? y h ̂ fh, y/i+ï -==.jc/^^ ..., y^ == x^,

et toute fonction holomorphe des anciennes variables sera fonct ion
holomorphe des nouvelles, et réciproquement. Si l'on désigne par ^
ce que devient a> par ce changement de variables, l 'expression (28) se
transforme en

(°-9) ^tp) dy,ciy^...dy^,

il est bien clair, de plus, que chaque coefficient de (28) est une com-
binaison linéaire à coefficients holomorphes des coefficients de (29)
et réciproquement. (Les coefficients de ces expressions s 'entendent ,
une fois la réduction effectuée à la forme plus simple.) Or les coeffi-
cients de l'expression (29) sont les mêmes que ceux de ^(/;), où l'on
aurait enlevé les termes qui contiennent les différent iel les dy^
rf/a, ..., dy^ SI donc dans les coefficients de (28) on tient compte
des relations (27), cela revient, dans CT^\ à faire d'une part

d'autre part
dy^ == dy^ -=....-= dyf, = o,

ji=y2==...==.y^=o.

Soit ^o ce que devient® lorsqu'on fait ces subs t i tu t ions ; il est
faci le de voir que par ces subst i tut ions ^/ se change en CT^ ; si en effet

CT == Bi dy, +.. . -4- B/, dy^ +- B/^i ciy^ +.. .-+- B/, cty,,

on a
^o= B^ i^7/,-H -4-...-+- Wnclyn,
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d'où l'on tire
v^ <?B^- , 7 7 v< /dB/.+A , ,

^o= Zà J^~ dyh-J^•i dyh+J = 2d [ ^'— ) dyh^i ̂ -^—— Oy/z+j A" \ 0} A-h/ / 0
/•/ i j

les indices o expr imant qu'on faitj^ ==j^==. . .==y^=o . On voit bien
que ̂  se dédui t de CT" en faisant

y^-=.. .-=y/,=dy^-=dy^=. ..==Jy/,=:o.

Par cette dernière subs t i tu t ion , rs se changeant en ̂  et ^ en CT^
il est clair que ^ ' q se change en ̂  et que CTTO^ se change en îD-o^,
au t rement d i t que TH^ se change en ̂ f\

On voit par là que la condi t ion nécessaire et suffisante pour que les
coefficients de (28) soient tous nuls en vertu de (27) est que rs^ soit
i den t iquemen t nul ; ou, comme rso est ce que devient o lorsqu'on tire
x^ x^, ..., Xf, de (27), que la classe de OD soit/^ au plus, après que les
variables y sont liées par les relations (27). Cette conclusion démontre
le théorème.

46. Solutions générales du problème proposé. — D'après cela, reve-
nons à notre problème et supposons que m soit le plus pet i t nombre
entier tel que les coefficients de

(30) ^ftl)df,clf,.,.d^

soient tous nuls en vertu de (27). Les solutions générales seront
celles en vertu desquelles les coefficients de

( 3 1 ) co^-2) df,df^..dfi,

ne seront pas tous nuls. En par t icul ier , pour ces solut ions, les déter-
minants fonctionnels de/i,/a, ...,//, par rapporta A quelconques des
variables ne seront pas tous nuls, sinon l'expression df^ df^... df^
aura i t manifestement tous ses coefficients nuls (ces coefficients étant
ces déterminants fonctionnels eux-mêmes) et il en serait de même de
l'expression (3i).

D'après cela, si Çx\, x^ ..., ̂ °) désignent un système arbitraire de
valeurs correspondant à une solut ion générale déterminée, on pourra
de (27) tirer h des variables en fonctions holomorphes des autres au
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voisinage de (^, . . . » ̂ ) et en portant dans œ nous serons ramené à
résoudre une équation aux différentielles totales dont le premier
membre sera d'ordre ^m ou 2/n — i , la dérivée co^7"-^ n'ayant pas
tous ses coefficients nuls pour le système devaleurs considéré (^))-
On y arrivera par la considération de m systèmes complets successifs
pour chacun desquels on déterminera une intégrale holomorphe.

47. Ici on peut donner à ces systèmes complets la forme suivante.
Le premier sera équivalent à l'équation

(82) G^-^df.df,.. .dfndf=o,

les variables étant supposées liées par les relations (27). Sij^.n est
une intégrale holomorphe ne se réduisant pas à une constante en
vertu de (27), le second système complet sera

(33) ^2W-4) df.df^ , .df^df^df-^^

et a ins i de sui te jusqu'à

G} dj\ d/^. .. df^,,^ df-==. o,

qui donnera une intégrale holomorphey/^^.Nous aurons ainsi m fonc-
tions holomorphes//,+.i,^^.2, .. ̂ fh^m indépendantes, même en tenant
compte de (27). On pourra de plus s'arranger pour que récfuation à
résoudre se mette sous la forme

( ̂ 4) ^f/t-^m — ^/t+i ^{A-M — • • • — 9A+W-1 ^f/t^m-î =: O»

les o é tant aussi holomorphes au voisinage de ^, . . . , ^°. On sera
ainsi en mesure de trouver toutes les solut ions admet tan t le point
(.T^, . . . , ̂ ) comme poin t simple.

48. Solutions singulières. — Pour avoir les so lu t ions singulières, on
ajoutera aux équations (27) celles qu'on obtient en a n n u l a n t tous les
coefficients de l'expression différentielle

(3i) co^-2) df, df, ... df^

On aura ainsi un nouveau système de relations, et l'on sera en somme
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ramené à un problème analogue au premier, sauf que l 'entier À sera
devenu plus grand. Pour ce nouveau problème, nous aurons une nou-
velle valeur m' de m, au plus égale à m, et il admettra des solutions
générales et des solut ions singulières qui seront données par les solu-
tions d'un troisième problème, où h aura encore augmenté. Il est clair
que h ne pouvant pas dépasser le nombre n — T , ces opérations auront
un terme.

49. Résolution d'une équation aux dij(férentielles totales au moyen
d'un nombre donné d'équations. — Le nouveau problème que nous
nous proposons est le suivant. Étant donnée l 'équation aux différen-
tielles totales (26), résoudre cette équat ion au moyen de r relations
finies entre les variables, parmi lesquelles h<^r relations don-
nées (27).

Nous allons d'abord, à cet effet, démontrer que, si un système de r
relations annule l'expression de Pfaff ̂ , tous les coefficients de o.)^ sont
nuls en vertu de ces relations.

50. Soit, en effet,

(35)

/i(^i,.ya, * . .,.r,J =r= o,

J Ï ( x\ f ̂ ï » * • « •» x n ) "^ 0 f
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . y

/,.(^i,^, . . .,X^ =0

le système de r relations annu lan t co; on suppose que les premiers
membres vérifient toujours les deux mêmes hypothèses fondamen-
tales. Si alors le dé te rminant fonctionnel de/^ , /^ • • • » / * / • P^11 ^P'
port à «r^, ^a, . . . , x,. n'est pas nul en vertu de (35), nous pouvons
prendre pour nouvelles variables

y\ ̂  A ? 72 == /2> - • • » VP ̂  //•» y/s-1 == ^r+1 » .. < > yn~=^ ^'y/ »

et, d'après une remarque faite plus haut, si œ se transforme en ^, les
coefficients deco^ s'annuleront, en vertu de (35), en même temps que
ceux de rs^ et réciproquement.

Or, si nous formons l'expression a

•çs =z BÏ dy\ -+- Ba dy^ ̂ -, .. -+- B/. dy,. 4- B/.-M dj',.^ -4- . . . -+- B/, dy^
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il faut, par hypothèse, que B^, B^a» • • • » B^ s 'annulent en même
temps que j,, y^, . . ., yy.. Considérons alors

^r)^^^^,^

et faisons dans les coefficients y^ == y 3 = . .. ==y^== o. Les termes
de TS dont les coefficients ne s 'annulent pas ne peuvent être que les
termes en dy^ dy^, . . . , dy^. De même, si un terme de m' a un coeffi-
cient différent de zéro en vertu de (35), il doit contenir une au moins
des différentielles dy^ dy^ . . . , dyy\ sinon ce serait un terme de la
forme

à^r+i , ,^dy^dy,.^

et la valeur du coefficient de ce terme pour y^ ===:j^== . . . ==^== o
peut manifestement s'obtenir en faisant d'abord y^ == . . . ==j^==o
dans B^ et en dérivant ensuite par rapport à jr+/? ^e qui donne néces-
sairement zéro.

Si donc on ne conserve dans les r -+~ i facteurs vs et ̂  de ^w que
les termes à coefficients différents de zéro, chaque terme de chacun de
ces facteurs contient une au moins des r différentielles dy^ dy^^ . . . ,
Jy^; comme il y a plus de facteurs que de différentiel les , les coeffi-
cients du produit symbolique total seront cer ta inement tous nuls.

Les coefficients de oo^ s 'annulant en vertu des expressions (35) en
même temps que les coefficients de î^2^, le théorème est démontré.

On démontrerait de la même façon que tous les coefficients de û)^2^1)

s 'annulent.

5i. Nous allons encore démontrer un théorème un peu plus général.
Si une expression de Pfaff co s annule au moyen de r relations dont h re-
lations données (27), tous les coefficients de l^ expression

(36) ^-^df, df, . .. dfi,

s'annulent en venu de ces r relations.
Si d'abord, en effet, tous les déterminants fonctionnels des premiers

membres /i, f^, . . . , VA des h relations données par rapport à h quel-
conques des variables s'annulent en vertu des r relations considérées,



SUR CERTAINES EXPRESSIONS DIFFÉRENTIELLES, ETC. 289

le théorème est vrai, car alors l'expression df^ df^. . . df^ a tous ses-
coefficients nuls en vertu des relations considérées, et par suite aussi
l'expression (36).

Si ces déterminants fonctionnels ne sont pas tous nuls en vertu des
r relations, nous pouvons tirer de (27) h des variables en fonctions
holomorphes des n — h autres et porter dans CD. Nous aurons alors une
expression ©'; de plus, les coefficients de o)^ df^ df^ . . . df^ s'annule-
ront en même temps que ceux de ©cp) et réciproquement. Or l'expres-
sion 0 peut s 'annuler au moyen de r — h relations entre les variables;
par suite, d'après le théorème précédent, tous les coefficients de la
dérivée ^r^^ s 'annulent en vertu de ces r — h relations. Par consé-
quent, tous les coefficients de (36) s'annulent en vertu des r relations
considérées. Il en est de même de tous les coefficients de

^27-2/^l^/l^...^.

52. Cela étant, arrivons à la solution du problème proposé : Résoudre
le système des équations (26) et (27) au moyen de r— h relations dis-
tinctes de (27).

On formera l'expression différentielle
(36) ^r-^df,df^..df^

et l'on égalera tous ses coefficients à zéro. En général, on obtiendra
des équat ions distinctes des équations données, de sorte que le sys-
tème (27) sera remplacé par un nouveau système de / /^>A équations.
Si h' est supérieur à r, le problème est impossible. Si non, on for-
mera, pour ce nouveau système, l'expression di f férent ie l le analogue
à (36) et ainsi de suite. On finira par arriver soit à un système de
plus de r relations, auquel cas il y aura impossibilité, soit à un système
de k <^ r relations pour lequel l'expression o^27"2^ df^ df^ .. . df^ aura
tous ses coefficients nuls, en vertu de ces k relations. Alors, si m est
le plus petit nombre entier tel que ^m) df^ . ; . d/j, ait tous ses coeffi-
cients nuls en vertu des À' relations obtenues, on aura la solution géné-
rale du problème par la résolution d'une certaine équation de Pfaff

dZ -1\ dX, -... - P,^i ^X^i === ô,

ou les X, P, Z seront donnés par des systèmes complets successifs. On
Ann. de l'Éc. Normale. 3e S4rie. Tome XVI. — JUILLET 1899. ^7
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aura ainsi une infinité de systèmes de m relations à chacun desquels
on ajoutera r — k — m équations quelconques.

53. Les solutions singulières s'obtiendront en a joutant aux A rela-
tions considérées celles qu'on obtient en annulant tous les coefficients
de (^(2mw2) df^ d/2. . . df^ On aura ainsi un nouveau système de rela-
tions et l'on sera ramené au problème pr imi t i f , mais h aura augmenté.
On voit comment on continuera et l'on se rend bien compte que toutes
ces opérations auront un terme.

La solution qui vient d'être exposée comprend comme cas part icu-
lier celui où il n'y a pas de relation donnée a priori entre les variables
( Â = = o ) .

54. Exemple» — Prenons l'exemple déjà traité (i3)

&} == x^ dx^ -+- x^ dx^ 4- œ^ dxi, -h x^ dx^.

Cherchons à annuler 03 par un système de r == 3 relations don t h == i
relation donnée

x\-^ o.

II faudra former ici ( r — À = = = 2) l'expression co^ dx^ Or, en se repor-
tant à la valeur (i4) de co^, on trouve

Ctï^rf^rr o.

Il y a donc ici des solutions générales. Comme on a

&/ dxi, == — Xs dx^ dx^ dx-j, dxi, -h- ̂ i dxy, dx'^ dx,, dx^,

le nombre m est ici égal à 2 et les solutions générales sont celles qu i
n'annulent pas à la fois oc^ et x^. En faisant dans (37) ^ :=o, on
trouve

CT -=. x^ dx^ -+- '̂3 dx^ 4- x^ d^Q = ̂ 3 dx^ -4- d{x^.%•„)== o*

La solution générale du problème sera donc fournie par

a\=o, x^x^ 9 (^g), ^3=—<p /(^).

Les solutions singulières doivent comprendre les h= 3 relations
^i==^-==^,== o;
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il faut donc annuler les coefficients de L ù d x ^ d x ^ d x ^ , puisque
r — h = 3 — 3 = o ; or on trouve

Q) dx^dx^ dx^~=^ — .2" 3 dx^ dx^ dx^ dx^ ;

il faut donc ajouter aux équations (4°) l 'équation
x^ = o,

ce qui donne plus de trois relations. Il n'y a 'donc pas de solution sin-
gulière.

55. Autre solution du même problême. — Les équations qu'il faut
ajouter aux équations données (27) dans le cas général, à savoir
celles qu'on obtient en annulant les coefficients de l'expression dif-
férentielle ,

(36) ^2r-^df,clf,...df^

sont assez compliquées si h est grand, puisqu'elles dépendent des
dérivées partielles de h fonctions/^ ...,j^. On peut, dans un cas
très étendu, leur substituer d'autres équations plus faciles à former.

Remarquons d'abord que toute solution du problème sera une solu-
tion du système

(37)
/i=o,

et par suite, h étant ici égal à i, devra annuler tous les coefficients de
l'expression (^{2r~<i)df^. Nous voyons donc déjà qu'on aura à ajouter
aux équations (27) celles qu'on obtient en annulant les coefficients
des h expressions différentielles
(38) ^-^df, (^=1,2 , . . . , /Q.

De même, si h est supérieur à i, on aura pour une raison analogue
à annuler tous les coefficients des expressions différentielles

/. , - ^-^df.df^ .
(39) ^r^df^ ( W = X , .,..,/.).

Ces expressions (38) et (89) contiennent des dérivées de deux seu-
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lement au plus des fonctions/. Voici un théorème qui , dans trois cas
assez généraux, permet de se borner à la considération d'expressions
analogues.

56. THÉORÈME. — Étant donné un système de h relations

(27)

y j (i2?i) <^2? • • • 9 ^fi) — ^7

y^ ( ̂ i ? ^2 ? • • • ? ^fi ) '==: 0)

fh(^l, ^2, . . .,^)=0,

dont les premiers membres satisfont toujours aux mêmes conditions rela-
îives à leurs déterminants fonctionnels.

Si l'on ne considère que des systèmes de valeurs des variables satisfai-
sant à (27), n annulant pas tous les coefficients de l'expression

^dfidfz. ..^A,

ni à la/ois tous ceux de w^^^'et de ^ r m i i ) , ils n'annulent pas non plus
ceux de l'expression

^•-îh-^df,df,...df^

De plus dans les mêmes conditions :
ï ° Si ces systèmes de valeurs n'annulent pas œ( 2 r"" ̂ ) , l'éyuatio/z

( 36 ) ^-^ df, df,... dff, = o

est algébriquement équivalente aux équations

^r^dfi =0
(40) .^-)^^.=0 (^/-^^••^Oî

2° Si ces systèmes de valeurs n'annulent pas o^2''"2', l'équation

( 36 ) u f^'-2^ df, dft... dfi, = o

est algébriquement équivalente aux équations

(41) w^-^dftdf^o <(,y=i,2,...,/();

3° Si ces systèmes de valeurs n annulent pas (o^"^, l'équation

(4a) ^îr-î/t-^df,df,...df„=o
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est algébriquement équivalente aux équations

( ^'-^dfi =o
(43) j^-^/^/,^0 ^-^...^).

L'entier A est supposé au moins égal à i dans le premier et le troi-
sième cas, et au moins égal à 2 dans le second cas. Enfin, si les coeffi-
cients de (36) ou (3 7) sont nuls y il en est de même de ceux clé (^{2r} dans
les trois cas et, en outre, de o^27'""^ dans le dernier cas.

"Nous allons d'abord démontrer le lemme suivant :

57. LEMME. — Etant données une expression différentielle rs du second
degré et h -h i. expressions différentielles co, o^, ..., a)/^ du premier degré
à n variables x^, x^y ..., x^ :

i° Si pour un certain système de valeurs des variables n annulant pas
oi>c^.. .(JL^, les coefficients de 'çf ne sont pas tous nuls, les coefficients de

îï7r~~/^C»)û^)l . . . (< ) /&

ne s'annulent pour ce système de valeurs qu'en même temps que ceux des
expressions

CT'''"""1 û)&^, isj''""1 ^i &)y ( i y j == i, 2, .. ., h ),

et réciproquement;
2° Dans les mêmes conditions, si les coefficients de coïjï^""1 ne sont pas

tous nuls, les coefficients de
OTr~"Aû)G}l . . . (fï/i

ne s'annulent quen même temps gué ceux des expressions

CT7'-2 &)&), &)y ( i,J = J., 2, . . . , h ) ;

3° Si les coefficients de œ^7^1 ne sont pas tous nuls, les coefficients de

^''""^r^iOâ. . .&)/^

ne s annulent qu en même temps que ceux des expressions

z^'""1^/, ^'^coû^-œy { i , j •== i, 2, . .., À),

Dans tous les cas, les coefficients de l'expression

^r-ff-'i ̂ ^ COa • . • ̂ h

ne peuvent jamais s'annuler simultanément.
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On peut supposer, sans rien changer aux conditions de l'énoncé,
que les coefficients des expressions isr, œ, 0)4, ..., o^ gardent les
valeurs constantes qu'ils possèdent pour le système de valeurs con-
sidéré des variables. Cela revient à supposer que CD, a),, o^? • " * » ^h
sont des différentielles de formes linéaires en x ^ , x^, ..., a?^.

Cela étant, l'hypothèse faite sur le produit œco, ...co/, exprime que
ces À-H formes linéaires sont indépendantes. On peut, d'ailleurs,
effectuer sur les h dernières une substi tut ion linéaire quelconque à
déterminant différent de zéro, sans rien changer aux conditions de
l 'énoncé; enfin, on peut de même faire sur les n variables une sub-
st i tu t ion linéaire quelconque à déterminant différent de zéro, de
manière à avoir par exemple

COi == dx^ &)2== dx^ . . ., (x)À= dXj^ CO -= dXn,

58. Cela étant, l'ensemble des termes de rs qui contiennent dx^ est
de la forme

dx^ du,

où u est une certaine forme l inéaire , pouvant être ident iquement
nulle, de x^ oc.^ . . . , x^. Considérons maintenant les termes qui
ne contiennent pas dx,^ Si nous désignons

par i, j\ ... les indices f , à, . .., h;
» }i, p., ... » h 4- i, h •+• 2, ..., n — i ,

nous voyons que m se compose, outre dx^du^ de trois groupes de
termes :

ï° Des lermes de la forme A/,y<^<^/;
2° » ^i,\dxidœ\^
3° » ^\\i.dx\dx^

Supposons que, dans le troisième groupe, le coefficient de

dxj^ docj^

soit différent de zéro. Nous ferons alors un changement de variables
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en prenant
p = n — 1

, _ ^V A
•^/z+1 — ^j Ap, h +-2 ^'p»

p=l
p = n — 1

A /<-hl, À+2 ̂ 7^+2 :::= ^/ A /^-M, p -^p "
p=l

Nous voyons alors que le produit dx^ dx^ contient tous les termes
en dx^^ et dx^^ qui se t rouvaient dans CT' —" dx^du. Donc, en pre-
nan t x^^ et x^ au lieu de x/^^ et x^, •GÏ — dx^du ne cont ien t plus
de termes en dx^^ et dx^.

En enlevant dx^^dx^, nous aurons une expression ana logue a
T i — 3 variables; s'il y a dans cette nouvelle expression des termes du
troisième groupe, nous pourrons répéter l 'opérat ion précédente jus-
qu'à ce que tous ces termes soient épuisés. Autrement d i t , nous pou-
vons supposer que les termes du troisième groupe sont

dxj^ clœ/^ •+- dx/t^ clxf^-^r . .. -+- dx/^^..^ dx^^

les termes du premier et du deuxième groupe ne contenant aucune
des dif férent ie l les dx^^ dxj^, ..., dx^^.

Prenons maintenant dans le second groupe, s'il existe effectivement,
les termes qui contiennent une des différentielles dx^ dx^, » . . , dx^
supposons, par exemple, que le coefficient de dx^dx^^^ soit dif-
férent de zéro. Alors nous pourrons prendre, comme tout à l'heure,
de nouvelles variables à la place de ̂  et de x^^^.^

p=/.

^ i '=:- ^t -Ap,/i4-2a-+-i ̂ p»
p=i

p = n — l

•AI, /^4-2a^i^A-i-2a-H ''==: /_, A lyp^py
p==l

de manière que dx\ et dx\^^^ n'entrent dans aucun autre terme du
premier et du deuxième groupe que dx\ dx//^^^. Finalement, en
répétant cette opération autant de fois qu'il sera nécessaire, on mettra
les termes du second groupe sous la forme

dx^dxf^^^ 4- J^2^A+2a+2+ .. . -+- clx^ ^/t-{-2a-+p?



296 EUE CAKTÀN.

les termes du premier groupe ne contenant aucune des différentielles
dx^, ^z*a, ..., dxa.

Enf in , les termes du premier groupe eux-mêmes, s'il y en a ,
peuvent, par un procédé ident ique aux précédents, se mettre sous la
forme

dx^i <&p-i-2 4- djc^^dx^^, 4-... 4- ̂ p-j-ay-i dx^^.

Finalement, en changeant les notations, nous pouvons écrire

, CT =: dody dxft^ H- dx^ dxji^ 4-... 4- dx^ dx^y,

1 4- <^a-n dx^ 4- dx^ dxy.^ 4-... 4- û^a+ap-i dxy,^
i un i <

j -î- <^y/i+.a4-i ̂ A+a+2 4- ^/^a+3 ̂ /<-{-a-H. 4- ... 4- dx/^^^^ i dx/^y,^
x 4- dsc^du,

où a, p, Y sont des entiers, pouvant être nuls, tels que

a 4- 2 (3 1 A, À 4- oc 4- 2 y 5 /î — î .

59. Cela étant, passons à la démonstration du lemme. On peut
d'abord ramener les deux premiers cas l 'un à l'autre. En effet, si le
second cas est démontré, il suffit de supposer que rs ne dépende pas
de dx^, de remplacer alors r par r 4- i, h par h 4- i, les h expressions
œ^ 0)2, ..., oû/^ devenant h 4- i. expressions oo, œ ^ , oj^, . * . , o^, pour
retomber sur le premier cas.

Nous n'avons donc que les deux derniers cas à démontrer.

60. DEUXIÈME CAS. — L'hypothèse est que œ^"1 n'a pas tousses
coefficients nuls, c'est-à-dire que xs — dxndu contient au moins
r— i termes; on a donc

^ 4 - p 4 - 7 Ï r — i.

On voit d'abord que ^'""^oùo^ ...co^ ne peut pas s'annuler, car en
enlevant de GT les termes en doc^ dx^, ..., dx^, dx^, il reste au moins
r— i — À termes.

Cela étant, si ^-^coo^ ...co^ est nulle, cela signifie qu'en enle-
vant de CTT les termes en doc^ dœ^ doc^ ..., dx^ il reste au plus
r—h—i termes; mais cela revient à en enlever au plus h de
vs -— dx^du qui en contient au moins r — r ; il faut donc qu'on en
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enlevé exactement h et que m — dx^du en con t i enne exactement r — i ,
On a donc

a -+- (3 --(- y = r — i
et

a=://, ,6=0;

et, r éc ip roquement , s'il en est a ins i , ^"^ojoj», ...co/^ est n u l l e .
Cherchons de même les c o n d i t i o n s pour que toutes les expressions

^""^(ooj/coy soient nu l l e s . Il f au t , pour cela, qu'en enlevant de ^ les
termes en dx,^ clx^ dxj i l en reste au plus r — 3 ; or cela revient a enle-
ver au plus deux termes de CT" — dx^du qu i en con t i en t au moins r — i;
il faut donc que vs — dx^dii en cont ienne exactement r — i et qu'on en
enlevé exactement deux . Cela ayant l i e u , quels que soient les ind ices i
et/, i l faut que chacune des d i f férent ie l les dx^ dx^, ..., ^'r/, soit con-
tenue dans un , et un seul, des termes de vs — dx^du, c'esl-à-dire que
l'on a i t

^ 4- p 4- y ^ r — r ,

a := //, (3 = o;

et, réciproquement , s'il en est a ins i , les expressions ^"^ûûoj^y sont
toutes nul les .

Si donc
^!J5r~~hW,)^ ...r,)/,

s ' annule , i l en est de môme de

jrs''~~^^ï, 5)y ( i, j == î , 2, . . ., h )

et réc iproquement . Le lemme est démontré.

61. TROISIÈME CAS. — L'hypothèse est que coîn^' n'est pas n u l l e ,
c'est la même que d a n s le cas précédent; on a donc

a -4- j3 -h y à r —- r ,

et l'on voi t de la même manière que ^"^^"'(^aïi... û)^ ne peut pas être
nu l l e .

Cela é tan t , si ^r""-/ïo^o^...o-^ est nu l le , en posant • '

m == CT^ 4- ci x ri du,
Afi.ït.de l'Èc. Normale. 3^ Série. Tome KVL — JUILLET 1899. 38



2q8 ÉLIE CABTAN.

on voit que
^^]'-h=•^^~h^dx„du•G5^-~h-^

On a donc
'!S5^'~~hdxY dx^ . .. dûc^~=- o,

c^OT/'"7''"1 dx^dx^ ... dx it-==. o.

La première égalité montre qu'en enlevant de îï-r les termes en
dx^, dx^, .,., c/r/^ il en doit rester au plus r —h — \. On en d é d u i t ,
comme tout à Flionre, que ^^ cont ien t exactement r — i termes et que
chacune des di f férent ie l les doit f igurer dans un , et un seul , des termes
de îïï, ; on a donc

^ -4- p + y r= r — ï,
OL-=lh, P==0.

La deuxième égalité s'écrit alors

du da.^ dx.^... dx/t, dx^^ 4.. ^ dx^ ̂  3... dx^y^^ •==. o,

ce qu i montre que u est une combinaison l inéa i re de ,r,, . . . , .x7, ,
.r^^i, . .., <z*2r-2" Kéciproquement , ces cond i t ions son t su f f i s an t e s pour
que CT' r"~^co^o->2...o.)/, soit nul le .

Supposons main tenant , que les expressions ^''"•'co/ et ^'"-'coco/co,
soient toutes nulles. En considérant ces dernières , on verra, comme
tout à l 'heure, que l 'on doit avoir

a-4-i3 -i-7=r— r ,
a^h, ^==0,

et que ces condi t ions sont suffisantes.
En considérant m a i n t e n a n t les premières, on a

^ r"1 co / r=: TS i ''^l fj) ;• -4- dx,^ du V5^'~2 C») / ;

le premier terme du second membre est nu l , et i l reste

duTs^'-^dXi—. Oy
c'est-à-dire

dudx^dx^... . dxf.dxu.^ . .. dx^^dx/^^^ . . . dx^/,djc^/^^ . .. dx^,^^ o.

Cela ayant lieu quelquesoitl'indice i == î , 2, ..., A, il fau t et il suffit
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que u soi t une combinaison l inéa i re de x^ x^, . . . , ,r/,, ^4.1, . . . ,
•r^,.

I l résulte de là que les deux. systèmes
'(S^~h Q)i GJ^ . . . Cij/f, •=- 0

et
^r-l ̂ . ̂  ̂ •-2 ̂ ^. ̂  ̂  Q

sont équ iva len t s , ce qu ' i l f a l l a i t démontrer .

6*2. On vo i t f ac i l emen t , de p lus , que l 'un des deux systèmes en-
t ra îne

r,)CT''=: 0

dans les trois cas; en effet , dans les deux derniers cas, n-r, lorsqu 'on
y fait (j) === dx,, ==- o, se compose de r — \ termes et, par suite,

cljCn TS''•=-- r»jOT7" === o ;

dans le premier cas, ^ est une somme de r termes dont un , et un seul ,
cont ient a), de sorte que ox^ est encore nul . On voit même que, dans
le second cas, toutes les expressions îa^ojco^ on t leurs coefficients
nuls.

Le lemrne n'a na tu re l l emen t de sens que si h est supér ieur ou é^al
à s dans le premier et le t rois ième cas, supé r i eu r ou égal à 2 dans le
second.

63. Revenons main tenant au théorème que nous vou l ions démon-
trer. Il se dédu i t immédia tement du lemrne précédent en prenant
pour ^ l'expression dérivée oV et pour co, la différentiel le df,, et en
ne l ' appl iquant qu'aux valeurs numér iques des variables q u i sat isfont
à (27) .

64. Nous allons maintenant appliquer ce théorème à la résolution
de V équation de P/aff au. moyen de r relations dont h relations données
(27) en supposant que ces r relations n annulent pas simultanément les
coefficients de o-)^-^ et de (o^-2^

Nous allons examiner successivement le cas où l'on ne considère
que des solutions n'annulant pas oj^-^ et 011 l 'on ne considère que des
solut ions n 'annulant pas o-) '̂'"'2^



3o0 EUE CAUTÀN.

65. PREMIER CAS. — Annuler une expression de Pfajf ̂  au moyen de
r relations n annulant pas (A)^"^, parmi lesquelles h relations données

(27).
Supposons d'abord que À soit au moins égal à i, c'est-à-dire que

l'on se donne effectivement a priori une ou plusieurs re la t ions entre
les variables. D'après la théorie générale, i l faudra adjo indre à ces
relations celles qu'on ob t ien t en a n n u l a n t tous les coefficients des
expressions

^'-^df, ( ^ = î , 2 , . . . , / z ) ,

et, si h est supér i eu r à i, tous ceux des expressions

^•^dfidf, ( ^ /= i , 2 , . . . , /Q,

puisqu 'on doit a n n u l e r co au moyen de fi= o et de r— i autres rela-
t ions , et aussi au moyen de

f^f^o

et de r— 2 autres re la t ions . Si les re la t ions obtenues ainsi sont des
conséquences de (27), le système sera dit en involution, S inon, on
aura un nouveau système de h'^>h relations qu 'on mettra sous une
forme satisfaisant aux conditions relatives aux déterminants fonct ion-
nels des premiers membres. On procédera sur ce nouveau système
comme sur le premier et a ins i de suite jusqu 'à ce qu'on arrive à un
système en invo lu t ion .

66. Le problème est donc ramené au cas où le système (27) est en
i n v o l u t i o n . Si alors ce système cont ient plus de r re lat ions indépen-
dantes, le problème est impossible.

Supposons donc que h soi t i n fé r i eu r ou égal à r.
Si l'on avait d'abord

wdf^ df^ . . . df/,=o

en vertu de (27), comme df^df^\..df^ n'est pas nul, les équat ions
(27) constitueraient une solu t ion de l ' équat ion de Pfâff; si doncA était
inférieur à r, les coefficients de o^270 et, à plus forte raison, de ^[^r~~'^
et aussi de w2^^ seraient tous nuls en vertu de (27), ce qui est con-
traire à l 'hypothèse faite sur o^27'-'"^. Donc, dans ce cas, h serait ég-al
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a r et les équat ions (27) cons t i tuera ien t l ' un ique solut ion du pro-
blème.

Réc iproquement , si le système (^7) en i n v o l u t i o n est formé de r
re la t ions , on a

^^/\^A • • • ^r-^o,
comme on le vo i t en se reportant au lemme d é m o n t r é p récédemment ,
et les équations (27) cons t i t uen t une so lu t ion .

Supposons donc m a i n t e n a n t que h soit i n f é r i e u r a r; alors
co df, df^ . . . dfu

n'a pas tous ses coefficients nu ls en vertu de (27); par s u i t e , on a ,
toujours en vertu de (27),

^-•^df,df,...df^c^
sans avoir

^<2r-2A-.,^,//^..^^o.

67. On aura les solutions générales en cherchant mie in tégra le / / , , ,
non constante du système complet

^(.^A-25^^...^,y^o^

c'est-à-dire, d'après le théorème du n0 56, du système équivalent

( ^2r--a) d/'=0,
/ / ? " ' •
vp ' j ^'-^ df, df^ r^'-^ df^ df ̂ . . . =- ̂ i1-^ dff, d.f = o ;

puis u n e intégrale f/^ i n d é p e n d a n t e <le///4.i du système complet
r,^r-2: clf-^o,

^ ' ' - ^ df, d/= ̂ î1-^ df, df=. . .= ,) f• ) ' • ^ df^, df= o,

et a ins i de su i te , jusqu 'à une in tégra le fr i n d é p e n d a n t e de //^,
//,+2, *..,/^-.( du système comple t

^'•-^J/^o,
^'—' df, df^ f^''^ df, df =:. . . ̂  ̂ î1'-^ r/f,.-i ^-= o.

Alors on aura , en tenant compte de (27) , et des r e l a t i o n s dérivées
en dx^ (Ix.^, . * . , c/r^,

G) •== y/^...i dfi^., + 9A.+.2 dff^ -+- . . . 4- •9r df,.,

et les solut ions générales s'en d é d u i r o n t comme il a déjà été di t .
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En somme, le premier système complet (45) admet 2 r - — 2 À — i
intégrales indépendan tes en t e n a n t compte de (27), le second (46)
a d m e t s / ' — 2/1 — 3 intégrales indépendan tes de///^, et enfin le dernier
a d m e t u n e intégrale i n d é p e n d a n t e de///.^,/^, ...,/;.^, toujours en
tenan t compte de (27).

On a donc à faire r — h opérations d'ordres

ît // — i, ^h -3,

Mais i l ne f a u t pas o u b l i e r que cette méthode n'est valable qu'à la
cond i t i on de ne considérer que des so lu t ions n ' a n n u l a n t pas tous les
coeff icients de co^7'-^.

68. Les solutions singulières du système (-27) s ' ob t i ennen t en éga-
l a n t à zéro les coe f f i c i en t s de

^-^-^df,.//,... df^

c'est-à-dire, t ou jou r s en vertu du même théorème, en a n n u l a n t les
coeff ic ients de

<,) dj\,//,... (îf^

Oïl égalera donc à zéro tous les dé t e rminan t s de degré h -\-1 de la
mat r ice

A/,A,

^L
à^i

àf^
àx^

Ai ...

^L
à-Vf

àf^
àsc^

A»

Éâ.
àx,t

àf^
à,v,,

Èti.
/ / 0 \ à^i 6^*2 ~àXn

D C U K cas sont à d is t inguer . Si le système de re la t ions a ins i o b t e n u
n ' annu le pas

df, df^ . . . clf^

c'est-à-dire n annule pas tous les déterminants fonctionnels des f par
rapport à h des variables, ce système constitue une solution de l'équation
de Pfa.ff. Si d'ailleurs il n ' annule pas ^r^\ il c o n t i e n t au moins r
relations indépendantes, sinon c^27-2^ et ^2r-^ seraient nul les ; s'il en
contient exactement r, i l donne la solution singulière du problème;
s'il en con t i en t plus de r, il n'y a pas de solut ion singulière.
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Si, aa contra i re , l ' équat ion

^ ^A ^A • • • ^fh •= o
en t ra îne

<//^7/, ... dff^O,

on ne peut plus rien dire ; on a un nouveau système de Â'> h relat ions
qu'on t ra i te comme on a traité le système p r i m i t i f , qui peut être incom-
patible, qu i peut adme t t r e des solut ions générales et des s o l u t i o n s
singulières .

69. Nous avons supposé jusqu'à présent qu 'on se d o n n a i t a priori
au moins une relat ion entre les variables. Dans le cas contra i re , i l
s'agit d ' annuler co au moyen de r re la t ions inconnues , n ' a n n u l a n t pas
co^-0. On égalera pour cela à xéro les coefficienis de co^. Si co''2^ n'est
pas i d e n t i q u e m e n t n u l l e , on retombe a ins i sur le cas précédent. Si
co^ est i d e n t i q u e m e n t n u l l e , co est une expression de Pfà f fde classe
2/\ pu i sque o) '̂""0 n'est pas i d e n t i q u e m e n t nu l l e par hypothèse. Ic i les
s o l u t i o n s s ingul iè res s 'ob t iendront en a n n u l a n t co^"-^, ou, comme on
ne veut pas que oj^-^ s 'annule , en égalant à zéro tous les coef/îcienU
de co.

Q u a n t aux so lu t i ons générales, elles sont données par la r é d u c t i o n
de l 'expression co à sa forme canon ique . On aura à chercher u n e in té -
grale/^ du système complet

^'—^c/f^o,

puis une in tégra le f^ indépendante dej^ du système complet

f^^-^/'^O,

r,)^--^) df,df-^Q,

et a ins i de suite jusqu'à une intégrale fr i ndépendan te de/i, /a, ...,
/,^, du système complet

^(^-^//^o,
^lf~^ df^ df.^ r^2''^ cif^/f^. . .=: ̂ 2r"-"î) df,^ df— o,

et l 'on aura alors
u -= 91 dj\ + 93 ^/a +...-+- 9,. df,..
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70. Si, en par t icu l ie r , le nombre des variables est é^al à la classe
iî\ les expressions co^-^ df, ^:lr-^ df^df sont de degré 2r, de sorte
que cliacune d'elles fourni t une équation du système complet . Lessys-
lèmes complets successifs sont donc formés successivement de i ,
2, ..., r équat ions. Dans ce cas particulier, la méthode est due à
CIehsch; d'après les n o t a t i o n s de Clebsch, on a

G»^-2) df=: (/) dx, dx^ . .. dx,,,
^ f2 / - -3 ) ̂ ^ ̂  Ç^ ̂  ̂  ̂  ^ ^ ^ ̂ ^

Dans le cas où le nombre des var iables est supér ieur à la classe, la
méthode est une général isa t ion na ture l le de celle de Clebsch; prati-
quemen t , pour écrire les équations du (A4- i)1011^ système complet , on
égalera à zéro dans co^'^^/'ies coefficients des monômes

dx^ CÎX^ . . . dx^-\ C/.X'^,.-ï-i / ( ̂  =r 1 , 2, . . . , H — 2 r 4- l ),

en supposant que le terme en dx^ clx^^.dx^-^ dans co^'-^ a un coef-
f ic ient différent de zéro; on aura ainsi n— sr-f- i équat ions indépen-
dantes ; puis dans chacune des expressions ^{ïr ^df'^f, on égalera à
zéro le coefficient d'un des monômes différent ie ls , de man iè re à obte-
ni r ainsi h nouvel les équations indépendan tes des premières. Ces
n — 2 r - 4 - À 4 ~ i équat ions forment le système complet qu i do i t bien
effect ivement avoir s» r — h — i intégrales indépendan tes .

71. DEUXIÈME CAS. — Annuler une express l'on de Pfaff (^ cui moyen.
de r relations n'annulant pas tous les coefficients de ^r~"2), parmi les-
quelles h relations données ( ̂ ).

Supposons d'abord que À soit au moins égal à i, c'est-à-dire que
l 'on se donne effectivement a priori une ou plusieurs relations ent re
les variables. Il faudra adjoindre à ces relations celles qu'on o b t i e n t
en a n n u l a n t tous les coefficients de l'expression

^(2r-2)^

si h est égal à i, des expressions

(4i) ^-^df.df, (< ,y=r ,3 , . . . ,Â)

si h est supérieur a i . Si les relations obtenues ainsi ne sont pas des
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conséquences de (27), on aura un nouveau système sur lequel on
répétera la même opération, jusqu'à ce qu'on arrive à un système en
involution, c'est-à-dire tel que les coefficients de (41) s ' annulent tous
en vertu de ce système.

72. Supposons donc que le système (27) soit en invo lu t ion , h é tant
au plus égal à r, sans quoi il y aurait impossibilité. On montrera ,
comme dans le premier cas, que les coefficients de

co clf^ clf\ . .. dff,

ne peuvent être tous n u l s que si le système (27) cons t i tue une solu-
tion de l 'équat ion de Pfalî, et qu'alors h doit être égal à r; et, réci-
proquement , un système en involu t ion de r équations indépendantes
constitue une solution de l 'équation de Pfaff.

Si h est inférieur à r, on aura les solutions générales eu cherchant
une intégrale f/z^^ non constante en vertu de (27), du système com-
plet
(49) ^(^~^^^'=:^(2^}^,y^_.^^(2r^)^^^^

puis une intégrale//,,^, indépendante de //^ en vertu 010(27), du
système complet
( 5o ) ^1"~>'} df, df == Gj^'-4) df, df -z...= co^--4) df^, df= o,

et a ins i de su i te , jusqu 'à une intégrale/,.. indépendante de //..n,
/L-2» • • •»/r-^ d11 système complet
(5 i ) ^''-^d/.d/ =...== ̂ ''-^df,.^d/'=o.

Alors, le système obtenu en jo ignant à (27) les équations

y//4-l=r <^//4-i? fh+ï"^ ah^-ï•^ - • ' f J ;.•==-Cf. i< y

est un système en i n v o l u t i o n de r équat ions ; il consti tue donc une
solu t ion de l 'équation de Pfaff qui, par suite, peut se mettre sous la
forme

ÇÀ-H^A+I + 9//,+2^/'/M-2-+--,• • • •+- ^rdfr~=- 0.

73. Ce procédé peut s'appliquer à toutes les solutions qui n'an-
nu len t pas tous les coefficients de o^27"^. Prat iquement, on Fappli-
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qaera seulement à celles qui annulent s imultanément tous les coeffi-
cients de co^"^, puisque, dans le cas contraire, la méthode exposée
précédemment est p lus s imple. Mais il se peut qu'une simplification
soit possible dans la méthode générale. Supposons que les relations
(27) d 'un système en involu t ion annulent tous les coefficients des
expressions

C^r-3)^. (,^^ ^ _^ /,);

alors, d'après le théorème du n° 56, comme il ne s'agit naturel lement
que des systèmes de moins de r relations, les coefficients de

r.K/A^/2. ̂ dfn

ne sont pas tous nuls et, par suite, les coefficients de

^-^-^df,df,.,.df^

sont tous nuls; autrement dit, V expression de Pfaff <^, lorsqu'on y
lient compte des relations (27) entre les variables et des relations déri-
vée f: entre les différentielles, est de classe ir — ih —- r.

Si À est égal à r — î , cela signifie que o) est une différentielle exacte
et , par une quadrature, on a

Q) •== d/',,

ce qui donne toutes les solutions du problème.
Si h est infér ieur à r — i , on réduira œ à sa forme canon ique en

cherchant une intégrale du système complet

^(2/-2A"3)^^ . .. df^df= o,

c'est-à-dire du système complet

(5a.)
( ^2/•-~3^//.=o,
'( ^-^dj\df^ (^^d^df^.. .== ̂ '^df^df-^ o,

système complet qui lui est équivalent puisqu'on ne peut pas avoir

ûj <//i dfv... df^df-= o,

h + ï étant inférieur à r. Si h est égal à r — 2, G) se réduira à une dif-
férentielle exacte, en tenant compte de (27) et des relations dérivées
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entre les différentielles, et aussi de

//,-n r= a, dff^ -=. o.

On aura donc, par une quadrature,

û)=:t//,.+ 9/._i<^._i.

Dans le cas général, on aura à chercher r — h — i intégrales succes-
sives de r — h — i systèmes complets, le dernier étant

3 } .>(——^/=o,
' ( ^'^df,cif=. ̂ <îf-^df^df=. . .-=. ̂ ^df.^df-^o,

et, en t i rant de (27) et des équat ions

f/i^-ï == ^/i+i'> • " • » Vr-l:::::: a^'-l »

r — r des variables en fonction des ^ — r"+-1 autres, on aura une ex-
pression de Pfatf différentielle exacte; déserte que, par une quadra-
ture, on obtiendra

co == dfr^r y/,+i df/^ -4" . . . 4- <p/.-i^//.-i.

En somme, les opérations à faire sont d'ordre

a / ' — 2 Â . — a , 2 r — 2 / i — 4 » • • • ? 6, 4 » 0-, o,

une opération d'ordre o étant une quadrature.

74. Les solutions singulières s 'obtiennent, comme précédemment ,
en annu lan t les coefficients de

0)^/^//2. ..df/,.

Si les coefficients de l'expression

df\df^.,,dfî,

ne s 'annulent pas en même temps, les relations obtenues, si jointes à
(27) elles donnent r relations indépendantes, constituent l'intégrale
singulière; si elles donnent plus de r relations, il n'y apas d'intégrale
singulière.
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Si les coefficients de
^/A...<A

étaient tous nuls, on aurait un nouveau système de plus de h relations
sur lequel on procéderait comme sur le système donné (27), et ainsi
de suite.

75. Dans le cas où l'on ne donne pas de relations a priori entre les
variables, il suffit de chercher les solutions qui , n ' annu lan t pas tous
les coefficients de o^27"^, annulent tous ceux de c^27"0. Alors, si les
coefficients de co^7'""^ ne sont pas tous i den t iquemen t nuls, on a un
certain nombre de relations entre les variables et l'on retombe sur
l'hypothèse écartée. Si les coefficients de o^2'-15 sont tous ident ique-
ment nu l s , co esl une expression de Pfaffde classe 2 r — i. Les solu-
tions singulières, ici, n'existent pas, puisqu'on s'astreint à ne consi-
dérer que des solutions n 'annulant pas tous les coefficients de co^''"2^

La recherche des solutions générales revient à la réduction de co à
sa forme canonique. D'après ce qui précède, on cherchera une inté-
grale/i du système complet

C^^€/f=0,

puis une intégrale/a du système complet
^(2r-3)^y^^(2r^)^^^^

et ainsi de suite, jusqu'à une intégrale/^ du système complet

^(ar-35 clf-=. c^271-4) df^ df=. . .== ̂ ïî-^ clf,^ df= o;

alors, en tirant de

j\~^-ct\,, j^~zza^ * * • •» y,.—i^<f<,.—i,

r — i des variables en fonction des n — r + i autres et portant dans co,
cette expression devient une différentielle exacte ; on achève donc par
une quadrature la réduction :

G.) =r dfr -4" Ci ̂ /i -l- tpa dfî + • - • -+- 'P/-1 </r~l •

Pratiquement, le système complet qui donne/ /^ admet ^ r ' — h — i
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intégrales indépendantes; il est donc formé de n — ar-i- A-4- ï équa-
tions l inéairement indépendantes.

On les obtiendra en égalant à zéro les coefficients des n — 2r 4- a
monômes différent ie ls

î < .̂z'2 .. . dx^r^ dxi (i=:2r — i, 2 /', . .., n . ),

en supposant que le coefficient de rfa^ dx^... dx^^ n'est pas nul dans
co^"^; on aura ainsi n — 2r-+- 2 équations donnant

<y ci/ <y..̂ ——, _^—, ..., —
àx^.-1 War ^'rt

en fonction de
EL, EL, ..., _^_.
.̂z'i ôx^ àx^,.—^

On aura les h — s équations restantes en annu lan t , dans chacune des
expressions

^''^df.df, ..., ^-^df^df,

le coefficient d'un des monômes différentiels, de manière à obtenir des
équat ions indépendantes entre elles et indépendantes des n — 2r-h 2
premières. .

Si n est égal à 2 r — i , les équations sont formées d'elles-mêmes,
les expressions

w^-^df, ^''-^df^df, . . .

étant de degré 2 r -— i.
Cette méthode constitue la généralisation, pour les expressions de

classe impaire, de la seconde méthode de Clebsch qui n'était connue
que pour les expressions de classe 2 rà 2r variables.

76. Exemple. — Considérons l'expression de Pfaflf( Forsyth)

f,) == x^ ds'i -+- *x"3 dx^ -+- ^4 dx^ + «^ dx;, •Jr- oc^ dx'y + x^ dx^

On a ici
^'=0,

(^ = (^ + X,, + ^6 ) (^1 ̂ 2 ̂ 3 ̂ 4 ̂ 8 + ̂ 3 ̂ 4 ̂ îî ̂ 6 ̂ 1 + ̂ 5 ̂ 6 ̂ 1 ̂ 2 ̂ 3 )

•4- ( .̂ i 4- ^3 + ̂  ) ((^2 ̂ 3 ̂ 4 ̂ •> ̂ e "4- dûD^ dx^ dx^ dx\ dx^ 4- dxQ dx^ dx^ dx^ dx^ ).
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L'expression CD est donc de c inquième classe. Pour faire la réduc-
tion, calculons les expressions w11'df, ̂ dfdo. On a

G/' df-==i ( J - -i- -Z-4-—L) (dx^dx^dx^dxi, dx^dx^dx;, dx^dx^dx^^.)
\ ÔX^ ÔX^ OXy /

4- ( —Z- 4- —Z- 4- -—/- ) ( clx^ dx^ dXf. dx» dx^ 4- ̂ 4 ̂ s ̂ 6 <^ î dx^ •+•... ) ;
\^2 ^^4 ^6/

puis, en tenant compte de ce que les coefficients de ^ " ' d f , co^rfo,
doivent être nuls, on a

^dfd^ ( ^ ^ ^ ^ ^ ^ È L ^ ^ È L È l ^1 \à^i à^z àx^ àsc^ à^\ àx^ à^\ àx^)
X [( x^ -4- x^ + x^ ) dxi, dx^ da'Q dûo^ dx^

-\~ (.r^ -h ^4 -h- ^e ) ̂ i ̂ 2 dx^ dx,, dsc^ ]

/EL ̂  ̂ .ÈL ES, ÈLÈs,^, ÈLÈL\
\àx^ àx^ à^s ôx^ à^\ àxQ à^s à j c ^ )

X [( ̂ i *+• ^3 + • '̂5 ) ̂ a ̂ s ̂ 4 dx^ dxç,
-+- (.T.) + .ẑ  -j- ^'g) c/.2?g <r/-r6 dx\ dx^ d.L\~\

(EL ̂ ^.ÈL EL EL Éî. ̂ .ÈL El}
\àx'^ àx!, ^^'4 à^'a Ô^G à^i às'i à x ^ )

X [( ̂  -.̂  ^^ -(-- ^^ ) dx^ dx^ dx^ dx^ dx,,
-\- ( x^ 4- ̂  4- ^6 ) ̂ 3 dx^ dx-^ d^Q dx^ ].

Le premier système complet est donc
àf » àf àfJ + ^ 4. ^ =: o,
^j?t û/A^ (/.rg
^y ^ ^^
^ 4» ^ 4- Z- == o.

CWg <7^4 (?^g

Soityi ==• x^ — ;z?3 une intégrale de ce système complet; l 'autre s'ob-
tient en ajoutant aux équations précédentes

^^.^^/L^i^^i^/L^^i^/l^o
à^i àx^ à Xi àx^ àxi, àx^ àx^ àxs, *

c'est-à-dire

àxy. """

Une intégrale de ce second système est, par exemple,
/2==:,ri—^.
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Posons
J\ 'z=z X\ — X3 '=- € ! [ , J 2 '^^ ̂ i — '̂'5 ^^ CF^y

et tirons ^3 et x^ de ces équat ions; nous obtenons

GJ -=. X^ dx^ 4- ( X\ —— Ct^ ) (̂ Z^ -+- .̂î. ̂ 1 -4" ( ̂ i —— Ct-2. ) < •̂:z*.'(• "+" ^6 ̂ lr! -+• '̂1 ^f.»

OL1
o) •==. d^x^x^ x^X!,-\~ x^x^— a^x^— a^x^} = d{x^œ^-\- .^4 ̂ '3 -i-^'e^i),

et, en ne tenant plus compte de

f^=a^ f^=a^

on obtient

G) -==.d{x^x.^ x^T^-^r ^c^i) + (.2-.2— Xf,)d(x^— x^) + (^4 — x^ ") d( ̂ i — .rj.

77. Remarque. — On voit quel les s implif icat ions de calcul in t rodui t
cette méthode de réduct ion des expressions de Pfaff sur la méthode
d'abord indiquée. Précédemment , chaque fonction d o n t la différen-
t ie l le entrait dans la forme rédui te étai t donnée par un système com-
plet dont chaque équat ion contenait s i m u l t a n é m e n t les dérivées par-
tielles de toutes les fonctions précédemment- t rouvées; maintenant les
dérivées partielles d 'une quelconque des fonct ions déjà trouvées
n'entrent p lus que dans une seule équation du système, et cette équa-
t ion n'en contient pas d'autres.

V. — Équations aux dérivées partielles du premier ordre.

78. Étant données n variables indépendantes ̂ , a^, ..., x^ et une
fonction i nconnue z de ces variables, considérons un système de h
équations aux dérivées partiel les du premier ordre

/ • <)z àz ô^\
^ ̂  ̂  ' • • ? ̂ ' J'^ ? à^ ' * * • ? à^) ̂  0'

. / as àz àz \_
:0 • ' J^[^^ "^^^^^W '"3 à^J^09

, [ àz ()z ô^ \
T i '•y' f"y* ''y* r' ___ « • • « ___ 1 '~""~ c'yy/,1,2',, .^2, ..., ̂ ,,, -, ̂ , ̂  , ̂ ,j - u.
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Intégrer ce système, c'est, d'après la notion généralisée due à
M. Lie, trouver in +1 quantités a?,,, oc^ . . . ,^, s, p^ p ^ , . . . , / ? / 2
fonctions de n paramètres et satisfaisant identiquement au système

/ /l (^1, X^ . . ̂ X n , Z , p ^ . . . , p n ) ==0,

1 /2(^i,^2» • . ',^n^,Pï, • ' - , P n ) -=0,
( 3 )

\ .A(^l» ^2? • • -, ^n^,Pi, • • .,/^J==0,

et à l'équation aux différentielles totales
( 3 ) co ~==. dz — p^ dx^ —j?2 ^^3 — . . . — p^ dûc^ •==- ô;

ou encore c est satisfaire aux équations (2) et (3) ^par un système de
n -h i relations distinctes entre x^, x^, .. ., ̂ , ^s, p^ . . . , p^.

Nous sommes ainsi, par ce dernier énoncé, ramenés au problème
traité en dernier lieu : Annuler l'expression de Pfa f fœ par un système
de r== n -+-1 re la t ions entre les 2n -+-1 variables, parmi lesquelles h
relations données (2).

79. Multiplicités. — Avant d 'appliquer ici les principes du Chapitre
précédent, nous allons dé f in i r des expressions d'origine géométrique
dont nous nous servirons dans la suite.

Un système de valeurs x^, . . . , x^ -s, /?i, . . . , pn sera d i t un élément,
Un système quelconque de relations entre les x, z et les p sera d i t

définir une multiplicité si ce système entraîne comme conséquence
Inéqua t ion aux dérivées totales (3). Nous avons vu comment on pou-
vait trouver toutes les multiplicités. Si la multiplicité est définie par
r relations, elle sera dite à n -— r 4- i dimensions. Tous les systèmes
de valeurs des variables qui satisfont aux équations de la mult ipl ic i té
définiront des éléments de la mult ipl ici té . Les éléments d'une m u l t i -
plicité à n — r 4- i dimensions dépendent alors de n—r-+-i para-
mètres. Une mul t ip l i c i t é à s dimensions se notera par le symbole M.y.

Une mul t ip l ic i té ne peut pas être à plus de n dimensions, car il faut
au moins n -4- i relations pour entraîner l 'équation (3). Un élément
est encore une m u l t i p l i c i t é M,.

Un élément est dit élément simple d'une mul t ip l i c i t é JMy si, au voisi-
nage de cet élément, on peut exprimer in — s 4-1 des variables en
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fonctions holomorphes des h autres. Nous avons (formule 6 du Cha-
pitre précédent) déterminé toutes les mul t ip l ic i tés M^ç qui admet tent
un é lément donné comme élément simple.

Etant donné un système d'équations aux dérivées part iel les (2),
toute mu l t ip l i c i t é dont tous les éléments satisfont aux relations (2)
sera di te une multiplicité intégrale. Intégrer le système (2), c'est donc
trouver toutes les mul t ip l ic i t és intégrales M^ à n dimensions.

80. Application des théorèmes généraux. — Crochet de deux fonc-
iions. — D'après la méthode exposée dans le Chapitre précédent,
voici comment on procédera pour intégrer le système (2).

Le nombre que nous avons désigné par r est ici égal à 71-4-1. La
dérivée { ' i r — 2) i<>me de oj est ici

^(2/ -2)^^(2^)^ ^z—p^cix^—,, .—p,,dx^ (chr^ dp^. , .-^-dx^dpn)^

== clz dx^ dp^ .. . dx^ dp,^

Aucune multiplici té intégrale ne peu t donc annuler les coefficients
de cette dérivée œ^. Par suite, nous pouvons sûrement app-liquer la
méthode exposée à la fin du Chapitre précédent.

Nous avons donc à former, f et ç désignant deux quelconques des
premiers membres du système (2), l'expression différentielle

c'est-à-dire
^(2/•-/<.) clfd^,

^(2^-2} clf d^ -=. w^"1-1 dfd^,

et à égaler tous ses coefficients à zéro. Or cette expression différen-
tielle à n +• i variables est de degré 20 -+-1; elle a donc un seul coeffi-
cient. Si donc nous posons

(4) co^--^ clfdo) == (/, y) dz d^^ dpi .. . dx,^ dp,^

l'expression (/, sp) qu'on appelle le crochet des deux fonctions / et 9,
est une forme b i l i n é a j r e des dérivées partielles de/ et de ç, et les
équations à ajouter aux équations (2) sont

(;S) (/,,//)=:o ( ^ y = = j , 2 , . . . , / < ) .

81. Il est facile de former explicitement le crochet des deux fonc»
Ann, de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome XVI. — AOÏÎT 1899. 4o
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tions/1 et; cp. L'expression différentiel le (4) ne change pas, en effet , si
l'on remplace df eU/o respectivement par

„, ,, 6>/ / ôf àf\ , ^/' ,
^7-^-^^=^+^^)^+,..+^^4-...

el
„ , <}c3 / ào à^\ , à^ ,d'^=d^^^=^^p^Ylœ.^..^^d^

et cela en vertu de la présence du facteur a) dans l^expression diffé-
rentielle (4)* On a donc

&)(2"-2) d/cio = uw"1-1 cVfd'Q,

et dans le second membre la différent iel le dz n 'entre plus que dans co.
Par suite, le coefficient de dzdx^ dp^ . .dxn^pn dans (4) n'est au t r e
que le coefficient de dx^ dp^ . .dx^dp^ dans l'expression co^"1 d ' f d ' ^ .
On a donc encore

(6) {j\ 9) dx.dp,.. .̂  ̂ ,,= G/^ ̂ /^ç,

et, en remplaçant oj^"1 par sa va leu r

G)7^-1 =: 2 <r/^i <:̂ i ̂ 2 dp.i. . . <r^r,,_i dp^^^

le signeS étant étendu à toutes les combinaisons ^ — ï à n •— i des
indices ï , 2, .. » , n, on obtient

/ ^ N ^ /^ <}/ ^/"\ <?? /" ^? ^\ ^/'(•Aï)=2(^^t.}^-(^^

le signe £ étant étendu à tous les indices T , 2, . . . , n. Nous poserons,
conformément à la t rad i t ion ,

i^în

/ \ ï r ^ ^ F ()/ ^ à(Q àcD\ àœ ( àf ôfY\^ ^^^SL^^^^^-^.të.'^^i).!-
/ ~^-1

82. Le crochet de deux fonct ions jou i t des propriétés suivantes.
On a

(/.?)==-(9./).

De plus, si/et ç dépendent des variables par l ' intermédiaire d'un
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certain nombre de fonctions u, v, w, ..., on a

<8 ' '/-'=^<»-'-^<'••1••'—^'1••"•'-••
Cela résulte en effet de l ' identité

dfd^^^^.dad^^ ^dad^...+ iV^i^^-h-. . .,1) ( u, v ) D ( //, w) D ( r, w)

qui, par mult ipl icat ion de ses deux membres par co^""^, donne l ' iden-
tité (8).

83. Systèmes en iwolution. — Ces propriétés étant établies, reve-
nons au système (2). Nous lai adjoindrons toutes les équations (5),
ce qui donnera en général un nouveau système. Nous procéderons sur
ce nouveau système comme sur le premier et ainsi de suite. Nous
finirons par arriver ainsi soit à un système de plus de n-^i équa-
t ions , auquel cas il y aura impossibili té, soit à un système tel que les
crochets de deux quelconques des premiers membres de ce système
soient tous nuls en vertu des équations de ce système. Nous dirons
alors que ce système est en iwolution.

Un système en insolation est donc un système de h 5 n + i équations (2)
sur les premiers membres desquelles on suppose :

1° Qu'ils sont holomorphes au voisinage d'un élément arbitraire
(̂ .), -s0, p^) satisfaisant au système;

1° Que les déterminants fonctionnels de ces h premiers membres par
rapport à k quelconques des variables ne sont pas tous nuls pour le même
élément;

3° Que les crochets de deux quelconques de ces h premiers membres
sont nuls en vertu des équations du système.

Si À est égal à i, cette dernière condit ion est na ture l lement à laisser
de côté; dans le cas général, tous les coefficients de c^27"25^ doivent
être nuls; ici ils le sont tou jours , w^-^df^ étant de degré /z+2.

D'après ce qui précède, on peut toujours ramener l'intégration d'un
système quelconque d'équations aux dérivées partielles du premier
ordre à celle d 'un système en involut ion.
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<S4. Intégrale générale d'an système en iwolution. •— Soit à intégrer
un système en invo lu t ion de h équat ions (a). Diaprés la théorie géné-
rale, on a à considérer un certain nombre de systèmes complets suc-
cessifs pour chacun desquels i l suffit de trouver une intégrale. Le pre-
mier de ces systèmes complets est donné par les équations

^(^-4) ̂  ̂ '^ ^(2/.-4) ̂  df ==...=: ̂ îfl-'^ dfi, df= o,

c'est-à-dire ici

(9) (A/)=o, (/.,/) =o, ..., (.A,/)=o.

Soit A i une intégrale part iculière, ne se r édu i san t pas à une constante
en vertu de (2), de ce système complet.

On considérera le second système complet

( 1 0 ) (/i,/)=:o, (/,,/)-=o, .... (//.,/) =0, (A^/)==o,

et l'on cherchera une intégrale Aa ne se rédu i san t pas à une fonct ion
de A^ en vertu de (2), de ce second système. On aura a ins i n — h sys-
tèmes complets successifs qui donne ron t respectivement n—h fonc-
tions A i , A^, . . . , ^n-h indépendantes même en t enan t compte de (2),
et enfin un dernier système complet

(il)
(/!,/) =0, ..., (//„/) =0,

(A,./)=o, ..., (A^,/)=o,

qui admettra une intégrale et une seule indépendante de Ao A^, ...,
A/^/^soi tC.

L'équation à résoudre pourra alors se mettre sous la forme
(12) ^ C — B I A\.i— Ba r / A ^ — . . .—B,,-A^A^-/,=:O,

où les B sont n—h fonctions qui se déterminent par des différentia-
tions. De plus, d'après la théorie générale, si l'on considère un é lément
arbitraire (.r?, •s°»/^) satisfaisant au système (2), on pourra toujours
choisir les intégrales A ^ , A^ , ..., A,^, G, de telle manière que les
2 / i — ^ À - h ï fonct ions A ^ , ..., A^, G, B^ ..., B,̂  soient holo-
morphes au voisinage de cet é lément . La mul t ip l ic i té intégrale M^ la
plus générale du système (2) admet tant cet élément comme é lément
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s imple , s'obtiendra en a joutant aux équat ions (2) n — À+ i re la t ions
entre les A, les B et G, relations qui pourront être résolues par rap-
port à n—A-+-1 de ces q u a n t i t é s , les seconds membres étant holo-
morphes au voisinage d e ( A ^ , ..., A°^, ..., B°^). Ces relations ren-
trent dans le type général des formules (7) du Chapitre précédent*

85. Les systèmes complets (9), ( io) , .. , (n) admet ten t respec-
t ivemen t

2 n — II-4- T , 2 n — //, . . ., //. -h i

intégrales indépendantes; mais bien entendu i ls admet ten t tou tes les
intégra les f^f^ ...,/Â. Bien plus, i l faut essent ie l lement supposer
que les variables sont liées par les relat ions (2); ce n'est qu'à cette
condit ion qu'on peut être sûr que les systèmes (9), (ic), ... sont
complets.

Enfin, si l'on remarque que, Ai é t a n t connue, le système (10) admet
A + i intégrales connues; que, A^ et A^ étant connues, le système
suivant admet h 4- a intégrales connues, et ainsi de suite, on voit
que la méthode ind iquée exige la recherche d'une intégrale de
n _ h •+• i systèmes complets successifs à 2n 4- i variables, mais qui
admet ten t respectivement

//, h 4- i, // 4- a, . . ., n

intégrales connues. D'après la méthode de Mayer, cette méthode rev ien t
donc à la recherche d'une intégrale par t icul ière den — h 4- i systèmes
d'équations différentielles successifs ayant respectivement

a n — 2 h 4- 2, 2 n — 2 h, . . ., 4? 2

variables.

86. En par t icul ier , si h == ï , le premier système complet est formé
de la seule équation

(/^/)=o;

i l y a ici n systèmes d'équations différentielles successifs qui sont
respectivement à

ïn, 2 n — 3 , .... 4» 2
variables.
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Si h est égal à n 4- ï , il n'y a aucune intégration à faire ; un système
en involution de n + i équations définit toujours une multiplicité inté-
grale à n dimensions. La réciproque est d'ailleurs évidente.

87. Cas particulier. — L'intégration d'un système en invo lu t ion se
simplifie, d'après la théorie générale, si les coefficients des expressions

^-3) clj\= œ^"1) df, {i = i, 2, .. ., /Q,

s 'annulent tous en vertu des équations de ce système. Or on a

^(2^-1) ̂ y^ ^in ̂ f-^ J ^ ̂  ̂  ̂  ̂ ^ , ^ ̂ ^ ^p^
os

La simplification se produi t donc si les quantités—1 sont toutes
nulles en vertu de (2), c'est-à-dire si le système (2) ne contient pas
explicitement z, ou ne le contient que formellement.

Si donc il s'agit d'intégrer un système d'équations aux dérivées
partielles du premier ordre en i nvo lu t i on , ne contenant pas explicite--
m e n t i a fonction inconnues ,

1 fï (^l? '^2» < • . » ^n,Pl, P^ . . - , ?//,)== 0,
(a/ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

( /A(^l? ^â» • " •. «^ Pi, P2, ' " , Pn) = 0,

on cherchera une intégrale A^ du système complet

^(2^1) ̂ y^ o)(2/^2) ̂  df=.. .== c,^2"-2) ̂  ̂ /=: o,

c'est-à-dire du système complet

J^=0, (/,,/)^=0, (^,/)=:0, ..., (^,/)z=0,

puis une intégrale Aa indépendante (le A, du système complet

|?=0, (/i,/)=0, (/g,/)=0, ..., (/^/)==0, (Ai,/)=0,

et ainsi de suite jusqu'à une intégrale A^/, indépendante de A^
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Aa, , . . , A/^/^ du système complet

àf _ ,
(^n-h-l? ./ )(/i»/)=o,

819

alors, en tirant n — i des variables .r,, ;̂, en fonction des autres
variables restantes autres que z des équations (a)' et des équations

A..i == 0,1 -A/z—//—! ::—" an•—h—\^Â9 ̂ ^ <29

expression
M === dz — j?i ̂ i — /;â c/^a — ... — ̂ ^ dûc,^

dev ien t une différentielle exacte et, par une quadra tu re , on obt ient ,
en tenant compte de (a)',

^ = dz - dC - B, r/Ai - Ba clA.,- . . . - B^//_i ^A,,_^,,

où C est une fonction des x et des/?.
Remarquons d'ailleurs que pour les fonctions qui entrent dans les

systèmes complets à intégrer, on a

(Aç )=y /^^ - - ^ -^Vy J ^ ) ^\àpiàx, à x . à p j

<S8. Intégrales singulières. — L'expression co^7'-^ == œ^^ ne pouvant
jamais avoir ses coefficients nuls, les intégrales singulières du système
en i n v o l u t i o n (a) s 'obtiennent en a n n u l a n t tous les coefficients de
l'expression

( i 3 ) c.) df, df,. ..df^dzd'f, </,. . .d'f^

c'est-à-dire en annulant tous les coefficients de l'expression

04) </,</,... </̂

où n'entre pas dz. On considérera donc la matrice

(i5)

^^p ^....^l+n ̂  ^...J/i
à^i ' 1 6?^ àx,, l n àz api àp,,

^^n ̂  ^ ^n^A^A ^
àx, 1 7 1 < } 5 r * t ̂ /, ~ I~ / n àz àp, ' * " dpn
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et on annulera tous ses déterminants à h lignes et à h colonnes. D'après
1a théorie générale, deux cas peuvent se présenter.

Si les coefficients de

(16) dj\df^..df^

ne s 'annulent pas en même temps que ceux de ( i4 )» 1̂  équat ions
obtenues, jointes aux équa t ions (2), consti tuent l ' intégrale s ingu l iè re
si elles sont au nombre de n 4- i (elles ne peuvent pas être en moindre
nombre); si elles sont au nombre de p lus de n + T , il n'y a pas d ' inté-
grale singulière.

Si, au contraire, les coefficients de (16) s ' annu len t en même temps
que ceux de ( î 4 ) » on ne peut plus rien dire. Les équat ions obtenues,
jointes à (2), forment: un nouveau système à intégrer. Ce système
contient certainement plus de h équations (h est supposé infér ieur
à n + t ) , mais il peut ne pas être en i n v o l u t i o n . On le complétera
donc au besoin de maniè re à avoir soit un système de plus de
n -+-1 équations, a u q u e l cas il y aura impossibi l i té , soit un système
en involut ion de h'^n -h i équations. On intégrera ce nouveau système
comme le premier; il admett ra des intégrales générales et il pourra
a son tour admettre des intégrales s ingul ières qu'on trouvera au
moyen d'un troisième système en involu t ion de /^^> h' équat ions et
ainsi de suite. Il est bien clair que ces opérations auront un terme.

En particulier, si le système (2) est formé d'une seule équation, les
intégrales singulières satisferont au système

^ ^ ^ ^ ^ ^ , ^
f=o} ^^pl^~••~^+^^=^=•••=^=o?

si ces équations n 'annulent pas -L? elles donneront une intégrale sin-
gulière ou n'en donneront pas, suivant qu'elles peuvent se rédui re ou
non à n-h i équations indépendantes. Si elles annulent -—^ on a un
nouveau système qui peut être formé de moins de n 4- i équations et
qu'on intègre directement.

86. Exemple. — Considérons, dans le cas de n === 2, l 'équation aux
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xlérivées partielles

( 1 7 ) /rr^-h^--^)2^),

et cherchons ses intégrales s ingul ières; elles satisfont aux équations

pt{s—p^)==p^s —p^==p^ =p^^ —p j )=o ,

c'est-à-dire au système

(18) /l=/?î==0,

/2=:^ -^J:=0,

qui est en involut ion, comme il est facile de le vérifier. Pour en avoir
les intégrales générales, tirons-en p ^ etp^ et portons dans l 'équation

dz — p^ dx i — pa dx^ •===. o ;
nous trouvons

/-?2 ( 2 dpz — dx^ ) == o.

Nous avons donc, comme intégrale générale dépendant d'une con-
stante arbitraire a,

( .^/^-^y
| A; ———— | —————————————— 1 ;

\ 2 /
( 1 9 ) Ip^o,

1 x^— a[p.=——,
et, comme intégrale singulière,

z •=- o,
(20) ' . J;i=:0,

p^ -l Ô.

90. Transformations de contact. — Une transformation de contact
est, d'après M. Lie, définie par 2'n+î fonctions Z, X ^ , X^, ..., X^,
1^, P^, .... P^ des in + i variables z, x\, ^>, ..., .r,,, p ^ p ^ ..., ̂
et telles que l'on ait ident iquement

( 2 1 ) ^ •==. dÏ — Pi <r/Xi —. .. — Prt^Xrt •== p ( ̂  — /?i ̂ i — . . . — pudx^ ) = p&) ;

p désignant une fonction non identiquement nulle des variables
z, Xi.pî,.

Ann. de î ' É c . Normale^ 3" Série. Tome XVI. — AOUT 1899. 41
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Montrons d'abord que ces 2/z 4- i fonctions sont i ndépendan t e s . De
l ' identi té

Q^ -=•: p<,.> •

on déduit, en effet,
^=1 prx)' 4- ^/p.G^

et, en élevant à la /z'^111® puissance,

^n = p^ ̂ n 4- p"—1 r,/"-1 f/p „ <.) ;
et, enf in ,

( 22 ) ^Q111 --= ̂ 2/^ == p^4-1 W^1 == p"-4-1 û)^'^*

En remplaçant o)^ el û27^ par leurs valeurs, on obt ien t

(28 ) ^Z^Xi^Pi . . ̂ X^P,,= ^ d z d x ^ d p , . . . cî^ndp^

ou, enf in ,
J ) (Z ,X . ,P . . . . ,X^P . ) ,
I ) (^ , ^1, pi, . . ., Xn,p^ ) >

Les 2/? -+- i fondions Z, X/, P/^ sont donc bien indépendantes en vertu.
de l 'hypothèse fa i te sur p.

Désignons de même par F et <& deux fonctions quelconques de Z,
X^, PA et par/ et ç ce que deviennent ces fonctions quand on y rem-
place les fonctions Z, X;, P/, par leurs valeurs- On a

^(^-25 ̂ F^ ~=Z (pG))^-2)^/^;

mais
^n-r)^ ( po)) (2^-2) =: p^c.)^^'-1 == p" Cx)^^1-^.

On a donc
Qiïn-r) c{Vd^ = p" G^2^-2) dfdv>.

Désignons par

[•F A1- ()F f0^ -L-P ^'\ ^F _ . _ ? â¥\ àïï
LIS ̂ ] "5P7 (^ 4- I 1 3Î; -' (^ + pl ^,) ̂  + • • •

le crochet des deux fonct ions F et<& considérées comme fonctions de Z,
X,, PA; et désignons, comme auparavant, par (/, cp), le crochet relat if
aux variables z, <r,, p / , . On a alors

[F, <Ï>] dZdX, ... dP^=- ̂ (f, ̂ dzdx,.. . dp^
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ou, en remplaçant le monôme di f fé ren t ie l du premier membre par sa
va leur (a3),

^4) ( / ,9)^p[F,<Ï>] .

Cette égali té fondamenta le s 'écrit e x p l i c i t e m e n t

( yp//^ ,. ̂  ^( àf , . ^ Y ]
2^ ^ [ à^ ^ / ) l âz "' j^ \. â^ +7 / J3 JL api \ ex, i l àz ] âp, \ àx, ' / / â^

' V [ à ¥ I ^ p (?\^ ^ / (}F
=: P 2^ ^P, \ ̂  'r A / ̂  J ~~ 6/P/ \, à^ T ' ' à7^

' V [^F / ^ î> ^?1 - ̂  i JF P ^: P 2à VP] \ ̂  ~' l ̂  ) ~~ 6/p/ \ ̂  ̂  r/ ^z,
/ 'désignant ce que devient F et ç ce que d e v i e n t $ par s u b s t i t u t i o n
des va leurs deZ, X/, P/c.

A p p l i q u o n s cette i d e n t i t é à t ous les couples de fonc t ions Z, X/, P/».
On a alors

( Z, X,) -= ( X „ X, ) ̂ , ( X/, P/, ) == ( P,, P,, ) ̂  o,
(Z, ?,)=--pP,, (P,,X,)=-:p.

91. lîéciprocjuemen/, étant données n -h- i fonctions indépendantes Z,
X < , X^, ..., X,̂  satisfaisant aux relations

(Z,X,)=:(X,,X,.)=o,

^7 existe n autres/onctions P^, Pa, ..., P,/ telles que l'on ait idenlùfiiement

dï ~ Pi (T/Xi — . . . — P,^/X,, -rr p ( ^/^ — p^ cLï'^ — . . . — /.>„ ̂ .r/,),

o ^/a/^ une fonction non identiquement nulle.

En effet, les équat ions obtenues en égalant Z, X , , . . . , X,, à des con-
stantes arbi traires forment un système en i n v o l u t i o n de n -f- i équa-
t ions, c'est-à-dire dé te rminent une mu l t i p l i c i t é . On peut donc déter-
miner n -+-1 fonctions À telles que

dz — ̂ i cla^ — . . . — pu dx,t r^ Ai <"/Xi 4- Àâ^X.2 -j- . . . -4- }^ <-/X,/ 4- A^.n <:/Z,

d'où se d é d u i t l ' identi té à démontrer, en posant

P,=— ——, p= .—•
f\n'\-\ A/^•4-l

92. On peut, d'ailleurs, obtenir les crochets de p et des fonclions
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Z, X^, P/f. On a, en effet, en conservant les mêmes notations,

^(^-l)^F==(pûo)^-1^/,

c'est-à-dire
^^-^cl¥=pn^cîn-^df—pn^l^tift-^dç)df.

Mais on a
^(^-D^F ̂  à¥ d7.d^ dP,... dX^dP,,

(J /LÀ

c)F .== p^+1 . dzdx^ dp^.. . dx^dp^

puis
àf,
àz'

^^df==. -^dzdx.dp, . . . dx,,dp^

^n-^ dç)df-==:— {p,f)dzdx^dpi.. . dx^dp,^

On a donc, finalement, en divisant par p""""4, l ' identité

.°-i=p^<^.
c-'est-à-dire

(.6) (P-^^I-P^-

Appliquant cette identité aux fonctions Z, X,, PA, on obt ient

/ / 7. a 6)z
( p , Z ) =:p^p^,

(.6y i (p,x.)=-p^\
(P,P,)=_P^.

93. Equations aux dérivées partielles homogènes. — Etant données
in variables x^ ..., x^\ p^ p ^ , .. <,p^ il s'agit de satisfaire à l'équa-
tion aux différentielles totales

(27) y -^p^dx^-^rp^dx^. . .+ p^da!n=: o,

au moyen de relations entre les variables et des relations dérivées
entre les différentielles, en se donnant a priori un certain nombre A
de ces relations.
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L'expression (A) est de classe 2/2, et sa dérivée (2/2 — i)16111® est
G^271-1)^: û,/"= <^ dx^dp^dx^ . . . dp^dXn.

Il faut donc au moins n re lat ions entre les variables pour satisfaire à
(27), et les solutions singulières de (27) s'obtiennent, puisque c^2""^
a ses coefficients essentiel lement différents de zéro, en annulan t les
coefficients de co, c'est-à-dire annu len t à la fois/?, , pa» " ^ p r r

Une multiplicité é tant un système de relations satisfaisant à (27)
sera di te non, singulière si elle n^en t ra îne pas

p,=p.î=.. .-=/?/,=:o.

Elle est au p lus à n dimensions et on l 'obtient de la façon la p lus
générale, si, par exemple, /? i n'est pas nu l , en résolvant

dx^ + t î dx^ •+•. . . -4- — dXn ==• o.
pi pi

Etant donné un système de h re la t ions

W

[ fi(^iî ^2» • • • » ^n?Ply • • • » Pn) = ° j

] fî[x\ï ^'2» • * • » ^n^Pl, ' ' • , p n ) =0.

fh ( ̂ l> ^î, • - ' , ^n ? Pi, - ' - ? Pn ) ̂  °y

intégrer ce système, c'est troover toutes les mul t ip l i c i t é s à n d imen-
sions dont les éléments satisfont à ces relat ions; c'est donc a n n u l e r '-o
au moyen de n relations, parmi lesquelles À relations données.

94. Nous pouvons, ici , appliquer la théorie du Chapitre précédent,
^(2/<-i) ̂  pouvant pas avoir ses coefficients nu ls . Pour l 'appliquer, i l
faut former les expressions

w^'-^df, w^-^dfd^.

On a facilement

f^^df^.— (p^ '- -+- Pî— +-•• --+- pn--—}^Pi^i^P^^2- 'dp^dx^
\ UP^ ^Pï ^Pn/

,^-^dfd^ = V (àf- ^ - àf ^ \dp,dx,dp^... dp,^,,.•' 1 Ari\ ()p, àXi àxi à p i ) I I •• l t



320 EUE CARTAK.

Nous poserons
(a9) "^^•l^2^4-----^"!^
(30) ( / • O - V f ^ àv- àf às\•
' / (/' y / ~2< l̂  ^•; " à^i àpj

i=:i

Cela é tant , ie système (28) sera d i t en invo lu t ion si les é q u a t i o n s
(31) H(/,)^ô, (/,,/,.)==o, (<, /<:=:! , ^ . . . , h)

sont des conséquences de ce système. Les premières équat ions ex-
priment , que le système (28) est homogène en p ^ p ^ , .. . . p n ^ c'est-à-dire
qu ' i l est équivalent au système obtenu en remplaçan t p^ p ^ , ' " . p n
parX^, \p^, . . . , Xp^; ou encore qu ' i l peut se mettre sous une forme
te l l e que les premiers membres soient tous homogènes en/?^ . . . , ?„.

Par suite, si le système (28) n'est pas en i n v o l u t i o n , nous l u i ad jo in-
drons les équat ions ( 3 i ) ; nous aurons un nouveau système q u i , s 'il
n'est pas en i n v o l u t i o n , pourra être é tendu par le même procédé, et
ainsi de sui te , jusqu 'à ce qu'on arrive à un système en i n v o l u t i o n
(à moins que, dans la suite des calculs , on n 'arr ive soi t à un système
incompatible, soit à un système de plus de n équat ions) .

95. Supposons donc le système (28) en invo lu t ion . On aura son
intégrale générale en cherchant une intégrale/^ du système com-
plet

H(/)r=o, (/„/)=...=(/,,/)=0

puis une intégrale/^a indépendante def^^ du système complet
H(/) = 0, (/„/)== (/„/) =. . .= (.A-^ /) =r 0,

et ainsi de suite jusqu'à une intégrale fn indépendante de //^,,
//M-2» • • •»y^ -< du système complet

Iî(/)=0, (/!,/) =(^,/)=...=(/.-1,/)-0.

En tenant compte de (28), oj peut alors se mettre sous la forme
^ =: (?/,+1 dff^ 4- ... 4- <p/, df,,

et la résolution s'achève comme d'habitude.
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Eîi p a r t i c u l i e r , un système en i n v o l u t i o n de n équat ions f o u r n i t une
m u l t i p l i c i t é .

96. Les intégrales singulières s ' ob t iennen t en a n n u l a n t tous les coef-
f ic ients de l 'expression

M cîf^ df^ . .. dff,,

c'est-à-dire tous les dé te rminants à h + î l ignes et h -|- i colonnes de
la matrice

pi /?a . . . pn 0 ... 0 II

^ ^ . .. ^L "̂L .. . ^ '
„ à:ï^ (}.v^ à^'n api àpn

^A àU
â.Ti Ô.T^

àf^ àU
àx,i à pi

àf^
àpn

et si tous les dé te rminan t s formés des h dernières l ignes et de h co-
lonnes que lconques ne sont pas n u l s , le système obtenu consti tue u n e
intégrale s ingu l i è re s'il ne c o n t i e n t que n équat ions i ndépendan t e s .
Dans le cas con t ra i r e» on a un système qu 'on t ra i te comme un système
ord ina i re .

En par t icu l ie r , si h est égal à r , c'est-à-dire si l 'on a une équat ion
homogène en f ) ^ , /^, . . . , p,^

(33) j\ ( .ri, . . ., .r,,, /)i, . . ., p,, ) =:.= o,

les intégrales s ingul iè res sat isfont aux équa t ions

(34)

[ ^ï
àjh

\ ^1
àx^

Pi

^
àpz

^1
à^î

^1
àpn

4/.
à^'n

Pï Pn

et si les rapports de la deuxième l igne ne sont pas nu l s , les équa t i ons
(33) et (34) fournissent l'intégrale singulière, au cas où elles se
réduisent à /?/; on peut d 'a i l leurs se borner aux équations (34), car
(33) en est une conséquence en vertu de

HCA)^o.
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97. Exemple, — Considérons, dans le cas de n == 2, l 'équation

(35) /,:==^j+/?j-(^l.^4-/^2)2=o;

les équations (34) deviennent ici

pi --^(^^4- pa ̂ 2) ̂ o,
pâ — X^ ( /?^i -+• Pî ^2 ) ̂  0,

—P iipi^i-^-P^ ̂ 2) „ — P^Pî^i -h-T^'a)
Pi ~ /^2

Les quantités /^ 6t^ étant supposées non nulles toutes les deux,
les deux derniers rapports sont égaux d'eux-mêmes et les trois équa-
tions qui déterminent l'intégrale singulière se réduisent à deux

p ^ x ^ p ^ x ^ p ^ y ^ ) ,
?2= ^2 (^1^1-1-^2-^2);

ces équations entraînent d'ailleurs, par élimination de p^ et de /^,

98. Transformations de contact homogènes. — Une transformation
de contact homogène est définie par an fonctions X < , X^, ..., X^; I\,
P^, . . . , P^ des 2n variables o^, x^, ..., x^ p^ p^ . . , , /?^ en t ra înant
l'identité

(36) P i^Xi4-Pâ<^X2+. . .+P^X^:^i^i4-/?2^2+.. ' ^ - p r ^ d x ^

Si l'on désigne par û le premier membre de cette identité, on a
d'abord

^(2^-1)^^(2^-1^

c'est-à-dire

( 37) dP^ ^Xi clP^ dX^ . .. dP^ clX.n == dp^ dx^ dp^ dx^ . . . dpn dx^^

ce qui montre que les 2n fonctions X/, P/( sont indépendantes et que
leur déterminant fonctionnel est égal à l 'unité.

On a ensuite,/désignant ce que devient une fonction arbitraire F
des X/, P/r lorsqu^on remplace ces quantités par leurs valeurs,

^/^a) ^p ̂  oj^-ss) df, :̂
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c'est-à-dire, en tenant compte de (37),
à¥ - , ? à¥ ^ , T > à¥ àf à/ à// o o x T) ur , I) u9- , T> (7A v/ 07

(3b) P1^P +P.-W+.••+I>.-ÎD :=^.-+^-,——+...+/^Tp 4- Pa -Tp 4-... 4- F/, -y^- == /^i —— -+- pa T— + . . . + /^ —— •^-i ^2 ^P^ api àpz °Pït

Cette identité, appliquée aux fonctions X,, P^ donne
H(X.)=o,
H(P,)=P,,

(ssy

ce qui montre que /es X sont des fondions homogènes et de degré zéro,
les P des fonctions homogènes et de degré un en p ^ , z?o, ..., p,^

On a enfin, F et<& désignant deux fonctions quelconques des grandes
lettres et/ et y les fonctions des petites lettres qu'elles deviennent
après substi tut ion

^<2/<-3) ûfF d^ ~= &)^-3) dfcl^,

c'est-à-dire, en tenant compte de (37),

( - \ v ( ÉK. àiiï _ â¥. ̂  \ — vY ^^ ^^ ^^ ^^ ^{ ^ ) ^\(}P, àX, âX, àPj ^~2^\ôp, ̂  ()xi âp~J'
t=.i i-=ï

Cette identi té , appliquée aux fonctions X^ P^, donne

(X/, X,.) ̂  (P,, P,.) ̂  ( P,, XA.) ̂  o
W (P,,X,)==i (^A-).

Les 2/1 fonctions X^ P^ satisfont donc aux équations (38)' et (3q)\

99. Réciproquement, étant données n fonctions indépendantes X^
X^, . .., X^ ̂  x^ ..., Xn,p^ ..., /^, homogènes et de degré zéro en p^
p^, ..., p^ et satisfaisant aux relations

(X/, X/,) ---=: o (/, k= 1 , 2 , . .., n),

il existe n autres fondions P,, I\, ..., P,, définissant avec les premières
une transformation de contact homogène.

Cela est évident, car, par hypothèse, les n fonctions X^, égalées à
des constantes, définissent un système en involution, de sorte qu'on
peut déterminer n quant i tés P^ , P^, . , . , Pn de manière à avoir

pi dx^ +. . . -\-pn dxn -^ Pi dXi •4-. . . 4" P,, dX.^.
Ann. de l' Rc, Normale. 3** Série, Torne XVI.—AOUT 1899. 42
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100. Équations aux dérivées partielles en coordonnées homogènes. —
Étant données in variables ̂ , x^, . . . » x,^ u^ u^ . . . , u^ liées par la
relation
(4o) 0== ^i^i + «2^2-4-- • -+ Un^n=- 0,

il s'agit de résoudre l 'équation aux différentiel les totales
( 4 ï ) ^> == Ui djC^ -+- ^2 ̂ a -I- ... 4- ^/; ̂ ,; = 0

en établissant entre les variables un certain nombre de relations parmi
lesquelles un certain nombre sont données.

En se reportant au problème précédent, on voit qu ' i l faut établir au
moins n — i relations autres que (4o). Les solut ions singulières des
systèmes (4o) et (4i) sont d'ailleurs données en a n n u l a n t tous les
coefficients de œ<^p, c'est-à-dire toutes les quantités ^/^. On a donc,
soit

U^ •===. //.2==: ...==: Un^ 0,

soit

Nous exclurons ces deux solutions singulières.
Nous avons à former (ç,/) où y est donnée par (4o). On a

(cp, /)=^i

Nous poserons

(42)

et

(43)

EL
àx,

- . . . + x,, àf

11 ̂ =11^ •

f à àf \
Ut —— + . . . -+- U,,. ———
\ ÔUt à Un}

àf

K(/)==a?i EL
àXi

- se,

' à Un

àL
'•àx,,

,f .r. _v7 àj- ÔA - ^t- ̂\ J U i ) — ^ ̂ ^ ̂ . ,̂ ̂ J-

101. Étant alors donné un système de À relations

(44)

/i
/.

/A

{x^
(^1,

(^î? » »

. y

• J

• ?

x
x

x

fïï

fï9

n.'>

U^

Mi,

U^

'

-

• • »

" • î

• * ?

Un)

Un)

Un)

=0,

=:0,

=0,
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ce système est en involution si les équations

(45) j ï ï ( / , )=K( / , )=o ,
i Lfh ffc) =0 ( ;, k = T , 2, . . . , h )

sont des conséquences de (4o) et de (44). Tout: système peut se
ramener à un système en involution. Un système en involution de
n — i équations constitue une solution de l'équation (4î ) .

Si h est inférieur à n — î , on intègre (44) en cherchant une inté-
grale//^ du système complet

H(/) = K(/) = o, (/„/) ̂  (/„ / ) = = . . .=:(/„ /) ̂  o,

et a insi de suite jusqu'à une intégrale/,^ du système complet
H(/) = K(/) ==0, (/„/) =(/„/)=. . .== (//^,/) =o.

On a alors, en tenant compte de (4o) et de (44)?
û) = cp/,+1 C//A-+.I + ®/,4-2 û[/"A-i-3 +. . . •4- 9rt-i ̂ -r

102. Les intégrales singulières s'obtiennent en annulant tous les coef-
ficients de l'expression

c.) d^ df^ ., . clf^

c'est-à-dire en annulant tous les déterminants à h
colonnes de la matrice

2 lignes et h -f- 2

ai

0

ÔA
àsc^

^A
àx^

u^
0 ...

Èfî,
àx^

àf^ ^
à^z

Un

0

ÊA
à^ii

àfn
àx,,

0

^•i
àA
àu^

àf^
àu^

0

'^"2

^
àu^

àU
àu^

... 0

. .. x ̂

(̂)u.,i

àf^
à Un

(46)

Dans le cas de h égal à i, les intégrales singulières sont données par
les équations

^L^ Èf
• c ï x n

àxj
"1^7
EL
àuj

î

àx^.
u^

EL
àuî
^2

^n

AL
au H
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et si ces rapports ne sont pas tous égaux entre eux, ces équations défi-
nissent l'intégrale singulière, dans le cas où elles se réduisent à n seu-
lement.

103. Cas particulier. -— Lorsque n est égal à 3, on obt ient des équa-
tions différentielles ordinaires à deux variables x etj. Si nous dési-
gnons en effet par x^ x^, x^ les coordonnées homogènes d'un point,
par u^ u^, u^ les coordonnées homogènes d'une droite dans le plan,
on a, pour un élément,

et
U^X^-{- U^ûC<^-\- ^3^3==0

x^ _ x^ _ a'3 ?/i u^ Us
x y j y — i y — ^ y '

Pour intégrer une équation

F(^,j ,y)=o,
c'est-à-dire

m / w 1 w 2 'r 1 \j-t — , -— y — — r= o,
\.T^ ^3 l^J

il faut intégrer le système complet

H(/)=:K(/)=:o, (F,/)=:o,

c'est-à-dire trouver une intégrale/homogène et de degré zéro en x^
x.^ x^ d'une part, en u\, u^ u^ d'autre part, du système d'équations
différentielles

î __ dx^ _ dx^ _ -_dti^ __ — du^ _ — du'!
^p - ̂ p - ̂  - -^- - -^p- =~ -^- -
àu^ àu^ à us àx^ ^ Jj^


