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ANNALES

SCIENTIFIQUES

DE

[’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

SUR L’INTEGRATION

S

EQUATIONS DE LA CHALEUR

[surTE (1)],

Par M. Enouvarn LE ROY,

ANCIEN ELEVE DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE,
AGREGE DE I'UNIVERSITH.

DEUXIEME PARTIE.
LE PROBLEME DE DIRICHLET ET LES FONCTIONS ITARMONIQUES FONDAMENTALES
ATTACHEES A UNE SURFACE FERMEE.

I. — Enoncé. — Préliminaires. — Définition des fonctions harmoniques
fondamentales. — Un probléme auxiliaire. — Approximations succes-
sives.

34. Parmi les équations de I'équilibre thermique, distinguons spé-
cialement 'dquation de Laplace :
AU=o0.
On sait qu'une fonction U(z,y, z) est dite harmonigue quand elle
remplit les conditions de continuité fondamentales et qu’elle vérifie
I"équation de Laplace.

(1) Poir 3¢ Série, Tome XIV (1897), p. 379 4 465.

Ann. de U’Fe. Normale. 3° Série. Tome XV. — Jasvie 1898, 2



10 ID. LE ROY.

Soit S une surface fermée, qui peut se composer de plusicurs nappes
entierement séparées. Cette surface délimite un domaine intéricur T
et un domaine extériewrT'. Le premier est limité dans toutes ses dimen-
sions, le second s’¢tend jusqu’a Pinfini. Enfin, de ces deux domaines,
I’'un seulement sera d’ordinaire supposé connexe, T par exemple.

Le probleme intérieur de Dirichlet consiste & construire une fone-
tion qui soit harmonique dans T et qui prenne sur S des valeurs @
données d’avance. Ce probleme est enticrement détermind.

Le probleme extéricur de Dirichlet consiste & construire une fone-
tion qui soit harmonique dans T7 et qui prenne sur S des valeurs @
données d’avance. Ce probleme n’est bien déterminé que si 'on con-
nait, a prior, I'allure de la fonction inconnue & Uinfini : on impose
généralement & cette fonction la condition de se comporter a linfini
comme un potenticl newtonien.

Cela posé, 'emploi de la méthode du balayage a mis hors de doute
I'existence d’une solation du probleme de Dirichlet intéricur dans le
cas le plus général. La méme méthode permettrait aussi d'¢tablir
cette existence pour le probleme de Dirvichlet extéricur. Mais il est
- plus simple de recourir alors au procédé bien connu di i Lord Kelvin
et de ramener ainsi, par une inversion, le probleme extéricur au pro-
bleme intéricur. Quoi qu'il en soit, nous pouvons énoncer le prin-
cipe suivant : Il existe une fonction, et une scule, séparément harmo-
nique dans T el dans T, continue dans tout Uespace et méme ala tra-
versée de S, prenant enfin sur cetle surfuce des valears O donncées davance
et sannulant a Uinfini & la fagon ’un potenticl nesctonion.

Si Pexistence d'une solution da probleme de Dirichlet est certaine,
la forme analytique de cette solution reste inconnue. Or il serai
vraiment insuffisant de se borner, dans une question si importante, a
un simple théoréme d’existence. Je me suis done proposé de voir si,
le principe de Dirichlet étant supposé ¢tabli, il ne deviendrait pas
possible dobtenir, @ posteriori, 'expression de la fonetion harmonique
qui prend sur S les valeurs ®, par une série de fonctions harmoniques
simples, d’apres le procédé constamment employé en Physique mathé-
matique. On Pavait déja fait dans quelques cas particuliers, tels que
ceux de la sphere et de Pellipsoide, traités respectivement par Laplace
et par amé. Mon but actuel est de généraliser ces résultats classiques.
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Le principe de la méthode que je vais développer est exposé dans
un Mémoire de M. Poincaré, Sur les équations de la Physique (). Jai
dia modifier plusieurs détails, et je me suis inspiré, pour cela, d’un
Mémoire du méme auteur, paru tout dernierement dans le journal de
M. Jordan (*). Enfin, je me suis aussi servi d’un troisitme Mémoire
de M. Poincaré, contenu dans les Acta pour 1896 (*) : J'y ai pris quel-
ques résultats, que j'ai généralisés un peu; mais surtout je me suis
attaché a résoudre les problemes qui y sont proposés vers la fin et qui
se rapportent & la célebre Méthode de Neumann.

35. Voici les hypotheses que nous ferons. La surface S aura, en
chacun de ses points, un plan tangent unique et deux rayons de cour-
bure principaux bien déterminés. Pour simplifier, bien que I'on puisse
se placer dans des circonstances un peu plus générales, nous suppo-
serons méme que la frontiecre S, commune aux domaines Tet T, est
compos¢e d’un nombre fini de surfaces fermées, n’ayant chacune
qu’une seule nappe analytique régulicre. Tel est le cas ot S est formée
d'une grande sphere, puis d’un ellipsoide et d’un tore extérieurs 'un
a Pautre et intéricurs & la sphere. On voit par Ia que notre hypothese
n’a rien de trop restrictif.

Quant & la fonction périphérique donnée @, nous admeltrons, sauf
avis contraire, qu'elle a des dérivées continues de tous les ordres par
apport aux deux coordonnées w et ¢ qui fixent la position d’un point
sur S.

Ces diverses hypotheses ne seront pas toujours indispensables & la
rigueur des raisonnements. Mais je les fais, en général, dans un but
d’abréviation.

Nous aurons & considérer des fonctions W définies et continues en
tout point (x, y,s) de T et en tout point (a’, ', z") de T’; s’il est né-
cessaire de distinguer les valeurs de la fonction en (z,y,z) et en

(1) H. PoINCARE, Sur les équations de la Physique mathématique (Rendiconti del
Circolo matematico di Palermo; 1894 ).

(2) IL. PoINCARE, Sur L'équilibre et les mouvements des mers (Journal de mathéma-
tigues; 1896).

(3) 1. PoinNcarg, Sur la méthode de Neumann et le probléme de Dirichlet ( Acta ma—
thematica; 1896).
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(%', y,5"), nous les désignerons respectivement par W et W/, la
lettre W signifiant aussi, & U'occasion, la fonction ftotale envisagée
comme définie dans tout Uespace. Lorsque le point (2, y, =) tendra
vers un point de S en restant intéricur & S, W aura une limite V. De
méme, lorsque le point (', ', =) tendra vers le méme point de 8§
en reslant extérieur & S, W' aura une limite V. La lettre V représen-
tera aussi la valeur de W au point considéré de S. Pareillement, nous

appellerons
dV  dV'

2r, £l
dn;”  dn,

les dérivées de W et de W’ prises en un point de S suivant la direc-
tion de la normale vers I'intéricur pour W et vers Uextérieur pour W',

Enfin, nous poserons
dr =dux dy ds,

d7' =dxz' dy' d3',

et dz sera un élément de S.

Nos notations étant ainsi expliquées, rappelons encore les princi-
pales propriétés du potentiel newtonien d’une surface attivante.

Soit g une fonction continue des coordonnées («,9) du centre de
gravité de ds. Soit rla distance du point («, ¢) au point courant. Lu
fonction

W= . L iz
15 r
est harmonique dans T et dans T'. Elle est holomorphe en tout point
de I'espace, sauf sur S. Enfin, posons

‘OIET:': 2 ' 5
Les produits
, OW! ry OW/

P

oy’

IW'

%2 R
Jds'

PV
tendent vers des limites finies lorsque p' augmente indéfiniment.
Tout cela suppose seulement la fonction . continue.

Si, en outre, la surface S est réguliere en chaque point, la fonction
potentielle W reste finie et continue, méme a la traversée de S, en
sorte qu’on peut écrire

V=Y.
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Quant aux dérivées
dV AM
dn;’ dn,,,’
elles sont continues par rapport aux variables («, ¢), mais on a
av. . av_
dn; "~ dn, 4T
Jajoute enfin que, si p a des dérivées des deux premiers ordres par
apport  « et ¢, les dérivées des deux premiers ordres de W restent
finies et continues lorsque le point courant vient se placer sur S. Les
dérivées premieres, suivant des directions tangentes & S, sont méme
continues a la traversée de Sy les dérivées secondes, au contraire, su-
bissent alors un saut brusque.

ierivons
o (OWNE L (OWe (ow W2 (()ww
2 <7f~'7--’) - K“«i.‘:?) o) o)
(VY = (W) o (2 e (N
e <.‘l-""r “\o27) " \ dy” " . ():":)

Il vésulte de ce qui précede que, dans les conditions ol nous nous
sommes placés, les intégrales

EENEA A N [IWIN2
LAMR P I g
'«[r, 2-1 < l).1:> “% Ir'; 2-0 ( o’ ) g
ont chacune un sens (*).

Je termine en rappelant I'inégalité de Schwarz

N2 > .
( [ Si /e dr) < | srac | sz,
Nyl (

T (T

qui a é1é ¢tablie au n® 12 et dont nous ferons un fréquent usage.

36. Je me propose maintenant de définir les fonctions harmoniques
fondamentales attachées i la surface S. Avant d’entreprendre une
démonstration rigourcuse de Pexistence de ces fonctions, il ne sera

(1) Sur les propriétés du potentiel newtonien, consulter @ 1. PoiNcare, Théorie du
potenticl newtonden. Paris, Carré; 1897,
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pas inutile de montrer comment I'emploi du calcul des variations per-
met de prévoir les résultats que nous obtiendrons dans la suite.
Soit W le potentiel newtonien d’une simple couche portée par S.

- [ S v [ X

vy

Posons

et )
= [ V2ds.

I
On voit que I'on peut écrire

%
J o= — f V —— ay clg', Vo= — V {«ZL ds.

Cela posé, considérons le rapport
IT+J

Ce rapport est toujours positif. 1l a done une limite inférieure. Envi-
sageons, parmi tous les potentiels W, ceux pour lesquels on a

I,

ct admettons que I'un d’eux fasse effectivement prendre & J 41 sa
valeur minimum. Soit W, ce potentiel.

Si 'on applique les principes du calcul des variations, on trouve
qu’il existe une constante &, telle que I'on ait

dV, dV] ;o
dm;, Fam, TRYiEo
avee
1~~~ 1+ [

J, et} désignant ce que deviennentJ et J quand on remplace W par W,.
I est & remarquer que la constante &, est positive et non nulle; en
effet, J, + 1| ne pourrait s’annuler que si W, était constant, ce qui en-
trainerait W, = o dans tout l’espace, puisque cette égalité a lieu i
Uinfini, et ce qui serait par conséquent contraire & ’hypothese

Ii==1.

La premiere fonction fondamentale est ainsi définie : ¢’est W,.
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Considérons maintenant les potentiels W qui vérifient les relations
suivantes :
Vido =1, VV,dos =o.

(S) (S)
Soit W, celui d’entre eux qui fait prendre 4 J +J" sa nouvelle valeur
minimum. L’emploi du calcul des variations conduit cette fois a I'éga-
lité

dV, dV,

dn; dn,

+ £V, 1V,=o,

£, et A étant certaines constantes. On a en outre

[V de =1, /.\’,Vﬁ(/rj*.,;_:;
Sy

“(8)
Multiplions les deux membres de I’équation précédente par V, ds et
intégrons. Il vient

I’ .
/.VI(VZ(I - fV,—-—\——//a'-J;—;z ViVods 0 | V3dr = o.
)

Y(8) dn, /18 (s

La formule de Green, ici applicable méme pour le domaine infini T,
nous donne, les fonctions W, et W, étant harmoniques,

/ v,<il.v‘* ar ) 17,«/ “’V Vi ‘)(h:A 3 / V,Vyeds o,
i, cre; dn., N dn; " dn, Js,

a cause de la relation a laquelle satisfait V, sur S
D’autre part

[\'1V2(/a == 0, Vides =1
s 18
d’ou
A==0
Ainsi 'on a
LV, A
Ve  dVs oy
dn; dn, -
On trouve encore
Eg:: Iz ‘{‘ '];7

et il est bien clair que &, ne peut pas étre inféricur i ¢,.
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On peut continuer de la sorte indéfiniment = les calculs et les con-
clusions sont toujours les mémes.

Finalement, on voit que 'on peut construire une infinité de con-
stantes positives qui ne vont pas en décroissant :

oY

5, &

*
Ly TP T D) R

auxquelles correspondent des potentiels newtoniens, dus & de simples
couches répandues sur S :

W, Wy Wi o W, ..,

vérifiant les relations

av, dv, .,
—L 4l V,=0
dn; dn, Y=

2 R,
/ Vi do =1,
(5)

Ep: ']p -+ '];n

/ VpV,do=o si P
(8)

Ce sont les fonctions W, que j'appelle fonctions harmoniques fonda-
mentales atlachées a la surface S.

Voyons maintenant & quoi peuvent servir les fonctions fondamen-
tales.

De nombreuses analogies portent & penser quune fonction arhi-
traire @ définic sur S peut toujours &tre développée en série de la
forme

P =2AV,.

Si P'on admet la possibilité de ce développement, le caleul des coeffi-
cients A, est facile. Multiplions en effet par V, les deux membres de
I'égalité précédente et intégrons. En tenant compte des relations

A
Vide=1, VpVyda=o,
) )

et en supposant la série uniformément convergente, on trouve immé-
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diatement
Ay=[ @V, do.

(S)
Posons alors
W=3A,W,.

La nouvelle série sera encore uniformeément convergente et elle aura pour
somme la _fonction harmonique qui prend sur S les valeurs .

On aura ainsi résolu du méme coup les problemes de Dirichlet in-
térieur et extérieur. La solution se présentera sous la forme d’un po-
tentiel newtonien de simple couche.

[’apercu qui précede n’offre aucune rigueur. Tout au plus peut-il
mettre sur la voie d’une démonstration. Nous allons donc reprendre
toute la question.

37. La démonstration rigourcuse de I'existence des fonctions fonda-
mentales exige la résolution préalable d’'un probleme auxiliaire dont
voici I’énoncé :

Cherchons une fonction W harmonique dans T et dans T’, continue
dans tout I’espace, se comportant & I'infini comme un potentiel new-
tonien, vérifiant enfin en tout point de S la relation

dv dV'

—— o —5— + P ==o.
dn; a dn,

W=l / ® s
fm )or

(S)

On a

et 'unique solution possible de notre probléme se présente done sous
la forme d’un potentiel de simple couche.
Ce qui précede suppose seulement la surface S réguliere et la fone-

tion ® continue.
T dz
4 ) ’

I’expression
est une fonction de (x, y, z) finie et continue dans tout I'espace. On
peut donc assigner un nombre positif g ne dépendant que de la confi-

Ann. de UKe. Normale. 3¢ Séric. Tome XV. — Janvigr 1898. 3
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guration de la surface S ou de ses dimensions et tel que on ait

1 ds <z
— - <
[;71' ($) ?

pour tous les systemes de valeurs possibles de (x,y, 5). Si I'on a

alors
[@] <o,

o étant une constante positive, il vient
[W<ag.

Cette inégalité va jouer un role essentiel dans nos raisonnements.

38. Proposons-nous de construire une fonction W harmonique
dans T et dans T/, continue méme & la traversée de S, ayant & I'infini
’allure d’un potentiel newtonien et vérifiant en tout point de S la rela-

tion sulvante :
dv dV'

— o —— & O =
dr; = dn, +EV+ 0

ou £ représente une constante arbitraire et ® une fonction donnée des
variables (u, ¢).
Considérons la fonction W comme une fonction de £ et posons

W=W,+EW, +8W, .. - EPW L

On ne confondra pas les fonctions W, actuelles avec les fonctions
fondamentales.

Chaque fonction W, sera harmonique dans T el dans T, s’annulera
a4 I'infini, enfin restera continue, méme i la traversée de S. On a

V=V BV B2V, BV

sur S et, de méme,

dv . (IV(, v dVl - (le y ,(.lV,,
an = dn, TSR, +C,;7;L: ."-i—‘;[?[ﬁ;.k""
av' __dvy, ,dvy ., dV, . av,,

dr, = dn, S dn, +e dn, Tt Q”"T;l: e
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d’ou

dv, dV; .
FZE -+ _—d’lc +@ = o0,
dv, dV, ;o
—(m -+ dan, +V, =o,
dV, dV, _
dn; + dn, + Vi =o
dv, dv,, ;

dn; - dn, +Vpi=o,

[l estfacile (n° 37) de calculer de proche en proche les fonctions W, :

W,= —l—f?a’a', W,= J—f\—/”—’lda'.
GmJg r hmJg 1 .

Tout cela suppose seulement la surface S réguliere ct la fonction ini-
tiale ® continue.
En appliquant I'inégalité du n° 37, on trouve facilement

[ Wy l<ag, |W,|<ag? [Wi<ag? ..., |W,|<agr+,

On voit par Ia que la série
30w,

est absolument et uniformément convergente dans tout’espace, pourvu
que I'on ait

fl< %

Supposons cette condition remplie.

Dans ce cas, posons
W =Z2(rW,.

La fonction W est harmonique dans T et dans T’, en vertu du théoreme
de Harnack.-De plus, elle reste continue, méme & la traversée de S.
On peut former l'intégrale
b +EV
I f—-—j—_—g—-da.
(8)

Iz 7
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La différence bien déterminée

OV
wo L [V,
/ITC"‘\-"J r
peut s'éerive
" » r 1 ‘l’ | z u -
Wit EWiebn o 82 Wy — o -
qm, m
, 1 z
~§,(£/1}-1\\[,H_1_+__'_),_,_ 7= / o2
AT J g,
Mais on a
my
Wt EW, .o [“’ LRVt 12 g,

“(5)

en vertu de la définition des fonctions W, successives.

D’autre part, on peut choisir n assez grand, vu la convergence ab-
solue et uniforme de la série étudiée, pour que I'on ait, quels que
soient (z, y,z2) :

. € &
1&:1—»-1“/”_4_14__”|< 1_)), gnwu[{: 27

¢ étant aussi petit que l'on veut. Cela entraine

1 “""V . 26 26
7 L - do < E'y‘ gl - )
/HT I r h )

d’ot

) .
f bEV \VI<;.
I r

Mais, dans cette inégalité, le premicr membre est déterminé e le
second arbitraire. Donc
; @ -
W= f b+
[;TE I

Ainsi W est le potentiel newtonien d’une simple couche portée par S.
La simple continuité de ® -+ £V entraine la relation

»Y dr.

dv dv’

J;L—l*!" d +EV—|—¢.~O,

d’apres les propriétés précédemment rappelées des potentiels newto-
niens de surface attirante.
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o, . , . N
Done, pour les valeurs de £ telles que || soit inférieur & —, le pro-
=}
bleme que nous nous sommes proposé est résolu.

39. Supposons & réel et négatif. Une méthode de prolongement
analytique va nous permettre alors de résoudre notre probleme pour
toute valeur de &.

Soit en effet £, un nombre négatif tel que

3=

Posons
E == Eu |

et développons W suivant les puissances de v

W = W(] |- 'f)W-l -t '02W2“|"'. .o 'ﬂp WI’ L

I vient

dV dav: B

s Ve =0,

LIty LIt

A% AN ,

Gt G FaYie Ve o,

............................ ,

.............................

Nous savons faire ces approximations puisque |£,| est inféricur
R
T

o

o
Un lemme nous est ici nécessaire. Comparons les deux potentiels de

simple couche W et U pour lesquels on a

dV AN .

UM DAL SRS~ VAR | /e

dn; dan, FEV -+ Wm0,
dU U’ o
dn; + dn, P 0,

avee
E<o, |W|<pB.

On a d’abord
U>o.



22 ED. LE ROY.

Posons maintenant
t=U0—-W, 0=U-+ W.

Il vient
d U (B—W)=¢
dn; = dn. gt 6] ) =o,
di ag . ‘
dn; 5— -l —¢ B ') —
dn; - dn, + ) —EU4+ (B+Y)=o.
Or

t<o, U>o0, B—W>o, L+ T>o.

Je dis que, dans ces conditions, ni T ni 0 ne peuvent avoir de mini-
mum négatif. En effet, il ne peut en exister & I'infini, puisque 7 et 0y
sont nuls. Il ne peut en exister non plus dans T ni dans T’, puisque <
et 0 y sont harmoniques. Il ne peut en exister enfin sur S, car cela
impliquerait

df (ir’ . . ) -
d_n,-?"-o’ mzo, tt>o, —tU>o, B— =0,
db do’

an = e 4 —:U> .
dn; = dn, =% g9 >o, tU>o, B "0,

ce qui est impossible. Donc

>0, 0>o0
et, par conséquent,
IWI<U<pg,

en tout point de I'espace.

Cette inégalité nous permet d’assigner des limites supéricures aux
modules des fonctions W .

Ona

|W0]<(Zg, lel<aé’2’ reey lW,,]<agl”",

Donc la série
E.np Wl’

est absolument et uniformément convergente si
I
In|< P

On verrait d’ailleurs, dans ce cas comme plus haut, que la somme W



SUR L’INTEGRATION DES EQUATIONS DE LA CHALEUR. 23

de notre série est un potentiel de simple couche vérifiant la relation

dVv AM ,
En—[ -+ a‘n—'c —I—(&o-i—‘f))v-*-(p"'—o
sur S.

Notre probleme est ainsi résolu pour
I I
0<—€o<~;: ol —n<< >
S 2

¢’est-a-dire pour
o< —E<

.

gl ©

En continuant de la sorte, on arriverait, apres un nombre limité
d’opérations, aux conditions

- £
0<—q< :7
=]

n étant un entier positif quelconque.

Finalement, notre probleme auxiliaire est résolu pour une valeur
négative quelconque de &. Le procédé suivi est exactement celui de la
continuation analytique des fonctions.

La solution obtenue est d’ailleurs la seule possible. S’il y en avait
deux, en effet, leur différence serait un potentiel de simple couche W
vérifiant sur S I'équation

av Ay
dn; + dr, eV =o.

On verrait alors, comme ci-dessus, que W ne peut avoir ni maximum
positif ni minimum négatif et que cette fonction est, par suite, iden-
tiquement nulle.

Le théoreme que nous venons d’établir est susceptible, comme le
principe de Dirichlet qu’il imite, de diverses généralisations sur les-
quelles je ne pense pas qu'il y ait lieu d’insister. Qu’il me suffise de
signaler la possibilité de construire une simple couche, portée par S,
dont le potentiel vérifie la relation

dav.— dv’

dn; dn,

=o(u, V),

% ¢tant unc fonction quelconque continue et croissante avec V.
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Occupons-nous seulement désormais du cas ou la fonction ¢ est
linéaire en V. Nous devons étudier ce qui arrive si £ a un signe quel-
conque; c¢’est de cette étude que résultera la démonstration de lexis-
tence des fonctions fondamentales.

II. — Emploi de certaines intégrales définies pour étudier la convergence
des approximations successives. — Quelques inégalités. — Théoréme
fondamental.

40. Reprenons les approximations successives du n® 38, en suppo-
sant cette fois que la fonction @ posstde par rapport & « et ¢ des déri-
vées partielles continues des deux premiers ordres. On a

C.IXL’ e av, 4P =o,

dn; dn,

dayv AN

A T S V, =o,

dn; dn,

dv, dV),
2y, o,

dn; dn,

’lY_/ﬁ i\_/;l i 9

dn; dn, p=t ’

Les dérivées des deux premiers ordres de W, tendent vers des limites
finies et continues quand le point courant vient se placer sur S, ces
limites pouvant étre différentes suivant que le point courant tend vers
un point de S par I'intérieur ou par U'extéricur de S. En tous cas, il est
certain que V, a sur S des dérivées continues par rapport & « ¢t ¢, On
voit aisément de proche en proche que les mémes conclusions sont
vraies pour toutes les fonctions W .
Formons les intégrales

r
Le=1] VpV,do,
“1S)

e oW, oW,
Tou “/ 2T

D QOW, oW,
J,}"/w\/ﬂ,, Z W W dr'.
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Les remarques précédentes, jointes & emploi de la formule de Green,
montrent que chacune de ces intégrales a un sens précis.
On a évidemment

— — r — ’
]I’v’/ - ['Iy[" JI’J[ - J’1sl” JII,‘I - J'Ivl"

Cela posé, la définition des fonctions W, permet d’écrire, en appli-
quant la formule de Green

e v (N NV o (v (Ve F,{Y}:> /s
Vg = /‘”( dn; l dn, da = ,(SJ\"H dn; }_clnm da,

(S)
d’ol
Ipo=1ht,g01-
On conclut de 1a

I[l,(/ == I,:——l,r/ tg l/)-—-z,(/'!—‘.' e e e ln,,H-qa

et cela nous donne le droit d’écrire Uintégrale I,, avec un seul
indice I,,.,.
D’autre part on a
' V. dv,,
J/»,'/H"i"l;a.:/n':’:”“/ Vp(‘ AT e e ) do,

) Codny dn,

comme le mon(re une intégration par parties. Done

! o
J prgit J Pyt l["""]'

'

On déduit encore de Ih que Pon peut éerive J,,, -7, avec un seul
indice, au lieude J, -]
On a évidemment

7
2a

- ’
L, > o, Jop -+ 35, > 0.
Or
!
I,=J, -+ J[,H,
s s
d’oli
’ _ ’
I:zn —_ Jﬁ/z—o 1 dapers l2r”'-1 - '121"“2“1" J‘AI'H :
On tire de Ia )
fopat == 0, Jopar - Jg,n { > 0.

Ainsi les intégrales I, et J,-+J, sont positives, quelle que soit la
parité de Uindice p.
Ann. de Ufie. Normele, 3° Série. Tome XV, — JaNviER 1898. 4
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[’inégalité de Schwarz donne immédiatement

I3 <l Lapas,
¢’est-a-dire
Lper _ Lopae
l:![l ]l]H 1 ’

puisque les I, sont tous positifs. De méme

(sz+1 -+ ’]’2/1H)2 < ( Jﬂp -+ JI:»/:) ('l2/H 2t "l:/u‘-.')a
ou bhien

li/) < lz/l——l IZ/:-H'
Donc

FI‘) [
2p 2t
[ A < —te

l21l—-1 l-z/l

[in réunissant ces résultats, on trouve finalement

I,
—_— < —
I,

1

oy
r B

I

AN
i

—_—
/
i

— -
Ces inégalités nous serviront continucellement.

41. Supposons que I'on connaisse un nombre positil 2 tel que

!!'l_' < ;L,
I, =
quel que soit p.
On trouve immédiatement alors
1
I, <M =5

M étant un nombre assignable qui ne dépend pas de p.

Cela étant, on a
. I "V,
Vl‘:ﬁ/ ——JF-(I'J',

8)

le point (@, y, 5) étant venu en un point M, de S. De M, comme centre
avec . pour rayon, décrivons une sphere qui partage S en deux ré-
gions, L'une S, cxtérieure, I'autre S, intéricure a la sphere. On peut
écrire

V,=H,+ U,
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\T,,_I 7 —__I__ /‘ V[)—-]
111_4“[ g, =g [ e

< (8s)

avee

|H,|.

Nous allons chercher des limites supérieures
L’inégalité de Schwarz donne d’abord

T ds
Hi < e [V x’l"j ",‘:z

18y
A fortiore
¥ 3
M << - ap-27;
P 167* Lep-s [).27

la lettre S désignant ici I'aire totale de la surface S. Finalement

Vs -
[, | < e VIps-

7 2
C]

Voiliv un premier point.
Appelons en général g, le maximum de |V, |. Considérons la fonc-

tion
1 / da
— =,
s 82 !

le point (z,y, =) étant toujours en M,. Il est manifeste qu’on peut
assigner un nombre positif N ne dépendant que de lIa configuration de

la surface et tel que
1 * do .
/ — << Np.
17_' |S)

[ Ho | << Np g -

On a alors

Voyons donc que le nombre N existe.

Menons le plan P tangent & S en My : par hypothese, cela est pos-
sible, puisque S n’a aucune singularité, ni pointe, ni aréte. On peut
toujours supposer (. assez petit pour que la sphere, de centre M, et de
‘ayon |+, ne coupe quune seule nappe de S, et cela quel que soit M.
Cela ¢tant, on peut encore prendre p. assez petit pour que, en tout
point de la portion de S intéricure & la sphere, le plan tangent & S
avec le plan tangent en M, fasse un angle inféricur i telle quantité
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que I'on veut. Si « est cet angle, on a alors

cosa > A,

/ étant un nombre positif, valable pour toute position de M,, donn¢
d’avance. Imaginons dans le plan P un systeme de coordonnées po-
laires, M, étant le pole, g le rayon vecteur, @ Pangle polaire. On peut
écrire

dg =— "2

d’ol

D’autre part, en tout point de S,, on a

p<r <y
d’our
1 i do'< r / ({p“({m
{'E (sg;" b (€ k-

Q étant le cercle découpé par la sphere sur le plan P. De I résulte

I'inégalité
I do’/ 1 )
b, 59 7 - ')‘/“{"

N

On peut donc prendre
I
Y

et il cst clair par Ia que N ne dépend ni de M, ni de I'indice p, mais
seulement de la sarface S.
On a done bien
[ [<Npgpe,

et cette inégalité, comme celle relative 3 | H,
position de M.
Cela posé. on a

, est valable pour toute

[V <|Hy|~|H,],
d’ol B

V8
é’p < Z‘ﬁp \/121)-—2 -+ NH‘é’/}—U
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c'est-a-dire

S = 1
gr < z}% VM zmr + Npgpor.

Toutes les inégalités précédentes exigent que w soit inférieur a une
certaine limite, qu’il nous est d’ailleurs inutile de calculer.
Jusqu’ici p a été laissé arbitraire. Prenons maintenant

Np

[t —

Cela n’est possible que si Z est assez grand, mais cette restriction ne

géne en rien, car nous n’aurons ultérieurement a4 donner & E que de
tres grandes valeurs.

On a

Posons

il vient
Sp <Al A gp_r,
et a représente, dans cette formule, la constante

NVMYS o,
Ch4m T

qui ne dépend ni de 'indice p, ni de la position du point M,

Donnons a p successivement toutes les valeurs possibles, en remar-
quant que 'on a
So=125,

o el g ttant les deux nombres positifs définis au n° 37.
On trouve

Gy L ali g k<< (2a - g4) 2%

............................

L AN A g, k<< (pa 4 gy) A,
{ o o
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Finalement )
[V, | < (pa—+ &) L

et, comme W, est une fonction harmonique
| W, | < (pa+ g,) A,

quelle que soit ld position du point (z, ¥, 5) dans espace.
On conclut de la que la série

I W,
est absolument et uniformément convergente si 'on a

<,

¢’est-a-dire
|E] <=

Dans ces conditions, on verrait, comme au n° 38, que la somme W de
la série est la solution cherchée.

On voit done que la convergence de nos approximalions successives
est lice d'une facon tres étroite & la limite des quantités croissantes

l/)-l—l
-
I,

lorsque p augmente indéfiniment. Nous allons donc étudier ces rap-
ports.

Mais, avant d’aller plus loin, je dois signaler un fait important. Le
Jonction N posséde sur S des derivées premicres continues par rapport
(u,¢). On le mettrait aisément en évidence au moyen d’une démon-
stration semblable & la précédente. Mais, pour abréger, je me bor-
nerai, sur ce point, & une simple indication : il faudrait ici combiner
le raisonnement que nous venons de faire avec celui qui sert dans

"¢tude des dérivées d’un potentiel newtonien de surface attirante ('),

42. Je rappelle, pour commencer, les propriétés principales des

Jonctions sphériques ou fonctions de Laplace.

(1) Cf. H. Poixcars, Théorie du potentiel newtonicn .
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On nomme polynome sphérique d’ordre n un polynome II, entier et
homogene en (z, y, =), de degré n, vérifiant identiquement la relation

All, = o.

o - . , ., . n—+1)(n—+2
Ecrivons II, avec des coefticients indéterminés : il y a (_____)_)(___,l

coefficients. Formons All, : ¢’est un polynome homogene et de degré

(n—r)

n - . .
n — 2, ayant donc termes. Herivons que ce dernier polynome

est identiquement nul. Nous obtenons ainsi

n{n—:1 . . .
_E‘T’“) équations li-

n -1 n = 2 W .
(—-—l)(w~——) cocfficients de

néaires et homogeénes par rapport aux

IL,. On a
(1) (n-+2) . n(n-—r1)

Y 9

e N R

Dong il existe 27 41 polynomes sphériques d’ordre n linéairement
indépendants.
Passons maintenant en coordonnées polaires. Les formules de (rans-

formation sont
x==psinfcosa,

y=psinlsing,
s=pcosi.

Il vient
"/1 == P” YIH

Y, ne dépendant plus que de 0 et . La fonction Y, est une fonction
sphérigue d’ordre = il y en a 22 -1 linéairement indépendantes.
Sur lasphere de rayon 1, ¢’est-d-dive lorsque p =1, on a

n,=Y,, —L =nY,.

Cela posé, la formule de Green nous fournit la relation

/ ( w, Moy, AN ) — (0n, A, — 11, ATL) s = o,
JN T dn dn, Jo

¢

les intégrations étant étendues soit & la surface, soit au volume de la
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sphere de rayon 1. On tire de la

(m—n) /‘Y,LY,,, dwy == 0.

D’ol, si
m = on,
I’égalité ,
/ Y, Y, dn=o0.

Cela est vrai quelles que soient les fonctions sphériques choisies,
pourvu qu’elles soient d’ordres différents.

Appelons
Y'h Y‘2> ] Y‘zn—My

an +1 fonctions sphériques d’ordre » linéairement indépendantes.
Posons

7 r /
Xl —.—-C/.} \1‘*“745 \2"!'---‘}‘ a.‘illl%"ﬁ""'l’
¢ — 2 b / 2
Xy =af Yi+oal Yyl Yo

¢ — 20 ant1y 20 1Y
.z\-_),l.,;.i—-al Y]"i— (2 Yg"i'..."‘l‘ aml,HYMH,

les o étant des constantes laissées indéterminées pour le moment et
les exposants dont ils sont affectés étant des indices et non des sym-
boles de puissances.

Les X sont des fonctions sphériques. Ces X sont d’ailleurs indépen-
dants si l'on a

1 1 1
ai az Zania
2 2 9
ay oy P Gy

D=

214 N -
ai,lHl a‘il!‘ll . 72”11

Je désignerai par X, I'un quelconque d’entre eux.
Posons
X=oy Yi+ oty Yot oo 0y Yona g

Il est clair que ,
/ X2l

est, par rapport aux o, une forme quadratique définic et positive

F (o, o, ony o). _
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L’équation
F =1

représente, dans I’espace & 2722 + 1 dimensions, un ellipsoide E ayant
pour centre I'origine O des coordonnées.
Cherchons & déterminer les X par les équations suivantes :

(1) 'fo,dmZI,
(2) ./'X,,X,,r{r» =o.
Les équations (1) s’écrivent
F(al, ab, ..., ab,,.) =1,
et elles signifient que le point
(e, oy ooy B piy)
se trouve sur Uellipsoide E. Les équations (2) peuvent étre mises sous

la forme
JF oF , oF

ol —— - ol e e 0l e 2O
1 ()G(’{ 2 ()OC:_{ 2041 da’;{/ziq

Considérons les points

I“I’ :\l:’.’ R ] I\I'ln«H’

dont les coordonnées sont respectivement

1 1 1

(e1s %ys ce ey apar)s
2 2 2

(a“ oy ey Ayp )7

k1 a0 2 41
(i, ey, ey ey ).

Les équations (2) signifient que les directions
OM,, OMy, ..., OMapss

forment un systéme de diamétres conjugués de Uellipsoide K.
(Zest une proposition élémentaire de Géométrie analytique que I'on
peut toujours choisir les « de facon a vérifier les équations (1) et (2).

~

Ann. de U’ Ee. Normale. 3°Série. Tome XV, — Jasvier 1898, bl
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On a d’ailleurs alors
: D #o,

en sorte que toutes les conditions requises sont remplies.

Les fonctions X ainsi déterminées sont les fonctions spheriques fon-
damentales d’ordre n. Toute autre fonction sphérique du méme ordre
est une combinaison linc¢aire de celles-li.

Il est bien visible que les fonctions sphériques fondamentales coin-
cident dans le cas de la sphtre avec les fonctions fondamentales dont
nous cherchons & démontrer U'existence en général.

43. Soit W le potentiel newtonien d’une simple couche de mativre
attirante répandue & la surface de la sphere de rayon r. On a

W=Y,+pY 4+ p Yoot Y, ...
pour o <1, ct

I 1y 1 ,
\",_—_ {7 Y0+ ;3'1“2‘\1"&“ r;/; Yz'l” S ‘p,’;\*)“l \” e
pour g’ >1. Clest la un résultat classique. Les lettres Y, désignent
d’ailleurs des fonctions sphériques qui dépendent des valeurs de W
sur la sphere, Uindice indiquant Pordre.

On peut remplacer les fonctions Y, en fonction des fonetions spheé-
riques fondamentales. Jécrivai alors, par exemple,

W=20,p"X,,

X, ¢tant une fonction fondamentale d’ordre 2 ¢t 8, désignant une con-
stante. Il y a 22 + 1 valeurs de p qui correspondent i la méme valeur
de n.

Les propositions qui précedent sont encore vraies si W oest, non
plus un potentiel de simple couche, mais une fonction harmonique
quelconque.

Je renverrai, pour la démonstration de ces formules, aux Traités
classiques (*).

(1) E. Picarv, Traité d’ Analyse, L. 1, Chap. IX, n° 26. — II. Porsesnt, Theorie du po-
tentiel newtonien. Paris, Carré, 18¢7.
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44. Considérons toujours la sphere S de rayon 1. Soit Q une sphere,
de rayon R inférieur & 1, concentrique & la précédente. Appelons T'le
domaine intérieur & S, T" le domaine extérieur. De méme O sera le
domaine intérieur 2 Q, ©" le domaine extérieur.

Soit W un potentiel de simple couche répandue sur S. Posons

()VV) f <()\V’ f -,
dz, J = —~——) d', I=—= V2ds.
L\ 2 < (T Z dx'! 18

On a
J =y

— >

Nous allons chercher une limite inféricure du rapport po On sup-

pose, bien entendu, que les intégrales J, J', T ont chacune un sens.
Appelons Jy, I les intégrales analogues a J, 1, mais relatives a Q.
Soit
W= 2p(,X,.
On a

1":/ Wedly = 352 R,
((—)

Maintenant on peut éerire

oW AW ,(IW .
I .~/ Z( ()l> = | WS dn = f W X Res,

wy
Dol

JI’ o \” ﬁ‘l l{"/” 1
Par suite
.l" - ullp‘) [32n+1
]" o \’ 32 ]{2/!—0‘1 ?

Tirons de li une importante conséquence. '
Soient
Wi, W, ..., W,
g potentiels de simples couches portées par S. Prenons

W=y Wi b Wa-o -0, W,

les A étant des constantes. Il est clair que W est anssi un potentiel de
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simple couche. Dans le développement de W, les coefticients §, sont
donnés par la formule
B,— [ VX,ds.
</ (8)
Ce sont donc des fonctions linéaires et homogenes des A.
Prenons

qinTa-u,

Assujettissons les & & étre tels que les coclticients B, soient tous
nuls jusqu'a celui de rang n* inclusivement. Cela fait »* équations
linéaires et homogenes ot les inconnues sont au moins en nombre
n®—+ 1. Le calcul des A peut done étre effectué.

Les A étant ainsi déterminés, le premier terme du développement
de W est

Boe"Xp,

car il y a 24 + 1 coefficients B, correspondant au terme en g% et 'on
sait que

n—1

E (2/r 1) == n*.
0

On a done

Jn  onpiREet
l“ - ‘rjlz' Rznvz e
On conclut de i
Jno» .
Iy 7 RT T

Ainsi, si les A sont en nombre au moins égal & n* 41, on peat les
choisir, quels que soient les W, de facon que Uon ait 'inégalité proce-
dente.

Faisons tendre maintenant R vers 1. Alors J et I tendent respec-
tivement vers J et I. D'ou '

= T N

Cela entraine

—mr:— = n.

Telle est I"inégalité que nous voulions obtenir.
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Cette inégalité subsiste quand, au licu de potentiels de simples
couches, on considere des fonctions harmoniques quelconques. Il
suffit que I'on puisse affirmer I'existence des intégralesJ, J' et I.

45. Examinons maintenant le cas d’une surface simplementconnexe
quelconque et cherchons encore une limite inféricure du rapport'%-
Nous supposons, bien entendu, que la surface considérée S est régu-
liere en chacan de ses points.

I va falloir employer une certaine transformation ponctuelle que je
rals bricvement définir.

Soit X une sphere de rayon 1. Jappelle O le domaine intérieur a X.
Les coordonnées d’un point de © seront désignées par (£, 1, 0).

La transformation ponctuelle dont je veux parler jouit des propriétés
suivantes :

19 A tout point (2, 7, {)de © correspond un point (x, v, ) de T et
un seul, et réciproquement.

20 &, 7, Csontdes fonetions de a, v, 5 uniformes, finies et continues
dans T ainsi que leurs dériviées particlles des deux premiers ordres.

3¢ a, ¥, z sont des fonctions de £, 7, C uniformes, finies et con-
tinues dans O ainsi que lears dérivees partielles des deux premiers
ordres.

4 Quand le point (e, y, ) décrit S, le point (&, 7, ) décrit X.

ho Les dérivees des deux premiers ordres de x, y, z par rapport
a%, 7, Coude z, 7, Z‘p;n' rapport & @, y, = restent finies et continues,
méme quand le point £, 0, {se approche indé¢finiment de X ou que le
point x, y, = se rapproche indéfiniment de S.

Une pareille transformation est possible et comporte méme un tres
large degré d'arvbitraive. En eflet, clle représente la déformation d’un
corps ¢lastique qui serait d'abord supposé remplir la sphere Z et qu’on
améenerait, sans produire aucune déchirure, a4 occuper tout le vo-
lume T.

Je ne crois pas devoir insister sur ce point. Mais il faut remarquer
que les hypotheses faites sur S nous sont nécessaires pour éviter toute
difficulté quant & la réalisation de la cinquieme condition. En outre,
il est bien manifeste que notre transformation n’est possible que si le
domaine T est simplement connexe.
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46. Soit W le potenticl newtonien d’une simple couche portée parS.
On peut a volonté regarder W comme une fonction définie dans T et
dépendant des variables («, y, ), ou comme une fonction définie
dans 0 et dépendant des variables (%, 1, ).

Formons I'intégrale
O [OW\?
1= B (5 )

<iry

¢tendue aux divers éléments &z du volume T. On suppose le potentiel
W tel que cette intégrale ait un sens.

Effectuons la transformation du n® 45. Le champ d'intégration
devient @ et il faut appliquer la regle relative au changement des va-
riableés dansles intégrales multiples.

D’abord, si d) est un élément de O, on a

gy DO 3)
D(%,n,8) ’
en posant
do e dr
JE on J%

D(x,y,5) _|dy Jdy dy

ml‘)b(";'n,lr‘,ck) o ()'g‘ Jdn L
Jds  Jds 03

ot on of
conformément aux conventions habituelles pour désigner le jacobien
d’un systeme de fonctions,
D’autre part, on a

OW _ 03 0W _ dn oW 0% OW
dr ~ dxz 9% " de dn  dx 05
OW _ 0 OW 00 W 0z OW
dy — Jdy 0E + dy O dy d¢
OW 08 W Jdn 0W  JL oW

Jds — dz 0 0z dn ' ds 0T’

On voit que les dérivées, par rapport i , y, 5, de W(x, y, z) sont des
fonctions linéaires et homogenes des dérivées par rapport i £, v, € de
la méme fonction regardée comme dépendant de &, 7, ¢, les coefficients
de ces formes linéaires étant des fonctions connues qui ne dépendent
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que de la (ransformation, ¢’est-d-dire que de S. Dans ces conditions,

la somme
? ({)\V‘ 2
=] . )

0.r

se ransforme en une forme quadratique F définie et positive par rap-
yort aux derivies 2., OV, oW
I R - VI 14
On peut done éerirve
oD (r,y, =
J e / p ROy 2) 4y
() ])(;’ 1, €
Vintégration se rapportant cette fois au volume 0.
Regardons maintenant, pour un instant, £, 1, { comme des para-

metres et
ALY AL JW

a9
0% Jn e

comme les coordonnées d’un point dans 'espace.

I équation
l,‘ e |

représente un ellipsoide. Les longueurs des axes de cet ellipsoide sont
évidemment des fonetions continues de £, 7, ¢ D’ailleurs F est la
somme des carrés de trois formes linéaires qui sont nécessairement
indépendantes puisque le déterminant

est différent de zéro pour toutes les valeurs de %, 7, T correspondant
A un pointsitué dans . Done, quel que soit le point (£, 7, {) choisi
dans O ou sur X, ellipsoide considéré ne peut jamais se réduire & un
eylindre elliptique ou & un systeme de plans paralleles. Par conséquent
les axes de eet etlipsoide ne peuventjamais devenir, ni nuls, ni infinis.
Formons alors la différence

R NTLAA
F— /\E <—();“) -

Il résulte de ce qui précede que 'on peat choisie la constante positive &
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de facon que cette diflérence soit positive pour toutes les valeurs pos-

sibles de
IW oW  IOW
0E7 on’ UL
et pour tous les systemes de valeurs de &, v, { qui correspondent & un
point de ©. Cela se déduit immédiatement de la théorie classique de
I"équation bien connue, dite éyuation en S, que 'on rencontre en Géo-
métric analytique.
Finalement, il est possible d’assigner une constante positive @ ne
dépendant que de la surface S et telle que 'on ait

* )W\Z
J> [ y(' d9.
Hq(a),"‘ )

Jé
Cette inégalité va nous conduire & une importante proposition.

47. Posons de nouveau

les W, étant des potentiels newtoniens de simples couches portées
par S et les A, des constantes dont le nombre estau moins égalivn® 1.

Formons avec W les intégrales J et I : nous supposons les W, tels
que ces intégrales aient un sens.

Faisons la transformation du n® 45. Nous pouvons & volonté re-
garder W comme dépendant. de x, y, z oude &, 7, €.

Soient ds un élément de S et do un ¢lément correspondant de la
sphere X. On peut écrire

ds = dw,

J étant une fonction de £, v, { définie et continue sur X. La surface S
étant réguliere, il est clair qu’il existe une constante A ne dépendant
que de la transformation et telle que on ait

o<

I =1 Vi~ -::f Vb do << /Lf Vido,
(8 (£

18)

Cela posé, on a

en regardant W comme une fonction de (2, y, z) si S est le champ
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’intégration et comme une fonction de (%, 1, {) si c’est T qui cst ce
champ.

Considérons maintenant la fonction harmonique U qui est définic
dans © et qui prend sur X les mémes valeurs que W (&, v, {). Comme
on sait résoudre le probleme de Dirichlet pour la sphere par une mé-
thode directe, on peut affirmer I'existence de U sans rien emprunter
aux résultats généraux obtenus par le balayage.

On a évidemment
/ Vide :f Udom,
) (}:)

| /! ’ U2 cley.
)

d ot

D’autre part, les dérivées des deux premiers ordres de W (%, v, {)
existent et sont continues, méme quand le point %, v, Cvient se placer
sur X, a cause des hypotheses [aites sur W(x, y, =) et des caracteres
de la transformation employée. L'intégrale

/' x*( <_()ET")'~'([0’
. (("h‘-d oz

a done un sens =il sulfirait, pour le voir, de refaire & propos de U un
aisonnement tout semblable a celui du n® 23, Mais ¢’est une propo-
sition bien connue, que Pon a

'\1<ow a0 /\‘(QE)M.
/;m,‘ ) /' (6 Je

J = / Z (%l;v‘)-r/f/,

e/ (),

On déduit de 1a

en appliquant Pinégalité du n° 46.
in fin de compte, nous pouvons éerire

/ 2(0[]) 0
[ i

l Tk [ Uy

¢t nous sommes ainsi ramenés 2 étudier le cas traité du n° 47.
Ann.de U Fie. Normale. 3¢ Série. Tome XV. Fiyrien 1898. 6
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Si nous appelons
U’Iy [_',rz) M Ulj’

les fonctions harmoniques qui prennent sur X les valeurs

W, W, ..., W

I/,
nous avons
U=, U 42, U+ ..+ 2, U,

Nous savons que 'on peut choisir les A, de facon que on ait

. 2
[ z(%”) 09

LI S
[ U2 oy
()
On conclut de Ia _
J_p
7=

Ainsi, Uinégalité, établie d’abord dans le cas de la sphere, subsiste
pour une surface simplement connexe quelconque.
Si I'on prend

=
on aura
N =
D Y
] l ne

E, étant un nombre positif qui est de ordre de grandear de ya quanid
n est tres grand et qui ne dépend du reste que de la surface S,

48. Poursuivons le cours de nos généralisations et voyons comment
on peut se débarrasser de ’hypothese que la surface S est simplement
connexe.

Ltant donné un domaine connexe T limité par une surface fermée S
qui peut étre composée de plusieurs morceaux entitrement séparés,
dont chacun est d’un ordre de connexion quelconque, il est évident
qu’on peut foujours tracer au travers de T une surface qui, envisagée
comme une coupure, partage le domaine T en deux portions simple-
ment connexes T, et T,. Rien n’empéche, vu les hypothises faites
sur S, de remplacer les domaines T, et T, par d’autres domaines du
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méme ordre de connexion qui empictent un peu I'un sur autre et
qui soient bornés par des surfaces régulieres en tous leurs points.
Pappellerai J,, I, et J,, 1, des intégrales analogues a J, I, mais relatives
respectivement a T, et T,.

On a
21
|

Ji+J,

>

!
Rl ¥

f—

L

En effet, on a
o > J, 4 J.,

<1, + I

empictent un pea Pun sur Pautre sans sortir cependant de T, aceroit
la surface d’intégration relative 4 T et diminue le volume d’intégration

yuisque la substitution de Pensemble ¢(T,,T,) & T, quand T, et T,
1 2 i

relatif i 2.
Posons maintenant
W oW 0, Wa .k 3, W,

el prenons
o 2o (nt--1).

On pent (n® 47) choisir les 4, de facon que Pon ait & la fois les iné-

calités

). oy
.l,")[/lf/tl“ .li>1/7;n.lz,

Uy Uy hoyy By élant, pour chacun des domaines T, et T, les nombres
analogues aux nombres ., & dun® 47.
Soit v le plus petit des nombres

B, b
Iy ny’

Ce nombrev ne dépend que de S. On a

'_'._'_.:t_',l_g >'Ull,
I+,
d’ont
Ja=J ) I PR 1
U, [ > -
I e PR PR
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Finalement, I'inégalité

oll 2, est un nombre positif de Pordre de grandeur de vz, peut étre
réalisée par un choix convenable des A, pourvu que on ait

qn.

Cela va nous permettre de démontrer un théoreme fondamental velatif
aux approximations successives du n® 40.

49. Il 'y a toutefois un point qu’il nous faut encore établir. Consi-
dérons le rapport
I+

et et §

Je dis que, quel que soit le potentiel W envisagé, il a une limite infé-
rieure différente de zéro.

Voici une premicre maniere de le voir 2 J 1" ne pewt pas s annuler
sans que 1 s'annule aussi. Mais cet apercu ne présente aucun caractire
de rigueur et rend seulement la chose probable. Etudions done la
question d’unc autre facon.

Supposons d’abord la surface S formée d’une seule nappe analytique
réguliere; ce sera, par exemple, un ellipsoide ou un tore, car son ordre
de connexion peut étre quelconque.

Soit P la fonction, harmonique dans T", qui prend sur S la valeur 1;
celte fonction existe, en vertu du principe de Dirichlet, et ¢’est le po-
tentiel da & la distribution naturelle de I'électricité sur S. La densité
de la couche électrique en équilibre sur S est d’ailleurs en chaque
point de cette surface

1 dP
R T
Comme la fonction P ne peut prendre dansI” aucune valeur supéricure

af,ona
v _ _
e 2 .70,
dp, < =S

en tout point de S.
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Imaginons maintenant les surfaces équipotentielles ou surfaces de
niveau :
P = const.

ctleurs trajectoires orthogonales qu’on appelle souvent lignes de_force.
La surface S étant réguliere, il y a sirement, au contact de S, une
région finie E de P'espace T’, ot les surfaces de niveau et les lignes de
force sont bien régulitres.

Soit My un point de S ol p. a la valeur p,. Soit ds un élément de S
ayant M, pour centre de gravité. Par chacun des points du contour de
dsz, faisons passer la ligne de force correspondante. Ona ce quon
nomme un tube de force. Appelons ds” une section droite de ce tube
située dans la région ci-dessus désignée. Soit I, et I, les compo-
santes de la force électrique en da et ds’ sutvant les normales & ces
cléments dirigées vers les potentiels déeroissants. On sait que

F,ds — F;z dg' == 0.
On voit par Ia que F, et F), sont de méme signe. Si F, est nul, I, 'est
aussi.

On a, en appelant s Pave de la ligne de {orce L passant par M, et en
comptant cet are dans le sens des potentiels décroissants :

., P
J¢ ==~
s
D’autre part,
P P
" dn,
Supposons alors que
P = 00
On aura
av
dn,
ol
P -0
s T

quel que soit le point s de L dans la région finic &, Dot
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sur L dans E. Mais cela est impossible, car on sait que P ne peut
prendre la valeur 1 en aucun point de T". Donc 'hypothese

Po=0

2]

est absurde ct w est done positif et non nul en tout point de
Posons maintenant

Soit
dP
dn,
D’olt
g >
1= (Vede <" [ DLvagy— Ly,
(8 “ 151‘lnl‘
Done
J o ) J o)
i P

quelle que soit la fonction W.
Onvérifie aisément, au moyen du calcul des variations dont lemploi
est ici rigoureux, que

est minimum pour une fonction W, telle que
v, av, . dp

—_— =1l -t -—V,=o0
dn;  dn,  “‘dn, ' ’

£, étant une constante convenable et W, un potentiel de simple

~»

couche. Il est clair que I'on doit prendre

=1

3
et
W=D, W,=I.

On a alors

J-+J ]
1[ 0
D’ot, quand W est quelconque :
J+¥
_l..__ > o,

et la proposition annoncée se trouve établie.
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Considérons maintenant le cas général ot la surface S est formée de
plusicurs nappes analytiques entitrement séparces. Supposons, pour
simplifier, que S se compose de deux surfaces fermées S, et S,, S, étant
intéricure a S, et faisons le raisonnement dans cette hypothese.

Appelons J,, J,, J, les intégrales analogues & J étendues respecti-
vement a Pintéricur de S, & Pespace compris entre S, et S,, & inte-
ricur de S,. Appelons de méme J) et J, les intégrales analogues o J’
¢tendues i tout Uespace extéricur soit i Sy, soit a S,. Enfin, désignons
par I, et I, les intégrales analogues & I, mais relatives soit 4 S, soit
s,

Ona

Jod g, g e g,
| [ PR

Formons J, pour la fonction, harmonique dans Uespace intéricur a S,
qui prend sur S, les mémes valeurs que W. Une proposition bien
connue nous apprend que

NIRTEE PR (RS (e

De méme, siJ, est relatif & W et si ), est velatif 3 la fonction, harmo-
nique dans espace extérieur it S, qui prend sur S, les mémes valeurs
que W, on a

i T T - R
Mais il existe un nombre 2, tel que

Jy-t- b, ey,

Jor bl

d'apres e lemme relatif aux surfaces formées d’une scule nappe. On
a alors
! !
oLy didh )
-1y -

d’ou
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¢’est-a-dire

I 2
La conclusion reste la méme.

Finalement, on voit que, dans le cas le plus général, on peut assi-

gner au rapport

J+¥

I

une limite inféricure non nulle, indépendante du potentiel W con-
sidéré.

50. Nous cherchons, depuis le n® 38, un potentiel W de simple
couche portée par S remplissant, quelle que soit la surface S sous
réserve des hypotheses générales du n° 35, la condition suivante :

A% Aav’

e e e EV e D 0,
dn; + dn, Re¥ -+ '

Désignons la fonction W, si elle existe, par la notation

W= [d],Z].
On a posé
W oo EE/’ VVI,.

La notation précédente désignera en tout cas la série des approxi-
mations
W, W, ..., W,

b

sans qu’on ait & se préoccuper d’avoir démontré lear convergence.
Soient
(l'l’ ‘[)2? LA (l,ll

n fonctions données de («, ¢), quelconques, mais ayant, par rapport i
uet ¢, des dérivées partielles des deux premiers ordres finies et con-
tinues. Posons

W = [(Dh E.-]’

W =[a,%],

W= [, £].
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Prenons maintenant

GO =2,D, +2,D,+...42%,D,,

les A étant des constantes, et
W =[d,¢E]
On a évidemment
W= Ay W - ), W e %, Wi,

Eerivons
Wi Wi EW, - B2Wo 2P W .

Les W, sont des fonetions linéaires des A.

) friig A Patde 1@ r0t1 a a1 0P : ) !

Construisons, a 'aide des fonctions W, les intégrales 1, et J,+ 17,
définies au n® 40. On sait que le rapport

Iy,
T
va en décroissant avee p.

Quelles que soient les fonctions

Wi, W W
qui sont les coelficients de &7 dans les séries
WO, We, L W,
et, par suile, quelles que soient les fonctions
o, b, ..., b,
nous savons que 'on peut choisir les A de facon que

4
Jop+dy,
12[)

ot
=
—rty

2, btant pour n tres grand de Pordre de yr.
On a alors

Ly _ f
i &
2p—1 —ir

car
Jz/:‘l‘ ']’2/}:: Iﬂ/t -1

Ann. de lic. Normale. 3° Sériec. Tome XV. — FEvrier 1898, 7
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On conclut de 1a

I, I, I, T
(r) ']—o<rl<<I <

Considérons les quantités
Lyl ey Dy

comme les coordonnées homogines d’un point M dans Tespace i
n — 1 dimensions. On peuat choisir ce point M de manicre A réaliser
les inégalités (1). Donc il y a dans Pespuce & 2 — 1 dimensions un
domaine ¢, tel que les inégalités (1) aient licu des que M est dans ¢,

Changeons p en p —+ 1. 1l y aura dans 'espace & 2 — 1 dimensions
un domaine 8,,, tel que, si M lui appartient, on ait
(2) ;l<%_-’<< _.l_?/’4_<]_':’]’,'i_’<{3/1'_‘;‘£<4:_f_.

0 1 2p-—1 ap 2041 b 11,

Mais les inégalités (2) entrainent les inégalités (1). Done 8, es
contenu tout entier dans ¢,

I existe done un ensemble dénombrable de domaines

A 2 A ~
Dyg o Doy Ogy  evey Opy ey

dont chacun conticnt tout le suivant. Par suite, il y a un domaine ¢
(quipeutseréduire d un point unique) intéricur i 2, quel que soit p.

e N
S1 M est dans o, on a
I

Pl -
— =2

I,

2
n

quel que soit p.

Supposons les A ainsi déterminés et reportons-nous i la conclusion
du n° 41. Voici alors le théortme fondamental que nous pouvons
énoncer :

Quelles que soient les fonctions

(I)l v ‘1)27 LR (DIH

si on pose
O =2 D hy®y .. .41, D,,

W=[®,5]=3rW,,

on est assuré qu'il est possible de choisir les '\ de telle fagon que le rayon
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de convergence de la séric W enticre en € soit aumoins égala B,, B, éiant
un nombre qui ne dépend que de n et de S et qui est de l'ordre de gran-
deur de \n.

De ce théortme va résulter immeédiatement la démonstration rigou-
reuse de P'existence des fonctions harmoniques fondamentales.

ITI. — Existence des fonctions harmoniques fondamentales. — Leurs prin-
cipales propriétés. — Représentation des fonctions harmoniques par des
séries procédant suivant les fonctions fondamentales.

S1. Soit @ une fonction donnée des variables (e, ¢) définie sur la
surlace S et continue ainsi que ses dérvivées particlles des deux pre-
miers ordres par rapport & « el . St 8 se compose de plusicurs mor-
ceaux séparcs, chacun de ceux-ci est supposc formé d’une seule nappe
analytique réguliere et Ta fonction @ est Pensemble de plusicurs
fonctions attachées respectivement aux diverses portions distinctes
de S,

Soit
W [, ] W EW - 2 Wy
On a
Uy [ Ve £] W, - EW, - 2W, ...,
Uy= [V, E&] =W, -EW, -2 W, ...,
Up= [ Vaw £l o= W R EW =2 Wy -1
Appelons

AT T
n paraméetres arbitraires et posons
T W =2, U4 . -2, U,.
On peut encore écrire

T - [_)'l D - 7y Vo SR S YA PN E]

Soit '
T oo Tyt ETy o £ Tyt EP Ty e
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On a évidemment la relation
T, =M W,+20LW,+. .+, W,
pour toutes les valeurs de I'indice p.
D’autre part, il est visible qu’on a

MW U+ 4=, U0, =T,
W EU= W,
lh-“EUu::\V“

|4 J—
Un—-l —c U,= wn.»»z-

(’est un systeme de n équations linéaires par rapport aux n incon-
nues W, U,, ..., U,.

Nous avons vu que I’on peut choisir les A de facon que le rayon de
convergence de la série T entiere en £ soit supérieur i 5, ou au moins
égal & ce nombre. Supposons done

[E|<&,.

Des équations linéaires précédentes, on peut tirer la valeur de W
par la regle de Cramer. Il vient

P
W el
})
avece
Ii )l 7-.‘1 )n 1 /n
1 —£ o 53 )
p=|° ' - 3 0 0
o o 0 -~ & )
0 o) 19) 1 -
ot
T Ly hy hney hy
W, —£& o 5} )
P - W, 1 —¢ 0 0
Wn-'& o — ’Q' (6]
W,.. o 0 I — £
On a aussi

D= (— )= [0 81— D=2 Rt L]
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Done D est un polynome entier en £ i coefficients réels et constants.
Enfin, comme Wy, Wi, ..., W,_, ne dépendent pas de £ et que T est
une fonetion holomorphe de € pour |£| < E,, P est de méme une fonc-
tion holomorphe de & pour |£| < &,. En définitive, W est une fonction
méromorphe de € pour | 5| < ,.

La fonction W ne dépend évidemment pas de n. D’autre part, =,
peut étre rendu aussi grand que on veut. Donc W est une fonction
méromorphe de & dans touwt le plan de cette variable complexe.

52. La fonction P(z, y, z) peut étre développée en série ordonnée
suivant les puissances de £
Poo Py Py - £8Py .. o,
pourvu que || soit inféricur i E,.
Il est clair que P est, par rapport & (x,y, =) une fonction continue
dans tout I'espace; elle asur S des dérivées par rapport & w et ¢.
On a

" I " - - -rp "/a-
J e (M 2y V=R, YT —
hm ) /
1 * o dr
’\N0 e P - =y
qT, ) 7
1 : o
\Vn» 9 - ““‘/ n=3 "
/le (S
Le déterminant
MO A2Vt 2y Vo= ET 7y P
V1] —& O ... o0
V, 1 —£ ... o
Vies 0 o ... —E

peut s’éerire, apres une transformation simple,

MO -ET 2 Ay .. Dy
¢»4+:V, —t o ... o
£V, 1 —E& ... o |-

EV e o o ... —&
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Il suffit, pour le voir, d’ajouter aux ¢léments de la premitre colonne
ceux des autres colonnes respectivement multipliées par V,, Vi, ...,
V,_.. Le déterminant transformé, écrit ci-dessus, est manifestement
la somme de deux autres et sa valeur est

EP 4 @D,

Cela posé, si A désigne le déterminant en question, on peut éerire

P:—/-I—— Ad—?-:
hTdigy 7
d’olt
T ) do
P=— OD4-EP) —-
I (s,( eP)—

Les caleuls précédents ne reposent que sur la convergence absolue et
uniforme des séries P et T pour |£]<CE,. La discussion, que jai
abrégée, est la méme que celle qui a été faite au n°® 38 pour le cas des
petites valeurs de &.

[l résulte de ce qui précede, puisque P est une fonction continue
méme a la traversée de S, que celte fonction est un polentiel newto-
nien de simple couche et que 'on a en tout point de S la relation

dP dP

ar Gl ep -
dn;  dn, HEP @D =o

pour |&| < B,
Donnons 4 ¢ une valeur telle que D soit différent de zéro. Posons

: r
W o= o

11 est clair que W résout le probléme que nous nous étions propose.

Soient
dap ap
PIZFE’ [”’:-—6757, coey
,__dD o d*D
D._—~d£, D———dE”

Il est clair que
[)I, I)/r,
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sont des potentiels de simples couches, et que I'on a en tout point
de S

P’ P! .

O P P @D =,
7 ¢

pr pr 7

'((77[—' -+ (TZT FEP" - a2 P - DPD"=o,
13 i

Gela se deduit de ce que P et D sont holomorphes en & pour | 5] < E,,.
53. Un intérét particalier s’attache & Pétude des valears de £ pour
lesquelles on ne peat plus faive les raisonnements qui précedent.
Les poles de la fonction méromorphe W dontle module est inféricur
a 2, sont racines de 'équation algébrique entiere

D o.
s .
Soit ¢ 'une de ces racines.
Appelons
I VA 4
ce que deviennent alors
r, r, P,
On a
((l’g

dn;

Py
e 4 EPe=— 0
dn, GG ’
et Py est toujours dailleurs un potentiel de simple couche. La fonc-
tion Py est une des fonctions harmoniques fondamentales attachées a la
surface S. Le nombre § considéré prend le nom de nombre caractéris-
tigue de la fonction P,

Si £ est une racine simple de D, on a

D—=o, D'Zo.

Il ne peat pas se faire que Pg soit identiquement nul, car alors £ ne
serait plus un pole pour W, ce que nous ne supposons pas.

Si £ est racine double de D, on a

D=-o, D= o, D':4 o,
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d’ott
daly aPe .o —
dn; ~ dn, <P =%
d Py dPy B i
T T, TEPE Do
Orona

, ﬂ’: ! dapPy
fg)<[ a’nl I Ed/zl dg = o,

[ k[”‘ i[-l— — P ﬂ—-—> do = o.

Jis, dn, ] n,

Par suite, en ajoutant et en tenant compte des équations vérifiées par
P; et Py, on peut écrire

l’g do == o.
(8

Donc Py est identiquement nul sur S. Comme P est une fonction har-
monique dans T et dans T’, on déduit de la

Pr=o,

dans tout I'espace. Par conséquent & n’est pas un pole double de W,
bien que ce soit unc racine double de D. Du reste Py n’est pas identi-
quement nul si £ est effectivement un pole de W, et I'on a alors

APy dP

- n/
— 4+ =+ P o
dn; dn, -8

sur S, en sorte que Py est une fonction fondamentale.

On peut continuer de la sorte indéfiniment et arriver ainsi au cas
général ot & est un pole de W et une racine de D d’ordre de multipli-
cité quelconque. La conclusion est toujours la méme.

Bref, considérons la fonction méromorphe

I)
V=1
Elle n’a que des péles simples. St € est l'un d’eux, le résidu correspon-

dant est une fonction fondamentale.
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541. L’existence des fonetions fondamentales sera rigoureusement
¢tablie des qu'on aura montré que W ne peut pas étre holomorphe
dans tout le plan €.

Or posons

W [0,6] =W - EW, B2 Wyt

et formons les intégrales
Jp--4, 1,
comme au n® 40.
Si 'on se reporte aux lemmes établis dans le n° 49, on voit que I'on
peut assigner un nombre positif £ tel que I'on ait
Jop-t- 1’.“,,,

e LY L /.-’

I,

2

quelle que soit la fonction W ,. Cela peut s’éerire

w1
L. &
d’ol
L L L 1
[P R R

: I, .. ,
On conclut de Id que le rapport 7 tend vers une limite au plus égale
r

T . S I § . e
A 5 lorsque p augmente indéfiniment. Soit z cette limite.
0 o

Nous savons déjh que le rayon de convergence de la série W est au
moins ¢gal i E. Voyons maintenant qu’il ne peut pas dépasser E.
En effet, multiplions les termes de la série W par W, et intégrons.

On trouve
| RS PESERLY P S

Si la sériec W convergeait pour une valeur de & supérieure en module
a &, il en serait de méme de la scconde série. Or cela ne peut pas
étre, puisque, dans la derniere série, le rapport d’un terme au pré-
cédent a pour limite

€],

[

Done il est bien certain que le rayon de convergence de la série W est pre-
cisément égal a .
Ann. de U’ fie. Normale. 3° Série. Tome XV. — Fiveier 18¢98. 8
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Cela posé, on a

L,

L

-
=<

Voila une limite supéricure du rayon de convergence de la séric W.

; ? z ) . 2 "‘ >
Donc la_fonction W r'est pas holomorphe dans tout le plan € el i cxiste,
par conséquent, des fonctions harmonigues fondamentales.

55. 1l résulte de ce qui précede qu’il y a au moins une fonction
fondamentale. Soit P, cette fonction et &, son nombre caractéristique.
Voyons s'il est possible que &, soit le seul pole de W.
Considérons
Wz |, £].
Ona

o 1’1 .
[Py, &) = Bt

Si &, était le seul pole de W, il existerait une constante A telle que la
différence
»

W, b

ik
soit holomorphe pour toute valeur de &. Or cette différence est égale i
l;(b -k Pla ‘/5[

Mais on pourrait refaire ici le raisonnement du paragraphe précédent.
1l est impossible que la fonction

[®- 2P, E]

soit holomorphe dans tout le plan £. Donc il ne peut pas se faire
que W ne possede qu’un seul pole.

Donc, la fonction méromorphe W possede une infinité de poles. ./
existe un ensemble dénombrable de constantes

Eu £‘1’ Eza ) Ei’
auxquelles correspondent autant de fonctions
Pl; sz Pa’ ey Pi7

qut sont des fonctions fondamentales.
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<

56. Ktudions maintenant les nombres caractéristiques des fonc-
tions fondamentales.

Il résulte des considérations développées au n° 39 qu’un tel nombre
ne peut pas étre réel et négatif.

Je dis, en outre, que les nombres caractéristiques ne peuvent pas
étre imaginaires.

Remarquons d’abord que, si P, et P, sont deux fonctions fondamen-
tales correspondant & deux nombres &, et &, distincts, on a par la for-

mule de Green
dpP P, dP, .
f <P1 dn; dn,) ds = o,

dar, dP1> .
/(;)( Ydn, P, dn, d = o,

d’ol1, apres addition et réduction,

-52)/ P, Pydo =0
(8)
‘/l,il)gflﬂf‘:o

()

Supposons alors £, imaginaire et soit &, son conjugué. On peut
éerire

et, par suite,

'CCI 4 .I<rj[', Ey - ﬁl’
Yoo Ao B, ].)2"::A—»-~Bl.

Or, on a ‘
Ei-&=afio,

done
P, Pydo == | (A2-+-B*)do--o0

v (S) (5)
Cela est impossible, & moins que A et B et, par suite, P, et P, ne
soient identiquement nuls.

Donc les nombres caractéristiques ne peuyent élre que réels et posilyfs.

57. Il peut arriver qu'unc scule fonction P; corresponde au nombre
caractéristique £, Cette fonction n’est alors définie qu’a un multipli-
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cateur pres. Je choisirai ce multiplicateur constant de facon que 'on
art
Ptg do =1.
(8)

Cela est évidemment permis.

Mais il peut arriver aussi que plusieurs fonctions P; linéairement
indépendantes correspondent au méme nombre caractéristique &;. Cela
se présentera, par exemple, si tous les parametres A considérés au
n° 51 ne sont pas déterminés par les conditions auxquelles ils sont
soumis.

Supposons qu’il y ait ¢ fonctions fondamentales distinctes

1) (2) (q)
Pi , Pi s cay l)iq R

correspondant au méme nombre caractéristique & supposé inféricur
ag,.
Soient
hy hey .y Ay

des multiplicateurs arbitraires. On a
[P 3, P2 oot g PP e 2, P
z 2 i LY qli s G- T P s -
&i—¢
Or,
AP 0, PP e 7\,11’2'” =4 0,

si les A ne sont pas tous nuls, puisque les P; sont indépendants par
hypothese. Donc la fonction

[P 1P 2, P, ]

a un pole &; situé 3 'intéricur du cercle de rayon =,.
Prenons
q-=n.
Le résultat précédent est en contradiction avec le théoreme fonda-
mental du n° 50.

Donc o y a au plus n — 1 fonctions fondamentales linéairement
distincles qui correspondent aw méme nombre caractéristique %; moindre
que 8,.
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Soient
P:-”, P;2), o P;n»l;

les fonctions fondamentales dont le nombre caractéristique est &;.
Toute combinaison linéaire des P; est encore une fonction fondamen-
tale. 11 est clair que les P, peuvent ainsi s’exprimer, au moyen de 2 —1
fonctions fondamentales,

w1 (2) (=11
WY, WAL Lo, W

jouissant des propriétés suivantes :

. , 1o " "
[ W o =, [ WrwE s o,
‘ (5)

(8)

On le verrait aisément, comme au n® 43 pour les fonctions sphé-
riques. Ce sont ces dernivres fonctions Wi que jappellerai propre-
ment les fonctions harmoniques fondamentales attachées a la surface S.

Yoici les regles que je suivrai pour le numérotage des fonctions W;
et des nombres ;.

Je rangerai les nombres &; par ordre de grandeur croissante.

[l pourra arriver qu’a un méme nombre £, correspondent ¢ fonctions
fondamentales. Je désignerai alors indifféremment &; par les lettres

Ei) Ei-l-l, ceey ;C:/'—o q—1

¢t le nombre caractéristique immédiatement supérieur d &; sera &,
Quant aux fonctions fondamentales qui correspondent i £, elles seront
représentées par

‘W,', wi+1> ] Wi+r/—1-

Dans ces conditions, le nombre £, correspondra toujours & la fonc-
tion W, de méme indice.

Finalement, nous arrivons au théoréme suivant, qui établit rigou-
reusement Uexistence des fonctions harmoniques fondamentales atta-
chées i la surface S.

Il existe un ensemble dénombrable de constantes positives indéfiniment
croissantes avec Uindice
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auzquelles correspondent des potentiels newtoniens de simples couches

portées par S v
W, W, W, ..., W, ...,

qu vérifient chacun, en tous les points de S, la relation

av, dv, .
C-{f—l’: -+ ‘H;z‘e_ = £pr ==0.
On a
Vido =1
(8)
et

V,Vsdo=o0 sip#gq,
(8)

sott & cause de la formule de Green, soit a cause de la maniére dont les
Jonctions W , ont été construites, suvant que W , et W, correspondent ou
non a des nombres caracteristiques £ p el Eq dvfférents. Enfin, on a

gp = Jp- J;,,

en appelant J, et J, ce que deviennent J et V' quand on remplace W
par W .

Je termine par une remarque. Le raisonnement que nous avons fail
plus haut pour montrer qu’il y a au plus p — 1 fonctions fondamentales
correspondant & un nombre caractéristique inférieur & &, peut servir
encore & prouver qu’il y a au plus p — 1 fonctions fondamentales cor-
respondant & des nombres caractéristiques inférieurs 4 2,. On a done

Eni;E[)'
Donc il existe une constante C indépendante de U'indice p telle que

I'on ait
Ep C\/P’

quel que soit p. En d autres termes, £ p €5t auw moins de ordre de gran-

deur de \Jp.

58. J'ai déja eu besoin de supposer le principe de Dirichlet établi
par la méthode du halayage. Mais c’est & présent que cela va m’étre
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surtout utile, pour étudier la question du développement d’une fone-
tion arbitraire en s¢ric procédant suivantles fonctions fondamentales.
Je me servirai, dans ce qui va suivre, d’une méthode due 2 M. Poin-
carc.

Soit @ une fonction définie sur S et munie de derivées partielles
continues de tous les ordres. Soit W, la fonction fondamentale qui
correspond au nombre caractéristique £,. Je pose

Ap= / BV, do,
(S)
et je me propose de montrer que la série
SA,W,
est convergente et a pour somme la fonction harmonique U qui prend

sur S les valeurs @.
D’abord 'inégalité de Schwarz nous donne

Ab= / Prdo | Vido < 12’/‘!7»
(8) S )

o désignant le maximum de |@®]. D’ou

}1\,,[' - OC\/S,

S ¢tant Paire totale de la surface S. Ainsi le module des coefficients A,
est limite.
D’autre part, on a

Reprenons les notations et N du n® 41 et effectuons le méme calcul
quh cet endroit, en tenant compte de la relation

Vido:-1.
(8
Il vient B
Gy VB 2, - Nk, Gy
Gy,

G, étant le module maximum de W ,. Les nombres &, croissent au dela
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de toute limite avec I'indice. Donc on peut poser

T
2N LTI e
H Cp
On a alors

Ny's 72

(}I'/~ P g/n
au moins & partir d’une certaine valeur assignable de p. Finalement,
on voit que W,, pour p tres grand, est au plus de ordre de grandeur

72
de &3,

Envisageons la série

AW, [ E\"
FAN(E)

CT"¢p Cp/

Elle est comparable, au point de vue de la convergence, & la série

Y I
24 e’

24

dont les termes sont positifs et respectivement inféricurs a ceux de la
série

[
B
P
La convergence est ¢videmment assurée sin == 5. Posons alors

N
\ B

AW, /&
=2 ()

\

Il est clair que -—H est une fonction méromorphe dont les poles
(et les résidus correspondants) sont les mémes que ceux de la fone-
tion W= 5 considérée dans les paragraphes précédents; cela est

presque évident et sera d’ailleurs expliqué plus loin.
On a donc
W= —H+E(£),

E(£) étant une certaine fonction entiere de £. Or,

dW  dW

dny dn,

-{- gW D g,
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Mais

AW dIW Z A,.VV,, £"

dn; + (lILL E—&, &
série qui est encore absolument convergento. D’ou

AW dH AW, :
dm, N X (gp ) eI AW, g
On conclut de la

d B dE
dn; " dn,

EE e FAW, g o,
=P

sur S.
Soit
B eyt ef i ep82 - - e P -
On a d’abord
e de.,
i 0,

dey de,
dn; " dm, T
.................. ,
e, de,
dn; " dn, € =0,
puis
ey ey 1
T e e 2 W o
Enfin
de, deg
L “L ey o,

deq deq
Les équations qui définissent les e, ont, a partir de p =6, la méme
forme que celles qui définissent les W, en appelant W le coeffi-

cient du terme en &2 dans la série W.
Soit B, I'intégrale formée avec les e, comme I, I'est avec W%, On a

a Pt . Sp-2
E, 0, < g,
P - p-1

dnn. de I’Ee, Normale. 3¢ Série. Tome XV. — Fivuen 1898. 9
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Nous savons que E*—‘ tend, lorsque p augmente au dela de toute
limite, vers 'inverse dlu rayon de convergence de la série B. Ce rayon
doit étre infini, puisque E est unc fonction enticre. Donc ]"{li:':l' tend
vers zéro. Mais ce rapport reste positif et va en croissant avec p. Par

conséquent, on a
B r=o,

a partir de p == 10. Cela implique

2 J—
f e} ds = o,
(s)

ep== 0,

et, par suite,

a partir de p == 6. Donc E(&) est un polynome du cinquicme degre
en k.
D’autre part, H est divisible par £%; d’ol

E — W(o)_ o EJVV'“"l‘ 52 \V(E). - E.’; \V(:x) f- Eg-\v(r,,) P Eli(3”,

et, pour connaitre completement I, il nous suffit de calculer e;,.
Comparons les coefficients de £° dans les séries W, 11, K, On a 6vi-

demment
1

- ,
W= ey 2 AWz, -

3

6

Mais, en comparant les termes en 5°, on trouve

-l I
WO 3 AW, ik
P

Or
AW®  dW®)

dn; dn,

- W = o,

d’ ot
I
4

et, par suite,
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Finalement

W - - 2 Q_/) \v/' ( ’TE. )D S W) . '&:\,V(l) t- ?:2 W2 -+ 53 WG - W

E--¢&p \ip

De la peut se tirer une importante conséquence.
Supposons que la série
SA,W,

soit uniformément convergente. On a successivement

W 2 A,,'W,,ai‘i

1
et
(W (5) AW (3) N I .
AN, AN W
dn; dn, Z AvWo & W
AVAR AW (#) ~ 1
AR A - S (
R DAW, 7 we,
AW W o
7 dn; s ‘dll‘,” - 24 Al‘ W/l = -,
Donec

Ainst la série

a pour somme en toul point de S la fonction donnée @, sous la seule
condition que celle série soit uniformeément congergente.

Pour mieux mettre en évidence le mécanisme de la démonstration
précédente, j'ai négligé quelques intermédiaires que je vais mainte-
nant rétablir.

D’abord, je me suis servi de ceci : ayant

W) o= e E A, W, %7
&
on peut éerire W W 1
“dn " an o 2 M Wag
En effet, la série ‘

I
D AW,z
Sp
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est uniformément convergente. Alors il est permis de former I'inté-

grale
do
A W, I G
‘[S') 2 P l&p I’

2 A/} \Vpglj = 8,-1- Ry,

=P

Posons

S, désignant la somme des » premiers termes ct R, le reste corres-
pondant. On a

[ o do
WE) — 2 W i D g <2 2,
f(; A FoT o /m./(.s» Sy 4 “" r

o, et p, étant, pour la série W, les quantités analogues a S, et R,,.
Or

[ ‘%,,-— = 0.
hm ()

En outre, on peut prendre » assez grand pour que

g lo |
n I /< > / ",L f‘“ ST,
1 2 [/;'n:,m r . 2

quelque petit que soit ¢; d’ot

| ws: - ‘_ ds| _
W ZA,, Wz 5
do
WE) == - 7 :L 2 Al) WI: (b 77 *
5)

d (5) (!)
AW (® " AW : _EA me'

dn; Tdn,

m

et, par suite,

Cela donne bicen

Cela posé, la convergence uniforme de la série
SA,W,

étant supposée, on peut obtenir, de proche en proche, les égalités
considérées plus haut.
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Il 'y a un autre point que j’ai aussi laissé de cdté. Je me suis appuyé
a un moment sur ce que la fonction

admet -- A, W, comme résidu correspondant au pole £,. En effet, on a

wWe W AW
/ <“ dn; ‘V” d/u)da ==&

(S
. A AW B
S VG Wl ) o

d’otl1, en ajoutant membre A membre,

(Ep--E) / WW,, do / OW, ds.

(S 51
Or (E,, -E)W tend vers le résidu changé de signe correspondant au
pole £,, lorsque £ tend vers £, Ce résidu, nous le savons, est de la
forme A, W ,, A, ¢tant une constante. L’¢galité précédente nous donne
v
pour £ ==%,

- / OW , ds.
(%)
Done
).,, : - A,,,

¢t notre proposition se trouve ainsi établie.

Il ne nous reste plus maintenant, pour tirer parti du théoreme dé-
montré dans le présent paragraphe, qu’a étudier les caracteres de
convergence de la série 1

SA,W,.
(Cest ce que je vais faire, en supposant connu le principe de Diri-
chlet.

59. Supposons que la fonction ® possede des dérivées partielles de
tous les ordres par rapport i weto.

Appelons U la fonction, harmonique & la fois dans T et dans T', qui
prend sur S les valeurs @. Il est clair, d’apres les hypotheses faites
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dU’

., dU . .

sur @ et sur S, que les dérivées o Ol existent, sont continues ¢t
) l A I3

ont, par rapport & u et ¢, des dérivées particlles des divers ordres.

Formons alors les coefticients

A, / DV, ds.
< (8)
On peut écrire

) Coe (dV, ’ : 0 v
A,,::f Uv, do=— ;L j U{ -(%Y" - Civ_/ | do -~ ,;-/ vV, ((;-J | -([' ) ds,
& &l dne o dne &/, dr; ' dn,

en tenant compte de la relation

’
ClV/) - C{YLI ~:~E,,V,” -0,
dn; dn, o

et en appliquant la formule de Green. Posons

/U dl)’
] | (

Y Vdn U dny,

Ap== ;,_'— / DV, ds.

cr /s,

On a

Appelons maintenant U, la fonction, harmonique & la fois dans T et
dans T, qui prend sur S les valeurs @,. Soit

AU, dU;

‘) e L — I i
luz e i
L[Il,' (/II,, ,fl

On trouve, par un calcul semblable au précédent,

=P

-
Ay ,—_;/ D, V, .
&nd
()

Rien n’empéche de continuer ainsi indéfiniment. Les fonctions suc-
cessives @, ont toujours des dérivées par rapport a u et ¢. Soit, en gé-
néral,
I
Ay ,-,—Lf ®,V,ds.
)

P

Les hypotheses faites sur S et ® nous permettent d’affirmer que | P, | a
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une limite supéricure assignable «,; d’oi

en vertu de I'inégalité de Schwarz. Le terme
AW,
est alors de ordre de grandeur de

I

g
)

au plus, ¢’est-h-dire encore de ordre de grandeur de

"n—2

‘1
Prenons n= 5. On voil que la scrie
SA,W,

est absolument el uniformément convergente.
Remarquons que le terme général de celte série est infiniment petit
d’ordre supérieur it toul. nombre entier et positif donné. La série

AL EEW,,

est done, elle aussi, absolument ¢t uniformément convergente, quel
que soit le nombre positif e.

La série
YA

» vI‘
est absolument et uniformément convergente; done, d’apres le théo-
réme du n® 58, elle a ® pour somme. Alors, on peut écrire évidem-

ment
U 2A,W,,

en vertu du théoreme de Harnack.
Ainsi, la fonction, harmonique dans'T et dans
valeurs ©, peut lre développée en séric de fonclions harmoniques simples,

(302

, qui prend sur S les



72 ED. LE ROY.

qui sont les fonctions harmoniques fondamentales. Nous obtenons de
la sorte une expression analytique de la fonction qui résout Ie pro-
bleme de Dirichlet, et il est bon de remarquer que le méme développe-
ment est valable pour les problemes intérieur el extéricur.

Posons maintenant
{j, j—— };AP El‘ \fl).

La nouvelle série est encore absolument et uniformément convergente.
Or, on a

Donc

La fonction U, solution du probléme de Dirichlet tant iricricur qu’catc-
rieur, se présente sous la forme du potentiel newionien d’une sinple couche
de maticre attirante répandue sur la surface S.

60. Il est facile de généraliser les résultats que nous venons d’ob-
tenir. Conservons les hypotheses relatives & S, mais supposons seu-
lement, désormais, que la fonction ® soit continue, sans qu’elle ait
forcément des dérivées.

Proposons-nous de construire un potentiel newtonien W de simple
couche, défini pour toute valeur positive du parametre £ qu’on peut
regarder comme représentant le temps, vérifiant en tout point de S et
pour toute valeur positive de ¢ la relation

AN A A A Y
dn; " dn, — ot’
et se réduisant sur S pour¢=o04a ®.
Soit
(.b i EAF v[).
On a évidemment
W == ZA[, W,, C‘_E)' £

¢t cela suppose seulement que @ a des dérivées de tous les ordres,
d’apres ce que nous avons vu plus haut.
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Pour passer de ce cas particulier au cas général ou la fonction @ est
supposée simplement continue, un lemme nous est nécessaire.
Soit
[ @ | << e
Je dis que 'on a
[W]<a.
En effet, posons
T=a— W, 0-—=oa- W.

Les fonctions © et 0 sont harmoniques dans T et dans T’ pour toute
valeur positive du temps ¢. A U'infini, ces fonctions prennent la valeur
positive constante a. Sur S, pour ¢ >o, on a

rl}l } ,‘17,,, ot df do’  0J0
d; " dn, oL dr; " dn, 00’
et pour ¢ == o,
T 0, 0= o.

Je dis alors que ni© ni 0 ne peuvent prendre de valeurs négatives. Bn
eflet, lorsque £ va en croissant & partiv de o, © et 0 varient en chaque
point de U'espace a partir d’'une valeur positive, qui est au point choisi
celle delune des deux foncetions harmoniques prenant sur S les valeurs
positives o - @ ¢t a4 ®. Si done © ou 0 venait a prendre des valeurs
négatives, il y aurait un certain point de Pespace en lequel, & un cer-
tain instant positif, = ou 0 aurait un minimum négatif encore décrois-
sant. Ce ne pourrait étre ni dans T ni dans 17, & cause d'une propriété
bien connue des fonctions harmoniques. Ce ne serait pas davantage a
I"infini ol 7 ¢t 0 conscrvent une valear constante et positive. Ce serait
par conséquent en un point de S. En ce point, on aurait

e A 0T
dn; " P Ji
ou bien
o do . 00
an, ;‘l';;;.-O, i << 0,

a4 I'instant ¢ considéré. Mais cela est incompatible avec les équations

écrites plus haut. Donc
>0, 0>o0

Ann. de 'fie. Normale. 3¢ Série. Tome XV.— Fivrir 1898, 10
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et, par suite,
W< o
La proposition annoncée est établie.
Revenons alors & notre probleme. Concevons la fonction continue @
développée en série absolument et uniformément convergente

O —-

o ") i

P, représentant les valeurs prises sur S par un certain polynome entier
en 2, v, 5. Nous avons vu (n°20) que cela est possible et que Pon

peut s’arranger de facon que
] Pi | << Eiy

le nombre positif ¢; étant le terme général d’une série convergente.,
Appelons enfin W la solution de notre probleme auxiliaire quand on
prend ® = P,.

Le polynome P; a, par rapport 4 « et ¢, sur S, des dérivées continues
de tous les ordres. On peut done caleuler W@, Soit

1\,,‘1v:‘:/ P:V,ds.
(8
On a
Wi — E,, /\1,,,- \V,, (J“E/".
Mais I'inégalité
- [P << e;

entraine, en vertu du lemme de tout A Uheure,

| WO | = e
Done, la série
3,Wo
est absolument et uniformément convergente dans tout Pespace et
pour toute valeur positive ou nulle de t. Soit W sa somme : ¢ est une
fonction continue dans tout’espace pour toute valeur positive ou nulle
de ¢ et cette fonction s’annule & infini.

Soit
Ap= / OV, do.
(8)

9 z
5,A, W, ek

La série
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est absolument et uniformément convergente pour ¢ > o. Or, on a

Ap = LI'A[),I'-

’

Done la série précédente peut s’écrire

2,350, 5t W,,
ou, comme cetle séric double est absolument convergente
22 A et W, = B3, A, e W ),
¢’est-h-dire enfin
X, Wi,

On a done
, N | ¥
W =3, A, W e bt

Done, la fonction W est un potentiel newtonien de simple couche vé-
riftant sur S la relation :

dV I dV' 9V

dn;  dn, " Ot

Cela résulte de ce que 'on a

oW .

s e ZA, EpWpe>t,

la nouvelle série étant encore absolument et uniformément conver-
gente pour £ > o, et de ce que, par suite, on peut écrire dans laméme

hypothese

I IV ds

W oo 7-~ f )l ~~-_i7

I, (S) ¢ /

comme le montre une discussion bien simple.
Cela posé, on a aussi
W-—=3IWw©,

Comme cette série est absolument et uniformément convergente pour
toute valeur positive ow nulle de ¢, on voit que W se réduit sur S pour
[==01 D.

La fonction W est donc la solution de notre probléme auxiliaire. Bien

que la scrie
W == EA,, W,, et
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ne soit valable que pour ¢ > o, on est cependant assure que W tend vers
sur S lorsque t tend vers zéro, sous la seule condition que la fonction ®

soitl conlinue.

Tirons tout de suite de 1 une premiere conséquenee. Supposons

que la série ]
A, W,

soit convergente : nous ne supposons plus qu’elle le soit uniformement.

Posons
S, =AW, AW+, . 4-A, W,.

Soit p, la plus grande des quantités
] Sn+1 - sn. la I SIH—Z - Sn I, S l Sn-»-h—“ Sn I,

Posons i
R,=Aus1 W/H-l e R EE

Un théoreme bien connu, da a Abel, nous permet, puisque les
nombres £, croissent avec leur indice, d’écrire

[R.| < [ e=Eat,

On a done
] Rnl < Pus

pour ¢ positif ou nul. Mais p, tend vers zéro, par hypothese, quand »
augmente indéfiniment. Donc la série

N »
W=3A,W,e-5¢

converge uniformément par rapport 2 ¢, pourvu que ¢ soit positif ou
nul. On conclut alors de 13 que

®=2A,V,.

Ainsc la série étudice a ® pour somme pourvu qu'elle soit convergente,
méme su celte convergence n’est pas uniforme.

61. Reprenons la fonction

Wi = EnAp,ine—El’ f
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qui, sur S, se réduit a P; pour ¢ = o. On a évidemment

IW
""'(-)*Z—— — AI,G,,A[, LW (A
Appelons U; la fonction harmonique qui prend sur S les mémes valeurs

que P;. La série
SE,A, W,

est convergente, puisque P; a sur S des dérivées de tous les ordres.
PAYAL ) ;7 . . dU; dU;
Done “—— se réduit sur S pour ¢ =0 a4 5 +
Jt dn; dn, y
supérieure du module de cette fonction. D’apres un lemme établi plus

haut, on a

SOILB une limite

()xw;u'z‘ s
pourtZo. Or
(i)
W“)('T’ VERD ‘) - W(i)(a:’ NERT 0) = ‘(')*\;};“(«T,,}’a 5y ["))

¢ étant compris entre o et ¢, dapres la formule des aceroissements

finis. On déduit de 1a
W U] <,

si 'on prend
E
0 <L —
B:
En résumé, lorsque ¢ tend vers zéro, WO tend wniformeément vers U,
Cela posé, on a, sur S
Ve U= BV 3P, § (VO — Py) - R(VD) — R(P,),

en appelant U la fonction harmonique qui prend sur S les valeurs ® et
en désignant par les caractéristiques S et R la somme des r» premiers
termes et le reste correspondant dans les séries considérées. On peut
prendre n assez grand pour que Pon ait, quels que soient (, y, z)
sur S,

[R(P,)| <<

Wl m

Cela entraine
[R(VE) | <

wWim
.
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Maintenant, quand ¢ tend vers zéro, d’aprés ce que nous venons de
voir, n étant & présent fixé, S(V®@) tend uniformément vers S(P;).
Done, on peut prendre ¢ assez petit pour que

I8 (V))—8 (P)] < 5

On a alors
[V—®|<e

et, par suite,
|W—U|<e.

Donc W tend uniformément vers U lorsque ¢ tend vers zéro.
Cela posé, soit (@, y,z) un point intéricur a T. Soit (2, ¥, 5") un
pointde S, centre de gravité de do. Posons
ri= (e — &' )P+ (y =y (s 3,
W, =W, (x,5,3),
Vo=V, (2, y,35).

~ . § I , . , . N
Cherchons le développement de - en série procédant suivant les fone-
tions fondamentales, (2/,y', z") ¢tant les variables. Soit

[ 5
L= 3A,V,.

Iz

Nous savons que ce développement est possible (n°® 59). On a

. AT
A,, = ,— V,, do — 2;: )
“ (S i
d’ou
D —4n2 Wo Vs,
,- o

Cp

D’autre part, on peut écrire (n°® 59)
A
[Ap I < ?{'7

quel que soit I'entier positif a. Dans cette formule, A dépend de o of
de @, y, 5 : cette quantité reste finie tant que le point (z, y, z) reste &
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Pintérieur de T. On déduit de 1a
B
&’

[W,|<

B étant une nouvelle quantité analogue a A. Fixons « supérieur & /.
Alors B ne dépend plus ni de « ni de p, mais sculement de (z, y, 3).
Soit T, un domaine quelconque contenu dans T: la fonetion B(x, y, =)
a dans T, une limite supéricure C.

Appelons @ une fonction continue quelconque de (u«, ¢). Posons

A, = | ®V,ds.
8
La série
A, W,

o

est absolument et uniformément convergente dans Ty, en vertu de
qui précede. Mais T, est quelconque dans T. Done, sion éerit

U = EA/, ‘V[M

U est une fonetion harmonique dans T.

Prenons maintenant .

W == YA p Woe3l

Nous savons que, lorsque ¢ tend vers zéro, W tend uniformément
vers la fonction, havmonique dans T, qui prend sur S les valeurs @,
Placons-nous dans T,. Il est clair que W tend alors aussi vers U. Done
la fonction

U==3A,W,

est la fonction, harmonique dans T, qui prend sur'S les valeurs ®.

On verrait de méme que la fonction

est la fonction harmonique dans T, qui prend sur S les valeurs ®.

La solution générale du probleme de Dirichlet est ainsi obtenue, con-
formément aux idées de Lamé, par une série de solutions simples. 1
ne peut du reste exister qu'un scul développement de cette forme.

En raison de ce que nous venons de voir, je conviens d’éerire

W == E/\,,V/,,
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méme si la fonction @ est simplement continue : il est clair, en ellet,
que cette série, bien que divergente, peut étre maniée, au pointde
vue du calcul algébrique ou du calcul intégral, comme une série abso-
lument et uniformément convergente.
Je termine par une remarque. On a
C

o
cp

W, | <

dans T,. Reprenons la série
U=23A,W,.

Soit D(U) une dérivée quelconque de U. Les théoremes classiques
sur les fonctions harmoniques nous apprennent que I'on a
“‘I
ID(W,) <50
cp
C’ étant une constante, dans un domaine T, tout entier intéricur a T,.
On conclut aisément de T

D(U)==2A,D(W,).

Dot Pon voit que L’on peut obtenir les dérivées successives de la fone-
tion U par dérivation terme a terme de la série qui represente celle fonc-
tion. Celte proposition est d’ailleurs vraie pour tout domaine T, con-
tenu dans T et pour tout domaine T}, contenu dans T".

IV. — Diverses classes de fonctions fondamentales. — La classe principale.
Propriétés particuliéres des fonctions de cette classe. — Applications:
la méthode de Neumann et la méthode de M. Robin.

62. Je me propose tout d’abord de généraliser la notion des fonce-
tions harmoniques fondamentales.

Ces fonctions se réduisent, quand certaines conditions sont rem-
plies, aux fonctions appelées aussi fondamentales par M. Poincaré et
signalées par ce géometre & la fin de son Mémoire sur la méthode de
Neumann et le probléme de Dirichlet (').

(1) H. PoixcARrE, dcta mathematica, 1896, Chap. VI et VII.
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Jaurai & prouver cette identité. J'en déduirai enfin la solution des
problemes proposés par M. Poincaré & 'endroit que jai cité.

Je me bornerai, pour simplifier, & considérer Ie cas ou la surface S
est formée d’une scule nappe continue. On constatera plus d’une fois
I'inutilité de cette hypothese et la généralité des conclusions obte-
nues. Jajoute que, lorsque cette hypothese paraitra jouer un réle
effectif dans les raisonnements, ce role ne sera jamais essentiel :
quelques modifications, dont la possibilité ne fait aucun doute, aux
lemmes que j'utilise permettraient certainement de traiter le cas gé-
néral.

63. Soit g une fonction donnée, définie ¢l continue en tout point
de S, vérifiant la double inégalité

o<

<

oli z, 5 sont deux constantes positives.
Il existe un ensemble dénombrable de nombres positifs, qui crois-
sent indéfiniment avee leur indice :

e P
[P cevy  Cpa

N
e

29

auxquels correspondent des potentiels newtoniens de simples couches
portées par S :

W, W, W, ..., W,
qui jouissent des propriélés suivantes :

av, , dv,

dni dn,

/’,’/V,",(/g"::. 1,
J g

/. vV, V,ds=0 sip Ay,

s

- 5/".3 V/' == 0,

é':l, e 'Il’ -} J;,.

Pour ¢tablir existence de ces nouvelles fonctions W, il faudrait
suivre une marche cxactement pareille d celle des Chapitres précé-

Ann. de U'Fe. Normale, 3° Série. Tome X V. — Mans 1898, I
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dents. Je n’insisterai pas sur ce point, qui est évident, et je me con-
tenterai aussi d’affirmer que les nouvelles fonctions fondamentales,
comme les anciennes pour lesquelles on avait ¢ =1, peuvent servir &
former des séries qui représentent la solution du probleme de Diri-
chlet. D'une fagon géndrale, tout ce qui a e démontré pour les anciennes
Jonctions W, est encore vrai des nouvelles, sawf ' introduction de ¢ ou il
Jaut; et, sauf de minimes changements dans les calculs, on le prouyerait
de la méme manicre, grice aux inégalilés que la fonction g est supposce
vérifier.

A chaque fonction ¢ choisie, correspond une classe de fonctions
harmoniques fondamentales attachées & la surface S. Sil’on prend la
fonction @ proportionnelle a la densité de la couche électrique qui
serait en équilibre sur la surface S supposée conductrice, on a ce que
nous nommerons la classe principale. Cest cette classe que nous allons
étudier.

64. Dans le cas de la sphere, la densité de la distribution naturelle
de Pélectricité est constante. Les fonetions de la classe principale cor-
respondent alors & 'hypothése ¢ = 1. Soit X, une fonction sphérique
fondamentale d’ordre 72. Supposons le rayon de la sphere égal a'unité
de longueur et considérons la fonction W, qui coincide avee ¢#X, a
Vintérieur de Ia sphere et avec r;%_; X, a lextérieur. Je dis que W,
est une fonction harmonique fondamentale de 'espece que nous élu-
dions. En effet, on a

(l_V,, L ov, r/V;f . ()YZ.

dn; — ()}:’ dn, “()p
Or
av, dvV,
;)TJ — _.a{; = —(2n-41)X,.
Par suite
dav, —dv, —
an, e e “+(2n~+1)V,==o0.
D’ou

Ep=2n-+1,

et Uon sait que les autres relations requises sont aussi vérifices. Ainsi
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les fonctions harmoniques fondamentales de la classe principale coin-
cident dans le cas de la sphére avee les fonctions de Laplace.
Considérons maintenant Iellipsoide

2

|

o2

-
<

La densité de Uélectricité en équilibre sur cet ellipsoide est propor-
tionnelle en chaque point &

¢’est-a-dire & I'inverse de la distance normale de ellipsoide considéré
a Pellipsoide homofocal infiniment voisin.

Passons en coordonnées clliptiques (A, ., v), U'équation A == 2, re-
présentant ellipsoide donné.

On sait que Lamé a défini des fonctions

L(2), M(p), N(v),

.

telles que le produit LMN soit harmonique & Uintéricur de ellip-
soide.
Liouville a prouvé Pexistence d'une autre fonction L'() telle que

le produit
L'MN

prenne sur ellipsoide la méme valeur que LMN, soit & I'extéricur du
méme ellipsoide une fonction harmonique et se comporte & Uinfini
comme un potentiel newtonien. La fonction qui coincide avec LMN &
Pintéricur de Uellipsoide et avee L’MN & Pextérieur est alors le poten-
tiel I’une couche simple de matiere attirante répandue i la surface de
ellipsoide. Il y a d’ailleurs un ensemble dénombrable de pareilles
fonctions, que jappellerai W,; ces fonctions sont connues sous le nom
de fonctions de Larnd.

Comparons i I'ellipsoide donné A, les deux ellipsoides homofocaux
infiniment voisins 4, 4+ dA et A, — di, dA étant une constante. Soit dn
la distance normale entre deux points correspondants pris ['un sur
Pellipsoide donné et 'autre sur un ellipsoide homofocal infiniment
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voisin. Il est clair que dn est proportionnel &

;I,‘?‘ 2 2
2y

7 P 72
a* b ct

comme le montre d’ailleurs un calcul facile.
Cela posé, on a

dv, dx 9V, oV, ___i{}_ i\’_’,.
dn; — dn; o)’ dn, — dn, J%
d’olt 7
dV, _ dk dL(}) N
dv, _ dx dL'(}) N
dn, " dn, d\ M(pIN() -
Or

V, = L(%) M() N(v)y=L/(%) M(p2) N(v).
On voit par la que 'on peut écrire

elV,, dv,}) -
el D E V0,
dn; l A

dn,
en posant

et £, étant une constante, car

dh dh
dn; > dn,

sont, d’apres nos remarques, des quantités inversement proportion-
nelles 4 la distance normale de I'ellipsoide A, & I'ellipsoide homofocal
infiniment voisin.

D’autre part, les autres relations que doivent vérifier les fonctions
harmoniques fondamentales sont, comme on sait, vérifiées ici.

Les fonctions de la classe principale se réduisent donc dans le cas de
Uellipsoide aux fonctions de Lamé.

Ainsi nos fonctions harmoniques fondamentales, quand il s’agit de
la classe principale, sont des généralisations des fonctions de Laplace
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et des fonctions de Lamé, dont on connaissait déja application & la
résolution du probleme de Dirichlet (*).

65. Voici, d’une facon précise, comment nous choisirons la fonc-
tion ¢ dans le cas de la classe principale. Soit P la fonction, harmo-
nique dans T', qui prend sur S la valeur 1; ¢’est le potentiel newtonien
di & I'action d’une simple couche de matiere attirante répandue sur S,
attraction étant nulle en tout point de T. Nous prendrons

dr

0 — — .
! dn,

) ——

Nous avons vu que cette expression admet une limite supérieure finie
¢t une limite inférieure non nulle.
Dans ce cas, on a évidemment

Ev=1,  W,=/kD,

£ ¢tant une certaine constante choisie de facon que

/ oVido=1.
“(8)

La premiére fonction fondamentale est alors le potentiel d’une couche
électrigue en cquilibre sur S.

On a, en général,

£ ‘owV
W, = »/C"i/ Lldy
AT Jg

f oV,V,ds = o.
(S

oVpdo==o,
Y (S)

el
Faisons ¢ = 1. Il vient

pour loutes les valeurs de p & partir de p = 2. Donc la masse lotale qu
engendre le potentiel W, est nulle.

(1) On peut faire la méme remarque au sujet des fonctions toroidales de M. Neumann,
étudiées par M. Hicks (Philosophical Transactions, 1881) et par M. Boulgakoff (L’ Eclai-
rage électrique, 1897 ).
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()\\ , OW,
I’ '1—‘f 2 - “0x . dr,
(T)
()VV ow,,
””_—_ﬁ)E T oz tdz

La formule de Green permet d’écrire

av, —dvy
J, . J = —4 o,
Jpa+ ]p,q \[{;)‘C:(\ dn; = ([II,,) ag

Ipgt- J;z,r/:E.qf oV Vydo,

(S)

Posons encore

d’on

d’apres la définition de V,. Finalement
']1),7 -+ J;,,,[ = 0,
pourvu que p ct ¢ soient différents.

66. On a
*dD
/ 4V, V,de=o.

Si @ est un entier positif quelconque, on peut écrire 'égalité précé-
dente sous la forme

oA
po- 1f7’1_v,,vq(1, -_fd N,V do
(8) ar (S) @it

Or, la formule de Green donne

Y > V/ ‘N
‘/ d(l *) V,,V,[ do — f P __(___
) dn, S dn,

PEA(W, W) e’ [ W), Wi A(P%) e,

) 1)

D’oli

. dvy dvy ()\V AL
/ y IVWp Oy
f(;}(\/ P dn, ctn +Vour dn, d’_ - ?f(,;)l “Z dz'  ox' !

yoo2
-—-a(zy—-l)'/ Wi, Wi, P "Z(gi—;) dt' == o,
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en tenant comple des relations
Py=1, AP=o0, AW,=o0, AW, =o, / oV, V,ds = o.
S

(8

Or

: c[\/’ dv,
g = /V,, n, lo == — / \,, r.f:,

J
NS

en vertu de la formule de Green. Done

, A ALY RO P\
g = [ 0B e — e [ e W, B ()

ey <oy

Cette ¢galité a lieu, quel que soit «. On peut done faire croitre « indéti-
niment el éerire

' )W, 0W,
2} hm'>/ l”‘z( 2 mllma(/ml)/ P22 W, W), (f)-l~) .
1)

D' 0! \ )’

Caleulons chacun des termes du second membre.

D’abord (n® 41), on peut assigner une constante positive N, telle
que
()W,, oW, "
Z - ——~-~ <N dans 1",
P

Le module du premier terme est done moindre que

0

2N P%dr'.
g
Comme P est inféricur ou au plus égal i 1, il est clair que cette ex-
pression tend vers zéro, quand « augmente indéfiniment.
Evaluons maintenant la limite du seccond terme. Parltageons T en
deux parties, 'une T, comprise entre les deux surfaces :

e 2 P =1,
s L Po=—

iz

Pautre T, s’¢tendant (]LpUls S JUS({U a I'infini. On peut supposer
assez grand e, par suite, S’ assez voisine de S, pour que le domaine T/
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soit contenu dans la portion de I'espace ol les surfaces de niveau
P = const. et les lignes de force sont bien régulieres.
Posons

— _ >2—2 W' W or
=ata—nf P=2WW, <(h 7.

On a manifestement
[\ %2
l][]<;\7.2 Ll ey
Va:;
A étant une certaine constante indépendante de o.. On voit par la que
H tend aussi vers zéro.
Finalement, on a

»

2J), = lima(a—r)/

Jer

et OO\
Pr-2 \\71'\\’,/}‘(577) dz’.

Considérons les surfaces équipotentielles P == const. et leurs trajec-
toires orthogonales. Soient ds un élément d’une surface de niveau,
ds un élément d’une ligne de force.

Comptons les arcs s dans le sens des potentiels P déeroissants. On

peut écrire
_ >N 2 2
Z<g{ﬁ) = (%IT ) , dr' = da7ls;

d’ott
2T, ,,—~lima<a.—x)f / Prr W, W <QL> Az dls.
8 T '
Or
ds == -)—l-; dp.
s
D’olx
| L \4/1_
2J), , =— lima(a —1) a Pr-2 W' \Vf, f)_)l_ s dP,
D=1 ()

T désignant une des surfaces de niveau.
Posons

P)-—f w,w; 2L
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Il vient

JP=1
t),.l',,‘,/::lima(z»«l)/ P#=2 F(P) dP.
Yooy
P=1 c/&;‘
Soit P une valeur de P comprise entre 1 et 1 -~ ;,'A_:‘- On a
Vo
HP) = F oy FC) (D)t 2
FP)==F () (P =) =y 2o 0 =

Fapres la formule de Taylor limitée au troisieme terme.
La relation

»
/ v AY p Vv q do =0
/N

nous donne
l“(l) T O

il Cd B (P)
Calculons -~ D

X et P =dP celai qui correspond i une surface X voisine de X. Si P
est positif, X est plus rapproché de S que X. On a

- Soient P le parametre qui correspond & la surface

. : P o
Py Wy )

Jiy
’ : opP®
Al > . PR it i B !
PPy | (W0 ,/)x’<()~)‘\_:’(/7,
les indices indiquant que Pon prend les valeurs des fonctions qu'ils
alfectent en un pointde X ou de X, Or la propriété caractéristique des
tubes de force nous donne
JapP? “opt
S de = (,, — ) d7’
\ ‘)"')L‘ ’ . ()"')}J' o
ot
AR/ 7t . ' T
".( P P ) 17 ( l)) o /- (\‘ P W 77y (\\ P W ’/),\_,“ ()I)> e
lp dp ds )u?

¢est=a-dire

PP dp) 1) (VoW = (W, W)y
dap M,/[E) s e

Ann. de l'fic. Normale. 3¢ Série. Tome X V. — Mans 1898. 12
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On conclut de 1a

dF(P) _ / a’(\” W’)
WP T dn,
par suite,
dF(1)
av =2

On peut calculer de méme bien (u%(,m(,nt

dF y ()\\ O\rV
dp: = ? ()p 0l o
L (_\_j) ()S

L dg.

s . . . . .o AP
D’ou I'on tire qu’il existe unc limite supérieure A de | A
|

Finalement, on a
1»—]’ 74N U I”)

d’olt

F(P)==—oa(1--D)J, , = BT e
- b
Gy | v+ Lima(z—1) / Pr=2(1— P)dP
Pyt
- (2
743 UV 1
= Lima(z —1) /‘ PA=2(p- P)? (”(”h Yap.

Calculons chacune des limites.
La valeur absolue du second membre est moindre que

¥ I =
L W— —— T A -
\/as (/.'/.”

(e second membre tend done vers zéro.
Maintenant, on a

WP =1
a(u-—l)/ P22 (1 — D) dP = 0.

VPt "l;:_
¢/ o

La quantité entre crochets dans lIe premier membre est done

supé-
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ricure & 1. Mais le premier membre doit tendre vers zéro, puisqu’il en
est ainsi du second. On a done

Or
Ipg+3,,7=0.
Done
Jpa=o.

Ainsi,des deux quantités J, , et ']’/1- , Sont séparément nulles.

De ce théortme vont résulter plusicurs conséquences. Je vais les
exposer rapidement ('), en conduisant d’abord les calculs, pour abré-
ger, comme si toutes les séries qui se rencontreront ¢laient absolu-
ment et uniformément convergentes. Je dirai en terminant (n°® 71)
commentles résultats que j'obtiendrai ainsi sont cependant rigoureux.
Dailleurs les remarques faites o la fin du n® 61 sulfisent & elles seules
pour justifier ce qui suit.

67. Formons 'expression

AVy 54V,

- - v ?
dn; dn,

A ¢tant une certaine constante laissée indélerminée pour le moment.
L. ., AP o . , ..
Soit ¢ Ia quantité - - - - Kerivons le développement en série :

g

1/dV, f/V;, N .
;(';z;g. — 22;2,7> = 2BV

\

On a ‘
By=2d,,—dpy
d’oti
B,=o,

quel que soit &, pourva que ¢ soit distinct de p.

(1) Foir 1. POINCGARE, Sur la méthode de Neumann et le probléme de Dirichlet ( Acta

mathematica, 1896 ).
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Choisissons maintenant A de facon que B, soit nul. On doit prendre

Jop— 1,

wp =0,

d’ol

et A, est bien déterminé, car l,[, n’est nul pour aucune valeur de p.
Tous les caleuls précédents sont légitimes. En effet, ¢ ne s’annule
jamais et I'expression étudiée, étant continue, est bien développable

en série de la forme voulue (n° 61).

Finalement, posons

. J
op = ',”-’
2P
Ona
Wy 5, Ve,
dn; ",
surS.

Il est clair qu’on peuat, en muliipliant chaque fonetion W, par un
facteur convenable, s’arranger de facon que
J;/‘ st I
On a alors

/~/: =) ape

Tous les A, sont réels et positifs.
On a manifestement A, == o. Mais aucun autre nombre 7., de rang
déterminé n’est nul ou infini.

Cela posé, la formule de Green donne

2l,, = oVido + o <()W”) 7!

8) AT ()I‘
d’olt
]Inp '?I]i[n 7\p< ),_l,

D’autre part, les raisonnements du Chapitre I permettent, pour p -2



SUR L'INTEGRATION DES EQUATIONS DE LA CIALEUR. ()3

<

d’assigner une limite inféricure non nulle & toutes les quantités o
2p

- . 9 1
Done A, est au moins de Pordre de -
cp

Dans le cas ol la surface S est simplement connexe, M. Poincaré a
montré (loc. cit.) que les A, sont nécessairement tous compris entre
deux nombres positifs déterminés. Cette proposition est bien proba-
blement générale; mais je n’aurai pas & m’en servir.

Enfin Papplication des procédés du Caleul des variations & I'étude
J
Toutefois, je ne me préoccuperai pas de transformer cet apercu en

du rapport 5 conduit i penser que les A, forment une suite croissante.

démonstration rigourcuse, les inégalités établies ci-dessus devant me
sulfive.

En résumé, les fonctions signalées par M. Poincaré au Chapitre VI
(no 1) de son Mcmoire sur la methode de Newmnann et le probléme de Diri-
chlee coincident avee les fonctions harmoniques fondamentales de Ta
classe principale. Leur existence est done prouvée et leurs propriétés
sont connues. Yoyons-en rapidement quelques applications.

6G8. Soit < une fonction continue arbitraire des coordonnées (u,v)
d’un point de 5. Nous savons (n° 61) que on peut développer @ en
série procédant suivantles fonetions fondamentales et maniable comme
une série absolument et uniformément convergente. On a

[§ .\JA,,V,,
avee
,‘\I, "JV/'!, ez ,,:/ ’IJ‘]’VI,//’I.

“(8) 7 (8)
Cette série represente en réalité la fonction harmonique qui se ré-
duita @ sur S.
Le caleul des coefficients A, peut encore étre conduit d’une autre

’

, R dV ., .
facon. Multiplions par S etintégrons. En tenant compte des relations

- ' e
'!2/;7:/-/)"2/;1 "/1,!/ =0,

il vient

i

©dV,
A]' T e / q ZZ'n'a ClG',

(S
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st les f'onc[ions W, ont été multipliées par des facteurs tels que l'on

ait},,=1: c’est ce que montre d'ailleurs I'égalité évidente

d\f;’ -t - CI) (l’ \’ = 0.
dn, t=2, 0 7
La série
SA,W,
représente un potentiel de simple couche qui prend sur S les valeurs @,
Soit maintenant W an potenticl de double couche. On sait que Pona
AV dV'
dn; dn,
Cettefois, il faudra deux séries distinctes pour représenter W. L'une
sera valable dans T, autre dans 1.
Posons
ZA,W,, Wi ZAL W
On en déduit

dV ~ dv, V! AN ,’/\'},

dn; e 0 idn)’ dn, bV idp,
Iin (kﬂct ''''' p ar exemple ¢tant une fonetion continue de (u, ), on
peut ccrnc
1 A% ~ .
= VBV,
Q ((u, o)
On a
dV 7A%
i Vil /\' »
f dn; * dn;
dm SO L ,
/@V;‘,rlrz /o\“l/f‘
1Sy 1S
Or
AVy  Enlp oV =0
n; Vo dy T ’
d’olt
/ oVV, ds
B — s C/'Z',/f..
r . ) | ‘_* ;.I'
oVids
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¢'est-a-dire

£y
B,=— 270 A,
v P
Par conséquent
AV ~ . O A%
cry B,oV,= YA il
dn; — o=d i dn;

On ¢tablirait de méme 1'égalité

dV' o, dY,
dn, &= " dn,

Chacurie des équations précédentes est purement symboligue, car les
séries du second membre peuvent étre divergentes; ces ¢quations

dV

. TRy , I
expriment sealement la possibilite du développement de =~ == et de
w

P dvV . . . s .

o, suivantles fonctions fondamentales, dapres les formules
v dn,

1V

V. \1»{:/,).,, ALY
. / o A Y oy
o dn; |- A,

/1 i
im0, A
entendues au sens du n® 61. Toutes les séries qui viennent d’¢lre
¢erites sont d’ailleurs visiblement maniables comme des sérvies absolu-
ment el uniformément convergentes.

Mais on a

AV, L dVy, oV dv! (
- - R )
dn; "dn,.’ dn;  dn, ’
doi
’ , AT
' ( /\[, /‘I’ -4 A/,) h(,?h, 0.

La nouvelle série est encore semblable & une série absolument et uni-
formément convergente. On peut done intégrer terme & terme, apres
multiplication par V,. On trouve ainsi

Aply-t+ A== o.

Donc o '
W 3A,W,, W= 3AL,W.
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Telle est la représentation d’un potentiel de double couche. Cela sup-
pose évidemment (pour assurer la légitimité des développements en
séries) que Ja surface S est réguliere et que la densité de la double
couche présente certains caracteres de continuité sur lesquels je n’in-
siste pas. En outre, dans tout ce qui précede, je raisonne sur les fone-
tions W, telles que T,

Proposons-nous de voir que la méthode de Neumann pour la solu-
tion du probleme de Dirichlet réussit quel que soit Pordre de con-
nexion de S. La démonstration classique ne vaut que pour les surfaces
conpexes (*). M. Poincaré I'a élendue aux surfaces sumplement con-
nexes (*). Je vais faire voir qu'clle est générale. Nous obtiendrons
ainsi une nouvelle expression analytique de la fonction harmonique W
qui prend sur S les valeurs ®. Ce ne sera plus par un potentiel de
simple couche, mais par un potentiel de double couche. Mais il est
clair que nous ne pouvons pas nous servir de celte expression pour
démontrer le principe de Dirichlet, ¢’est-a-dire Uexistence de W.

Soit A une constante. Cherchons une double couche portée par S
dont Ie potenticl W satisfasse a la condition

=1

(1) Ve V== 2(V = V) o= 2,

Nous donnerons & ce probleme le nom de Probléme de Neumann. Si
I’on fait
=
on a
Vi — @,

et le probleme extérieur de Divichlet est résolu. Si Pon fait

on a
V=,

et c’est le probleme intéricur de Dirichlet qui est résolu.

(1) I PorNcari, Théorie du potenticl newtonien, Chap. VIII,
(2) M. PoINcARE, Sur la methode de Neumann et le probleme de Dirichler (
thematica, 1896 ).

Actee ni~
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Posons, conformément aux remarques faites plus haut:
® =ZA,W,,
W =3B, W,,
W= — 3B, W,

La condition (r) nous donne

AU VI
12— ) (1—12,)
d’oll
W
WY ke
Lo Doy (1 — D) 7

et le probleme de Neumann est ainsi résolu (n® 71).
Les A, sont positifs, saul A, qui est nul. On peut done toujours
faire A == — 15 les cocelficients B, restent finis. On a alors

W= 3A,W,,  Wi=— 3A,0, W,

Le probléme de Dirichlet intéricur peut toujours étre résolu aw moyen
d’un potentiel de double couche.
I n’en est plus de méme pourle probleme extérieur. Faisons A ==1,
Il vient
A

W AW W 34, W,

On voit qu’une condition est nécessaire :
Ay=o.

Cela équivaat i

/ o dr = o.

(5

Dans ce cas seulement, le probléme de Dirichlet exterieur peut éire
résolu par un potentiel de double couche.

Cela posé, la méthode de Neumann consiste a développer la solution
du probleme de Neumann en série ordonnée suivant les puissances

de A
W = 20 Wn,

Ann.de ' Fe. Normale. 3* Série. Tome XV, — Mars 18g8. 13
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On constate aisément alors que les W@ sont des potentiels de doubles
.y . N | B

couches; la densité de la double couche qui correspond & W® est — @,

celle de la double couche qui correspond & W%-" est

I \/(irn V'"’

2T 2

Les W% sont donc faciles & former de proche en proche. Tout revient i
étudier la convergence, pour A === 1, de la série précédente dite série
de Neumann.

On a

1——-/ -
= )‘,,—7([ =) "24 ) w M
d’oli
W — E ( M)‘I')I')A/J\Vn
1 -h,/) 1k
3 Iintérieur et

W — 2 _..j_/. /,l 7 AI"/' \V/:
‘ L -t I/J I -+ /I’

Il
a l'extérieur.
Faisons

Etudions la série
X(—1)TW,

Faisons aussi
r=-1

et étudions la série
SW.

Sil’on a
/ o® do = o,
Z(8)

le terme en A, n’existe nulle part. Toutes les quantités
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sont inféricures & 1 & partir de p = 2. Il n’y a alors aucune difficulté,
comme on le voit, en considérant la série double absolument conver-

gente
2

Dans ce cas, la méthode de Neumann donne la solution du probleme de
Dirichlet, quelle que sout la forme de la surface S.

Supposons maintenant que @ ne vérifie pas la condition précédente.
Posons

I""'):I,
17,

70|A, W,|
12

O =@ (.

/ w®" dz == o.
(8

Supposons que

Alors
o / v ds.
S
Posons
W == W+ W/
avee

Vi Voo W(Vibe Vo) - 2@, Vi= Vo= (V.4 VL) 2 (.

On peat caleuler W par la méthode de Neumann, et ¢’est un poten-
tiel de double couche. Quant & W', ¢’est évidemment le potentiel
d’une simple couche en équilibre ¢lectrique sur S. 11 est clair que W
peut étre regardé dans T comme le potentiel d’une double couche
homogene.

Voicei, finalement, les conclusions que nous pouvons formuler :

Pour le probléme intéricur, la solution W peut toujours ére regardee
comme un potentiel de double couche.

Pour le probléme cxtérieur, la solution W peut toujours étre regardce
comme la somme d’un potentiel de double couche et d’un potentiel de
simple couche, ce dernier étant dit a une couche d’électricite distribuce de
Jagon a étre en équiibre sur S.

St lon a
/ o®ds = o,
5

la méthode de Neumann est applicable.
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On voit, par I'exemple qui précede, que la considération des fonc-
tions harmoniques fondamentales attachées 4 une surface fermée peut
otre de quelque utilité dans la théorie du principe de Dirichlet. Nous
allons voir maintenant qu’elle peut conduire a la résolution de cer-
tains problemes autres que le probleme de Dirichlet.

69. Voici le probleme que nous allons chercher & résoudre = trouper
une fonction W, harmonique a la fois dans T et dans T', qui vérifie soit

la relation

__(_lX. — ([)

en; ’
soit la relation

.(.l_\_/i — O

dn, — 7’

en tout point de S. La fonction inconnue W devra étre, en outre, un
potentiel de simple couche.

Ici encore, la solution est depuis longtemps connue si la surface S
est convexe. M. Poincaré a traité le cas d’une surface simplement con-
nexe quelconque. Par un procédd plus rapide, je vais résoudre le
méme probleme pour une surface S dont ordre de connexion est ar-
bitraire.

Reprenons les fonctions fondamentales W, en supposant que P'on
ait

) Yop=1.
On a
dV dvV,
“%f -+ ?ll,—‘if + &y Vp=0
et
av, o dv,
dn; ~— ""dn,’
d’ou

dv, Ep
dn, + 14 A,

eV,=o,

en tout point de S.
Soit® une fonction continue arbitraire de (u, ¢). On sait que ¢ jouit
de la méme propriété et ne s’annule jamais. On peut donc éerire

1 ¢ A7
¥¢ =Z2A,V,,
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ou bien

AM
®O-=3A,—L,
dn,
en posant
Ry
Ap=— ——LA,.
&p

La convergence est, de plus, absolue et uniforme, au sens du n° 61.
Multiplions par V, et intégrons. Il vient

Ap=— | V,Dds.
(s)

Le calcul des A, est immédiat.
Cherchons alors une simple couche portée par S dont le potenticl W

vérifie la relation

dV  dV! ATA'L
(1) B Ty W SRR, R, Y| | )

dn; dn, dn; dn,
Soit

W=2B,W,.

Il vient
v ~Z B, Ve av, _____Z B, avy

B e, “rr,
dn; Ly dn, dn,

On peut éerive

La relation (1) donne alors
2A,

By= 12y~ (1—2,)

¢t le probleme proposé est résolu. On a

. X A,
W=22; oy ey ppy WA

évidemment; la vérification ne présente aucune difficulté (n° 71).
Les A, sont positifs. On peut toujours faire

A =-1.
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Les coefficients B, restent finis, méme dans ce cas. On a

W=3A,W,,
d’ol

et il n’y a aucune condition de possibilité.

Faisons maintenant
W — 1.

Puisque A, estnul, le coefficient B, ne reste fini que si A, est nul
aussi. On a alors

»
d’olt
AN EA/, av, \1 A dv’,
dn; by dng T AP ddn,’
¢’est-d-dire ,
Q. ~ (D,
dn;

Mais il y a une condition de possibilité

Ai=o,

/ O dg — o,

«(§)

¢’est-a-dire

puisque V, est constant sur S.

Notre probleme est done résolu dans tous les cas. I est facile de
s'expliquer la condition de possibilité rencontrée pour le probleme
intérieur. Ce probleme consiste d déterminer I'équilibre calorifique
quand on connait d'avance le flux de chaleur i la surface du corps. Il
ne peut évidemment y avoir équilibre que si la somme totale des flux
périphériques est nulle.

Revenons, pour terminer, au cas olt A a une valeur queleconque et

éerivons
W == 302 W),

Ona

I N 2.1(1~),,,')_:/
‘+7‘!’+7‘("“)‘p)_2‘f/( l){(r.:f_')\p)qﬂ’



SUR L’INTEGRATION DES EQUATIONS DE LA CHALEUR. 103

d’olr

. 2 A 1— 2,\?
WD — r_ 2\ w
(=07 W 2[,1—{-—7.,,(1-%7‘1,) Wo-

II'n’y a, a tout cela, aucune difficulté.
Faisons grandir ¢ indéfiniment. Comme 2, est positif, le rapport

1—2,\7

1 7.,,,)
tend vers zéro, pour toute valeur de p d partir de p = 2. Comme %, est
nul, on a

p—
— =

V-1

Donce
Lim(—1)/Ww—=a2A, W,.

On voit que (—1)?W@ tend vers le potentiel de I'électricité en
équilibre sur S. Cest la le principe de la méthode de M. Robin.

70. Je veux donner encore une application des fonctions fondamen-
tales.
La théorie du Magnétisme conduit & poser le probleme suivant :

Trouser une fonction N jouissant des proprictés de continuite fonda-
mentales dans T et dans "1, se comportant a Uinfint a la fagon d’un
potenticl, harmonique dans 't et dans ', vérifiant la relation

ay p AL

il i)
(1) dn; e dn, I

en lout point de S, ® étant une fonction donnée et k une constante posi-
lige.
Posons
N dV,
0] :ZA/’ »

dn,

et
V=2B,W,.

Il vient, d’apres la relation (1),

Ap
Bp)\p ~+ /LB[):': AI” d’ol Bl):ﬂ—l—)o
= Ap
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et, par suite, :
‘ A
V=) I W,
fe =4y £

Notre probleme est ainsi résolu.
Cela permet de résoudre un probleme, analogue au précédent, sauf
que V est, dans T, solution de I’équaltion

AV + ¢ = o,

o étant une fonction donnée. On pose, en eflet,

V:—L] ? e+ U,
A )iy 1

T

et U est alors déterminé comme ci-dessus.

Yarréterai la les exemples d’applications des fonctions fondamen-
tales : on voit que ces fonctions sont aptes & servir dans une multitude
de circonstances que I'on rencontre en Physique mathématique.

71. Une remarque pour finir : tous les calculs précédents sont Iégi-
times si @ a, par rapport i « ct ¢, des dérivées continues de tous les
ordres (*). Il est probable que le théortme du n® 61 permettrait de
les faire encore, hien qu'avec un peu plus de difficulté, lorsque @ est
une fonction simplement continue. Mais je me limite au cas simple.

Considérons, par exemple, le dernier probleme traité (n° 70) et
vérifions que nous en avons bien obtenu la solution.

Posons donc

— R N B VIRRTY
Ap=— /{s)d»V,) da, Y= LW

dV dV' , L
~— ¢t ——- Nous savons d¢ja,
dny; dn, -
par les inégalités établies aux n® 59 et 61, que V est une fonction har-
monique dans T et dans T’, se comportant & Uinfini comme un potentiel
newtonien. Tout revient & voir quelle relation est satisfaite en chaque
point de S.

On peut affirmer la continuité de V,

(1) En effet, on voit (n° 89) que §% [ Ap Wp| tend alors vers zéro, quel que soit Pentier
positif «.
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Considérons les fonctions harmoniques
A, B, C,

prenant respectivement sur S les valeurs

1 dV 1 d V' I
iy ey o,
@ dn; Q@ drn, ]
Soit
A ==X, W,
On a
AV . IV
/ v V,dz Y AT dz
o e Jis cdn;
“l’ oA P - P, R e e
/ o Vids ©Vids
U8 TS
Or
aw Epty
e Eete gy
dn; - A LA 9
d’ou
. / wVV,ds
ﬁp }-p (8
“p T T )
R e
. A8
Mais
eVV,dz
s ,,._;_/_\." .
. / - )
/ wVids Ly
“(8)
Done

A — N 2

~ A Z, .
B — A [Rsal ARSI, -7 LA Y, V)
sk fo =Dy T A= By

- 'F,, .
§ T — , Ll WL
y Z AI 1 ~= /'.I, /

Ann. de U’ Ee. Normale. 3° Séric. Tome XV. — Maps 18gH.
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Cela pos¢, la fonction harmonique
A+1B—G

prend sur S les valeurs

1 /dV dV'
s )

On obtient évidemment son développement cn série en ajoutant
terme & terme les séries précédentes. Or, on a

Ap E-Il)‘ll Aﬁ ‘EI' — _.A.gl’m,
/l -+ )'.p I+ )‘-/) - h h - )\p T+ )\p A,‘ I - )-p o
Donc
A+ IB—C=—=o0.
Par suite,
!
ay h E—lfY- — @ = o.

_ 3
dn; i dn,

(’est ce que nous voulions prouver.

Pour tous les autres problemes résolus dans les pages précédentes,
la vérification se ferait d’une manitre aussi simple.

Je rappelle, en terminant, les deux hypotheses que nous avons faites
dans tout ce Chapitre :

1° La surface S est formée d’une seule nappe réguliere, qui peut
étre d’un ordre de connexion quelconque.

2° La fonction @ possede, par rapport i u et ¢, des dérivées de tous
les ordres.

Il est bien clair que ces hypotheses ne sont pas indispensables ; des
généralisations seraient sans doute faciles; mais je ne m’cen suis pas
occupé. Je dois cependant faire remarquer que toutes les démonstra-
tions contenues dans ce Chapitre subsistent si la surface S est formée
de plusieurs nappes extérieures les unes aux autres, le domaine T7
étant alors connexe. C'est le cas le plus intéressant au point de vue de
la Physique.
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w

TROISIEME PARTIE.
LE REFROIDISSEMENT DES CORPS SOLIDES ET LE PROBLEME DE FOURIER.

I. — Enoncé du probléme de Fourier. — Réduction du cas général a un cas
simple. — Solution pour une sphére et pour deux sphéres concentriques.

72. Le probléme des températures variables, auquel nous donnerons
plus spéeialement le nom de probléme de Fourier, se vapporte au re-
froidissement d’un corps solide, homogene, isotrope et athermane,
isolé dans I'espace, primitivement chargé de chaleur saivant une loi
de distribution donnée, puis abandonné & Tui-méme, tous les points
de sa surface ¢lant portés i des températures que 'on suppose connues
d’avance pour chaque instant.

Les seuls travaux que on puisse citer sur cette matiere sont dus i
M. Poincaré (*). Is sont relatifs i la méthode des solutions simples;
mais on n’a pas réussi jusqu’a présent i obtenir par celte voie une ré-
ponse précise i notre question.

Je suiveai une marche toute différente. Au lica d’¢liminer des
aleuls Ta variable ¢ qui représente le temps et de ramener ainsi U'inté-
gration cherchée au développement d’une fonction de (x, y,z) en
sériec d'une certaine forme, je démontrerai directement Pexistence
d’une solution du probleme de Fourier, comme 1l a été fait pour le
probleme de Dirichlet généralisé. Les séries que M. Poincaré consi-
dérait @ priord, ne seront d’ailleurs pas rejetées pour cela : elles se
retrouveront i la fin, et leurs propriétés résulteront du théoreme
d’existence établi d’abord.

73. Voyons comment il convient de poser e probleme de Fourier,
au point de vue de ’Analyse.

(1) H. PoiNcArE, American Journal, 1890, — Rendiconti del Circolo matematico di
LPalermo, 1894. — Lhéoric analytique de la propagation de la chaleur. Pavis, Carré, 1895.
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Je prends les notations («, y, =, ¢, V) pour désigner les variables
indépendantes et la fonction inconnue.

Considérons un domaine connexe T limité par une surface fermée S
qui peut étre composée de plusieurs nappes entierement séparées. Je
ferai sur S les mémes hypotheses que pour le probleme de Dirichlet
généralisé.

Soit ® une fonction donnée, définie et continue en tout point de S
et pour toute valeur positive de ¢. Soit, de méme, ¢ (2, ¥, =) une fonc-
tion donnée, définie et continue en tout point de T. Diverses hypo-
theses doivent étre faites sur @ : elles seront expliquées plus loin,

Celaposé, lafonction V des quatre variables indépendantes (2, y, z, ¢)
doit remplir les conditions suivantes :

1° En tout point du domaine T ¢t pour toute valeur positive de ¢, Ia
fonction V sera uniforme, finic ct continue ainsi que ses dérivées par-
tielles du premier ordre par rapport & ¢ et des deux premiers ordres
par rapport a (z, y, z).

2° En tout point de T et pour toute valeur positive e ¢, on aura

Ay - 9V,

Jae

3° Soit M, un point de S. Appelons ®, (¢,) la valeur de ® en M, a
Iinstant ¢,. Soit M un point de T. Appelons V, (¢) la valeur de Ven M
a I'instant . Enfin imaginons un chemin continu G allant de M en M,
sans jamais sortir de T. Quand le point (x, y, =) décrit G, Vy (¢,) aura
pour limite ®, (¢,), quels que soient le point My, le chemin C et
Pinstant ¢, (¢, > o). ‘

4° Soit gy Ja valeur de 4 en M. Lorsque ¢ tend vers zéro, Vy (¢) tendra
vers ¢y, quel que soit Ie point M envisagé dans T (M non situé sur S).

Je me propose de montrer qu’il existe toujours une fonction rem-
plissant ces diverses conditions.

Voyons d’abord que le probleme proposé comporte au plus une
solution.

En effet, supposons qu’il y ait deux solutions distinctes V, et V, et

posons
V:VIWVQ.
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La fonction V jouit des propri¢tés suivantes :

1° Elle remplit les conditions de continuité prescrites;

2° Elle est solution de I'équation aux dérivées partielles;

30 Llle se réduit i zéro sur S;

4° Elle se véduit & zéro pour ¢ = o.

Je dis qu’une telle fonction est identiquement nulle.

En elfet, je vais montrer que, nulle & Torigine des temps, elle ne
peut ultéricurement devenir positive ou négative en aucun point.

Supposons par exemple qu’elle arrive & prendre des valeurs néga-
tives. Ce ne sera pas sur S ou elle reste nulle. 11 y aura donc pour
elle, & un certain instant positif ¢t en un certain point intérieur a 7T,
un minimum négatif encore décroissant. Or, en un tel point, d’apres
le raisonnement du n® 41, on aurait

7A% b
o

AV o,

Par suile, contrairement & hypothese, Péquation aux dérivées par-
ticlles ne pourrait pas étre satisfaite au point et i U'instant considérés.
Done la fonction V ne peut pas devenir négative.

On verrait de méme qu’elle ne peut pas devenir positive. On a done

Vo, V=V,

et la proposition ¢noncée est Gtablie.
Ainsi le probleme de Fourier ne comporte sirement pas plus d’une
solution.

74. Je me propose maintenant de montrer que le probleme de Fou-
rier, dans les termes ot il a été posé, comporte toujours cffectivement
une solution. D'apres ce que nous venons de voir, il suffira de prouver
que Pon peut dans tous les cas construire une fonction remplissant les
conditions prescrites, quel que soit e procédé employé pour faire
cette construction.

Je commencerai par ramener le cas général ol les températures
périphériques données sont variables avec le temps au cas simple ol
elles sont constamment nulles.

Reprenons les notations du numéro précédent et posons

V=U-+W
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avec
AU =o dans T,
Us—=® sur S.

Sachant résoudre le probleme de Dirichlet, nous savons calculer U et,
par suite, nous sommes ramenés au calcul de W.
La fonction U, harmonique dans T, est holomorphe en (=2, y, z)

dans tout domaine T" intéricur & T. Elle dépend de ¢ comme d’un para-

. .00 . . . -
mbtre et, sl —- existe et est une fonction continue sur S pour ¢2o, la

dérivée %[ZJ est la fonction harmonique qui prend sur S les valeurs %%—)

Il en est de méme pour les dérivées successives de U par rapport a £.
Lorsque ¢ tend vers zéro, supposons que ®(z,y, z, ¢) tende vers
O, (=, y, =) : il est clair que U tend alors vers la fonction harmo-
nique U, qui prend sur S les valeurs ®,. Enfin admettons que @ soit
une fonction périodique de ¢ ou bien ait, lorsque ¢ augmente indéfi-
niment par valeurs positives, une limite ®_ continue sur S : alors U
est une fonction périodique de zavee la méme période que @ ou bien
a pour ¢ infini une limite U, qui est la fonction harmonique prenant
sur S les valeurs @ .
Dans chacun de ces cas, on a

OW  oU o
AW = TR dans T,
Ws=o0 sur S,
W,=9—1U, pour {=o.

On est ainsi ramen¢ & considérer le refroidissement d’un corps solide
lorsque les températures périphériques données sont constamment
nulles, mais qu’il y a & Pintéricur du corps des sources de chaleur
connues.

Changeons de notation. Nous avons & résoudre le probleme suivant :

ov

AV = 7t “+f(2,¥,5,t) dans T,
Vg==o0 sur 8,
Vo = 4] pour £ = o.

On se borne 4 supposer la fonction ¢ continue. Quant aux hypothéses
relatives 4 7, nous les indiquerons plus loin.
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75. Occupons-nous donc du refroidissement d’un corps solide par
communication dans le cas ou il y a des sources calorifiques inté-
rieures.

On verrait, comme plus haut, que ce probleme ne comporte qu’une
seule solution.

Nous examinerons plusieurs cas. Le premier sera celui ot la fone-
tion /(@,y,s,2)estpériodique en ¢. Le second sera celui olt /(z, y, =, ©)
tend, pour ¢ infini, vers une limite 7, (x, y, z) continue et munie de
dérivées partielles du premier ordre également continues. Je suis trés
loin de penser que ces deux cas soient les seuls abordables; mais je
ne m’occupe d’abord que de ceux-li, parce que ce seront les seuls &
me servir.

Voyons, pour commencer, ce qui arrive si_f ne dépend pas de ¢ et
si ’on a par conséquent

S=F.
pour toute valeur de ¢.
Posons
VoUW,
avee

AU =/, dans T,
Us=o0 sur S,

U ne dépendant que de (a,y, 5). Sachant construire la fonction de
Green, on sait calculer U, vu les hypotheses faites sur /.

Il vient ensuite

_ow
ot
Wg =0 sur S,

AW dans T,

W,=9¢-—-1U pour ¢==o.
On est ainsi ramené au cas ot il n’y a plus de sources calorifiques in-
térieures.
Procédons de méme dans le cas général ou / tend vers /. Il vient
oW
AW =: o “+f—f, dans T,

Ws=o0 sur S,
Wy—¢—U pour £=o.
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Nous sommes alors ramenés au cas ot la fonction qui joue le role de /
tend vers zéro pour lorsque ¢ augmente indéfiniment.

Finalement, nous nous bornerons & considérer deux cas :

1° fest une fonction périodique de 3

2° ftend vers zéro quand ¢ croit indéfiniment.

On déduit de Ia sans peine la solution du cas général.

Notre but sera, dans chacun de ces cas, de construire une fonction
qui vérifie I'équation aux dérivées particlles, qui s’annule sur S et qui
reste finie et continue pour ¢ = o. Il faudra ensuite résoudre le pro-
bleme du refroidissement pour le cas simple olt les températures péri-
phériques données sont constamment nulles et ot il n’y a pas de
sources calorifiques intérieures. C’est ce qui fera Pobjet du Chapitre
suivant.

76. Pour aller plus loin, un lemme va nous étre néeessaire.

Cherchons deux fonctions « et § de (2, ¥, z) qui jouissent dans T
des propriétés de continuité fondamentales, qui s’annulent sur S et
qui vérifient les relations

Ao — 7{3 == A, A(j = B,

A étant une constante positive et les lettres A et B désignant des fone-
tions continues ainsi que leurs dérvivées partielles du premier ordre.

Supposons qu’il y ait deux systemes de solutions distinctes (a,, ;)
et (oty, By). Posons

%=y — Oy, B=p— P
On a
(BPAc— aApR) d-::::/ <(3£/ff — aile) ds == 0,
m ) dn dn
d’olt
/ (e~ B*)dr o,
(T
car

Ao — 7.?) o, Alrj Ry 0.

On conclut de 12
o =0, ﬁ o 0.

Donc il n’y a qu’une solution possible.
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Yoyons maintenant qu’il y a toujours ellectivement une solution.
Jemploierai pour cela la méthode des approximations successives de
M. Picard et la méthode du prolongementanalytique, que j’ai exposées
dans Ia premiere Partie de ce Mémoire. N'ayant rien de bien nouveau
a dire ici, je me contenterai de signaler les points & changer dans
Panalyse déja faite & propos d’une seule équation, et je passerai un
peu vite sur les détails du caleul.

Posons
o Xire,, B=2WrpB,.
Il vient
A(/“ "v/\, AIJU - ”,
A01 (fJ(Iy A{jl = oy
........ R ey
Aot =y, ABy=zoy g,
.......... , ey
-

les e, et 3, s"annulant tous sur S,

Connaissant Uexistence et les propriétés de la fonction de Green,
nous savons [aire de proche en proche ces approximations et former
les séries définies plus haut.

Posons
Lo
o Gdr <o
/ f T~
hm (T)

& ¢tant une constante positive convenable.
Soit ¢ 'unité imaginaire ordinaire. Soit
[A-+DBi| =M,

d’olt
[A|<M, |B]<M.

Par suite

e | == Mg, | oy | <2 Mg?, ce e, | << Mgr+t, ceny
Bl =M, 1B <M, o Bl <Mgrr,

d’aprés un lemme rappelé au n® 15.

Les séries )
Sira,, EI0G,

Ann. de U'Fe. Normale, 3* Série. Tome XV. — Mans 13g8. 10
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sont donc absolument ct uniformément convergentes, pourvu quc
Pon ait

Un théortme tout & fait analogue au théoreme de Harnack généralisé
démontré au n° 19 et une discussion semblable & celle du n° 17 mon-
trent alors que les sommes « et b des séries précédentes sont des fone-
tions continues vérifiant les relations
I / ; : o, .
[ R — ()f) 4 A) G dr, rj T e (2ot —- B) (x clz.
iy A Jix,
Notre probleme est done résolu si Ag est inférieur i 1.
Cherchons maintenant une limite supéricure de |«
pendante de A.
Posons

et de | B inde-

U=ra-+ B,

¢ étant 'unité imaginaire. Il vient

AU -2 U == A+ B¢ dans T,
Us==o0 sur S,
Posons
rrte= (w2 ) (Y =y ) (5 5T

(z,y,z) et (2,y, ) ¢lant deux points de T. La fonction

st i)
- ‘ -
,
vérifie la relation
Al - LWl == 0.

Soit alors

e
(A4 B'E) , dz’,

, I :
U=~ -—
0 I

(1)
A’ et B désignant les valeurs de A et B au centre de gravité (o, v/, 37)
de d7’. I est clair que U, jouit de toutes les propri¢tés d'un potentiel
newtonien de volume attirant. Mais, au lieu de I'équation de Poisson,
on a

AU+ i2U0g=A + B,
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comme le montre une discussion bien facile (*). D’ailleurs U, est une

fonction continue dans tout Uespace, et méme i la traversée de S.
Enfin on a

|

A
\
v

{c—l'\/ .
i“ .

|

~

I
Mais
I o

Jiry
d’apres la fagon dont Ie nombre g a ¢té défini (n° 12). Donc

| Ug I S I\]'g‘.
En effet, on a

— )
Vi (=),
d’olr
perVeih YR e ( cos V27 v ,l)

YA .. r
o i sin -t
2 2
et enfin

| oV | =1
comme 1l le fallait.
Posons maintenant
U=U,-+ U,.
On a
AU, -+ (2 U;=o0 dans T,
u,-—-—10, sur S.

Je dis que le module de U, ne peut pas avoir de maximum en un point
intéricur & T. En effet, soit

Uy =« b,
U, —=a—bi,
H =U0,U, =a*+ 0%
On a, dans T,
AU, 4 (20, =o,
AU, — (AU, =o,

(1) . PoiNearE, Théoric mathématique de la Lumicre, t. 1, Chap. 1V, p. 103.
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car on déduit U, de U, en changeant : en — ¢. D’autre part

Al == U, AU} - U} AU, 2 3 201 20,

Cela peut s’écrire
O [/ da\? b\ .
a3 (5) + (52) ]

Cette inégalité montre que 1 ne peut pas avoir de maximum dans T :
c¢’est ce qu'indique en effetla formule de Kirchhofl'appliquée aux fone-
1 i ! e q H hpn aue ] 2 1 g . ~ Y v "
tions H et dans une petite sphere ayantle point (2, y, =) pour centre.

Le module de U, ne peut donc pas non plus avoir de maximum

dans T. L’inégalité
[ Uy << Mg

entraine donc celle-ci
I UI , < 1\1‘{)".

Finalement on a
(U]~ aMg
et, par conséquent,
lo| < 2Mg, |G|~ 2Mg.

Notre but est atteint.
Cela posé, il n’y a plus aucun obstacle & employer la méthode du
prolongement analytique. Soit A, une valeur de & telle que

hog <1,
Posons
b= by Ry, o= 2ZMa,, == E'A’{fi,,.
Il vient
Aoy, = 2Pyt Pp-1 Al == — hooty— o)y dans T,
oy == 0, @1, =0, sur S,

ct, & cause de la valeur choisie pour 7, on sait faire ces approxima-
tions.
Le lemme précédent donne ensuite

lo, | <M.(2£)7%,  |B,|<M.(2g4)r+1,
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et Ie probleme est done résolu pour les valeurs de %, vérifiant Uinéga-
lité

T oo
=

o

On arrive ainsi de proche en proche aux conditions de possibilité sui-
vantes
n

O " .l. "«': —9
2L

n ¢tant un entier positil quelconque.

Finalement notre probleme auxiliaive est résolu pour toute valeur
positive de A. La forme méme des équations montre d’ailleurs qu’on
pourrait aussi bien le résoudre pour les valeurs négatives de A,

En résumd, si A est réel, il est possible de caleuler « et § et de leur
assigner une limite supérieure commune indépendante de A.

On remarquera que les seules hypotheses nécessaires pour A et B
sont la continuité de ces fonctions dans T et celle de leurs dérivées du
premier ovdre dans tout domaine T" intérieur i T.

77. Revenons maintenant i notre probleme :

A% , .
e Vi dans
AV o+ wms T,
Vs =0 sur 8,
| Vo == 9 pour £:==o.

Les considérations précédentes nous ont mis en mesure de le résoudre.
Occupons-nous d’abord du cas olt les sources de chaleur données
sont périodiques. Nous ne réduirons pas la généralité de la solution
en supposant que la période soit 2w, car Punité de temps est arbi-
traire.
La fonction /'sera uniforme, finie et continue en tout point (,y, =)
de T et pour toute valeur de ¢. Elle admettra 27 pour période par rap-
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port & ¢. Enfin elle possédera par rapport & (z,y,s) des dérivées du
premier ordre continues au moins dans tout domaine T” intéricur a T.
La fonction / aura, par rapport i ¢, des dérivées de tous les ordres
qui jouiront des mémes propriétés.
Posons

V=Y.V Z A, cosnt Z B, sinnt
1 1

avece

27

_—
Ay = ~-f S(x, v, 5,7)dr,
T 0
[ 27
A,= Ef Sz, ¥, 5,7)cosnt dr,
0

[ 2T
B,= = / Sz, ¥, 5, 7)sinnt dr.

0

Nous sommes dans des circonstances o ce développement en série
trigonométrique est légitime.

Il est clair que les fonctions A,, B, sont continues dans T et qu’elles
possedent des dérivées partielles du premier ordre continues dans tout
domaine T  intérieur A T. En effet, on a le droit de différentier sous le
signe d’intégration dans les expressions précédentes.

A cause de la périodicité supposée, des intégrations par parties per-
mettent, comme on sait, si p est un entier positif donné, d’assigner un
nombre positil M-tel que 'on ait, quel que soit n,

ITYET- T

nr

- M

nt
La série f est donc absolument et uniformément convergente ainsi

que toutes les séries dérivées en ¢.
Soit maintenant

w @
V=1 Za” cosnt -+ 2 B, sinnt,
1 1

les a,, B, étant des fonctions de (=, ¥, z) que nous allons déterminer.
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Un calcul immédiat donne
Aay= A,
et
Acty—n (3!1. = A, A(B,L o, By

Assujettissons les fonctions a, et B, & s’annuler toutes sur S. Alors le
lemme vu plus haut permet de caleuler ees fonctions sans difficulté.

D’apres une remarque faite au n® 76, on a
| o] <oy —0 [Bul <<2g -

Done la série Vestabsolument et uniformément convergente ainsi que
les séries obtenues en dérivant terme i terme par rapport i ¢. On con-

clut de la que
oV otV

Voo o

sont des fonctions continues dans 'T. Tout cela est immeédiat et je n’y
insiste pas.

Une discussion bien simple, et déja faite plusicurs fois dans des
circonstances analogues, permet d’éerire

\

OV N
AV Z..ﬁv/('r)<7)[ t /)(:clz',

G 6tant la fonction de Green de pole (=, y, =) ¢t Paccent désignant
le remplacement de (a, y, =) dans les fonctions qu’il affecte par les
coordonnées (2, ', 2") du centre de gravité de dv’.

. ov! , . . )
Comme o et /7 sont des fonctions continues de (', ', '), la for-
mule précédente nous apprend que les dérivées

oV OV oV

Jz’ ()‘y’ Jds

wxistent et sont continues dans tout domaine T” intéricur & T.

On a encore
oV / P2V 12/,'].)
ot 47 Jg \ 0 0

)

G dz.
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*V *V »*V
dr o’ dydt’ dsdt

existent et sont continues.

T . . . A% Y ,
Revenons alors & I'expression de V. La fonction =7~ -+ /" a des dé-

rivées continues du premicr ordre en (2, y', s). Donc, en vertu
d’une proposition bien connue, rappelée du reste au n° 15, V a des
dérivées du second ordre continues dans tout domaine T" intéricur
aT.

On déduit de Ia les relations

5 oV -
AV - N -/ dans T,
Vs==o sur S.

Voyons maintenant ce qui se passe pour /== o.
La série
“ I .
,‘): Oy = 2 Ly
1
est absolument ¢t uniformément convergente. Donc V se réduit a une

fonction continue g, pour ¢ = o.
Finalement, on a

. ov
AV = 2 4 f dans T
5i J lans T,
Vs=o0 sur S,
Vo= oy pouar £ =o.

Nous n’avons donc pas résolu exactement le probleme que nous avions
en vue : la condition initiale n’est pas satisfaite. Mais supposons que
nous sachions construire une fonction W vérifiant les relations

oW

AW = I dans T,

Wg==0 sur S,

W= 0 —o0, pour £ = o.
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Lla fonction
U=V4+W
sera la solution cherchée.

Nous aurons done ramend le cas olt il y a des sources de chaleur
périodiques i Uintéricur du corps au cas ot il n’y en a pas, les tempé-
atures périphérviques étant toujours constamment nulles. C'était Ia
notre but. Le cas auquel nous sommes ramenés sera ¢ludié dans la
suite. 11 nous sulfit, pour U'instant, de noter qu'il n’y a plus que lui a
considérer.

Nous avons vu les hypotheses qu’il est néceessaire de faire au sujet
de la fonction donnée /. On en conclut que, dans le cas des tempé-
atures périphériques variables, si la fonction @ da n® 74 est pério-
dique en ¢, il suffic de la supposer continue en (2, y, ) sur S et munie
de dérivées partielles de tous Tes ordres par rapport i ¢.

L'existence des dérivées particlles de tous Tes ordres par rapport i ¢
n’est méme pas indispensable. On verra facilement qu’il soffit de
supposer Pexistence ¢l la conlinuité de

af o) B A
D A T LR T Y. e

pour pouvoir faire les raisonnements qui précedent.

78. Lorsque les sources calorifiques intérieures ne sont pas pério-
diques, la résolution du probleme qui nous occupe résulte des pro-
prictés de Uintégrale définie conmue sous le nom dintégrale de
Fourier.

Letude de cette intégrale célebre a é1é faite avee une entiere rigueur
par M. Poincaré dans son Ouvrage sur la théorie de la chaleur (*). Je
pourrais done passer rapidement sur les discussions qui vont suivre :
on ¢n trouverait le détail dans le travail que je viens de citer.

Soit & construire une fonction continue V telle que 'on ait

oV T
AV - o 4/ dans T,
Ve o sur 8.

(1) 1L Porscanss, Zhéorie de la chalewr, Chap. VI el VIL
Ann. de t' e, Normale, 3¢ Sérvie. Tome XV. — Aviain 18¢8. 16
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Je néglige & dessein la condition initiale : il sulfirait de refaive ici la
remarque par laquelle j’ai terminé le numéro précédent, et la conclu-
sion serait la méme.

Comme je I'ai déja dit, je puis me borner 4 considérer le cas ot /
tend vers zéro lorsque ¢ augmente indéfiniment par valeurs positives.

La fonction f n’est définie que pour £Zo. Mais je puis toujours en
compléter la définition, d’une facon d’ailleurs quelconque, de fagon
qu’elle ait encore un sens pour ¢ < o. Fappellerai encore /la fonction
prolongée. Il est clair que ce prolongement peut étre réalisé de telle
manitre que la fonction / soit continue pour toute valeur de ¢ et méme
pour ¢ = o et qu’elle s’annule pour ¢ infini positif ou négaltif, ainsi que
ses dérivées partielles par rapport & ¢ jusqu'a un ordre quelconque
donné & 'avance.

Voyons maintenant les hypotheses qu’il faut faire sur /. D’abord
cette fonction, regardée comme dépendant de (, y, =), scra uni-
forme, finie et continue dans T et elle aura dans tout domaine T’
intérieur & T des dérivées partielles du premier ordre également con-
tinues. Regardée maintenant comme dépendant de ¢, la fonction /
sera continue pour toute valeur de ¢. Enfin, ¢, et M ¢tant deux nombres

positifs convenablement choisis, on aura

e M M o LM jof] M
NG [0z| = |t dy, e ds| P’
pour
)L]:“Lu,

p étant un nombre posilif supérieur a 1.

Quant aux dérivées successives de / par rapport & ¢, elles existe-
ront au moins jusqu’au quatrieme ordre et jouiront des mémes pro-
priétés que f.

Cela posé, soit

d

Alz, y,3,q)= ';rf JS(x, y,3,7)cosqrdr,
Bz, y,5,q)= %f flz, ¥, 5,7) singr d.

Chacune de ces intégrales a évidemment un sens, et méme est absolu-



SUR L’INTEGRATION DES EQUATIONS DE LA CHALEUR. 123

ment et uniformément convergente : les fonctions A et B sont done
continues dans T. Si le point (x, ¥, z) est intérieur & T, les inté-
grales |
]
I aof
= J;_(x, ¥, 5,T)cosqgrdr,

@

1 [0 .
E‘f_w 5%(.70, ¥, 5, 7)singtdr

ont un sens et sont ahsolument et uniformément convergentes. On
conclut de la qu’elles ont pour valeurs

JdA 0B

ox’  dax

Done A et B ont, par rapport & (x, y, =), des dérivées du premicer
ordre continues.

Nous sommes dans des conditions oir, malgré la présence des limites
infinics, on peut intégrer par partics. On trouve sans peine ainsi

(3 .
. ‘.f 34(1, ¥, 5,7) sin gt dr,

q

v (T of
B — 5 (—)':c-(ar, ¥, 5,T)c0sqrTdr.

Apres quatre opérations de ce genre, il vient

@
A 'f ()f(w,y,s,r)cosqrd‘c,

7 P

@
b ﬂtﬁf_,, gui (%055, 7) singuder.

Chacune des intégrales précédentes est absolument et uniformément
convergente. Il est done bien clair que 'on peut assigner un nombre N
tel que

_N _N
Al= e IBl=

q*

si grand que soit
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Cela posé, on sait que I'on a
Sz, y,5,t) :—f [A(x,y,5,q) cosqt+B(a,y, 5, q)singt]dq.
0
Telle est en effet intégrale de Fourier. F'ajoute que cetle intégrale

est ici absolument et uniformément convergente.
Prenons maintenant

V(x,y,5t) ::f [a(@, ¥, 3,q) cosql-1- B, ¥, 5, q) singt] dy,
0

avec
Ao — qf == A,
AR 4 qa=—B,
dans T, et
o= 0, {3 o,

sur S. Nous savons calculer ¢t B et, pour ¢ - ¢,, on a, en vertu d’un
lemme vu plus haut :

| N . N

e

al<azg Bl A

2 .
q [=]
L’intégrale V est donc absolument et uniformément convergente : clle
définit une fonction continue dans T, pour ¢7 o, ¢t s'annulant sur S
quel quesoit ¢.
Les intégrales

f (- agsingt - Bycosql) dyg,
0

[ ~—q*(acosql -+ B singt) dy

0

sont, clles aussi, absolument et uniformément convergentes. Elles re-
présentent alors respectivement les dérivées

A
o’ o’

qui existent donc et sont continues.
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Cela étant, on a

——. J_ ' I ATy O / — "_ i nHY
o ,/;'n,/m(//ﬁ - A") G dd, ('ﬁ/”_[ m(r/\z — B G d,
d’ol
Vo 7|1TE / dg | | - (qga'—DB")singt -+ (gB' -~ A') cosqt] G dr'.
] ()

Mais, les intégrales ¢tant absolument et uniformément convergentes,

on peut intervertiv Pordre des intégrations. Done

Vi 7|'TC/ (i/ [ (qo/ BYysingt+ (qp'-+ A') cosqt| dy ',
SV V]

Or, on a

/ (A cosql-1 B singl)ydg - J7,
0

S /
/ (algsingl - Blqcost)dy . {))\;v--
. (243

0

Par suite
] A )
Voo oo A - S e
/I'n'/u)( ')L / ) a
On trouverait de méme

OV Yo
ol 7,“7&/(.,., o b )

On peut alors achever la discussion comme & propos des sources pério-
diques. La conclusion est que NV remplit bien toutes les conditions pres-
crites.

Ici encore nous sommes done ramends au cas simple ol les tempé-
alures périphériques et les sources intérieures sont simultanément
nulles.

Revenons, pour terminer, sur le cas ol les températures périphé-
riques sont variables. On voit les hypotheses qu’il convient de faire
sur la fonction @ du n® 74. Cette fonction sera continue sur S. De
plus elle aura par rapport a ¢ des dérivées des cing premiers ordres.
Enfin @ ¢t ses dérivées tendront vers zéro, lorsque ¢ augmentera indé-
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finiment, de la facon que nous venons d’indiquer dans le présent nu-
méro au sujet de /.

79. Pour compléter ce que je viens de dire sur le probleme de
Fourier quand il y a des sources calorifiques intérieures, je traiterai
encore le cas suivant :

AV = %—Zf +Jf dans T,

Vs=o sur S,
V,=o pour ¢ ==z o,

la fonction f étant kolomorphe en t.
Aucune hypothese n’est plus nécessaire ici, quant & I'allure de la
fonction f pour les grandes valeurs de ¢.

Posons
V=22V, ./‘:":2“/1(‘1'1}”3)‘"'

La séric f, entiére en ¢, est supposée convergente pour toute valeur
de ¢. Les coefficients o, sont des fonctions continues dans T et ces
fonctions sont munies de dérivées particlles du premier ordre con-
tinues dans tout domaine T’ intérieur a T.

On a
AV, = L)-Y—’f - oty L dans T
ot ’
V.=o0 sur S,
V,==o0 pour ¢ = o.

Je dis que ’on peut construire les fonctions V,.
Soit, en effet, une fonction H telle que

! AH - «, dans T,

Hg==o sur S.
Posons '
V= t*H - U,
1l vient
1 AU, == %[—Jf- -+ ne*—tH dans T,

‘ U,=o sur S,
U,=o . pour ¢==o.
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L’équation qui définit U, est de méme forme que celle qui définit 'V,
mais I'exposant de ¢ est diminué d’une unité. Donc, apres un nombre
limité d’opérations analogues & celle que nous venons de faire, on sera
ramené au probléme de Fourier réduit pour lequel il n’y a plus de sources
intérieures. On conclut de [a (voir Chap. I1) qu’il est possible de cal-
culerV,.

Soit ¢ un nombre positif donné & I'avance aussi petit qu’on veut.
Prenons un nombre positif quelconque ¢,. Par hypothese, on peut
choisir n assez grand pour que 'on ait

| Gyl -i= Gy LV L ey, AP e,

quel que soit p, des que |¢] est inféricur i ¢,. Posons

Sn;[’ TN BRI & Zn-p e,
-\dlhl) e vlz AR v”'i P
On a
[ 0z
] | o np o, Q@ ane T
| AX, Sk Su,p dans T,
N ‘ 5
L Zup0 sur S,
! 2pp 20 pour{-o.

Cons(ruisons une fonction L telle que

| AL -1-e:=:0 dans T,
i Lg==o sur S,
Posons
Tps - L3, Op L--2Z,,,.
Il vient ‘
Az, = (Z" e - A, == %Oti (e--Sup) dans T,
T, 0, 0,; 20 sur S,
Tp o0, 0, o pour ¢ = o.

Un raisonnement déjh fait au n° 73 montre que les fonctions 7, et 0,
sont certainement positives pour [¢] <7 ¢,; en effet, elles ne peuvent
pas avoir de minimum négatif encore décroissant dans cet intervalle.
La fonction L ¢tant positive et inféricure 4 eg (g désignant la méme
constante qu’au n° 17), on a donc

[ 20, l < Eeg-
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On conclut de la que la série
V-3V,
est uniformément convergente.
Cela posé, il est claiv que V est une fonction continue, s’annulant
pour £ = o et se réduisant a zéro sur S.
Formons maintenant la fonction V), telle que

W ,
1' AV! = 3 o pon=t dans T,
1
|

Jt
V), =0 sur s,
Vi=o pour == o.

On vérifie aisément que I'on a

Wt
V, / Vi, (x,v,3,7)dr,
“0

d’olt
A "

Vo ol

Ein raisonnant alors comme ci-dessus, on voit que la série

IV AN oV,
dt a=d L
est uniformément convergente.

On peut achever les caleals comme au n° 78 ¢t 'on parvient ainsi &
montrer que Vest bienla solution de notee prohleme.

Finalement, nous savons ramencr, pour le probleme de Fourier, Te
cas ol la fonction f est holomorphe en ¢ au cas ol elle est nulle.
Pajoute que 'on peut bien facilement élendre cette conclusion, sous cer-
laines réserves coirentes, aw cas genéral ot [ est une série de fonctions
enticres en t ow une intégrale definie portant sur une fonction enticre
de t qui depend d’un paramctre.

La méme proposition est encore vraic si / est seulement Aolo-
morphe pour toule valeur positive de t : on le voit en effectuant, par la
méme méthode, le prolongement analytique simultané¢ de Vet de /,
qui sont ainsi représentés 'un et autre par une suite de séries va-
lables chacune dans un certain intervalle.
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80. Je ne considérerai plus désormais que le probléme de Fourier

réduit
ov

| AV
T e dans T,
ot
Vi=—o sur S,
Vi=o pour £ =o.

Pour clore ce Chapitre, je rappellerai la solution de ce probleme
réduit, dans deux cas particuliers.

La méthode classique des solutions simples et des développements
en séries permet de résoudre facilement le probleme de Fourier réduit,
dansIes deux cas ol la surface S est constituée par une sphiere unique
ou par deux spheres concentriques. Le probléme du refroidissement
peut alors étre considéré comme complétement résolu dans chacun de
ces cas. Jajoute que la méme conclusion est encore vraic si 'on
suppose la présence de deux variables ponetucelles @ et y sculement,
¢’est-a-dire si on étudie le mouvement de la chaleur dans une plaque;
les cas traités sont alors ceux du cerele et de la couronne circulaire,
et les procédés suivis sont les mémes.

Les solutions auxquelles je fais allusion sont liées a la théorie des
fonctions de Bessel et & U'étude 'une équation différenticlle célebre,
connue aussi sous le nom de Bessel qui la rencontra en Mécanique
céleste i peu pres dans le méme temps que Fourier la rencontrait dans
la Théorie de la chaleur.

Ces solutions ont été obtenues par M. Poincaré (). Je me conten-
terai de les citer, a cause des longueurs ott m’entrainerait leur exposé.
La méthode suivie par M. Poincaré est une extension de la méthode
fondée par Cauchy sur le théoreme des résidus pour obtenir, au
moyen de séries procédant suivant certaines fonctions simples, des
représentations analytiques explicites de fonctions arbitraires.

M. Poincaré ne s’occupe, il est vrai, que des cas de la sphere ou du
cercle, et il suppose qu’il y a rayonnement surle bord. Mais I'exten-
sion aux cas de la couche sphérique ou de la couronne circulaire est

(1) . PoiNcari, Théorie analytique de la propagation de la chalewr. Paris, Carré, 1895,
Chap. XVII ¢t XVII. — Foir aussi Jornax, Traité d’Analyse, L. 1, Chap. I, § 4.
Ann. de ULe. Normale. 3* Série. Tome X V. — AvaiL 18¢8. 17
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immédiate, ainsi que le remplacement de 'hypothese du rayonnement
par celle de la communication : ¢’est a peine §’il faut faire quelques
modifications insignifiantes aux calculs.

Je signalerai, pour finir, certains résultats que I'on peut déduire de
I'analyse de M. Poincaré.

Posons
A1
Ju(z) :-_-/ (1—-z*)"cossz ds.
—1
Ona
dJ, a(n-+1) df, .
T T e de T

et J, est une fonction entiere de «.
M. Poincaré a montré qu’une fonction arbitraire de z peuat toujours

étre mise sous la forme
ZA (g,

les A, étant des constantes. Dans cette formule, on suppose 2 com-

pris entre o et 1 ¢t I'on désigne par ¢ un élément d’un certain ¢n-

semble dénombrable de nombres positifs tels que J,,(¢) —= o.
Cherchons alors une fonction continue J (p, ¢) telle que

0'J  a(n-+1)0) _ ) N
UP:‘_ + _.*«P. (-)F =5 pour p<C1, t>- 0,
]’ .

| J=o0 pour ¢ ==o0, quel que soit p.

Soit
1==2A 0, (qp).

On a
Je=1-— ZA . (qp)e?.

Posons maintenant

¢
@(pst) = o(0)I(p, L) -+ f T(p, t-=A)a! () dd,
0
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o' désignant la dérivée de «. On vérifie aisément les relations

Do a(n--1)do do

T e LA our g -1, (-0,

0p? P dp Ot l gl b0,
i o z(l) pour p -1, quel que soit ¢,
Lo 0 pour ¢ -0, quel que soil p.

Si donce on éerit
Vi {‘PIIIH

II, étant un polynome sphérique fondamental d’ordee 2, on a, T dési-
gnant le domaine intéricur & une sphere S de rayon 1,

7 () v n .
AV, = i dans T,
Vuoa(t)Y, sur 8,
V.o pour - o.

Au moyen de scries procédant suivant des fonctions analogues aV,, on
peut ainst résoudre le probleme de Fourier, dans le cas de la sphére, quelle
que soil la fonction pérphérique donnde O.

Sans insister davantage, ce qui demanderait de trop longs dévelop-
pements, je fais remarquer que la méthode précéedente, déduite immé-
diatement des travaux de M. Poincaré, permet, par exemple, de ré-
sowdre e probleme de Fourier forsque @ présente, pour == o0, le long
d’un contour formé d'un nombre limité d’ares de cerele, des disconti-
nwitds par sauts brusques. Jaurai bientot a faire usage de cette re-
marque.

A Taide des fonctions harmoniques fondamentales, il est possible
d’étendre les considérations qui précedent au cas d’un corps de forme
queleonque, ce qui donne une nouvelle solution du probleme traité
au n® 74.
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II. — Rappel des fonctions fondamentales de M. Poincaré. — Théoréme de
M. Poincaré. — Extension du théoréme de Harnack au cas de 'équation
de Fourier. — La méthode du balayage.

81. Notre hut, en ce Chapitre, est de résoudre le probleme de Fou-

rierréduit
A%

AV — S dans T
Jdie ’
Vg0 sur 9,
8
Vo= o pour ¢ = o,

la surface S étant supposée réguliere, mais composée d’une ou plu-
sieurs nappes séparées d’un ordre de connexion quelconque, et la fonc-
tion initiale ¢ étant supposce simplement continue en tout point du
domaine T.

Nous devons commencer par établir quelques lemmes préliminaires,
dont le premier est emprunté aux travaux de M. Poincard (') et se
apporte & certaines fonctions que jappellerai les fonctions fondamen-
tales attachées aw domaine 1.

Je rappelle les propriétés les plus importantes des fonctions fonda-
mentales de M. Poincaré.

A chaque domaine connexe T, limité par une frontiere S régulitre,
est attachée une suite illimitée de constantes positives

, P p
Cly  C25 Cue --ey Cp

qui vont en croissant, ou du moins qui ne décroissent jamais, quand
indice augmente, et qui sont telles que 'E,, soit au moins de Pordre de
grandeur de \’/ﬁ:

A chaque nombre £, correspond une fonction U, jouissant des pro-
priétés de continuit¢ fondamentales.

(1) H. PorNasrg, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1894, ot Admerican
Journat of Mathematics, 18go. Foir aussi : I PoiNcari;, Théorie de le chalewr, Chap. X1V
et XV.
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On a
AU[} L EIIUI’ =0 dans T,

UI, =IO sur

921

9

Uldr -1,
n

/ U,U,dr =0 sip 2y,

L ['l']
. oU,\2
El),[r'z(\b},) d‘-

- .
_Cp o
U, = [ UG,
h (T

On déduit de 1a

G ¢tant la fonction de Green, ct, par suite,
! U[l \ ’ '- M 211,

M étant un nombre positif qui ne dépend pas d’autre chose que du do-
maine T.

Il résulte de Pexpression trouvée ci-dessus pour U, et d'un théoreme
démontré par M. Picard (*) que U, est, en chaque point de T, une
fonction holomorphe de (z,y, z).

Un raisonnement tout semblable & celui du n°23 montre aisément
que les dérivées

oU, ol, dU,

Jdx’ Ty’ s
restent finies et continues méme sur le bord du domaine T, lorsque la
surface S est régulicre.
Soit F(x,y,s) une fonction jouissant des propriétés de continuité
fondamentales et restant continue méme sur S ainsi que ses dérivées
du premier ordre. Supposons que 'on ait

FU,de-=0
(L)

pour toutes les valeurs de p depuis 1 jusqu’a rninclusivement.

(1) E. Prcann, Sur la détermination des intégrales de certaines équations aux dérivées
particlles du sccond ordre par leurs valeurs le long d’un contour fermé (Journal de

0 Eeole Polytechnique, LXe Cabicr).
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2
A - \K}Z(;—L) dz,

B | Fde.

()

Posons

Si F est assujettie & s’annuler sur S, le rapport

B

est minimum pour
Feo Uy

D’ailleurs, sa valeur est, dans ce cas,

E/L-H'
On a done

B Zént1s
quelle que soit la fonction I

Ces diverses propositions sont bien connues et il n’y a pas lieu d’y
insister.

Nous allons en déduire un important théoreme indiqué pour la pre-
miere fois par M. Poincaré.

Considérons une fonction V présentant les caracteres de continuilé
définis & propos de 'énoncé du probleme de Fourier et vérifiant les re-
lations

7A% _
AV = i dans T,
Vg =0 sur S,

Vo=—10 pour £ = o.

Supposons qu’une telle fonction existe.
En refaisant encore ici le raisonnement du n° 23, on constate aisé-
ment ’existence et la continuité, méme sur S, des dérivées

oy

oV
oz’ dy

0z

) )
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au moins pour ¢ 2> /,, ¢, ¢tant un nombre positif aussi petit d’ailleurs
que I'on voudra.
Posons
A,=1{ oU,dz
(T)
et
Ve A Uje=%tq . - A, U,e~bt - R,

la fonction R, étant définie par cette égalité.
On a évidemment '
AL
Je
R,==0 sur S,

AR, -~ dans T,

quel que soit n.

sela posé, la série

ZA,U,e Bt

est absolument et uniformément convergente pour ¢ - ¢,, ainsi que les
séries dérivées. Sa somme est une fonction continue. Done R, tend
uniformémentvers une limite R, qui estune fonction continue, lorsque
naugmente indéfiniment, pourva que £ reste supéricur i 4.

Jajoute que R, se réduit & une fonction continue quand ¢ tend vers
zEro, pourvu que o soit fini.

On a

tant que p ne dépasse pas ».
D’autre part, J, est une fonction de ¢, et 'on peut écrire

ff'/’ﬂ — / Al U,de— [ U,AV d,
@l (1) Jt o
en tenant compte de I’équation
IV
AV T

La formule de Green est ici applicable, d’apres les remarques faites
sur les dérivées premieres de U, et de V. Jointe aux relations

U,:-—=o, V:=o sur S,

P
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clle donne

% — [(vavu,ae= ¢, [ VU, d,
(T) n
d’on
day, .
T; T Cp Jp """ o
Posons

J;’,-:f eU,dc=A,.
T

C'est la valeur de J, pourz==0. On a

"
J, == A,, eopt,

P

Donc
f R,,‘UI, dr == 0,
(1)
pour pZn.
Posons maintenant
B,, e lﬁ?, (ZT,
AT

dB o OR ' R,\?
Do (R [(RAR dr= f Z( ‘l) > iz,
(T) ) Jiry \ OF
et toutes ces transformations, basées sur des relations vérifiées parR,,
ainsi que sur la formule de Green, sont Iégitimes, car il est clair que
les dérivées premicres de R, restent continues, méme sur S.
Nous avons
daB,

- ZA =0,
de "

Or, d’apres un lemme rappelé plus haut, les égalités

3

R,U,dr=o, pourpZn,
(T

entrainent l'inégalité

Z

~" Gn-1+

==
N
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Donc
4B,

dt - 25:"*1“:'1

et, par suite,
B”<B2 (‘_ﬂ211+1’.

Or, on a
o =AU+ AU+ ..+ A, U} 4+ R,
d’otr
[ erdr =AY AL - AL+ f (R} d=.

“ery Jory

Par conséquent,
B = / (Ry)*dr — / w* dw <IN,
T Ty
N étant un nombre assignable quine dépend que de 4 et de T.
Finalement, on a
B, - N ¢ 2E.t,
Done, si ¢ >¢,, B, tend uniformément vers zéro quand » augmente
indéfiniment. Mais B, tend aussi vers

/' R de.

Ty
Done

‘ R2dr = o.

Jo,

Comme R est une fonction bien déterminée et continue, on conclut
de 1a

R—=o.
Ainsi R, tend uniformément vers zéro quand » croit au dela de toute
limite. ;

De tout ce qui précede, résulte I'égalité
Ve AU et AU, eButoie

pour

t>> 1.

On voit que V peut s’ exprimer par la série de solutions simples que la
18

Ann. de U’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XV.-— AVRIL 13g8.
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méthode classique d’intégration aménerait @ considérer. Mais la série
n'est valable que pour t > o, et, de plus, on ne peut se sergr du théoréme
précédent que si l'on est assuré d’avance de 'existence d’une fonction V
résolvant le probléme de Fourier.

Ce théoreme, que je désignerai par le nom de théoréme de M. Poin-
caré, nous servira plus loin.

82. Je vais donner tout de suite une application dua théoreme de
M. Poincaré en démontrant un second théoreme, qui sera la généra-
lisation du théoreme de Harnack relatif aux fonctions harmoniques.

Soit o (2, y,s) une fonction continue donnée. On sait seulement
que celte fonction est continue, mais elle peut n’avoir pas de dérivées.
Nous avons vu (n°® 20) que I'on peut toujours écrire

CPV-’L[)[:

les P, étant des polynomes entiers en (a,y, =) qui vérifient respec-
tivement les inégalités

’ ,

ol g désigne un nombre positif qui forme le terme général d'une
série convergente.
Considérons les fonctions V; qui satisfont aux équations

AV,' f— (lY.—I dans '["
Jl
| Vie=o sur S,
L V=P pour ¢:=o.

Etudions la série ZV,.
Unlemme nous est nécessaire. Je dis que, si une fonetion continue V
vérifie les relations

A"
AV — 2. dans T

Je ¢ ’
VS =0 sur S,
V,—=9 pour ¢ =:=o0,

et sil’on a
o] <o,



K . .
SUR L INTEGRATION DES EQUATIONS DE LA CHALEUR. !3()

on a aussi

| V[ < o.
En effet, posons
t=a--V, =24V,
il vient
At — g_j, Al = %f dans T,
Ty = 0, Og > 0, sur S,
Ty > 0, 0y, > o0 pour ¢ :=o.

En aucun point de T, il ne peut exister pour = ou T de minimum né-
gatif encore décroissant. Cela ne peut non plus arriver sur S ou pour
¢ == 0. Donc, ni 7 ni 0 ne peuvent prendre de valeurs négatives dans la
suite des temps. Donc on a

T 0, 0o,

et, par suile,

(est ce que nous voulions démontrer.
Revenons alors aux fonctions V;. On tire du lemme précédent les
inégalités

[ Vil <e,
Done la série
V=3V,

est absolument et uniformément convergente, quels que soient le point
(7, y,z) dans T ou sur S et I'instant ¢ positif ou nul. Donc V est une
fonction continue qui s’annule sur S et se réduit & ¢ pour ¢ =o.

Supposons maintenant ¢ > ¢,, ¢, ¢tant un nombre positif quelconque.
Soit .

A== | PU,dr.
(T)

On a

. 7
V,’-’I.;‘ EIJ A[,,['Uﬁ B—qpt.

La série double
22,0, e=%t
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est évidemment convergente. La convergence est absolue et uniforme
pour ¢ >¢,. Onpeut donc écrire

V=3I VI;'::,: El’(‘\-"pAp,iUp e E,,L)
et, en changeant ’ordre des sommations,

V = EI,(E[A,,,,') UI' C”‘E/rl.
Or
A= f U,2P; de= U,pde==A,.
() (T)
d’olt
V- 2 Ap Up C_QI".

On conclut immédiatement de la I'équation

oV
AV = Tk
“en différentiant terme i terme, ce qui est permis (n° 90).

Ainsi, la fonction V est solution de I'équation de Fourier, s’annule
sur S et se réduit a ¢ pour ¢ = o.

On peutdonc énoncer le théoreme suivant : Si lon prouve U existence
d’une solution du probléme de Fourier dans le cas ot la fonction initiale
est un polynome, on pourra affirmer l’existence d’une solution dans le
cas le plus genéral. Je me bornerai donc désormais au cas olt ¢ est un
polynome.

Je me suis appuyé, & un moment, sur ce fait que la série double

33 Ap’iU/) C"E/‘l
est absolument et uniformément convergente. En effet, soit

L >ty >o.

L’inégalité de Schwarz donne

Donce
[Ap,i| <eyT.
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Maintenant, on a
U, <ME,
ct
; [ e—E_,,t”'

=~

D’autre part

£ e=tut <
S T
L étant un nombre assignable, car
C/ e ’Il 0

tend vers zéro quand p augmente indéfiniment. Enfin
£, > NVp

On voit par [a que la série proposée a ses termes plus petits en valeur
absolue que ceux de la série

22‘ \/l‘M-« —

]\IL»\/I ZZ,,.
PIPIEDIEPI

est convergente et ses termes sont des constantes positives. Notre
proposition est done établie.

Cette derniere remarque étant faite, tout est prétpour la démonstra-
tion rigourcuse de 'existence d’une solution du probleme de Fourier
réduit, lorsque ¢ est un polynome.

qu’on peut éerire

Or la série

83. Jemploierai une méthode imitée de celle du balayage. Les con-
sidérations contenues dans la premiére Partie de ce Mémoire facilite-
ront beaucoup notre tiche en nous permettant de passer rapidement
sur certaines discussions.

Envisageons le domaine T limité par la surface fermée S. Soit X une
sphere comprenant 4 son intérieur toute la surface S. Désignons par ©
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le domaine intérieur & X et par ds’ un ¢lément de T ayant pour coor-
données (&', ¥/, 5).

Soit o’ une fonction quelconque, continue et positive en tout point
(o', y',5") de . Posons

g"‘,_T.’:_
V:[ll{;

R étant le rayon de la sphere X. Considérons la fonction

: ., COSar
\Vo(x,y, 5:‘):: Ple—‘“."‘ o

Y@

— - dg',
P — 2" (y — y)2 A (2 — 3L
On a

T o ()Wl)
AWo = =

en tout point de ®. En outre, il est clair que W, est holomorphe dans
le méme domaine. Enfin, on voit que la fonction W, est positive d U'in-
térieur de X et que I'on peut choisir p” de facon que

w(x, v,5) << Wy(z, y,z,0)

en (out point de .

Je suppose la fonction donnée ¢ positive ou nulle dans tout le do-
maine 0. Cette fonction est, en outre, un polynome entier en (x, y, z).
Nous verrons plus loin quelles généralisations sont possibles.

Reprenons maintenant les spheres Q; définies au début du n° 22 et
considérons-les I'une aprés I'autre, en adoptant le méme ordre de suc-
cession qu’a propos des équations du régime permanent.

Ces spheres Q; vont me servir & faire, a partir de la fonction W, une
série d’opérations semblables 4 celles que j’ai appelées au n° 22 des
balayages.

Déterminons une fonction continue U, jouissant des propriétés sui-
vantes :

- 9U
AUg = _070 dans £,,
U, =W, sur €2,

Uy =Wy—o0 pour ¢ = o.
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D’aprés ce que nous avons vu dans le Chapitre I de cette troisicme
Partie, nous pouvons calculer U,.

Je dis que cette fonction U, est positive. En effet, elle est positive
pour ¢ = o et elle reste positive sur Q, dans toute la suite des temps.
Si done elle devenait quelque part négative, il y aurait certainement

pour elle, & un instant déterminé ct en un point intérieur 2 Q,, un mi-
ou,

nimum négatif pour lequel =5, serait négatif. Or cela est impossible.
Donc
Uo >0
Posons maintenant
0= W,— U,.
On a
70
AQ,— =0 dans ,,
ot
Oy =0 sur £,
0, o pour £==o.

On conclut de la, toujours par le méme procédé, employé déja, pour
montrer que le probleme de Fourier n’a qu’une scule solution, I'iné-
galite

0,> o.

Donc
0 < UO < Wo.

Un raisonnement identique 4 celui du n° 23 montre I’existence et la
. ey , e, d® . .
continuité de la dérivée —= en tout point de Q, pour ¢ > o. Puisque 0,
i

s’annule sur Q, et ne prend que des valeurs positives a I'intérieur de

cette sphere, on a
do, >0
d/Li =

sur £2,, pour ¢ > o.
Concevons maintenant une fonction W, qui coincide avec W, a ’ex-

A

téricur de Q, et avec U, 4 l'intérieur. On a

W1> 0, ‘Wiéwo.
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Sur Q,, pour ¢ > o, la relation

A, dW, —dW, _

dn; — dn; dn, =

est vérifiée. Enfin, il est clair que la fonction W, est continue dans
tout I'espace pour £ > o et que, pour ¢ == o, elle se réduit & W, & I'ex-
térieur de Q, et i W, — « i 'intéricur.

Jajoute que la double inégalité

o< W,2W,

montre que, si f est un nombre positif inféricur & o, le produit
eBW,

tend uniformément vers zéro quand ¢ augmente indéfiniment par va-
leurs positives.

Prenons maintenant la fonetion W, ¢t la sphere Q,. Supposons,
pour fixer les idées, que la sphere Q, coupe la sphere Q. Alors la
sphere Q, est divisée en deux régions, Pune (1) extéricure a £,
Pautre (2) intérieure a Q,.

On a
oW
ALY ane
AW, == 5 dans (1),
oW, .
AW, = i dans (2),

dW AW, _ ; N
b 2 sur ta portion de £ située dans £,.
| dn; dr, -

Déterminons une fonction continue U, jouissant des propriétés sui-
vantes :

| AU, f)}lii‘ dans L,,

; i

| U, =W, sur €,

E U, =W, -2 pour £ == o.

Cette fonection, devant satisfaire aux conditions de continuité fonda-
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mentales, vérifiera, en tout point de la portion de Q, intérieure 2 Q,, la
relation

dU, dU,

dn; dn, o

En vertu des lemmes rappelés au n° 80, on peutaffirmer que la fone-
tion U, existe.

Cela posé, on a évidemment

U, > o.
Ecrivons
6, =W,—U,.
Il vient
{)(")1 . . .
AO, — 57 =0 dans (1),
()(")1 . . .
AO, — 57 o dans (2),
2(¢} d®, . : :
ot T PN sur la portion de £, situ¢e dans £,.
dn; dn,
Enfin on a
0,0 sur £2,,
0,—o0 pour (==o, dans (2),

0,=09 pour ¢{=o0, dans (r1).

Je dis que la fonction O, est positive.
En effet, soient

do, un ¢lément de Q, ;
2, ¥, = les coordonnées dua centre de gravité de dw, ;
r la distance du point courant (z, y, ) au point («/, ¥, 5').

1 /‘ doy,
== —-
4T (-Qi) ’
On a, en tout point de Q,,
d dh
= —1.

dn; - dn,

Posons

De plus, A est le potentiel newtonien d’une couche homogene de ma-
Ann. de I’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XV. — AvriL 18g8. 19
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ticre attirante répandue sur Q,; c’est une fonction toujours positive
et holomorphe en tout point de I'espace non situé sur Q,. Il suffit de
faive voir évidemment que la fonction =, définie par I'égalité

)-71": OI’
est positive; il en sera alors de méme de 0.
On a
Jdh dty . dty
% Az, - o — L=t 0 dans (1),
T dx Jx J¢ (r)
ok 07y . dt
2 Az 2 i R o) dans (2
1t 2 )z dr ot (=),
4 d . N
<;T’ - Z%> —T,20 sur la portion de £ sitaée dans £2,,
n; in,
=0 sur £2,,
T, =0 pour ¢ -0, dans (2),
i
U= pour ¢ == o, dans (1).

La fonction 7, est positive ou nulle pour ¢:=o ¢t clle veste toujours
nulle sur Q,. Si donc elle devenait négative, il y aurait pour elle, i un
instant positif déterminé ¢t en un point intéricur a Q,, un minimum

, ] ot . , co R .
négatif pour lequel ) * serait négatif. Cela ne peut avoir licu ni dans
la région (1), ni dans la région (2), en vertu d’un raisonnement déja
fait plusicurs fois; on aurait alors en effet

. 07, 0t ()g
A0, Az o, Py ()}' =20, - < 0,

et, par conséquent, les ¢quations prescrites ne seraient pas vérifides.
La chose ne peut pas davantage s¢ produire en un point de la portion
de Q, intérieure i Q,. Cela impliquerait en effet

et I'équation prescrite serait impossible. On conclut de la que I'on a

T, >0
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et, par suite,
0,>o.
Notre proposition est établie.
L’inégalité précédente peut s’éerire

o<<U W,

Concevons alors une fonction W, qui coincide avee W, a Pextérieur
de Q, et avec U, i Vintéricur. On a

W, o, W.,ZW,.

Jajoute que la fonction W, est continue dans tout Uespace pourt > o
et quielle coincide, pour ¢ = o, avec W, — « dans une végion de Pes-
pace et avee W, dans Pautre.
Les inégalités que nous venons d’éerire mountrent encore que le pro-
duit
PAtRLs W,

tend vers zéro quand ¢ augmente indéfiniment par valeurs positives.

Enfin on prouverait encore ici 'existence et la continuité sur Q, de
a0,
dn;
gime permanent. On a

; laomarche & suivree serait la méme que pour les équations du ré-

d®,

e T ()
Illlj 7

d’ou
AW, AW,

R )

dn; dn,

sur Q, et sur la portion de Q, extéricure & Q,.

La fonction W, présente done exactement les mémes caracteres que
présentait tout & Pheure la fonction W,. On en déduira une nouvelle
fonction W, qui sera lice & W, comme W, est & W,. On voit appa-
raitre nettement Panalogie de ces balayages successifs avec ceux que
nous avons considérés i propos du probleme de Dirichlet généralisé.

Continuons de la sorte cn prenant successivement toutes les
spheres Q; dans ordre indiqué. Nous aurons toujours les mémes opé-
ations i effectucr. Nous construirons donc une suile indéfinie de

fonctions _ »
WU, W,, Wz, ) Wh’, ce ey
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satisfaisant aux inégalités suivantes :
Wi>o, Wi Z Wy

Il est clair que celte suite est convergente : soit W sa limite.

Nous allons maintenant étudier la fonction W (z, y, 5, ¢), qui vient
d’étre définie pour tout point du domaine T et pour toute valeur posi-
tive du temps.

84. D’abord W a une valeur bien définie et unique en tout point
(z,y,z) de T et pour toute valeur positive de ¢ : ¢’est unc fonction
uniforme de (x, y, 5, t).

Cette fonction est finte, car on a

WiW,
pour chaque systeme de valeurs de (z, y, z, ¢).

Je dis que la fonction W n’est pas identiquement nulle. En effet,
soit I une fonction continue jouissant des propriétés suivantes :

ATl = %17 dans 0,
Ir—=W, sur X,

T=W,—-o0 pour ¢ = o.

Un raisonnement déja fait plusicurs fois montre que 'on a

Wl(ir’
quel que soit K. D’ot
W, zWZzT.
Or, on a
T'>o,

I’égalité étant exclue. Donc W ne s’annule pas.

Les inégalités
Wi>Ww:zT

montrent immédiatement que W se réduit, pour ¢= o0, 4 la méme
fonction de (x, y,z) que W, — o.
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Les inégalités
“70>W>O

donnent
ePUW, > B W > o.

On en conclut que le produit
ePrewW

tend uniformément vers zéro quand ¢ augmente au deld de toute limite
par valeurs positives.

Soit M un point de S. Construisons une sphere &, tangente 3 S en M
et extérieurc & T : cela est possible en raison des hypotheses faites
sur S. Soit Iy une autre sphere concentrique 4 Xy et contenant & son
intéricur tout le domaine T. Nous pouvons supposer que la sphere
ait ¢té prise assez grande pour contenir & son intérieur toutes les
spheres, telles que Xy, correspondant aux divers points de S. Détermi-
nons alors la fonction continue Q qui jouitdes propriétés suivantes, en
appelant Dy I'espace compris entre Xy et Xy -

o 02 .
AQ — == dans Dy,
Jt
Q-=W, sur Jy et 2y,

Q=W,—g pour { =o.

Sachant résoudre le probleme de Fourier pour le cas d’une couche
sphérique, nous savons calculer Q. On a

W,> Wi Q,
quel que soit K. D’ou
W,> W:>Q.

Or, quand le point (x,y,s) tend vers le point M, ¢ étant positif,
W, et Q tendent vers la valeur qu’a W, en M. Donc il en est de méme
pour W. Donc W prend sur S les mémes valeurs que W pour ¢ > o.

Je dis maintenant que la fonction W(x,y, =, t) est solution de
I’équation de Fourier

AL

AWI: —()—[.

Avant de le démontrer, je vais établir quelques lemmes.
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85. Parmi les spheres Q,, considérons-en unc en particulier :
soit Q, cette sphere, d’ailleurs quelconque. Supposons qu’elle ait été
considérée dans la recherche de W aux opérations numérotées :

Oy, Cay Uy, ey Cn,

D’apres Vordre assigné aux spheres Q, pourles balayages successifs,
les opérations dont je viens de parler sont certainement en nombre
infini. Ces opérations donnentnaissance, respectivement, aux fonctions

“ley Wm:a ‘Vo(ﬂn D] \Va", e ey

qui forment une suite convergente de termes positifs et décroissants
ayant W pour limite. Il est clair que 'on a

oW
AW, — —(;-;-” dans ,

pour toutes les valeurs de I'indice n. Considérons alors la séric
(Wa— Wa) -+ (Woo— Wo) b - (W =W )

Tous ses (ermes sont positifs; elle est convergente et sa somme
est W, — W. Je vais démontrer qu’elle est uniformément convergente.
Alors il sera établi que W est une fonction continue dans Q, pour
toute valeur positive de ¢.

Posons
n— - e
U - W“n W“n-lx
On a
oU
’[ AU,= -()7'f dans £,
{ U,>-0 sur £2,,
i U.=o pour ¢ :==o.

Nous pouvons évidemment concevoir une série de fonctions @, ne
dépendant que de (x, y, ), définies et continues en tout point de Q,,
positives et telles que 'on ait

d®,>U, sur 4, quel que soit ¢.

Supposons ¢n outre, comme il est permis, que la séric E0, soit
convergente. Construisons alors les fonctions H, harmoniques dans €,
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ct prenant sur cette sphere les valeurs @,,. Chacune des fonctions H, est
positive ct, en vertu du théoreme de Harnack, la série H, est unifor-
mément convergente dans tout domaine intérieur a Q,. Cela étant, on
constate aisément que la différence H,— U, est positive pour toute
valeur de I'indice n : cette différence, en effet, est une solution de
équation de Fourier qui reste positive sur Q, quel que soit ¢ et qui
se réduit & H, pour ¢ = o.

On conclut de Ia que la série U, est uniformément convergente
dans toute sphere Q) intérieure 2 Q,.

Donc W est une fonction de (x, y, =, t) continue, pour toute valeur
de t, dans unc sphére Q, quelconque et, par suite, dans tout le domaineT.

Posons maintenant

Considérons U'intégrale

J :f Wz, y,s,7)dr.
t

Je dis que, malgré la présence d’une limite d’intégration infinie,
celte intégrale a un sens.

[n cffet, puisque W est une fonction continue, il est elair d’abord
que ¢’est une fonction intégrable. Ensuite, on a

o< W< W,

d’otr, £ ¢tant un nombre positif,

WL '3 .
/ W dz <f W, dz </ W, dz.
't 13 e/

Ainsi, I'expression
N3
f Wz,
2

qui va en croissant avec 4, ne dépasse pas une limite assignable : elle
a donc une limite et, par conséquent, J a un sens. Nous avons, par
conséquent, construit une fonction J(, y, 5, £), définie ct continue en
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tout point de T et pour toute valeur non négative de ¢, positive, allant
en décroissant lorsque ¢ augmente et tendant vers zéro lorsque ¢ croit
au dela de toute limite. Enfin, on a manifestement

car nous sommes dans des conditions o I'on peut appliquer la regle
relative & la dérivation des intégrales.
Soit

W“ - \Vau»l'x: l_‘j”.

Reprenons la série
Wy, —W=3(W,, —W,,, )—=20,
Chaque fonction U, remplit, & U'intérieur de la sphere Q,, les condi-
tions suivantes :

oU
AU, —= —’72'3 dans £,
U,~o0 pour ¢ o,
cﬁ”Uu =R 0 pour [ RN

L’intégrale

j U,dr
.

a un sens pour toute valeur de z. On a

Lo P r -
/ Y=Y / ' U,de,
t 1 1 o

quel que soit p. Or
V4
EUH:EU/L -+ R/n
1

;; R, tend uniformément vers zéro quand p augmente indéfiniment.
ais

3 WA
f R[)d'r </ (Wa(- .W)CZT '<"°41~" J.
t !
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f R,dr
2

a un sens. D’ailleurs, & cause de la convergence uniforme de R, vers
zéro, cette intégrale tend vers zéro. Finalement

1_“‘]’: f U,L((I}, IR=T) t)d‘t:ZV,,_.
o 2 l Yy

On a ainsiun développement de J en série.

Dans I'intégrale V,, les conditions pour que I’on puisse différentier
sous le signe d’intégration, malgré la présence d’une limite infinie,
sont évidemment remplies; d’ou

Donc, I'intégrale

()V,, .
ot T

AV,L:fwAU,,dr:f 00[5_” dr =--U,(=z, y, 5, ).
I3 t

On conclut de [a

- UII.

ov, .
AV” - .(-)[_ dans h-Qa-

Remarquons que la série
dV,
or’
qui coincide terme & terme, au signe pres, avec la série

zUﬂ’

est uniformément convergente. Sa somme est donc

Tirons de la quelques conséquences :
Soit G la fonction de Green relative i une sphere Q, contenue
Ann.de I’ Fe. Normale. 3¢ Série. Tome XV. — Avmv 1898. 20
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dans Q, et au point (x,y, z) situé a intérieur de Q. Appliquons la
formule de Kirchhoff aux fonctions V, et G. Il vient immeédiatement

. Al c) . /'
GV, (z, y,5,t) = / a& V,do — / (x A dz,
: o dn; Jiaz Jie

en appelant do et dv un élément de la surface et du volume de €.
Cela posé, les séries
Y - oV
Ve X
Ji

sont uniformément convergentes dans Q. D’autre part, pour un point
(@, y, ) quelconque intérieur d Qg, on peut assigner des limites
supérieures aux intégrales positives :

/ ki do, / G .
J(ay) A1 (21

On conelut immédiatement de i

Ao — ) = _’/fi (Jo,—d) o — G )(Jz,—J) dr,
(20) dn,; (1) ol

griace d une discussion tres simple déja faite bien des fois. Or, on a

i A3 ‘ J.
e P ( li[%.lal do —f( )G f)')’/““ dr.
Q) Q7 ’

Done

!m.l::/ W re — G e,
1((__)&)d”i (@) It

Il est visible, sur cette expression de J, d’aprées les propriétés connues
de G, que J a, en tout point intérieur & Q,, des dérivées partielles du

premier ordre :
a0l )

PE I =

qui sont continues. En vertu des mémes formules, on voit que ces



SUR L'INTEGRATION DES EQUATIONS DE LA CUALEUR. - 1hD)

dérivées peuvent étre obtenues en différentiant la série XV, terme i
terme.
Considérons maintenant la fonction

J':/ J(z, y,3,7) dr.
L

On peut refaire pour J’ tous les raisonnements que P'on a faits pour J.

On a
JI "J,-—-—~ E / \7” dr = 'V;L.
oy . >

Cette fonction J* jouit évidemment des mémes propriétés que la
fonction J. En particulier, il est clair que les dériveées

LY () L |

5 —

gz’ ay 03 o

a9 )’ 02 9 92

dxdl’ Jdy ol dzal’ 9

existent et sont continues i Uintérieur de Q. Ces dérivées peuvent
¢tre obtenues en différentiant la série

V5,
terme & Lerme. De plus, on a
X = . fgl:'—.l’cla — / G %%/-(l’f,
(Qz) ¢ Y (QL)
of
’ 1 4 2 1/
47;,({,']_ -_—_f a6 f)'Lcrg_ G E)_;I)._([T.
il (@) dn; 0L Jiay oL

A cause de Uexistence des dérivées
D A
dz oL’ 0y dl’ 0s o0’

on voit que la fonction J' possede & I'intérieur de Q, des dérivées par-
ticlles continues des deux premiers ordres que 'on peut obtenir en
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différentiant terme & terme la série £V,. Or, on a

V= ov,,
AVi="
On conclut de 1a que I'on a
Ay =27
P) Jpee— ;)'L 2

. . . . . , oJ
et cela pouvait se voir aussi, grice aux expressions de J' et de N

par des intégrales définies, en refaisant une fois de plus une discussion
que nous connaissons bien.

L’équation de Fourier est vérifiée par J al'intérieur de la sphire Q,.
Mais celle-ci est quelconque. Donc, cela a licu en tout point du do-
maine T.

Nous allons maintenant redescendre de la fonction J' ala fonction W.

86. On constate aisément, d’apres les remarques des paragraphes

précédents, que 'on a

AJ/ — 2y

- dans T
ot ’

J == —'—,—W0 sur S.
o
Enfin, appelons J; la valeur de J" pour ¢ = o. (Cest
J;:f (@, y,5,7) de.
0

C’est done une fonction continue de (z, y, =).
Ona

W,=e=*P,

® ne dépendant que de (x, y, 5). Posons
H == e—*K,

K ne dépendant aussi que de (=, y, z). Supposons que 1'on ait choisi

K de fagon que
AK + 2K =0 dans T,

K=& sur S.



SUR L’INTEGRATION DES EQUATIONS DE LA CHALEUR. 157

Cela est possible, d’apres la premiere Partie de ce Mémoire, si, comme
rien ne s’y oppose, on a pris « assez petit. Prenons alors

v=J — LK
o
ct
U=J-— — H
. ab
Il vient
AU = ou dans T
de ’
U=o0 sur 8,
U=1 pour ¢ ==o,
car on a
AN = on dans T,
de
H-==W, sur S,
H=K pour {=o.

(est de Ia que nous allons conclure cet important théortme que les
déripces successipes de Y par rapport a t vérifient I’ équation de Fourter.
Il est clair ’abord que la dérivée
01
o’
qui est égale 2 a"H, existe et vérifie I'équation de Fourier.
Cela posé, reprenons les fonctions fondamentales U, et les nombres
caractéristiques correspondants £, de M. Poincaré. D’apres un théo-
reme démontré plus haut, si 'on pose

Ap= [ VU, dx,
(T)

on a )
U=2A,U,e %"

On conclut de la sans peine que la dérivée

0*U
e

existe et satisfait & ’équation de Fourier.
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Finalement, la fonction

remplit dans T toutes les conditions de continuité prescrites par l’énonce
du probléme de Fourter et vérific dans le méme domaine I'équation aux
déripées partielles du refrovdissement

T'_—,_.._-_._
AW = o0’

pouryw que t soit positif.

En résumé, la méthode du balayage nous a permis de construire une
fonction W(a, y, =, ¢t) remplissant les conditions de continuité im-
posées et jouissant des propriétés suivantes :

AW = A dans T,
ot
W =W, sur S,
W=W,—o0 pour ¢ =o,
eB* W =o pour { = -+ .

C’est de Ia que nous allons déduire trés rapidement la solution com-
plete du probleme de Fourier.

87. Posons

V=W, —W.
On a
ov "
AV = 5 dans T, pour ¢ > o,
Vg=o0 sur S, pour (> o,
Vi=o dans T, pour ¢ =o,
limef* V=0 quand ¢ croit indéfiniment par valeurs posilives.

En outre, les propriétés de continuité imposées par I'énoncé sont
assurées. '

La fonction V est donc la solution du probléme de Fourier rédui.

Nous avons supposé la fonction ¢ holomorphe et positive en tout
point de T. Voyons maintenant comment il est possible de se débar-

rasser de ces hypotheses restrictives.
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88. D’abord, le théoreme analogue & celui de Harnack, que nous
avons démontré au n° 82, permet de passer du cas que nous venons
de traiter & celui ol la fonction o, toujours positive ou nalle, n’est
plus que continue dans T.

Abordons enfin le cas général. La fonction g est alors simplement
définie et continue dans T, son signe est quelconque.

Commencons par prolonger la fonction ¢, d’'une maniere d’ailleurs
arbitraire, de fagon qu’elle soit continue dans toute la sphere ©. Cela
fait, posons

avee

Construisons, par la méthode du balayage, & 'aide de o, et 4., les
deux fonctions V, ¢t 'V, qui résolvent le probleme de Fourier uand
les valeurs initiales données sont respectivement g, et ¢,. Soit enfin

V=V, —V.,.

La fonction V est la solution cherchée.

89. Le théoreme d’existence que nous venons d’établir est suscep-
tible de plusicurs généralisations. Jindique brievement les deux prin-
cipales.

On peut supposer que le domaine T présente a sa frontiere S cer-
taines singularités. Sur ce point, je n’ai qu’a renvoyer a I'étude ana-
logue faite pour le probleme de Dirichlet généralisé.

Voyons, pour finir, ce qui arrive si le nombre des variables ponc-
tuclles indépendantes n’est pas égal i zrocs. Raisonnons sur le cas de
deux variables. Tous les calculs restent les mémes. Mais la définition
de W, ne subsiste plus. Bien que I'on puisse refaire ici la remarque du
n® 25, je préfere procéder directement.

Partons d’une fonction continue U qui vérifie les relations

AU+ a2U=o0 dans O,
U=1 sur 2.
Si o est assez petit, on peut construire U. Posons alors
W=z e=#¢U.
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La nouvelle fonction W, jouit des mémes propriétés que 'ancienne
et, cette fois, sa définition n’implique aucune restriction quant au
nombre des variables.

III. — Forme analytique de la solution du probléme de Fourier. — Lois
du refroidissement. — Représentation des fonctions arbitraires par des
séries procédant suivant les fonctions fondamentales de M. Poincaré.
— Application au probléme des membranes vibrantes.

90. Reprenons la fonction qui résout le probleme de Fourier, ¢'est-
a-dire la fonction V qui possede les propriétés suivantes :

A -
AV = R dans T,
Vs=o sur S,
Vi=o pour ¢ = o.

D’apres le théoreme de M. Poincaré, démontréau début du Chapitre
précédent, nous pouvons écrire

- T 3
V=3A,U,e%,

les U, étant les fonctions fondamentales dont les EP sont les nombres
~ caractéristiques et les constantes A, étant définies par lIes quadratures
que I’on sait.

Nous obtenons ainsia posteriori, en nous basant sur I'existence de V
prouvée directement, I'expression explicite de cette fonction par une
série de solutions simples. Mais la série n’est valable que pour ¢ > o.

La série obtenue en dérivant 7 fois par rapport & z est

(— 1) ZA, U, a5
On a
A, <A, |U,|<BE,  £,>CVp,

A, B, C étant des constantes positives convenables qui ne dépendent
pas de p, mais seulement de ¢ et du domaine T. La série précédente
sera absolument et uniformément convergente pour ¢>¢,>> o si la

série numérique
SEprteyh
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est elle-méme convergente. Or, le produit
preytten 5o

tend vers zéro quand p augmente indéfiniment. En effet, il est positif
et inféricur a

Mais on sait que
tend vers zéro quand Eﬂ et, par suite, p augmentent au dela de toute
limite. Done V a par rapport a ¢, pour t > o, des dérigées partielles con-
tinues de tous les ordres, qi’on peut obtenir en dérivant la série V- lerme
« lerine.

KEtudions maintenant les dérivées de V par rapport a (x,y, ). Soit
T un domaine contenu dans T. Considérons la série

o, oU, .
-l p-g L
ZA" Jz ¢

EII :
r— L B !
U[, == Zi— U[, (J dr
(1)

o, . —E—’L/ U Qﬁdr’.

de ~ 4T o ?Jux

On a

et

Mais on peut assigner une limite supéricure L &

oG |
“— ldt,
J 1|

tant que le point (, y, 5) reste dans T". On a alors

7 ol
Up| - Cope L,
dx h
Or, la série
X2l
cp

est convergente. Done, pour ¢ >>¢,, {, étant un nombre positif’ quel-
conque, la série

S ou, .,
Sn, e

Ann. de U'Ee. Normale. 3° Série. Tome XV. Mar 1898. 21
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est absolument et uniformément convergente dans T'. Ainsi la fonction
V a par rapport a x, en tout point intérieur a T, unc déripée premiére
continue, gu'on peut obtenir en dérivant la sériec NV terme a terme.

En procédant de la méme facon et en faisant usage au besoin d’une
transformation classique dans la théorie du potentiel newtonien, on
verrait aisément que le méme théoreme subsiste pour unc dérivée
quelconque de V par rapport 4 (x,y, ).

On peut aller plus loin et montrer que V est, pour > o, une fonc-
tion kolomorphe de (,y, =, t). En effet, écrivons par exemple

A% :2 Z (— 1)“A,,U,,e-ﬁ,,l(,'g_%“— l[.'__")a.
p Ly ol

Cette série double est absolument et uniformément convergente
lorsque |2 — ¢, | est assez petit. D’olt 'on conclut que Vpeut étre déve-
loppé cn série ordonnée suivantles puissances entieres de ¢ — ¢,. Mais
je n’insisterai pas sur ce théortme qui n’appartient pas i I'ordre des
questions traitées en ce Mémoire (*).

Pour ¢ =0, V n’est ¢videmment pas une fonction holomorphe de
(z,y,%), puisque V se réduit alors & la fonction arbitraire ¢.

Enfin, pour ¢ = o, V n’est pas non plus, du moins ¢n général, une
fonction holomorphe de ¢. C’est ce que je vais montrer en cherchant
comment se comportent les dérivées de V par rapport i ¢ lorsque ¢ tend
vers zéro.

91. Supposons la fonction ¢ finie ct continue dans T ainsi que ses
dérivées particlles des deux premiers ordres. Supposons en outre que
..@ s’annule sur S.

Cherchons la fonction U qui jouit des propriétés suivantes :

JU

AU == i dans T,
Us—o sur S,
Up==Ag pour ¢ =o0.

On a
T g 4
U= 3B,U,e5e

(1) . Powxcarg, Théorie de la chaleur, Chap. V.
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On peut écrire

B,—= Ao U1'((T:f@AU,;(ZT =i, f(‘gUp([n_-,
(T) (T)

“IT)

si I'on applique la formule de Green et si 'on tient compte de ce fait
que 9 ¢t U, s’annulent sur S. On a donc

B[l = — EpAp ;
d’ott
A%
U=

. oV Ly e s . .

On voit done que == se réduit & Ag pour ¢ = o. Alors 1l est clair que
il ? I
Pinégalité

[Ap| <P
entraine celle-ci :

oV

0|8

valable pour toute valeur positive ou nulle de ¢.
De méme, si g a des dérivées des quatre premiers ordres et si o

2

. ‘o *V AT
ct Ag s'annulent surS, on constate aisément que —o- se réduit a A Ag

une limite supérieure

J?

pour¢ == o. Dans cc cas, on peutassignera | —;

valable pour ¢= o.
Rien n’empéche de continuer ainsi indéfiniment. Une importante
cons¢quence peut étre tirée de la premiere de ces propositions.
Plagons-nous en un point fixe M de T. On a, par la formule des
accroissements finis ‘ '
A%

Vo= t(-—
1 ()£I7

¢ étant un nombre positif compris entre o et ¢, d’ol
|V—o9]< LB,
B ne dépendant pas de ¢ ni du point M. On aura done

| V—o|<e,
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¢ 6tant un nombre positif donné & 'avance aussi petit que I'on voudra,
des qu’on aura

o<t<g-

On voit que V tend uniformément vers o quand t tend vers =¢ro.

i

92. Revenons maintenant au cas général. On a

V= EAP Ul’ G—Ep‘.
Supposons que la série
P 2A,U,
soit convergente. Posons
Si=AU+...+A,U,.

Soit S, la somme des n premiers termes et R, le reste correspondant
de la série V. Comme les nombres &, vont en croissant et, par suite,
les quantités e-%° en décroissant avec p, on a, en vertu d’un théortme

bhien connu da & Abel,
] Rn I < C‘;"l{Ju,

e, désignant la plus grande des quantités
ISI(IH_S;; !’ IS,(:+2-—-S,2|, ey (S;;”:”“' S;; ”

On a done
| “n l < Pn

pour ¢Zo. Mais p, tend vers zéro, par hypothese, quand n augmente
indéfiniment. Donc, la série V converge uniformément par rapport ¢,
tant que ¢ n’est pas négatif, c’est-a-dire reste positif ou nul. Done, la
série

3A,U,
a g pour somme, pourvu qu’elle soit convergente.

Le probleme de la représentation d’une fonction arbitraire par une
série procédant suivant les fonctions U, est done ramené au probleme
de la convergence de la série en question.

Cherchons donc les caracteres de convergence de la série

3A,U,.
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On a
A,= oU,dr.

(T)

Supposons que la fonction o jouisse des propriétés suivantes :

10 ©=o0 sur S;
2° Ag=o sur S;
30 Ao existe et est continu.

On peut alors écrire, en appliquant deux fois la formule de Green,

A= / wU,de—— - f U,Apdz = = [ U,AAg¢dr.
iy cp /i) &p /i

On tire de la, en faisant usage de I'inégalité de Schwarz,

A,“-,'gj',-:/ (AAs)? dr,
AT

@"ott Pon voit que I'on a
M

I Ap I L FE—}%'J
M étant une constante assignable.
Cela posé, écrivons
o= A, U-+...+A, U, Ry,
Ap=—AE U, ... —AE,U,+ ARY,
AAg = AEU+. ..+ AE2U, -+ AARY.
Je rappelle que I'on a

U2dr =1, / U,U0, dr = o.
() Jir)

Multiplions les deux membres de la troisitme équation du groupe
Multtiy 1 grouj
éerit ci-dessus par

| =

U,

2
=/

oy

¢ ¢tant compris entre 1 et n, et intégrons. Il vient

[ U, AAR) dr = o,
(T ’
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égalité vraie tant que ¢ n’est pas supérieur & n. Elevons maintenant
au carré les deux membres de la méme équation et intégrons. On voit
que l'on a

(AAg)rde = A2t .. A28+ [ (AARY)? dx.

(T) YT
On déduit de 1a que la somme
ATEr .+ ALED,

qui va toujours en croissant quand » augmente, reste inférieure 4 un
nombre fixe

/. (AAg)? dr.
(,

)
Donc elle tend vers une limite pour ~ infini. Done, la séric
ZALEL
est convergente.
Cela posé, je considere la séric
2A,U,.

Il y a des termes pour lesquels on a

| A2 55

-n'

et d’autres termes pour lesquels on a
| Aw > g
n - ‘E‘ﬁu

Prenons d’abord la série
zAn” Un/’-

On a
{ An” UIL” ] '< I An" l NEu” < A?[" N El’;“'

Or, la série
N.ZA2 £l
est évidemment convergente. Done, la série

E AIL" U‘”u



SUR L’INTEGRATION DES LQUATIONS DE LA CHALEUR. 167

est absolument et uniformément convergente. Prenons maintenant la
série
EAI&'UII"
On a
wr 1
[ Ay Un' i <N =
Cn’
Or, on sait que
&> MYn,

d’on
[AIL’ U/L'I < % — : W
) (n')?
Done, la série
EAM'U/L’

est absolument et uniformément convergente. En résumé, la série
EAILUII

est absolument et uniformément convergente et, par suile, a 7o pour
somme.

En définitive, notre probleme est résolu pour Ie cas ot ¢ remplit
les conditions indiquées. Plusieurs remarques découlent de 14, que
j’indiquerai sommairement.

D’abord supposons que les conditions restent les mémes, sauf que o
et Ap ne s’annulent plus sur S. On peut toujours supposer que la fone-
tion g soit prolongée en dehors d’'un domaine T” quelconque intéricur
a T, de fagon a présenter les caracteres de continuité voulus. Soit ¢ la
fonction ainsi prolongée. On suppose que ¢ et Ay s’annulent sur S.

On a
b=2A,U,

avec
A, = V.U, dr.
(T)
Comme la fonction ¢ coincide avec ¢ dans T, on voit que la série peut
servir 4 représenter ¢ dans un domaine intérieur & T, mais aussi peu
différent qu’on veut de T.
Supposons maintenant que Uon ait seulement

wg = 0, Ao continu.

1
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Soit .
V=3A,U,e%"

On sait que V tend uniformément vers ¢. Donc, si 15¢,, ¢, étant un
nombre positif assignable, on a

|[V—o|<e.
Ainsi, la série ) _
SA,U,e%b=3B,U,

représente o avec telle approximation que ['on veut.
Choisissons ¢, de fagon que

&
IV—9]<5-

Soit R, le reste de la séric .
SA,U, e bt

On peut prendre » assez grand, une fois ¢, fixé, pour que

IR, | <

Nim

On a alors

o —-ZB,, U,|<e.
1

On voit par la que, bien que l'on ne sache pas si la fonction © est déve-
loppable en série procédant suivant les fonctions U,, on peut représenter
cette fonction avec lelle approximation que Uon veut par une somme
d’un nombre fini de termes de la forme B,U,, les B, étant des con-
stantes.

Ajoutons qu’une fonction quelconque g possédant des dérivées
continues des quatre premiers ordres peut, quelle que soit son allure
sur S, étre développée en série de la forme

ZA,W,+32B, [ W,Gde' +2C,U,,

(T)

W, désignant une fonction harmonique fondamentale.



SUR L’INTEGRATION DES EQUATIONS DE LA CHALEUR. 169

93. Les propositions que je viens d’établir au sujet des séries de la

forme
SA,U,

et des intégrales de I'équation de Fourier trouvent leur application
dans plusieurs questions de Physique mathématique, entre lesquelles
je citerai seulement ici le probléme des membranes vibrantes.

On connait I'équation aux dérivées partielles qui régit les petites
oscillations transversales d’une membrane élastique tendue. Appelons
C le contour formé par le cadre auquel est attaché le bord de la mem-
brane, A T'aire planc limitée par C, (@, y ) les coordonnées d’un point
de Ja membrane quand celle-ci est dans son plan d’équilibre naturel,
z la cote du point (2, y) 4 Pinstant 2. On a

0%z
oo

Az

Le probleme d’intégration correspondant consiste i construire une
fonction continue z(x,y, t), vérifiant équation précédente en tout

. “ . Js .
point de A, sannulant sur G quel que soit z, et telle que = et 7 se ré-

duisent, pourz = o, a des fonctions continues données d’avance ¢ (z, y)
et Y(x, y).

Les fonctions ¢ ety seront supposées continues dans A ainsi que
leurs dérivées des deux premiers ordres. De plus, clles s’annuleront
toutes deux sur C. La premiere représente I'état originel de déforma-
tion et la scconde I'impulsion primitive de la membrane. Cela ex-
plique les hypotheses que je viens de faire.

Quant a I'intégrale = que nous cherchons, elle devra aussi étre con-
tinue ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres tant par rapport
h & ou y que par rapport i ¢, et cela en tout point de A et pour toute
valeur positive ou négative de ¢.

Le probleme des membranes vibrantes n’a de sens précis, au moins
au point de vue analytique, que si 'on fait ces diverses hypotheses.
En effet, on sait combien les équations de I'Elasticité sont différentes
des équations de la Chaleur; dans ce dernier cas, il peut exister une
ligne le long de laquelle les dérivées de g n’ont pas la méme valeur
de part et d’autre, cela n’empéche pas I'intégrale quise réduita ¢ pour

Ann, de I'Ee. Normale, 3* Série. Tome XV. — Mar 1898, 22



170 ED. LE ROY.

t=o d’étre holomorphe en tout point pour¢> o; dans le premier
cas, au contraire, les discontinuités originelles se conservent; si, pour
t = o0, o ouy présentait le caractere que je viens de dire, il en serait de
méme & tout instant pour Iintégrale correspondante et alors le pro-
bleme d’intégration ne serait bien défini que si I’on connaissait a priort,
pour toute valeur de ¢, la forme et la position de la ligne considérée,
en méme temps que la natare de la discontinuité éprouvée par z quand
on traverse cette ligne.

Je dis que le probleme des membranes vibrantes comporte au plus
une solution. Supposons, en effet, qu’il en admette deux distinctes sz,
et z,. Soit = leur différence. Cette fonction = remplira les conditions
de continuité prescrites, sera solution de I’équation, s’annulera sur C
quel que soit ¢ et s réduira & o pour £ = o, ainsi que g-;- La fonction
z sera donc nulle a lorigine des temps. Je dis qu’elle ne pourra pas
commencer par prendre des valeurs positives. En eflet, si cela avait
lieu, ce ne serait pas sur G ol = reste nul, ce serait donc en un point
de A. Il y aurait alors un point de A ofr, pour un instant déterming,
z aurait un maximum positif encore croissant. On aurait en ce point
et a cet instant ,

s

AsZo == 0.
’ oL~

Mais == part de zéro; d’otu, & U'instant considéré,
dt

0*s o
x>

PE . L . ;
car - ne peut arriver & une valeur positive qu’en croissant. Cela est

incompatible avec I’équation

qui doit étre vérifice au point et & 'instant considérés. Donc, s ne peut
pas commencer a prendre des valeurs positives. On verrait de méme
que z ne peut pas commencer i prendre des valeurs négatives. Donc 5
reste nul; d’ol

Ty == Do,

et la proposition annoncée est établie,
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Je vais m’occuper maintenant de la recherche effective de 'unique

intégrale possible. Je remarque pour cela que tout ce qui a été dit

plus haut, au sujet du probleme de Fourier et des fonctions fonda-

mentales de M. Poincaré, est encore vrai quand il n’y a plus que deux
variables indépendantes z et y.

Soit U; une fonction fondamentale et £7 le nombre caractéristique

correspondant.
Cela étant, posons

;=2 / qJU,j(lm,

“(A)

/),'-;,:/ YU; do,

A

"doy ¢tant un ¢lément de Paire A. Considérons la fonction

P /)‘ . 72
el Z ({L[ (',Oh'gil B .’_'i S é,’ /,> U,'U'—;x(l,
i

\ {
0 étant un paramétre. Cest une fonction de (x,y,=,(,0) qui, pour

0 >0, a des dérivees de tous les ordres qu'on peut obtenir en diflé-
rentiant terme i terme. On a

0*sz

5= oy dans A,
BYE

-0 sur (€,

C 03 sy N
tant que 0 est positif. Pour ¢ == o0, = ¢t TR réduisent & deux fone-
tions U(z,y,0), V(x, ¥, 0), qui s’annulent sur G, qui vérificnt les

équations
. oU A%
AU —= 7)7} 5 - '70“7

ot qu_i, lorsquc O tend vers zéro, tendent uniformément vers v et ap
On peut imaginer une suite convergente de valeurs de 0 ayant zéro
pour limite. Si 0; est un terme de cette suite, la fonction 5; correspon-
dante s’annule sur C et vérifie I'équation des membranes. Enfin, pour
Js; Qo . . © T
{=0, 5; OLT)T/ se réduisent respectivement a Uj et Vj qui different

aussi peu que 'on veut de ¢ el , pourvu que 0; soit suffisamment
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petit. Jajoute que, si ¢ estun nombre positif donné a 'avance aussi
retit qu’on voudra, on peut réaliser les inégalités
I 8

[Uj—ol<e,  |V,—d[<¢

pourvu que 0; soit assez petit.

Le probléme des membranes vibrantes peut donc étre regardé comme
résolu au point de vue physique, en ce sens que U'on posséde un moyen
effectif de former une fonction continue s qui remplit toutes les condi-

] . 0z . o .
tions prescrites, sauf que s et 57 au lieu de se réduire rigourcusement

pour ¢ = o & des fonctions données, en approchent sculement awlant
qu'on veut, U approximation étant d’ailleurs uniforme.

On peut arriver au méme résultal par une autre voie. Pour simpli-
fier I'écriture, bien que I'on puisse se placer dans des conditions plus
générales, je me hornerai au cas d’une membrane originairement dé-
formée sans impulsion initiale, ¢’est-A-dire au cas ol la fonction ¥ est
identiquement nulle.

Soit

Prenons

;:E]B[Uicosgit.

1

La fonction s résout le probléme des membranes vibrantes avec telle
approximalion que l'on veut. La généralisation est immédiate.

94. Les considérations qui précedent peuvent s’étendre i beaucoup
d’autres équations. Prenons, par exemple, I'équation des membranes
quand on tient compte d’une résistance de I'aiv proportionnelle i la
vitesse vibratoire
J%3 5

AZZ})_ZE'

C'est I'équation bien connue sous le nom d’équation des télégraphistes.
Les raisonnements que nous venons de faire permettent de résoudre,
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au sujet de cette équation, un probleme d’intégration identique i
celui qui nous a occupé pour le cas des membranes vibrantes. Il n’y a
aucune modification a faire, et je n’ai pas besoin d’ajouter que I'on
peut supposer trois variables indépendantes au lieu de deux.

95. Je dirai quelques mots, pour finir, de I’équation générale de
Fourier
AV -+« 3}1{ -+ b g¥ “+c¢ %}g =/(z,y,5V)+ao(z,y,5t)+d(x,y,3) %l;

Mais, 4 cause de la moindre importance du sujet et dans un but
d’abréviation, je me bornerai & un court apercu et je passerai sous si-
lence toutes les discussions minutieuses qu’une complete rigueur
exigerait. Il me semble d’ailleurs que les rapides indications suivantes
peuvent suflire pour montrer comment se ferait I'étude de I'équation
en question.

Nous avons vu, dans 'Introduction, quel est I'énoncé du probleme
général de Fourier. Les hypotheses relatives aux coefficients sont les
mémes, mutatis mutandis, que pour les équations du régime perma-
nent. On a encore

adx -~ bdy—+ cds == dp.

Quant & §, ¢’est une fonction positive.

On verrait aisément, toujours par le procédé du n° 73, que le pro-
bleme de Fourier comporte au plus une solution si / va en croissant
avee V. Cest alors 'existence effective de cette solution qu'il faut
prouver.

Commencons par le probleme suivant :

ov
— , v . n
AV =1 b7 dans T,
Vsg=0 sur S,
Vo=z 0 pour {=o0.

Prenons les fonctions fondamentales U, de M. Poincaré

[ AU, +£,4U0,= o dans T,
U,=o0 sur S,
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semblables a celles dont il a été déja parlé, sauf I'introduction de {.
Posons

A, = oy U, dr.

(T)
Un raisonnement, fait par M. Poincaré dans son Mémoire de Pa-
lerme (') pour le cas de ¢ =1, mais évidemment général, nous
apprend que I'on a
@::;EAHUI,,
pourvu que la séric du second membre soit convergente. Or, cette
séric est absolument et uniformément convergente si 'on a

¢ -=o0, Acp =0 sur S
et si AAg est une fonction continue. Dans ce cas, la solution de notre
probleme est

- z
V==2% A,U, e 50

Cela posé, si @ est quelconque, prenons la fonction W qui jouit des
propriétés suivantes :

AW = oW dans T,
ot
Ws—=o sur S,
W() = Q pour ¢=: 0,

Soit W; ce que devient W quand on fait £ =1¢;, ¢, étant un nombre
positif. Les considérations qui précedent permettent de résoudre notre
probleme et de calculer V si 'on prend

o =W,
Désignons par V, la fonction obtenue. On a
V[::EA;,J'UJ' (}_th,
en posant
A[,j':: ‘V,'L})U/‘df.

(T)

e e e bttt S e bt e, S

(1) Rendiconti, 1894, § XIV.
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Faisons maintenant tendre ¢; vers zéro. Alors W; tend vers o et A, ;
vers A
Aj= / o U; dr.

(1)
D’ailleurs V; tend en méme temps vers une limite V, et 'on a
V:,:;EAj Uj(}"z;",

comme le montre un raisonnement tres simple, imité de celui que
nous avons fait au n® 82. Notre probleme est donc résolu dans le cas
général. Nous avons I un nouvel exemple de Putilité que peuvent
présenter les théoremes relatifs & la veprésentation approchée des
fonctions par les fonetions fondamentales de M. Poincaré.

FVajoute que le cas des températures périphériques variables et
celui des sources calorifiques intérieures se traiteraient exactement
de Ta méme facon que lorsque P est ¢gal & Punité. Enfin, les diverses
inégalités ¢tablies pour la solution du probleme de Fourier dans le
cas simple subsistent dans le cas général.

Abordons alors le cas général. Cherchons 4 résoudre le probleme
suivant :

. \%
AV - a e b o € Y ey 4 g‘;ﬁ dans T,

).r dy J ' Jt
VS O sur S,
Voo pour (== o.

Si l'on sait résoudre ce probleme, il sera, en effet, possible de traiter
le cas général ol les températures périphériques et les températures
initiales ne sont pas nulles.

La méthode des approximations successies de M. Picard donne la
solution si T est assez petit.

Posons

E
V=e 0.
Il vient
U .
AU = '1" -(;)7 e /1 U~ 9,
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“IE

@1:6’ <P,

1 /da  0db Jc @ b+ c? v
fl—»§<(7;+-%—y+()—:>+‘———“—'—/‘ —I—-l/.

Tout revient & calculer U. Or, remplacons f, par A/, ct développons U
en série ordonnée suivant les puissances de A

U=310U,.

Ona
()U ()U ) y rp
AU, = Tto + o, AU, = -ﬁ + /iU, dans T,
U,=o, U,=o sur S,
U(): 0, U/) =0 I)(.)Ul' { — 0.

On sait faire ces approximations. Soit

[ | <@ quel que soit ¢,
AH ——oa  dans T,
Hy=o sur S.

On a

si 'on pose

I
J— G o
[|Tl' (,l.}ICT<D’

G étant la fonction de Green. On constate aisément que H — U, ct
H + U, sont positifs, d’olt
[ Ug| << ag.

On trouve ainsi, en posant

‘(91|<a’ [/1!<(fj,
les mégalités

Uol<ag, |U<aBg |Us|<ofry,

La sériec U est donc absolument et uniformément convergente pour
MBg<<1. Ainsi, U existe et est une fonction continue, nulle sur S,
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quel que soit ¢, et nulle aussi dans T pour ¢ = o, si A =1, pourvu que
le volume de T soit assez petit.
Posons maintenant

] ou,
U;, = -—I‘y
ol
il vient
| , ol’ do aUu;
AU — 20 77 o, e o o ane T
AU, =1 T Tk AUj, =1 oY + /iU, |, dans T,
U, —=o, U;) =0 sur S,
o , ~
l} l,e”‘:———-:ﬁy U, :i-'%-l)l,ﬁl:u pour L -=o.
Soit
! . ’)’7‘1’ R
VA /- T *

On trouve aisément, de proche en proche,
Uyl Bra (g 4.

ol R . .
Done 0 est une fonction continue.

On peut alors éerire

, 1 ' ou i A
[ —— = / (’1”’(‘)7 + f1 U+ ’g,) G dr,
ry

et il est facile de conclure de la que U est bien la solution cherchée.

Le probleme est done résolu si T est assez petit. Je répete que 'on
peul bien ais¢ment passer du cas simple considéré au cas ot U ne
s'annule ni sur S ni pour ¢ = o.

Pour passer du cas d’un petit domaine au cas d’un domaine de di-
mensions quelconques, toujours en supposant qu’il s’agisse d’une
équation linéaire pour laquelle le coefticient / soit positif, on peut
faire usage de la méthode d’extension progressive de M. Picard (n° 18).
Il est facile de constater, en clfet, que les lemmes fondamentaux sub-
sistent. Considérons une intégrale V de I'équation homogene se rédui-
sant & o pours=o. Soit M une limite supéricure du module de ses
valeurs sur S, et soit A un point de T. On a

[ Vi << My,

4 " ) o 'Q o2
dnn. de UEe. Normeae, 5 Série. Tome XV. — Mar 18¢8. 29
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g étant plus petit que 1. Cela posé, soit

o

7l .
Vi= ot

On a
ov! ()__\"’ _()}” A

AV a2 SRS ANV ans T,
AVi+«a T b 7 Feor = + /) dans 'l

Vie— 4 V=—o pours = o.
o

Soit M une limite supérieure du module de V' sur S. Il vient

VAR 7

Ces inégalités permettent d’appliquer la méthode de M. Picard et de

résoudre ainsi le probléme de Fourier généralisé.

Je signale enfin la possibilite I’employer la méthode du prolonge-
ment analytigue pour intégration de I'équation de Fourier non

linéaire.

Ce dernier point, comme ceux qui précedent, réclamerait, pour
une rigueur complete, de plus amples explications; mais je ne donne
les considérations contenues dans ce paragraphe qu’a titre d"apercus.
Jen’entreprendrai pas de les transformer en démonstrations véritables

et mes recherches sont done terminées.

e+ AT



