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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

SUK L'INTE&RA.TION
DES

ÉQUATIONS DE LA C H A L E U R
f S U I T E ( 1 ) ),

P A R M. ÉfKHiAlU) LE BOY,
A Ts C 113 N E L È V Ï3 D K î,/ K C 0 L lî N 0 11 M A'L 15 S U ,P li It f Î-J lî lî 1-;,

A <i H 13 G Ê D ïî T./ V N t V lî H S t T K.

DEUXIÈME PARTIE.
LE PROBLÈME DE DÏRICHLET ET LES FONCTIONS HARMONIQUES FONDAMENTALES

ATTACHÉES A, U'NE SURFACE FERMÉE.

I. — Énoncé. — Préliminaires. — Définition des fonctions harmoniques
fondamentales. — Un problème auxiliaire. — Approximations succes-
sives.

34. Parmi, les équations de l 'équilibre thermique, d i s t inguons spé-
c ia lement Y équation de Laplace :

A U = o .
On sait qu 'une .fonction V ( x , y , z ) est dite harmonique quand elle
rempli t les condit ions de con t inu i té fondamenta les et qu'elle vérifie
l ' équa t ion de Laplace.

( l ) roir 3e Série, Tome XI'V (1897), p. 879 à 465.
Ànn. de l'Éc. 'Normale. 3^ Série. Tome XV. — JAWIEK ïSqB. '2
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Soit S une surface fermée, qui, peut se composer de p l u s i e u r s nappes
ent ièrement séparées. Cette surface d é l i m i t e u n d o m a i n e intérieure
et un doma ine extérieurT. Le premier est l i m i t é dans toutes ses d i m e n -
sions, le second s'étend jusqu 'à l ' i n f i n i . Enf in , de ces deux domaines ,
l 'un seulement sera d 'ordinaire supposé connexe, T par exemple.

Le problème intérieur de Dir icble t consiste a cons t ru i re une -fonc-
tion q u i soit ha rmon ique dans T et qui. p renne sur S des va l eu r s ^
données d'avance. Ce problème est en t i è rement dé te r rn iné .

Le problème extérieur de Dirichlet consiste a construire une (onc-
tion qui soit harmonique dans T et qui prenne sur S des va leur s ^
données d'avance. Ce problème n'est bien dé terminé que si l 'on con-
n a î t , a priori, l ' a l l u r e de la f o n c t i o n i n c o n n u e à l ' i n f i n i ; on impose
généralement à cette fonc t i on la condi t ion de se comporter à l ' i n f i n i
comme un potentiel ' n ewton i en .

Cela posé, l 'emploi , de la méthode du balayage a mis hors de doute
Vexistence d'une so lu t ion du problème de Di r ich le t i n t é r i eu r dans le
cas le plus général. La même méthode p e r m e t t r a i t auss i d ' é t ab l i r
celte existence pour le problème de D i r i c h l e t e x t é r i e u r . Ma i s i l est

, plus s imple de recour i r alors au procédé b ien c o n n u dû à Lord K e l v i n
et de ramener a i n s i , pa r une invers ion , le problème ex t é r i eu r au pro-
blème in té r ieur . Quoi q u ' i l on soit, nous pouvons énoncer le p rh i "
cipe s u i v a n t : // existe une fonction., et une seule, séparément fuirfno-
nique clans T ei dans T, eo/itinue dans tout r espace et nié/ne à la Ira-
versée de S, prenant enfin sur cette surface des •valeurs ̂  d(>nnees d'avan.ce
et s annulant à I ' 9 infini à la façon d ' ' u n potentiel newtomen.

Si l 'existence^rune so lu t i on du p rob l ème de D i r i c b l e t est ce r ta ims
la forme a n a l y t i q u e de cette s o l u t i o n reste i n c o n n u e . Or i l serait
v r a i m e n t i n s u f f i s a n t de se borner , dans une question si impor tan te , à
un s imple théorème d'existence. Je me suis donc propo&é de voir si,
le pr inc ipe de D i r i c h l e t é tan t supposé é t a b l i » , il ne deviendrai t pas
possible d 'ob ten i r , a posteriori, l 'expression de la fonction harmonique
qu i prend sur S les valeurs <&, par une série de'fonctions harmo niques
simples, d'après Je procédé,constaînment employé en i^lysique mathé-
matique. On l 'avait déjà f a i t dans quelques cas par t icul iers , tels que
ceux,de la sphère et de 1/ellipsoîde, traités, respectivement par Laplace
et par Lamé. Mon but actuel est de généraliser ces résultats classiques.
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Le pr incipe de la méthode que je vais développer est exposé dans
un Mémoire de M. Poincaré, Sur les équations de la Physique (1). J'ai
dû modif ier p lus ieurs dé ta i l s , et je me suis insp i ré , pour cela, d ' un
Mémoire du même auteur , paru tout dernièrement dans le j o u r n a l de
M. Jordan (2). E n f i n , je me suis aussi servi d 'un troisième Mémoire
de M. Poincaré, con tenu dans les Acta pour 1896 (3) : j'y a i pris quel-
ques résultats, que j'ai généralisés un peu; mais sur tout je me suis
attaché à résoudre les problèmes qui y sont proposés vers la fin et q u i
se rapportent à la célèbre Méthode de Neumann.

35. Voici les hypothèses que nous ferons. La surface S aura, en
chacun de ses points , un p lan t a n g e n t u n i q u e et deux rayons de cour-
bure principaux bien dé te rminés . Pour s impli f ier , bien que l 'on puisse
se placer dans des circonstances un peu p l u s générales, nous suppo-
serons même que la f ront ière S, commune aux d o m a i n e s T e t T , est
composée d 'un nombre fini de surfaces fermées, noyant chacune
qu une seule rwppe analytique régulière. Tel est le cas où S est formée
d 'une grande sphère, pu is d 'un el l ipsoïde et d ' un tore extér ieurs l ' un
à l 'autre et intérieurs à la sphère. On voit par là que notre hypothèse
n'a rien de trop restr ict i f .

Q u a n t a la fonc t ion pér iphér ique donnée <&, nous admettrons, sauf
avis contraire, qu 'e l le a des dérivées continues de tous les ordres par
rapport aux deux coordonnées u et v qui f ixen t la pos i t ion d'un p o i n t
s u r S .

Ces diverses hypothèses ne seront pas toujours indispensables à la
r igueur des ra i sonnements . Mais je les fais , en général, dans un but
d 'abrévia t ion.

Nous aurons à considérer des fonctions W définies et con t inues en
tout p o i n t {oc, y , s) de T et en tout po in t (x\y, s ' } de T; s'il est né-
cessaire de d i s t i ngue r les valeurs de la fonct ion en (,z\y,s) et en,

( 1 ) H. POÏNCAUE, Sur les équations clé la Phfsique mcuhérnatique (Rc/idlconti ciel
Circolo îïîûtcmeitico di Pnlerrïio^ 1894) .

(2) .H. PoïiNCAiiÉ, Sur l'équilibre et les Mouvements clés mers (four/ial de mathe'mci-
tiquer; 1896).

(a) 11. POINCAIIK, Sur Ici méthode de Ncurnann. et le problème de Dirichlet {^ictci ma-
th (îrnatic a; i^)C)).
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(^y,^), nous les désignerons respecl ivcs 'neni par W et W\ la
lettre W s ign i f i an t aussi, à l 'occasion, la fonct ion t o t a l e envisagée
comme définie dans tout l'espace. Lorsque le p o i n t (<z' ,y, ,s) tendra
vers un point de S en restant in té r ieur à S, W aura une l i m i t e V. De
même, lorsque le point Ç x ^ y ' . z ' ' ' ) tendra vers le même poin t de S
en restant extérieur à S, W aura une l i m i t e V. La let tre V représen-
tera aussi la valeur de W au po in t considéré de S. P a r e i l l e m e n t , nous
appellerons

dV dV^
drii dfie

les dérivées de W et de W7 prises en un point de S su ivan t la direc-
tion de la normale vers l ' intérieur pour W et vers l 'extérieur pour W\
Enfin, nous poserons

dr =: dx dy dz,

ch' = d x ' d y ' ds\

et da' sera un é lément de S.
Nos nota t ions étant ainsi expl iquées , rappelons encore les p r i nc i -

pales propriétés dn po ten t i e l newtonicn d ' u n e surface a t t i r a n t e .
Soit ;x une fonc t i on c o n t i n u e des coordonnées { u , v " ) du centre de

gravité de des. Soit r la distance du poin t (u,v) au point courant . La
fonct ion

W= f^.4r

est harmonique dans T ê t dans T\ Elle est holomorphe en tout po in t
de l'espace, sauf sur S. Enfin , posons

Les produi t s
p'^^a^^y'^^,

'̂. ̂  ̂  ̂
tendent vers des l imi tes finies lorsque p' augmente 1 i ndé f in iment .
Tout cela suppose seulement la fonct ion p- continue*

Si, en outre, la surface S'est régulière en chaque point , la fonction
potentielle W reste finie ,et continue, même à la traversée de S, en
'sorte1 qu'on peut écrire ! • ^ ^ ! : , !

V= 'V.
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Quant aux dérivées
dV dV1

Ciîi,{ Cl fit!

elles sont cont inues par rapport aux variables (a, ^), mais on a

civ dv ,, 4». „ •r:_- — ^ TT:U..
cirif un a

J ' a jou te enf in que, si [x a des dérivées des deux premiers ordres par
rappor t à u et v, les dérivées des deux premiers ordres de W restent
finies et cont inues lorsque le po in t c o u r a n t v i e n t se placer sur S. Les
dérivées premières, s u i v a n t des d i r ec t ions tangentes à S, son t même
con t inues à, la traversée de S; les dérivées secondes, au contraire , su-
bissent alors 'un saut brusque.

Ecrivons
^ /()WY .^my fâw y2 /6WVIhj}-^^)4^^^^^^^ +(^)-
^ /' rfw^ y / () w y / àw y / àw ,a
Z à ^ d ^ J ^[^j ^""^^T^ +^--1'^ -

II résulte de ce qui précède que, dans l e s - c o n d i t i o n s ou nous nous
sommes placés, les intégrales

r ^ fâ'WY . r ^ fàw'Y , ,
^^(^•)^ j^[^}^

o n t c 1) a c u n ô u n s e n s ( * ).
Je te rmine en rappelant l ' inégalité de Schwarz

( f J\A^Y< (\ndr f fîd^
V/'tT) / ^(T) ^(T)

q u i a été é tabl ie au n0 12 et don t nous ferons un f réquent usage.

36. Je me propose m a i n t e n a n t de d é f i n i r les fonc t ions Imrmoniques
f o n d a m e n t a l e s a t tachées à la surface S» A v a n t d ' en t r ep rendre u n e
démonst ra t ion r igoureuse do l 'exis tence de ces (onc t ions , il ne sera

( l ) Sur les propriétés du potentiel newtonien, consulter : I f . P o ï N C A n K . Théorie (lu
potentiel newton'icn. PariH, Carrée 1897.
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pas inuti le de montrer comment l 'emploi du calcul des variations per-
met de prévoir les résultats que nous obtiendrons dans la. suite.

Soi tW le potent ie l newtonien d'une s imple couche portée par S.
Posons

-X,^)-. •-^(^y-
et

I.—. f V^ ch.
•••• (^

On voit que Foni peut écrire

' j^rY^ .r.-fv^^1 , ^(si ^ .4, dni>
Cela posé, considérons le rapport

j +^/
~1 "" *

Ce rapport est toujours posit if . 11 a donc une l i m i t e in fé r i eu re . Envi-
sageons, parmi tous les potentiels W, ceux pour lesquels on a

1:::::̂

et admettons que l 'un d'eux fasse effectivement prendre a î + F sa
valeur m i n i m u m . Soit V^ ce potentiel .

Si l'on applique les pr incipes du, calcul des var ia t ions, on trouve
qu'il existe une constante ^ telle que l 'on a i t

^1 ^Vi . u-T— 4- -—— 4^1 V^oelfii driff
avec

Si :=J i4-Jp

J, et ï\ désignant ce que d e v i e n n e n t } et S ' q u a n d , on remplace W parW^
II est à remarquer que la constante ^ est positive et non nul le ; en
effet, J < 4- !\ ne pourrai t s 'annuler que si W, était constant, ce qui en-
traînerai tW^ = o dans tout l'espace, puisque cette égalité a ' l i e u à
l 'infïni, et ce qui serait1 par conséquent contraire a l'hypothèse

1 I,=ï. 1 1

La première fonction, fondamentale 'est ainsi .définie-: c'est W,.
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Considérons m a i n t e n a n t les potentiels W qui vér i f ient les re la t ions
suivantes :

fv^cr = i, fWi ch =- o.
t- (Si ' '(S)

Soit W^ celui d'entre eux qu i fait prendre à J +Ï sa nouvel le valeur
m i n i m u m . L'emploi du calcul des var ia t ions c o n d u i t cette fo i s à Péna-
lité

dV. dV, , „ , .̂_ + __ + Ç y -+. }, y ^ o, •
drii une

'̂  et À étant certaines constantes. On a en ou t re

^V|^7=r , fwv^/o-=o.
^"(S) ' - - ( S )

M u l t i p l i o n s les deux membres de l ' équat ion précédente par V.i^r et
intégrons. Il v ien t

/•» ./t/" F /yv' r' /"*
/ V, '-.-2 (h -\- \ V, —-2 </7 -4- ̂  / Vi V, ̂ T -+- \ \ V2 (fr -=.- o.

•/s> rfM. ^s, tin''- ^-s, .4,

La formule d e G r e e n , ici appl icable même pour le doma ine i n f i n i T',
nous donne , les fonct ions W^ et Wy é tant l i a i 'mon iques ,

fv/^ + ç-) a^ fv.(^ ^ fr)̂ ..-.̂ . rv.v.^.-.o,
J,S) \^/ <//À./ J(S) \^/ ^^/ J,s,

à cause de la re la t ion à laquel le sa t i s fa i t Y, sur S.
D'autre part

/\\V^/<7=<:), / V^/0-=ï,
Jt^ »/fS|

d\)ù
À = 0.

Ainsi, l'on a
JV. ^V: , „-,-, 4. .̂  +^V2"^o.
<'//z/ a^^

On irouvc encore
S^J.+J;,

et il est bien clair que ^3 ne peut pas être i n f é r i e u r il ^ , .
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On peut continuer de la sorte indéfiniment : les calculs et les con-
clusions sont toujours les mêmes.

Finalement, on voit que l'on peut construire une «nf.nile .le con-
stantes positives qui ne vont pas en décroissant :

S,, ?» ^ • • • ' ^" • • • •

auxquelles correspondent des potentiels newlonicns, dus à de simples
couches répandues sur S :

Wi, W,, W», ..., W,» ...,

vérifiant les relations
rfV» dV,, , p y -o„-— -4- —,— -{- (;„ v p — u,
diii dnc

Çr^h^î,
^(s)

?• ,̂ î , i/
^p'— <'//"'r ''/n

[^p'V^ch^o si /^/ /^
^(S)

Ce sont les fonctions W^ que j'appelle fonctions harmoniques fonda-
mentales attachées à la surface S.

Voyons maintenant à quoi. peuvent servir les fonctions fbn<l;un(în-
tales.

De nombreuses analogies por tent à penser qu 'une fonct ion arbi -
traire $ définie sur S peut toujours être développée en série de la
forme

<1»==MV/,

Si l'on admet la possibilité de ce développement, le calcul des coeffi-
cients A/, est facile. Multiplions en effet par V/, les deux membres de
l'égalité précédente et intégrons. En tenant compte des relations

rv^o-=i, Yv/,V^cr=o,
<4S) , , "(Sî

et en supposant la série uniformément convergente, on trouve immé-
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diatement
A^==f(&Vp^r.

^(S)

Posons alors
— SA W. ——— W 2S, p t T ^y ,

Z/a nouvelle série sera encore uniformément convergente et elle aura pour
somme la fonction harmonique qui prend sur S les valeurs <&.

On aura ainsi résolu du même coup les problèmes de Dir ichlet in-
térieur et extérieur. La solution se présentera sous la forme d'un po-
tent ie l newtonien de simple couche.

L'aperçu qui. précède n'offre aucune r igueur. Tout au plus peut-il
mettre sur la voie d 'une démonstrat ion. Nous a l l o n s , donc reprendre
toute la question.

37. La démonstration rigoureuse de l 'existence des fonctions fonda-
mentales exige la résolution préalable d'un problème auxiliaire dont
voici l 'énoncé :

Cherchons une fonction W harmonique dans T et dans T, cont inue
dans tout l'espace, se comportant à l 'infini comme un potentiel new-
tonien, vérif iant enfin en tout point de S la. relation

elV dN' ,
— + -,— -+- <î> = o.
dlli Cl/le

On a w=^
et l ' un ique solution possible de notre problème se présente donc sous
la forme d'un potentiel de simple couche.

Ce qui précède suppose seulement la surface S régulière et la fonc-
tion <& continue.

L'expression
r r ch^ j

W(S,

est une fonction de {x, y , s) f in ie et cont inue dans tout l'espace. On
peut donc assigner un nombre posit if^ ne dépendant que de la confi"

/inn. de i'Éc. Normale. 3° Série. Tome XV. — JANVIER 1898. 3
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guration de là surface S ou de ses dimensions et tel que l'on a i t

± f^<.
^ j ^ r ^?

pour tous les systèmes de valeurs possibles de ( x , y , z ) . Si l'on a
alors

| <I> | < ̂

a étant une constante positive, i l vient

|W|<a^.

Cette inégalité va jouer un rôle essentiel dans nos raisonnements.

38. Proposons-nous de construire une fonction W ha rmonique
dans T et dans T, continue même à la traversée dû S, ayant à l ' i n f i n i
l 'allure d'un potentiel newtonien et vérifiant en tout point de S la rela-
tion suivante :

d'Y dV .„ ,— 4- . 4- r y ̂  <ï> ̂  ̂
drii dtic " '

où S représente une constante arbitraire et<I> une fonction donnée des
variables (^, ^).

Considérons la fonction W comme une fonction de ^ et posons

W = Wo + ̂  Wi + y W, +... + ̂  W/, "4". . . .

On ne confondra pas les fonctions ' W p actuelles avec les fonction.s
fondamentales.

Chaque fonction W/, sera harnionique dans T el dans T', ^arnnilera
à l ' inf ini , enfin restera cont inue, même à la traversée de S. On a

IV=v,^sy^+s2V,•+..^^ IV^^.,. , ,

sur S et, de même,

^-^^^Yi^p^i^ -^v.. •
dni """ dni •' dni > <;1 dni 1 " " r^ Jni ' ' * " 9

^=^^^^p^^ ^^^^ 1

dnç dn^ dne ' dn^ ' ' ' cs dn. ' " • ' • ?
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d'où
^^Y^ =o,dirii diic

^-.^-.V, =0,
dni a/le

ÇL^^Ïi+v. =o,
dïii âne

dVp dV, ^^ P -4- __ -^ y == o,
dni dnc

II est faci le (n0 37) de calculer de proche en proche les fonctions W^ :

Wo=-f?^ w^-fX/^^.
^TrJ^r 47r4 r

Tout cela suppose seulement la surface S régulière et la fonction ini-
t ia le <& continue.

En appl iquant l'inégalité du n° 37, on trouve fac i lement

]W"J<a^, |W,|<a^, [W,[<a,rS ..., |W,/l<a^^1, ....

On voit par là que la série
S'yW,

est absolument et uniformément convergente dans tout l'espace, pourvu
que Fon ait

IS .̂

Supposons cette condition remplie.
Dans ce cas, posons

W:-=^/'W/,.

La fonction W est harmonique dans T et dans T, en vertu du théorème
de Harnack.-De plus, elle reste continue, même à la traversée de S.

On peut former l'intégrale
; /• (D -(- ?v ,

— / ————-da.
^si4^J(g, /•
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La différence bien dé te rminée

w-'-fî^iï.•fo
47TJ /•

peut s'écrire
, r<i»-h -'v,,-!--.. .• l•^-; / 'v//- l ,

W.+.W..-...-^'-W,,-^^--------7.---^^

+ (^+- W,,,,, +... ) - -; /'ï"-1-1 -v;,±l• • • ̂ .
'-t '• «/II.)

Mais on a
w.^w.....^»w^,f^AV-,;.i / - i ( ï ) + £ V „ . 4 - l . . . • • ^ • ^ V / , ,

(S»

1 ̂ ,

en vertu de la définition des fonctions W/, successives.
D'autre part, on peut choisir n assez grand, vu la convergence ab-

solue et uniforme de la série étudiée, pour que l'on ait, quels que
soient (a;, y, z) :

l^w/^+.- .K^ l^w, <|,

£ étant aussi petit que l'on veut* Cela entraîne
2 £ ;î 6i rE"-Mv„+...± r ^

^./s,
___.1:C/0. <^^< •y,

d'où
f i.rLiX .̂.,...,. w•<Ï» .HV

^s-, />4îrJ(s) /

Mais, dans cette inégalité, le premier menilmî est délerminé et le
second arbitraire. Donc

-,.„ ^ f ^ + S V / ,/l <ï> 4-,JW^_ 1 ^1.^1. Uff.
^J^ r

Ainsi W est le potentiel newtonien d'une simple conclîe'portée par S.
La simple continuité de <I> + S'Y entraîne la relation

^^V-^o.
dni drie

d'après les propriétés précédemment rappelées des potentiels newto-
niens de surface attirante.
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Donc, pour les valeurs de ^ telles que [ Ç [ soit inférieur à ̂  le pro-
blème que nous nous sommes proposé est résolu-

39. Supposons Ç réel et négatif. Une méthode de prolongement
analyt ique va nous permettre alors de résoudre notre problème pour
toute valeur de ç.

Soit en effet Ço un nombre négatif tel que

-6,<^.
Posons

Ê ̂  So -i- ^

et développons W suivant les puissances de T)

W == Wo •-h rj Wi "h r^W, .4-. . . 4- r^ W^ -h....

Il vient
^Vo rfV', , ,,.,„-£ .,..,̂  „. Jl ̂  ̂  Vo -4- ̂  ^ o,
ân^ dn^ ' '
^V, rfVi . ,, ,„^,-^+^V.,-V, .-:::o,

^^-^^ i rv s v -odn, ' ' ^-i^oV/^-l" v^i.-o,

Nous savons faire ces approximations puisque Çj est inférieur

Un lemme nom est ici nécessaire. Comparons les deux potentiels de
simple couche W et U pour lesquels on a

dV (N' ..., ,,,—— ...F ^ ^ y -+"• ^ == o,
f//^ ^/^, •' ?

^U .ûfl]7 .« — ̂  + g ̂  o,
cirii €ln.ff

avec

On a d'abord
^<o, 1 ¥ 1 < ( 3 .

U > ô-
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Posons maintenant
^ ̂  U _ w, 6» = U + W.

II vient
^ + ̂  + ̂  ÇU + (p ^- MQ :=o,
d/z/ ^/^.

^ 4. (w + ̂  - ̂ .J + (p + IF) == o.
( ,̂ a/L, '

Or
•<o, U>o, (3~y>o, (3+^X').

Je dis que, dans ces conditions, ni ^ ni 0 ne peuvent avoir de r n i n i "
mum négatif. En effet, il ne peut en exister à l ' infini, puisque ^ et ô y
sont nuls. Il ne peut en exister non plus dans T ni dans T, puisque ^
et ô y sont harmoniques. Il ne peut en exister enfin sur S, car cela
impliquerait

d!^ ^?0, ^>o, -^J>o, (3-¥>o,
Clfli Cl/tff

^>o, ^l>o, ^>o, -^ij>o, p+r>^dni ~ d/îc ~ ' ^ •)

ce qui est impossible. Donc
r>o, 0>o

et, par conséquent,
|W |<U<(3^

en tout point de l'espace.
Cette inégalité nous permet désigner des limites supérieures aux

modules des fonctions W^.
On a

[Wol<a^, |WJ<a^ ..., |W^ <ag^\

Donc la série
Sr^W,, . , • .

est absolument et uniformément convergente si

I.K^

On verrait d'ailleurs, dans ce cas comme plus haut, que la somme W
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de notre série est un potentiel de simple couche vérifiant la relation

dV dV1 , . ,„, ,
—— +-,— +(Ço- t -^)VH~^=odni drie ' '

sur S.
Notre problème est ainsi résolu pour

0<-~^<^, o<—ï3<-^
<î"> '1•7

c^est-à-dire pour
0<-i<^-

En c o n t i n u a n t de la sorte, on arr iverai t , après un nombre l i m i t é
d'opérations, aux condi t ions

o<-^,
f")

n étant un entier positif quelconque.
Finalement, notre problème auxi l ia i re est résolu pou,r une valeur

négative quelconque de ^- Le procédé suivi est exactement celui de la
con t inua t ion ana ly t ique des fonctions.

La solution obtenue est d^ail lcurs la seule possible. S^i l y en avai t
deux, en effet, l eur différence serait un potentiel de simple couche W
vér i f i an t sur S l 'équat ion

cIV ^ ^^ — + çV==o.
clfli a/Z(;

On verrait alors, comme ci-dessus, que W ne peut avoir ni maximum
posit i f ni, m i n i m u m négatif et que cette fonct ion est, par suite, iden-
t iquement nulle.

Le théorème que nous venons d'établir est susceptible, comme le
principe de Dirichlet qu ' i l imite, de diverses généralisations sur les-
quelles je ne pense pas q u ^ i l y ait lieu d^insis ter- Qu'il me suffise de
signaler la possibi l i té de cons t ru i re une simple couche, portée par S,
dont le potentiel vérifie la relat ion

dV' dV7 , .,,+. =: y ( u, (<, V ),drii dn^ ^ ^ •f î

<p étant une fonct ion quelconque con t inue et croissante avec V*
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Occupons-nous seulement désormais du cas où la fonction ç est
linéaire en V. Nous devons étudier ce qui arrive si ^ a un signe quel-
conque; c'est de cette étude que résultera la démonstration de l'exis-
tence des fonctions fondamentales.

II. — Emploi de certaines intégrales définies pour étudier la convergence
des approximations successives. -~ Quelques inégalités. — Théorème
fondamental.

40. Reprenons les approximations successives du n ° 3 8 , e n suppo-
sant cette fois que la fonction <D possède par rapport à a et ^ des déri-
vées partielles continues des deux premiers ordres. On a

^,^,,<I> =o,
d/ii dn^
dV, dV\ .,,
—— 4- —— -4- Vo •=•= o,cifii dn,.
dM, dY,-^ 4.,^4,y, ,,,,̂

ciVp d\, ,,... Jl ̂  £. 4,,., V =:":o,
dn, dn. î ' v

Les dérivées des deux premiers ordres de Wo tendent vers des l imi l c s
finies et continues' quand le point courant vient se placer sur S, ces
limites pouvant être différentes suivant que le po in t couran t tend vers
un point de S par l ' intér ieur ou par l'extérieur de S. En tous cas, il est
certain que Vo a sur S des dérivées continues par rapport à u e t p . On
voit aisément de proche en proche que les mêmes conclusions sont
vraies pour toutes les fonctions "W^.

Formons les intégrales

ï^y== f V/V'yc/or,
^8)"^8)

î ^ f ^ à'W, àW
p^^, ̂ ^~^

^^rf,..•» ,̂  1 "ï""r'aT»

ç ——— ^' ^
J.,,,:= 1 > »—f —„ J.. ̂ ',/ î / J^, ÀMà à^': à^1
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Les remarques précédentes, Jointes à l'emploi de la formule de Green
montrent que chacune de ces intégrales a un sens précis

On a évidemment

î,.,,/== \,,,,,, J/,,y =-. J,̂ ,, J^-^ J^

Cela pose la définition des fonctions W, permet d'écrire, en appli-
quant la formule de Green l i

'/'./--- f V/Y^t- -,.. ̂ ,U__ r v fdV, rfV;A ,
J,s, ^ dn. dn. ) - j^ v '/ ' - < ̂ ,7; + -̂  ) ̂ ,

^'ou
l/^y^^ I/)-l,y-|.|.

On conclut de là

'/','/ ̂  1/;-),,/ (-» --- l/<-2,,/4.î -:- . . . :— 1(),/,+,/,

^ œla nous donne le droit d'écrire l'intégrale J^ avec un seul
inuiico l^.y.

f ) ' au( - ï '< 1 parf; on a

•'/--.+•'^.=--/>v.frfv-.-^-)^
•ASI \ <//t/ ^^c /

coniine le montre une intégration par parties. Donc

" l > , ' l \ i "l '^/^r/t-l ~~- ïp-l-y

On déduït encore (le là que 1-on peut écrire ,̂,,+J,- avec un seni
indice, au lieu de ,1^4-J^ ,.

On a évidermnent

^2p > 0, Jg,, -h Jg^ > 0.
Or

, 1.-J...M +,!;,„
U 0 1 3 1

!;;,, =: Jg^.,^ + Ja^..^ i , J^4,.i ~= J^^g 4- J^^y.

On tire de là
•l-g/M-i > 0, Ja^+i "•••i- Ja/,!.,.! > 0.

Ainsi les intégrales I, et J^+J; sont positives, quelle que soit la
parité de l'indicée.

./Init. de l'K<:. Nonnala. 3e Sém^ 'romci XV. — J-miEn 5(898. À
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î / iné^ali té de Schwarz donne immédia tement

12 ^ | 1
2^-H '"•- "^ •'^/î-l-:'»

c'est-à-dire
là/.»-+-) ^ ^/^•S
"'g"1"11"""" <- ] ~"11' 7

A 3 y, A^^,!-.!

puisque les 1^ sont tous posi t i fs . De morne

(J^l + .t^,..l)' < ( ^P + ̂ //) (^4, 4- ^^^).

ou bienou bien

Donc
l^p <i. iîp~^ Iâ/;.4-r

....IjiZL. < -̂ l2 !̂:,.'
1 îp-i ^ ï i )

En réunissant ces résultats, on trouve f ina lemen t

11 ̂  ï! ./- !j ̂  ^ J±Ll ..,--
.Io I.i i.^ A / ,

Ces inégali tés nous serviront c o n t i n u e l l e m e n l .

41. Supposons que l'on connaisse un nombre posi t i f S tel que

quel que soit /?.
On t rouve i m m é d i a t e m e n t alors

I ,<M^,

M étant un nombre assignable qui. ne dépend pas de p .
Cela étant, on a

V -L Ç^^ch
' l ) ^ : ( ^ j ^ 1 ï

W(S, r

le point (<x?, y, s) é tant venu en un po in tM^de S. DeM'o comme centre
avec1 [J. pour rayon, décrivons une sphère1 qui partage S en deux ré-
gions, l 'uneS^ extérieure, l'autre,Sa intérieure à la sphère. On peut
écrire ' ! 1 ! ! 1 l i l 1 ,

, , , V,=H,4-H,



SUR L INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DE LA CHALEUR. 27

avec
H, - f v -̂-1 ̂ , II. -= -'- f ̂ dc.

4^=., /• ' 471: ./s, /•
. i ^••V y «..A 2 ——— , 1

4.7TJ(s,, /• 4îrJ^ r

Nous allons chercher des l imites supérieures de [ H^ et de [ HL [.
L'inégalité de Schwarx donne d'abord

»',<^f^f^-1 r \r^ j r c h^^j^^j^-
A fortiori

lîî< ---^1 i6Tr |J.-

la lettre S désignant ici l 'aire totale de la surface S. F i n a l e m e n t

|H,K^/I^.
Voilà un premier point .

Appelons en général g p le m a x i m u m de VyJ. Considérons la fonc-
t ion

î r chr ch
L:r7

^^) r

le p o i n t (.z',y,^) étant tou jours en My. Il est manifes te qu'on peut
assigner un nombre positif N ne dépendant que de la configurat ion de
la surface et tel que

^r^N^.^4^'
On a alors

I l l a l <:N^^.-.i

Voyons donc que le nombre N existe.
Menons le p lan P tancent à S en. M() : par hypothèse, cela est pos-

sible, p u i s q u e S n'a aucune singulari té, n i pointe , n i arête- On peu t
toujours supposer [j. assez pet i t pour que la sphère, de centre Mo et de
rayon (x, ne coupe qu 'une seule nappe de S, et cela quel que soi!' M'o-
Cela étant, on peut encore prendre (x assez pet i t pour que, en tout
p o i n t de la port ion de S intér ieure à la sphère, le plan tangent à S
avec le plan tangent en M'y fasse un angle in fé r i eu r à te l le quan t i t é
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que l'on veut. Si a est cet angle, on a alors

cosa > k,

k étant un nombre positif, valable pour toute posi t ion de M(,, donné
d'avance. I m a g i n o n s dans le plan P un système de coordonnées po-
laires, Mo étant le pôle, p le rayon vec teur , co l ' ang le polaire. On peu t
écrire

, p do dd,)
dff == —-—— ?ces <y,

d'où
^ ^ P dp d(ï)

<^cr <„ — . — .
A,

IV autre part, en tout point de Sa, on a

p < /• < p.,
(Y où

ï F ch \ F dû df,ïî F ch ï /"* dû dr,)
4?Tj,c, ' ' ^ 4^./n, k

4.)71"<4Ï^Q'"^

û étant le cercle découpé par la sphère sur le plan P. Do là résul lc*
r inégal i té

.1 r da- î
4Tri.-/.-<-^^-/^)

On peut donc prendre
N=- ,

2 /•!

et il est clair par là que N ne dépend n i de M() ni de l ' i n d i c e ^, mais
seulement de la surface S.

On a donc bien
H'2J<N^>y^

et cetle inégalité, comme celle relative à | ,H^ |, est valable pour toute
position de M'o.

Cela posé, on1 a ! . 11- • ! ! 1 /!'v/.|<|iïi|+|u,|,
d ^ o ù - 1 , ' 1 ! , ' 1 ! !

/Q,

^Iï <" Tinu V ^~2 ̂  •^^'^-i.»
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c'est-à-dire

^<^^/M^+N^.--i-

Toutes les inégalités précédentes exigent que pi soit infér ieur à une
certaine limite, qu'il nous est d'ailleurs i n u t i l e de calculer.

Jusqu'ici pi a été laissé arbitraire. Prenons m a i n t e n a n t

Npi= ^.

Cela n'est possible que si 3 est assez grand, mais cette restr ic t ion ne
gêne en rien, car nous n'aurons ultérieurement à donner à S que de
très grandes valeurs.b^

On a
N\/M \/S rJ^V.MVO i i^ <^ ^....^.,..^ ^.^ ,^.^_^

Posons

il vient

^ ̂  1

gf, <^+^-i,

et a représente, dans cette formule, la constante

Nyivs^
"""T^T"" ~^'

qui ne dépend ni de l ' indice p , ni. de la pos i t ion du po in t M<, .
Donnons à p successivement toutes les valeurs possibles, en rernar-

q u a n t que l 'on a
^==^

a et g é tan t les deux nombres posit ifs déf inis au n0 37*
On trouve

^ < (a-\-ff,)):,

gï < a P -h ̂ i A < ( 2 a -î- ,̂ o ) "A2,

^/, < alP^ .̂....i À < (/.>a 4- ^o) ^/^
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Fina lemen t
|V^ <(pa-^^)lP

et, comme W^ est une fonct ion h a r m o n i q u e

|WJ<(/^+^<,)^,

quel le que soit la position du p o i n t Çx, y , z ) dans l'espace.
On conclut de là que la série

^'Wp

est absolument et uni formément convergente si l 'on a

m^<i,
c'est-à-dire

Dans ces .conditions, on verrai t , comme au n° 38, que la somme W (1^
la série est la solut ion cherchée.

On voit donc que la convergence de nos approximat ions successives
est liée d 'une façon très étroite à la l i m i t e des q u a n t i t é s croissantes

1^4.1

-r;-'
lorsque/? augmente i ndé f in imen t . Nous a l lons donc é tud ie r ces rap-
ports.

Mais, avant d'aller plus lo in , je dois signaler un fa i t i m p o r t a n t . La
fonction Y possède sur S des dérivées premières continues par rapport à
(u,^). On le mettrait aisément en évidence au moyen d'une démon-
stration semblable à la précédente. Mais, pour abréger, je me bor-
nerai , sur ce poin t , à une simple ind ica t ion : il, faudrai t ici combiner
le raisonnement que nous venons de faire avec celui qu i sert dans
l'étude des dérivées d'un potentiel newtonien de surface at t irante ( < ) .

42. Je rappelle, pour commencer, les propriétés p r inc ipa les des
fonctions sphériques on fonctions de Lapiciee.

( 1 ) Cf. II. POINCARÉ, Théorie du potentiel newtorwn *
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On nomme polynôme sphérique d'ordre n un polynôme 11̂  entier et
homogène en (^,y, ^), de de^ré /?, vérifiant iden t iquement la relat ion

Aïï/, •-=: o.

Ecrivons 11̂  avec des coefficients indéterminés : il y a ^-t^^AZI^t^
coefficients. Formons Ail,/ : c'est un polynôme homogène et de degré
n — 2, ayant donc ———— termes. Ecrivons que ce d e r n i e r p o l y n o m e

est iden t iquement nul . Nous obtenons ainsi ^^p^-l équations li"
2

( n -i- ï ) ( n -1~ ^ )
2

néaires et homogènes par rapport aux ———"-——— coeff ic ients de
II/,. On aII/,. On a

( //, ..-{-- ï ) (,/ .4» ^ ) ,/ ( ̂  ._. , )
; 2 n -l- i.

Donc il existe ^n •+- i polynômes sphériques d'ordre n l i néa i rement
indépendan t s .

Passons m a i n t e n a n t en coordonnées polaires* Les fo rmules de trans-
format ion sont

x ::::= p sirs 0 coscp,
y :==: p s in 0 s in ç,
z :== p cos^.

Il v ient
I Î / /^p^Y,/,

Y,^ ne dépendan t plus que de 0 et cp. La fonc t ion Y,^ est une fonction
sphérique d'ordre n : il. y en a 2/z "+-1 l i n é a i r e m e n t indépendantes .sph

Sur la sphère do rayon r , c'est-à-dire lorsque p -== T , on a

If — y' c ll — // Y•»•* n. •'-— .". /(. i » — i t f ï. /;, »

Cela posé, la fo rmule de Green n o u s f o u r n i t la re la t ion

f^ ̂  _ 11̂  (mti\ d^ = fciï.AII/, - n^AÏÏ,) dr = o,
»/ \ f/'/*,' U f i ( ; / J

les in tégra t ions étant étendues soit à la surface, soit au volume de la
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sphère de rayon î . On tire de là

( m — n) f Y,̂  Y,/, du =•- o.

D'où, si

Féû'aUté
m •^é riy

j Y,/Y/,^)-=::O.

Cela est vrai quelles que soient les fonc t ions sphér iques choisies,
pourvu qu'elles soient d'ordres différents.

Appelons
M? I 2î * * * ? "'^AN1-!»

a n + ï . fonctions sphériq-ues d'ordre n l inéa i rement i n d é p e n d a n t e s ,
Posons

X,i = a} Yi 4" ̂  Y, +. .. 4- a ,̂., Y^-.,i,
Xg := a? Yi 4- a^ Yg 4-. . . 4- a^,., i Ya//,,.,,

Y _,^,2^-n "v1 i /"/''ï^-i-i v" i i /,, a / / 1 - i vAâ/,+i -- ^1 ï i 4- a;; Y a •4-. . . 4- ^a/;..;,; 12 /M- i »

lésa é t an t des constantes laissées indéterminées pour le momen t (*t
les exposants don t ils sont affectés é tan t des indices et non dos sym-
boles de puissances.

Les X sont des fonctions sphériques. Ces X sont d 'a i l leurs indépen-
dants si l'on a

I) =

a\
a\

ffïft\'\.""i

^
ff:{
ai"-'-' . * .

a
SX

a

i
2 // • I 1 - 1
à
2 //. ! î

2 //. - S - 1
Si n \ \

Je désignerai par X^ l 'un quelconque d'enire eux.
Posons

X. =:r ai Y'i 4- a^Y'â 4- . ., . 4- a^i Y^,.+1-

11 est clair que
fVcïw

est, par rapport aux a., une forme quadratique dé f in i e et pos i t ive

FOi.ag,, . . , a^i).
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L'équation
F=î

représente, dans l'espace à 2/z-+- i dimensions, un ell ipsoïde E ayant
pour centre l 'origine 0 des coordonnées.

Cherchons à déterminer les X par les équations suivantes :

(i) /X^ûj^i,

(a) y" XpXy^) =:o..

Les équat ions (i) s 'écrivent
T7/ „/» /.,/» -./> \ ———— y

\ l f 2 > • • " -» >-~ g //..„(- i / —— i f

et elles signifient que le point

( fft> y? ffP \
\v' 1 î Gf' a » • - • » "-3/Ï.4-1 /

se trouve sur l 'ellipsoïde E. Les équations (2) peuven t être mises sous
la forme

,, à¥ , â¥ , Ô¥
ffP -.,}„ y,1 ——. -4-1- . . . -h ^//-|..i ——,——- = 0 .1 fja^ ' r^a^ in k ^Ln

Considérons les points

Mi, M..^ . . . , Ma,,-,!,!,

dou t les coordonnées sont respect ivement

( ûC1 ff1 i'71 ^\, '-<' 1 » wî- 2 » * ' * ' 2 //.+ 1 / ?

(^ î» ^J» • • - . ^î/.-n).

/ / - / 2 ^ 4 - 1 -,2/H-l OC2^4"1 ^
^1 y ^2 » • • - ? <:;îcâ/<+I /-

Les équations (à) signifient que les directions

OMi, OM:,, ..., OMa/.-M

forment un système de diamètres conjugués de l 'e l l ipsoïde E.
C'est une proposit ion élémentaire de Géométr ie ana ly t i que que l'on

peut toujours choisir les a de façon à vérifier les équa t ions ( t ) et (2).
Ann. dû l 'É t ' . Normale. 3e Série. Tome XV. — JANVKÎK rHQH. '•i)
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On a d'ailleurs alors
D^o,

en sorte que toutes les c o n d i t i o n s requises sont r empl i e s .
Les fonct ions X a ins i dé te rminées sont las fonctions spheriques fon-

damentales d'ordre n. Toute a u t r e fonc t ion s p h é r i q u e du moine ordre
est une combina i son l i n é a i r e do celles-là.

II est bien vis ible que les fonct ions spl iér iques f o n d a m e n l a l e s coïn-
cident dans le cas de la sphère avec les fonct ions f b n d a m o n l a l e s don!
nous cherchons à démontrer l 'existence en généra l .

43. Soit W le potent ie l ncvvtonien d ' u n e s imple couche de mat iè re
a t t i r an te répandue à la surface de la sphère de rayon :r. On a

W == Yo +• p Y, 4" p2 Y,.+... 4- ̂  Y//, +...
pour p <; i, et

vy/ „, II y L. ^_ y « ..J Y i i ' V i
W — ^ Y o + p/2 l i t-1- p/y î à + . . . -t- pf^M ï ^ ••1!-" • • •

p o u r p ' ^ i . C'est là un r é su l t a t c lassique. Les lettres Y/^ désis 'nent
d'ailleurs des f o n c t i o n s spl iériques q u i d é p e n d e n t des valeurs de 'W
sur la sphère, l ' indice i n d i q u a n t l 'ordre.

On peut remplacer les fonct ions Y^ en fonct ion des fonc t ions sphé-
r iques fondamentales, récrirai alors, par exemple ,

w=ip^x,,
X/, é tant une fonc t ion fondamenta le d'ordre n et ̂  dés ignan t u n e con-
stante. Il y a in + ï valeurs de p qu i correspondent à la môme va leur
de n.

Les propositions qui précèdent sont encore vraies si W est, non
plus un po ten t i e l de simple couche, mais une fonct ion h a r m o n i q u e
quelconque.

Je renverrai, pour la démonstrat ion de cosibrmules, ' a u x Traités
classiques (1).

( l ) E. PICARD, Traité cl''Analyse, L Ï , Chap. IX, n" 26. - H. PoiNCUtB, Théorie du ̂ -.
tenïiel newtoniefï, Paris, Carré, 1897.
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44. Considérons toujours la sphère S de rayon i . Soit û une sphère,
de rayon R i n f é r i e u r à i, concen t r ique à la précédente. Appelons T ' I e
domaine in t é r i eu r à S, T le domaine extérieur. De même 0 sera le
domaine in té r i eur à û, 0' le d o m a i n e extérieur.

Soit W un potent ie l de s i m p l e couche répandue sur S. Posons

T F v AWV , .̂  r ^fàw'v . , , r _ ,^^Z (^) ̂  J/-^^(-^} ̂  ^V^-
On a

Jj-J7 ^ J
î"" ̂  Ï"

Nous a l lons chercher u n e l i m i t e i n f é r i e u r e d u rapport ' ,- On sup-
pose, bien e n t e n d u , que les in tégra les J, J\ 1 on t c h a c u n e un sens.

Appelons J,(, ÏK les in tégrales a n a l o g u e s à J, I , ma is re la t ives à Û.
Soit

w=^"p,.x/,
On a

:I:n =: ( W3^) = i^ W1^.
J^

M a i n t e n a n t on peu t écr i re

/- ^ /âwy r ^.dw . r ,.,, dw „,,
Jii-= / Z, ••-Y--111'-" dr-^— 1 W "-y— A)=— / W -71-- Vch.

J^e,M \ à^ ) J^ cfni J^ dm

D'où
S^ln^W^.

Par suite
Jn I/^R2^-1

ÏH ̂  -J^jp'^ï- ^

Tirons de là une impor tan te conséquence. '
Soient

•W,, W,, ..., •W,,

(f potent ie ls de simples couches portées par S. Prenons

W'=Ai'W\+^W',.-h...4"^W^

les A é t a n t des constantes. Il est clair que W est aussi un potent ie l de
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simple couche. Dans le développement deW, les coefficients (ip sont
donnés par la formule

P,= f VX,da.
^ (S)

Ce sont donc des fonct ions l i néa i r e s et homogènes des À.
Prenons

q ^ /z2 4- ï .

Assujettissons les À à être tels que les coe f f i c i en t s j^ soient tons
nuls jusqu'à, celui de rang n2 inc lus ivement . Cela f a i t /r é q u a t i o n s
linéaires et homogènes où les inconnues sont au moins en n o m b r e
n2 +• i. Le calcul des À peut donc être effectué.

Les À étant a ins i dé te rminés , le premier terme du déve loppemen t
de W est

f^p^,

car i l y a 2/1 -4- î coeff ic ients (^ correspondant a u terme eu p^ et I ' < H I
sait que y, „...-1

^(?,/ /- i - i )-=// .2 .
0

On a donc
.In ^^K^^"11-!- . . .
Ïu ='^l^^^^

On conclut de ta
•ht . ^ .„
In-'lÏ--7"

Ainsi , si l e s 'X sont en nombre au moins é^al a /r-hî, on |)enl les
choisir, quels que soient les'W,y, de façon que l 'on a i t r iné^a l i t é précé-
dente.

Faisons tendre m a i n t e n a n t ,H vers , i . Alors ,Ig et 1^ t e n d e n t respec-
t i v e m e n t vers J et L D'où

\>n.

Cela en t r a îne
, , , . J ^ - J ' ,, , ^ ^^ >„„

Telle est l ' inégal i té que nous voulions obtenir.
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Cette inéga l i té subsiste q u a n d , au liea de po ten t ie l s de simples
couches, on considère des f o n c t i o n s h a r m o n i q u e s quelconques. Il
suff i t que l 'on puisse aff i rmer l 'existence des in tégra les J, V et I.

45. E x a m i n o n s m a i n t e n a n t le cas d ' une surface s i m p l e m e n t c o n n e x e
que lconque et cherchons encore une l i m i t e infér ieure du rapport1 .
Nous supposons, bien e n t e n d u , que la surface considérée S est régu-
lière en c h a c u n de ses po in t s .

I l va f a l l o i r employer u n e c e r t a i n e transformation ponclueile que je
v a i s 1,) r i c v c rn e n t à é fi n i r.

Soit 2 u n e sphère de rayon T . J ' appe l l e © le d o m a i n e i n t é r i e u r à E.
Les coordonnées d ' u n p o i n t de © seront désignées par (£ , Y], *().

La t r ans fo rmat ion p o n c t u e l l e d o n t je veux par ler j o u i t des propriétés
s u i v a n t e s :

•i0 A tou t p o i n t (^, Y], Q de 0 correspond un po in t (.^.r, s) de T et
u n s e u l , et r é c i p r o q u e m e n t .

^° Ç, r^ Ç sont des fonct ions de.r, ,r, .5 u n i f o r m e s , f i n i e s et con t inues
dans T a ins i que leurs dér ivées p a r t i e l l e s des deux premiers ordres.

3° x, y , s sont des ( o n c t i o n s de ^ T], Ç u n i f o r m e s , f in ies et con-
t i n u e s dans © a i n s i q u e leurs dérivées par t ie l les des deux premiers
o rd re s»

/l0 Q u a n d le p o i n t (••r, y, s) d é c r i t S, le p o i n t (^, r^ î^) décrit S.
r)0 Les dérivées des d e u x premiers ordres de x , y , z par rapport

a ^, TJ, Ç ou de ^, r^ '( par rapport à ^,,y, ^ restent f in ies et con t inues ,
même q u a n d le p o i n t ?, Y], t se rapproche i n d é f i n i m e n t de 2 ou q u e le
p o i n t .z*, y, s se rapproche i n d é f i n i m e n t de S.

Une p a r e i l l e t rans fbr roa t ion est possible et comporte même un très
lar^e degré d ' a r b i t r a i r e . En effe t , elle représente la déformat ion d 'un
corps é l a s t i q u e q u i serait d'abord supposé rempl i r la sphère S et qu'on
a m è n e r a i t , , sans p r o d u i r e a u c u n e déch i ru re , à occuper tout le vo-
l u m e T.

Je ne crois pas devoir ins is ter sur ce po in t . Mais il faut remarquer
que les Irypotheses fa i tes sur S nous sont nécessaires pour éviter toute
d i f t i c u l t é ' q u a n t à la réal isat ion do la cinquième condi t ion. En outre ,
i l est bien mani fes te que notre transformation n'est possible que si le
domaine T est s imp lemen t connexe.
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46. Soit W le po ten t i e l newtonien d 'une simple couche portée par S.
Oo peu t à volonté regarder W comme u n e fonct ion déf in ie dans T et
dépendant des variables (.r,j,5), ou comme une fonction d é f i n i e
dans 0 et dépendan t des var iables (?, T], Ç}.

Formons l ' in tégra le ,-.f^
' - (T)

^ /f)WV
à.f C/T,

é t e n d u e aux divers é l émen t s ch da v o l u m e T. On suppose le p o t e n t i e l
W tel que cette intégrale ait u n sens.

Effectuons la t ransformat ion du n° 45. Le champ d ' in tégra t ion
dev ien t 0 et il faut appl iquer la règle re la t ive au changement des va-
r i a 1) 1 ë s d a n s 1 e s i n t é g r a 1 e s m u 11 i p 1 e s.

D'abord, si rfO est u n élément de ©, on a

.^^^.iZ^^^^• d j i)a^,o —
en posant

J)(.r,,r,^)
^(i,1^1111?)1'1 ':=

<):ï:̂
ô'y
•ûî,
<)s
(51

ÔJ-
^

(>ŷ

as
5n

àr
"<)Ï
û,v
~<K
<)5

"<)i

conformément aux conventions habi tuel les pour désigner le j acob ien
d'un système de fonctions,

D'autre part, on a
àW
àx

à'W
ùy
àW
as

^
"" <Ày

^
ày

-^
-" <)2

àW
~àÇ -1-

^W
-Jf +

<)W-^-+

f)-n
Jx
()-ri
ày
à-f\

' as

()W
"à^
àW
(>f\
àW
'W

+
<̂).c

, <);+^
+^

• us

âW
^û'C''
(W
(rc '

<)W1^

On voit que les dérivées, par rapport à x, y y s, de W(.r,j, s) sont des
fonctions linéaires et homogènes des dérivées1 par rapport à ^ r^ ^ de
la même fonction regardée comme dépendant de ^ ^y î» les coefficients
de ces formes linéaires étant des fonct ions connues qui ne dépendent



SUR L'LNTÉCHATION DES ÉQUATIONS DE LA CHALEUR. 3q

que de la t r a n s f o r m a t i o n , c'est-à-dire que de S. Dans ces condi t ions ,
la so m me

y 'àwy
, ô x )

se t r a n s f o r m e en u n e (o rme q u a d r a t i q u e F dé f in i e et posi t ive par rap-
< i / . , f)W ()W ()Wport aux dérivées —^-' "'y -",;-—* </; on ôï

On p e u t donc écrire

^-^fF0^.^^
J^ ^ { ^ r i , Ç)

rinlé^ration se rapportant cette fo is au volume ©.
Regardons maintenant, pour un instant, ^, Y], ^ cornmie des para-

mètres et
<)W âW àW
"^f5 "(Jrr ^f

comme les coordonnées d 'un p o i n t dans l'espace.
L 'équa t ion

F ;••;;::: x

représente un ellipsoïde. Les longueurs des axes de cet ellipsoïde sont
évidemment des fonct ions cont inues de $, r;, 'C. D'ailleurs F est la
somme des carrés de (rois fo rmes linéaires qui sont nécessairement
indépendantes puisque le dé îe r minant

..î)(.^.r^)
ÏK^T)"'

est d i f l e r e n t de zéro pour tou tes les valeurs de ^, T], ^ correspondant
a un p o i n t s i t u é dans ©. Donc, que l que soit le p o i n t (^, T], 0 choisi
dans © ou sur S, l ' e l l ipsoïde considéré ne peut jamais se réduire à un
c y l i n d r e e l l i p t i q u e ou a u n système de plans parallèles. Par conséquent
les axes de cet e l l i p so ïde ne p o u v e n t j a m a i s devenir , n i nu l s , n i i n f i n i s .
Formons alors la d i f Ï e r e n c e

^/<)WY^^Z[^')'
II résulte de ce qui précède que l'on peut choisir la cons tante positive A
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de façon que cette différence soit positive pour toutes les valeurs pos-
sibles de

()W ()W ()W
• y " ô - n 7 '^'?

et pour tous les systèmes de valeurs de ^, T], Ç qui correspoudenî, a un
point de ©. Cela se déduit immédiateroent de la théorie classique de
l'équation bien connue, dite é(fualiori en S, que l'on rencontre en Géo-
métrie analytique.

Finalement, il est possible d'assigner une constante positive (,x ne
dépendant que de la surface S et telle que l'on ait

^w--
Cette inégalité va nous conduire à une importante proposition.

47. Posons de nouveau

W == VW, +• ^W',4-... -h /yW'^

les Wy é t an t des p o t e n t i e l s n e w t o n i e n s de s imples couches portées
par S et les Ày des c o n s t a n t e s dont le nombre est au moins égal à /^""h ( .

Formons avec W les intégrales J et ! : nous supposons les W^ tels
que ces intégrales a i e n t un sens»

Faisons la t ransformation du n° 45. Nous pouvons à volonté re-
garder W comme dépendant , de x, y, z ou de ^ ^î» ^

Soient ch un é l é m e n t de S et dw un é l émen t cor respondan t de la
sphère S. On peut écrire

ch :••:::- *,p (A),

^ étant une fonction de ^ T], ^ déf in ie et con t inue sur S. La surface S
étant régulière, il est clair q u ' i l existe une constante h ne dépendan t
que de la transformation et telle que l'on a i t

, , , \ ! ^x:^//.,
Cela posé, on 'a . ^ ! ; ! ^ ! ! . ^

; ' ! l== Ç^dy=. f y^cl^<h ( V12^,
- , . , , . ^(S) : , '^(S) «-"(S)

en regardant W1 comme une fonction 'de (^ , jy^) si S est le champ
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d ' in tégrat ion et comme une fonction de (^ Y], Ç) si c'est S qui est ce
champ.

Considérons m a i n t e n a n t la fonct ion ha rmonique U qui est déf inie
dans 0 et qui , prend sur S les mornes valeurs que W(£, Y], Ç). Comme
on sait résoudre le problème de Dir ich le fc pour la sphère par une mé-
thode directe, on peu t aff irmer l 'existence de U sans rien emprunter
aux résul ta ts généraux ob tenus par le balayage.

On a év idemmen t
( V12^)^" f U2^

J^} ^)

J <h /' IPA,).
J^)

D'autre part, les dérivées des deux premiers ordres de W(^ yj/C)
ex i s t en t <-t sont cont inues , même quand le po in t ^ T], Ç v i en t se placer
sur S, a cause des hypothèses f a i t e s sur W(^,y, s) et des caractères
de la I ransfbrmat io î i i employée. L ' intégrale

r v fôuy,,.j^^^^^^^
a. doisc u n sens : i l sul ï irai l , pour le voir, de refa i re à propos de U un
r a i s o n n e m e n t tou t semblab le à ce lu i du n°23. Mais c'est u n e propo-
s i t i o n bien connue , que l'on a

r ^ /()WY ,, r x^ /<)uv/,i(-,̂ >.̂ i(̂ .
On déduit de là

» r v /^nv ,r^>^1^)^
en a p p l i q u a n t , l ' inéga l i té du n0 46.

Kn f i n de compte, nous pouvons écrire
r Y^MJ\2

r . .ii(^}^J' ^ V- J^
Ï ̂  A

( U3^)
J^1,

l'J3^)
Ll)

et nous sommes ainsi ramenés à étudier le cas traité du 11° 47.
Âiin.dtô VÈt^ Normale, 3e Série. Tomo XV. FÉVIUKH .1898. 1 6
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Si nous appelons
U,, IL, . . . , U,,

les fonct ions h a r m o n i q u e s qui , p r ennen t sur S les v a l e u r s

w,, w,, . . . , w^,
nous avons

lI::::::^lJ,4--^U,+....4-.}.,ti,.

Nous savons que Fon peut choisir les X, de f açon que l 'on a i t

r ^"v.^^L./• ï ^y/o
,./ff.r, \ <^ /

f ii'cfo
• ' (S)

On conclut clé là
J a
i^-^"

A i n s i , l ' i néga l i t é , é t ab l i e d'abord dans le cas do la sphère, subs i s te
pour u n e surface s imp lemen t connexe que l conque .

Si l 'on prend
ff r:: //,

on aura
J ,4,,-J/ ^ J „ ^.„„,.,.„.„,...„ ^> , ^ j^^y

S/,, é tant un nombre pos i t i f qu i est de l 'ordre de g randeur de \/n q u a n d
n est très grand et qu i ne dépend du reste que de la sur face S,

48. Poursuivons le cours de nos généra l i sa t ions et voyons comment
on peut se débarrasser de l'hypothèse que la su r f ace S est snnpiement
connexe.

Etant donné un d o m a i n e connexe T l i m i t é par une surface fermée S
qui peut être composée de plus ieurs morceaux en t iè rement séparés,
dont chacun est d 'un ordre de connexion quelconque^ i l est év iden t
qu'on peut toujours tracer au travers'de T u n e sur face q u i , envisagée
comme,une coupure, partage 1e, do'maineTen 'deux por t ions s imp le -
ment 'connexes.Ti et Ta- Rien n'empêche, vu les hypothèses f a i t e s
sur S, de remplacer les domaines 1\ et T^ par d'autres domaines du
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même ordre de connexion q u i empiètent u n peu l 'un sur l 'autre et.
qu i so ien t bornés par des surfaces régulières en tous leurs poin ts .
J ' appe l l e r a i J , , I, et Ja, L des intégrales analogues à J, î, ma is relatives
res p e c î; i ve m e n t à T ^ e t T^.

On a
oj, J,+.L'T ^ ]7;n;

En ef le t , on a
^>JI+.L,

|)iiis(joe la substitution de l^nsernble (1\/..1..Y) à T, quand ï,, et 1^
empiètent un peu l'un sur l'autre sans sortir cependant de T, accroît,
la surface d'intégration relative à I et diminue le volume d'intégration
relatif à xl.

Posons maintenant

W .•,1:- ?4 W'î 4- \ W» -h... -h VW'^
et prenons

//,:;a(/^+ i ) .

On peut (n0 47) choisir les A, de façon que l'on ait à la fois les iné-
galités

•g -.,..,. ^'1 ,.| 1 -,, ^î «IJi ̂  , / z l j , .}.^ -, nl^
"i "•î

[}.^ [x^ h^ h^ é tant , pour chacun des doma ines ï\ et T^, les nomhres
ana logues aux nombres ̂  h du n° 47.

Soit v le p lus peti t des nombres

[ j ' i ^
17^ h,

(.^e nombre v ne dépend que de S. On a

j 4,.,. j
ï7T1;>^

d'où
J4-r, J , î Ji+J., .r..̂ ......̂ ,...,..,,....,.. ̂ ^^^ ̂  ^^ ^ ^
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Fina lement , Finéçali té
J+J/^.— ^. ^^^^

où S^ est un nombre posit if de l 'ordre de grandeur de \/n, pwt être
réalisée par un choix convenable des A, pourvu que l'on a i t

//^-

Cela va nous permettre de démontrer un théorème f o n d a m e n t a l relat if
a u x approximations successives du n0 40.

49. Il y a toutefois un point qu' i l nous faut encore é tab l i r . Consi-
dérons le rapport

J4^|/

Je dis que, que l que soi t le potent ie l W envisagé, i l a une l i m i t e infé-
r i eure d i f férente de %éro.

Voici u n e première maniè re de le vo i r : J 4- V ne peut pas ^annuler
sans ({lie. 1 s annule cami. Mais cet aperçu ne présente a u c u n caractère
de r igueur et rend seu lemen t la chose probable . Étudions donc la
quest ion d 'une au t re façon.

Supposons d'abord la surfaces formée d 'une seule nappe a n a l y t i q u e
régulière; ce sera, par exemple, un e l l ipsoïde ou. un tore, car son ordre
de connexion peut être q u e l c o n q u e »

S o i t P la fonction, ha rmon ique dans T, qui prend sur S la va l eu r r;
cette fonc t ion existe, en ver tu du pr inc ipe de Diricblet , et c'est le po-
tentiel dû à la d is t r ibut ion n a t u r e l l e de l 'é lectr ic i té sur S* La dens i té
de la couche électrique en équi l ibre sur S est d 'ai l leurs en chaque
point de cette surface

ï dP
• 4^ d-ric

Comme la fonction P ne peut prendre dansT.aucune valeur supér ieure
à i, on a

! ' ! , ! ! ! 1 dp „„.„ 1 , 1 .
, ! ! ! ! ! ^<o, 1 ,^0,

en tout point de S.
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I m a g i n o n s m a i n t e n a n t ; les surfaces équipotentielles ou surfaces de
'^eau :rnyeau :

P == const.

et leurs trajectoires orthogonales qu 'on appel le souvent lignes de force.
La surface S é tan t régulière, i l y a sûrement, au contact de S, une
région f inie E de l'espace T, ou les surfaces de niveau et les lignes de
force sont bien régulières.

Soit Mo un p o i n t de S ou [j. a la valeur p.o* Soit Ar un élément de S
a y a n t Mo p o u r centre de gravité. Par chacun des points du contour de
r/cr, faisons passer, la l i gne de force correspondante. On a ce qu 'on
n o m m e un tube de force. Appelons d<7' une section droite de ce tube
située dans la région ci-dessus désignée. Soit F,/, et F^ les compo-
santes de la force é l ec t r ique en da et da' s u i v a n t les normales à ces
é léments dirigées vers les potent ie l s décroissants. On sai t que

F^dcr — F^ dry' :=r o.

On voi t par la que V,, et V'^ sont de même signe. Si F,/ est n u l , V^ Fest
aussi .

On a, en a p p e l a n t s Farc de la l i gne de force L passant par M(, et en
c o m p t a n t cet arc dans le sens (les potent iels décro issants :

D'autre part,

Supposons alors que

On aura

D'où

dP: ̂ .

^P
'du.

dP .=0.

dP
7ls = oî

quel ((lie soit le p o i n t s de L dans la région f inie E. D\)U

P =: consl.^= i,



46 ÉD. LE ROY.

sur L dans E. Mais cela est impossible, car on sai t que F ne p e u t
prendre la valeur f en aucun po in t de T. Donc l 'hypothèse

P.Q "= 0

est absurde et [j. est donc positif et non nul en tou t p o i n t de S.
Posons ma in t enan t

I.=-/^V^.
J a/^-

Soit
dP^— _— ,̂ ^ _
cin^

D'où
i= f\^da<- î- r^v1^^ 1 ! , .,4, , aj^^//^, a

Donc
j+ j 7^ j+ j /
"T"^"^"3

quel le que-so i t la fonct ion W.
On vérifie aisément, au moyen du calcul des var ia t ions dont remploi

est ici rigoureux, que
j4-,r
"TT"

est m i n i m u m pour une fonction 'W\, telle que

^ ^ ̂  _. dp v
drii ' dn, ^ ̂  i "" °'

^ étant une constante convenable et W\ un poten t ie l de s imple
couche. Il est clair que l'on doit prendre

et , c l~" t

W^P, w,=i .
On a alors

J -hjr ^
"~Ti -~i. •

D'où, quand W est quelconque :
: J ^ J ^, j— ^> a,

et la proposition annoncée se trouve établie.
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Considérons maintenant le cas général où la surface^ est formée de
plusieurs nappes analytiques ('mtiérement séparées. Supposons, pour
simplifier, que S se compose de deux surfaces fermées S< etS^, S^ étant
intérieure a S^, et faisons le raisonnement dans cette hypothèse.

Appelons ,1^ .L, J;; les intégrales analogues à J étendues respecti-
vement a l ' intérieur de S,, a, l'espace compris entre S, et S^, à l'inté-
rieur de Sy. Appelons de même JT, et !'., les intégrales analogues à ,r
étendues à tout l'espace extérieur soit à S,, soit à S^. Enfin, désignons
par I, et L les intégrales analogues à I, mais relatives soit, a S ^ , soit
î î S,.

On a
J -.}..- J'=.?,. .....h J i -h -J , ,

l:::::lr-hl.

Formons .);, pour la fonction, 'harmonique dans l'espace intérieur a S^,
qui prend sur Sa les mêmes valeurs que W. Une proposition bien
connue nous apprend que

^^^>h.

J ^ et.L étant relatifs a la fonction W1 donnée* Donc

.(^•.t- Ji •-h Ja ̂  ^t""1"11" ̂ r

l)<i même, si ̂  est relatif a W et si Ï\ est relatif a la fonction, harmo-
nique dans l'espace extérieur a S,, qui prend sur S, les mêmes valeurs
que W1, on a

J, 4-1,4" ̂ V-l-^ .

Mais il ex is te un nombre a» tel que

J;,4- J^> ^2»
J l .4 1 1 1 -J l>^ ' l l ,

d'après le lemme relatif aux sur faces formées d'une seule nappe. On
a alors

h±L±^±^. ->a

.^^-^•-^î,,
^ ! ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^
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c'est-à-dire

J -+- ,r a
""T"' - ^ a "

La conclusion reste la même.
Fina lement , on voi t que, dans le cas le p lus général, on peut assi-

gner au rapport
J + ,F

une l imite inférieure non nulle , indépendante du pQtent ie l W con-
sidéré.

50. Nous cherchons, depuis le n° 38, un po ten t ie l W de s i m p l e
couche portée par S remplissant, quelle que soit la surface S sous
réserve des hypothèses générales d u n°35, la condi t ion suivante :

dV rlVf ,,,+ + ç y + <|?,-, o,
clfii a//,;

Désignons la fonc t ion W, si elle existe, par la n o t a t i o n

W'=i[<P,c:l.
On a posé

W=:I^W^

La n o t a t i o n précédente désignera en tou t cas la série des approxi-
mat ions

•Wn -W,, ..., W/,, .,.,

sans qu'on a i t à se préoccuper d'avoir démontré leur convergence.
Soient

*l, <I>2, .-, <i^

n fonct ions données de (/^), quelconques, mais ayant, par rapport à
u et v, des dérivées partielles des deux premiers ordres f in ies e tcon"
•tinues. Posons

1 : , , W^^E^^]-
1 , : . , ! , WW={<D,^],

! 1 - , . . . - . . . . , . . . . . , ,W(")=[<D,.,£].
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Preno n s m a i ntenan t

<D = ?4 <I>i-h ̂  < I > a + • . . . 4-).„ <!>/„

les À étant clés constantes, et

•W^[<ê),^].
On a év idemment

W =:: À, W'^ 4- VW'^ 4-... 4- 'kn W^.

l{k:; rivons
W :.r.: W'o 4- ^ W 14- ̂  W^ 4-... 4- 'y W^ 4- . . . .

Les W^ sont des fondions l inéai res des X.
Construisons , à l ' a ide des fonc t ions W^, les intégrales \p et .1^4" J/,

d é f i n i e s an n0 40. On sait que le rapport

J,4»J;.

~ï/r"""
va en décroissant avec/?.

Quelles que soient les fonct ions

W^l ) W'c-l/ 'W^'
P f I 1 ï • • ' » T T ^

q u i sont ,Ies coeff icients de ^/> dans les séries

W < 1 ) , W'w, . . . , 'W'c^,

el, ])ar suite, quelles que soient les fonct ions

<ï>i, <ï>g, . . . , €»//,

nous savo'ns que l'on peut choisir les À de façon que

J^4-<Î2/, y—,—— ^> ^^^
A 2^,

B^ é tan t pour n très grand de l'ordre de \ln.
On a alors

A^<-,L,
s^^—i "-^^

car
J^4- J^^-r=: la^.^i*

^/////. de l'^c. Normale. 3^ Série. Tûroe XV. — KiïVfiiEii 189^, 7



30 ED. LE ROY.

On conclut de là
( r ) I^1^ ^J^^J-.
• ' l "• i • ' ' ' '̂ ' T " Wlo ii A 2^—1 i—'//,

Considérons les quan t i t é s
' • l ? '••Jî • " - f ^'n

comme les coordonnées hon'iogenes d 'an p o i n t M dans l ' espace* a
n — i dimensions. On peut choisir ce p o i n t M de o'ianiere à réa l i ser
les inégalités (i). Donc i l y a dans l'espace a n ••— ï d i m e n s i o n s u n
domaine Sp tel que les inégalités (?) a i en t lieu des que M est dans o^,.

Changeons p en p-+-1. 11 y aura dans l'espace à n — ï dimensions
un domaine âp.,^ tel, que, si M lu i appar t i en t , on ai t

(, ) ^ I! < ^ <... < ,^ < ̂  < I!̂  < ̂  .
* 0 "1 A ^ /-> -1 12 // 12 /> 1 1 ^ /î,

Mais les inégali tés (2) e n t r a î n e n t les inéga l i tés f î ) . Donc Cy,^, est
ntenu tout entier dans ,̂.contenu tout entier dans ,̂.
Il existe donc un ensemble dénoml.)ral>le de d o m a i n e s

QI, 03, a;î, ..., o//, ...,

dont chacun conl icn t tout le su ivan t . Par su i t e , i l y a u n d o m a i n e o
(qui. p c u t s e rédui re a u n po in t un ique ) i n l é r i e u r a c^, q u e l que soit/^.
Si M est dans S, on a

î /M 1 . t

^<-^

quel, que soi t /? .
Supposons les À a ins i dé te rminés et reportons-nous a la conclus ion

du n0 41. Voici alors le théorème f o n d a m e n t a l que nous pouvons
énoncer :

Quelles que soient les fonctions

^i, <1^ ..., ^,
si Von pose

a>=À,fl>i.4«^<Ï>,+.. .4-^^.
W=[<D^]=:2^W/,,

on est assuré qii il est possible de choisir les À 'de telle façon que le rayon
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(le convergence de la série W entière en Ç soit cm moins égala S,,, Q^ étant
un nornbje qui ne dépend que de n et de S et qui est de l'ordre de o-ran-
deur de \///.

De ce t l ï éoreme va résul ter hînnédiatement la démons t ra t ion rigou-
reuse < I o l ' ex is tence des f o n c t i o n s h a r m o n i q u e s fondamentales.

III. — Existence des fonctions harmoniques fondamentales. — Leurs prin-
cipales propriétés. — Représentation des fonctions harmoniques par des
séries procédant suivant les fonctions fondamentales.

5 1 . Soi t <I> une fonc t ion donnée des variables (u, c) définie sur la,
surface S et conlinne ainsi que ses dérivées partielles des deux pre-
miers ordres par rapport à // et e. Si S se compose de plusieurs mor-
ceaux séparés, chacun de ceux-ci est, supposé formé d'une seule nappe
analyt ique régulière e( la (onction <I> es t l'ensemble de plusieurs
jonct ions attachées respectivement aux diverses portions dist inctes
de S.

Soit

On a
W ;-::..- [ ̂ , î, ] ::::::: W'o .4- ^ W, 4- y W, 4-.. . .

ÏJ,:-::[V,,,:| •,- : -1 : . , W\ 4^Wa4- ] I^W13 4-. . . ,
U,-[V,,?:| :-:W, 4-<W,4.^W4 -4- . . . ,

• • ' • • • " • • » * • • . • • • . • « . . • « » , . » . . . » * > . » . . . . . . . ,

l^= 1: V'/,.,.,, Ç] r,;:: Wn^ 4^W',4- ̂ W,,,M H-. . . .

Appelons
" 1 ? " à ? • * • 9 " n

n paramètres arbi t ra i res et posons

T=AiW4-^U,+.. .4-^U«.

On peut encore écrire

T.:.,; [\^ 4" A,Vo+., . +^n^ £]•
Soit

Tr=:T,4-^\+^ïâ+.-+^T,4-....
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On a évidemment la relat ion
ï, = À, W,, + À, W/,M +... 4- ̂ . W ,̂,,.,.

pour toutes les valeurs de l ' indicée.
D'autre part, il est visible qu'on a

VW+VL+...+UJ.=T,
w^u,-.w,,
[J^ll^W,,

u^-ru^w',^.
C'est un système de n équations l inéai res par rapport aux n incon-

nues W, U , , . . . , U ^ .
Nous avons vu que l'on peut choisir les À de façon que le rayon de

convergence.de la série T entière en Ç soit supérieur à B^ ou au moins
égal à ce nombre. Supposons donc

IS|<a.*
Des équat ions l inéaires précédentes, on peut t irer la v a l e u r de W

par la règle de Cramer. Il vient
I»W; I)

avec

I)

et

P =

=

•\
^

^
^

}.,
i
0

0

0

T
Wo
W,

^^
^^

^
i

Ô

0

>.2

-^

J

0

0

0̂

-^
0

0

>.,
<1')-ç
0

0

... ).».„,
0

... 0

'€

... 1

. . . A^.,.,1

... 0

< . . o

^ -s
... - t

A/,
0

0

0

!-

^.
0

0

0

„,„. ?

On a aussi
n = (- i)»-i [7i^"-i - ̂ ^-24- ̂ s"-
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Doncï) est un polynôme entier en ^ à coefficients réels et constants.
Enf in , comme W,, W < , ..., W^, ne dépendent pas de Ç et que T est
une fonct ion holomorphe de ^ pour | ̂  | < g^ P est de même une fonc-
t ion holomorphe de Ç pour ^| < S,,. En définitive, W est une fonction
mérornorphe de ^ pour | ^ | < S,^.

La f o n c t i o n W1 ne dépend évidemment pas de n. D'autre part, B^
peut être rendu aussi grand que l'on veut. Donc W est une fonction
mérornorphe de 2; dans tout le plan de cette varùible complexe.

52. La fonc t ion P(.z?,j, z ) peut être développée en série ordonnée
s u i v a n t les puissances de ^ :

p :::::: P^PI + ̂ IV-i-..,

pourvu que S 1 soit i n f é r i e u r à ïï,,.
I I est c la i r que P est, par rapport à { x , y , z ) u n e f o n c t i o n c o n t i n u e

dans tout l'espace; e l le a sur S des dérivées par rapport à // et ^.
On a

T :-:,-, / ( ("A, <l> ..̂  ,, y, ̂ .. . + ̂  y^, + ^T) ̂ ,
l! A ^^s, ^'

w-^^

w^.^-fv,,,.,^..£•^./s,
f.e dé te rminan t

À,

V,,

v/.,

<I>- ~ ^â V» -1- . . . -
<ï)

^À«V,,-t+^T ^
-- ^

r

0

1, . . .

0 ...
'/*— ç ...

0 ...

0̂

0

- ï~ • c,V,^.g 0 0

peut s'écrire, après une transformation simple,
À,<lM"êT À, À, . . . À,
<î)^^V'o — ^ o . . . o
^ ï -$ . . . o

ÇV'^â ô o ... — £
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Il suff î t , pour le voir, d'ajouter aux é léments de la première c o l o n n e
ceux des autres colonnes respectivement multipliées par V(p V < , . . . ,
V'rt-a. Le déterminant transformé, écrit ci-dessus, est m a n i f e s t e m e n t
la somme de deux autres et sa valeur est

£P"h<M).

Cela posé, si A désigne le dé te rminant en quest ion, on peut écrire

p = ' - r A ^
(l'on

-L-r A^
4 T C A , . /•^S)

••^X'"^"'^
Les calculs précédents ne reposent que sur la convergence absolue et
uniforme des séries P et T pour S[<;S^. La d i scuss ion , que j 'a i
abrégée, est la même que celle q u i a été f a i t e au n0 38 pour le cas des
peti tes valeurs de ^.

II résulte de ce qu i précède, puisque P est une (onct ion con t inue
même à la traversée de S, que cette fonction est un po ten t ie l newto-
nicn de simple couche et que l'on a en tout point de S la re la t ion

^^^P^I)^
ci ni cin»

pour | ^ | < Ë/,.
Donnons à î; une valeur telle que D soit diflerent de zéro. Posons

w.S.

I l est clair que W résout le problème que nous nous étions proposé.

Soient -î' -^ • • • •
D/-0® T)"-^J)--^, »--^r'

II est clair que
P', P",
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sont des potent ie ls de simples couches, et que l'on a en tout po in t
de S

di^ dP1
al ^ ̂  4- 'r p/ 4- ? 4.- <I) I)/ := o
dfii dn^ '
fi^if /•/?//
^ 4. aA + ïp//4. a p/ 4- W=: 0,
a/^, a/<t,;

Cela se dédu i t de ce que P et. i) sont lîolornorplics en ^ pour [ S; ^Ë^.

.33. Un, in térê t p a r t i c u l i e r s 'a t tache à l 'é tude des valeurs de ^ pour
lesquelles on ne peut p lus faire les r a i sonnemen t s q u i précèdent.

Les pôles de la, (onct ion inéromorphe 'W'dont le m o d u l e est i n f é r i e u r
à S^ sont racines de l ' équa t ion algébrique ent iè re

î) •::::: o.

Soit ^ l'une de ces racines.
A ppe Ion s

î  ^ H- -
ce que d e v i e n n e n t alors

ï> g » / p//
•" f *• l » y » . » .

On a
dÏ^ ^/P? .,.,.-.,-i .,.4.« _J ......l.^l>ç•:l-r<ll.),
du i dH(, '

et Pc est tou jours d 'a i l leurs un potent ie l de simple couche. La fonc-
tion Pc est une des fonctions harmoniques fondcirnenf aies atteichées à la
surface S. Le nombre S considéré prend le nom de nombre caraclèrù-
tùfue de la (onct ion P^

Si ^ est une racine simple de D, on a

Dr^o , D^û.

I l ne peut pas se fa i re que Pc soit i d e n t i q u e m e n t nul, car alors $ ne
serait p lus un pôle pour W1, ce que nous ne supposons pas.

Si !$ est racine double de I), on a

]•)-:,:::: o, ïy^o, D^o,
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d'où
dp! + ̂  ,p.
^ dn, "rcs ç

^PS ^Pp . „ - / ,,^ 4- î 4. ^ Pg _^ 1.,). r=: o.
<r//^- dric s ç '

Or on a
f /n r/p^ D' ^p^^ /1 pç J „_ pç ^î ch =: o,

J,S)\ clUi ^dfïi)

r .., d^ / JPA1 j->ç ^ ^ _ |ïe ̂ ^ ^ .:̂  ^•^
J(^\ ç^, ç^,./

Par suite, en ajoutant et en tenant compte des équat ions vérifiées par
Pc et Pc, on peut écrire

f P|| da = o.
••As;

Donc P^ est ident iquement nul sur S. Comme Pc est une fonct ion har-
monique dans T et dans T, on dédu i t de là

P^-o,

dans tout l'espace. Par conséquent Ç n'est pa,B un pôle doub l e do W,
bien que ce soit une racine double de I), Du reste Pg n'e^t pas i d e n t i -
quement nul si Ç est effectivement un pôle de "W", et l 'on a alors

dp! d^
diï.i cl/if.4-- Î;>^

sur S, en sorte que Pc est une fonction fondamentale .
On peut continuer de la sorte indéf iniment et arriver a in s i au cas

général où S est un pôle de W et une racine de D d'ordre de mul t ip l i -
cité quelconque. La conclusion est toujours la même.

Bref, considérons la fonction méromorphe

w^.

Elle na que des pôles simples. Si Ï, est l'un d'eux, le résidu correspon-
dant est une fonction fondamentale.
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54. I/existence des fondions fondamentales sera rigoureusement
établie des qu 'on aura montré que W ne peut pas être holomorplie
dans tout le plan ^.

Or posons
W 1:::::: [$, ̂ ] -= Wo --h ̂ Wi -+- Ç2 W, + .. .

et formons les intégrales
if f) -T- J p, i p,

comme au n0 40.
Si l'on se reporte a u x lemmes é tabl i s dans le n° 49, on voit que l'on

peut assigner un nombre pos i t i f^ tel que l'on ait

"l^'^1"" ...n/i --•> /•'
hp

quelle (jiie soit la/onction W^. Cela peut s^écrire

1 ,̂,,.,,.4 ' A'

d'où
Ïl , Ï2 ^ . Î//-M . - 1»
^ -,..^ < , . , . . . ̂ ^ < < . „ . . . -.,,^

On conclut de là que le rapport "^^ tend, vers une limite au plus égale
Sp

à y lorsque^» augmente indé f in imen t . Soit -^ cette limite.
Nous savons déjà que le rayon de convergence de la série W est au

moins égal à Ë. Voyons ma in tenan t qu ' i l ne peut pas dépasser S.
Kn effet, mul t ip l ions les termes de la série W par Wo et intégrons.

On trouve
l,-.!^],-1!-^!,-)-...

Si la série W convergeait pour une valeur de ^ supérieure en module
à B, il en serait de même de là seconde série. Or cela ne peut pas
être, puisque, dans la dernière série, le rapport d'un terme au pré-
cédent a pour limite

m.
Donc il est bien certain que le rayon de convergence de la série W est pré-
cisément égal à S.

Ânn. de l'Éc. ^Vormalc. 39 Séri^ Tome XV. — FÉVBHÎR xSgS. ^ 8
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Cela posé, on a
^ . îo^17

Voilà une limite supérieure du rayon de convergence de la série W.
Donc la fonction W n'est pas holomorphe clans tout le plein Ç et il existe,
par conséquent, des/onctions harfnon'ufuesfondcimentales.

55. Il résulte de ce qui précède qu ' i l y a au moins une fonction
fondamentale. Soit !\ cette fonction et ^ son nombre caractéristique.

Voyons s'il est possible que ^ soit le seul pic de W.
Considérons

W^|A£].
On a

j p 'c'\ .......... jr!I.-^^J-^^11^
Si ^ était le seul pôle (le W, il existerait une constante À telle que la
différence "'-'À
soit holomorphe pour foule valeur de Ç. Or celle différence est égale à

|:ê-^p^:|.

Mais on pourrait refaire ici le raisonnement du paragraphe précédenL
II est impossible que la fonction

|:<D-.1P^:|

soit holomorphe dans tout le plan t Donc il ne peut pas se faire
que W ne possède qu 'un seul pôle.

Donc, la fonction méromorphe W possède une infinité de pôles, . /
existe un ensemble dénombrable de constantes

Cl? ^sîf $ïy ' * • 5 'E^9 - - <

auxquelles correspondent autant de fonctions

P,, P,, P^ .... p,, ...

qui sont des fonctions fondamentales.
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56. Etudions maintenant les nombres caractéristiques des fonc"
t ions fo n d a m e n ta les.

Il résulte des considérations développées au, n°39 qu'un tel nombre
ne peut pas être réel et négatif.

Je dis, en outre, que les nombres caractéristiques ne peuvent pas
être imaginaires.

Remarquons d'abord que, si ï\ et P^ sont deux fonctions fondamen-
tales correspondant à deux nombres ^ et ^ distincts, on a par la for-
mule de Green

f^^^p^.^^^o,
J(S)\ l drii i dm}

t / ï > ^\ p ^PA .a P .„....„... ——— P ,_ ^y ——; Q

J(S)\ dn^> dn,j '

d'où, après addi t ion et rédaction,

. (^r-^)f PiPa^^o
^ (8)

et, par suite,
^PiPa^::-o.

J(s5

Supposons alors ^ imagina i re et soit ^ son conjugué. On peut
écrire

^1 —a 4-(3^ ^ ••:=a —p<f,
P , — A - i - B ^ P^-^A—B/.

Or, on a
^—^:::::" 2(3^0,

donc
^ PiParfcr ::11.'::;; f ( A2 •.4- B2)^ •::•::: o.

^(S) ^(S)

Cela est impossible, à moins que A et B ety par suite, P^ et P^ ne
soient ident iquement nuls.

Donc les nombres cctraciéristùfues ne pewent être que réels et positifs.

57. II, peut arriver qu'une seule fonction P^- corresponde au, nombre
caractéristique Ç/. Cette fonction n'est alors définie qu'à un multipli-
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cateurprès. Je choisirai ce multiplicateur constant de façon que l'on
ait /•'••^ IK\

Pf^^I.

^S)

Cela est évidemment permis.
Mais il peut arriver aussi que plusieurs fonctions P, linéairement

indépendantes correspondent au même nombre caractéristique ^-. Cela
se présentera, par exemple, si tous les paramètres X considérés au
n° 51 ne sont pas déterminés par les conditions auxquelles ils sont
soumis.

Supposons qu^il y ait q fonctions fondamentales distinctes
p i . l ) p (â ) p(y)
x i 9 t i i * ' • î •t t »

correspondant au même nombre caractéristique ^ supposé inférieur
à a/,.

Soient
^i9 ^2? * • " î ^(/

des multiplicateurs arbitraires. On a
[^ p^) + ̂  p^.+.., „..(„„. ̂ \ ̂ ,,, yî!:!.̂  .

Or,
^P! l )-^^P!â)4«...4-^P^^O,

si les À ne sont pas tous nuls, puisque les P, sont indépendants par
hypothèse. Donc la fonction

[^Pi l)+^Pj2)+...+.^P^,Ç]

a un pôle ^ situé à l'intérieur du cercle de rayon S,̂
Prenons

q-:.:zn.

Le résultat précédent est en contradiction avec le théorème fonda-
mental du n° 50.

Donc il y a au plus n — ï fonctions fondamentales linéairement
distinctes qui correspondent au même nombre caractéristique ^ moindre
yue&^
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Soient
p l i ) p ( 2 ) p ^ ~ l )A t ? A t i • • • i i- /

les fonctions fondamentales dont le nombre caractéristique est E^.
Toute combinaison linéaire des I\- est encore une fonction fondamen-
tale. Il est clair que les P/ peuvent ainsi s'exprimer, au moyen de n — i
fonctions fondamentales,

wd) w(2) w^-r
V T t ? T ? / y • • " f T f i i

jouissant des propriétés suivantes :

f [W^T (h -^ i, f 'W^ W^ eh .r: o.^f^^^ / W(A)1
^S) ^(Sj"'/fti ^ (Si

On le verrait aisément, comme au n° 43 pour les fonct ions sphé-
riques. Ce sont ces dernières fonctions W1^1 que j 'appellerai propre-
ment les fonctions harmoniques fondarnenicdes attachées à la surface S..

'Voici, les règles que je suivrai, pour le numérotage des fonctions W^-
et des n ornières ^.

Je rangerai, les nombres ^ par ordre de grandeur croissante.
Il pourra arriver qu'à un. même nombre ^^correspondent q fonctions

fondamentales. Je désignerai, alors indifféremment ^par les lettres

£>h £,i-[-i9 • ' * •> 'Ci~\.q.,-\

et le nombre caractéristique immédiatement supérieur à ^ sera S;̂ .
Quant aux fonctions fondamentales qui correspondent à ^, elles seront
représentées par

W,, W,.M. .-. W,-,,.,̂ .,.

Dans ces conditions, le nombre ^ correspondra toujours à la fonc-
tion W^de même indice.

Finalement, nous arrivons au théorème suivant, qui établit rigou-
reusement l'existence des fonctions harmoniques fondamentales atta-
chées à la surface S.

// existe u/z ensemble dénombrable de constantes positives indéfiniment
croissantes avec l'indice

Cl? ^îy ^•î» • • ' ? ^Pf ' * * '
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auxquelles correspondent des potentiels newtoniens de simples couches
portées par S

w w w wW i, W g, ^ 3 ? • • • ? "P? • • • 3>

<^z vérifient chacun^ en tous les points de 89 /<^ relation

d¥p ciy^ . -,^+__,^,V,^o,

O/i a

et

V^=î
^(S)

^ 'Vp'V^dar=o sïp^q.,
^(S}^S)

w^ à cause de la formule de Green, soit à cause de la manière dont les
fonctions Wp ont été construites, suivant que Wp et Wy correspondent ou
non à des nombres caractéristiques ^p et ̂  différents. Enfin, on a

kp:r: " p '"^(1/^

en appelant Jp et 1 1 ' ce que deviennent J et J7 quand on remplace W
parWp.

Je termine par une remarque. Le ra i sonnement que nous avon^ fait
plus haut pour montrer qu'il y a au plus/) — i fonctions fondamenta les
correspondant à un nombre caractéristique infér ieur à S^ peut servir
encore à prouver qu'il y a au, plus p — i fonctions fondamentales cor-
respondant à des nombres caractéristiques inférieurs à S^, On a donc

^S,.

Donc il existe une constante C indépendante de l'indice p telle que
l'on ait ^>c\/p,
quel que soit p. En d'autres termes,, ̂  est au moins de F ordre de gran-
deur de \[{^.

58. J'ai déjà'eu besoin de supposer le pr incipe de Dirîchlet établi
par la méthode du balayage. Mais c'est à présent que cela va m'être
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surtout utiles pour étudier la quest ion do. développement d'une fonc-
tion arbitraire en série procédant suivant les fonctions fondamentales.
Je me servirai, dans ce qui va suivre^ d'une méthode due à M. Poin-
caré.

Soit 4) une fonction définie sur S el munie de dérivées partielles
continues de tous les ordres. Soit Wp la fonction fondamentale qui
correspond au iwm.bre caractéristique ^. Je pose

A^::r f^V.da,
Jf^i^(S)

et je me propose de montrer que la série
ÏA,W,

csl. convergente et a pour somme la fonction harmonique U qui, prend
sur S les valeurs CL

D'abord l ' inégalité do Schwarz nous donne

Aji < f <1>8 do- f V8 da < ce ( ch,
•^(S) ^(S) </

a désigîiarit le liflaxilnurn de |^|. D'où.

A^l-:::^^

S étant t r a i r e totale de la surlace S. Ainsi le module des coefficients A^
est limité..

D'autre part, on a
w ^Lj: f v ^ .
w 7 / " • ' 1 4? r c / U- ^

Méprenons les nota t ions ( x e t N du n°41 et eilectuons le même calcul
qu'à cet endroi t , en tonant compte de la relation

fv^fo^i.V^/cr-l.
'(S;J i K ,

I I vient
r—-,^?.,

4wp-
(x^^v-^^+N^^G-^

Gy é tant le module îilaximum de W^ Les nombres ,̂ croissent au delà
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de toute l imite avec l'indice. Donc on peut poser

a N fJ. ="." — •
^P

On a alors
^.N\/S,,( ,̂.,̂ ^ ,̂

au moins à partir d'une certaine valeur assignable de />. F ina l emen t ,
on voit que Wpy pour/? très grand, est au plus de l'ordre de grandeur
dp ̂uo ,̂.

Envisageons la série -A.,w,/r\-i^;\^) 'V^^^i V^^;\^) •
Elle est comparable, au point de vue de la convergence, îi la série

V lr

JL ̂ '-"i7( C//--1
^y/

dont les termes sont positifs et respectivement inférieurs à ee'ux de la
série

Ari \p )

La convergence est évidemment assurée si, n :=.= 5. Posons alors

si^y^^flV'.îlwZi^„\^)
11 est clair que —H est une fonction méromorphe don t les pôles

(et les résidus correspondants) sont les mêmes que ceux de la fonc-
'. - P ' . • , ,lion W === „ considérée dans les paragraphes précédents; cela est

presque évident et sera d'ailleurs expliqué plus loin.
On a donc

W=-H4-E(Ç) , ,

E(^) étant une certaine fonction entière de Ç. Or,
dW dW . .„,, ,^ . 4 . — 4 , gW ̂  4),,-,: o,
dlli d/te
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Mais rm rm -_ v A^w^£^^Î  ^?dm 4<" d'n, """ ~ 2d £--!; £

série qui est encore .absolument convergente. D'où

^1 ^ €[ ,̂ H ~ V -̂.-̂  fT - ̂ \ P V A W ^^^ ' dn, î ^1 A -- 2^ Ç -,, {^ ^) -- ^ Z Al^ E^

On conclut de là

^-'•S-1-^1-1- •?l;A,,W^-.o,

sur S.
Soit

E^-^r-i- ^^-i-^ï^^- " • - ! l~^^- l-r . . . .

On a d'abord
^ A,,
",11-111111- •4- -1,-- l i • > • • <1> ^- . - .^ o,,a/^/ a/i<;
î ^i

^'"h^ >"h^ l : l":o^

fifi^ de,,. ,.-... ĵ.,,,. -,„ ,...[.... ^ .̂; 0
€in.i dn^

puis

Enfin

d(-ïr, cla^ ^ , ,̂7. î..4.,. ^ ,,.,,̂  -,....« ^ .ApWp^ ::::: o.
a//^ a/^; n̂l " l Ç^

dfîc, rifîa^.^ ....^ . ^ ...4...,. ^ -::: o
<//^ dn^
dci de^7 4,- 7 ^ ̂  =: o,
dfif dUf,

Les équations qui définissent les ep on ty à partir de /?==== 6, la même
forme que celles qui définissent les W^y en appelant W^ le, coeffi-
cient du terme en ̂  dans la série W.

Soit Ep rinlégTale formée avec les Cp comme lp l'est avec W^. On a
y -.. Ep...^ K^îî  ^>o, • - p - ^ .̂ -—;»î p .rĵ +.i

à partir de/? == 10.
Ann. diî l'Éc. Normale, 3e Scrie. Tome XV. — VÉvmmi 1898. 9
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Nous savons qne -̂ ±1 tend, lorsque p augmente au delà de toutehp
l imi te , vers l'inverse du rayon de convergence de la série E. Ce rayon
doit être inf in i , puisque E est. une fonction entière. Donc -'",'±l tend
vers zéro. M-'ais ce rapport reste positif et va en croissant avec p . Par
conséquent, on a

E^i-.i^o,

à partir de p = 10. Cela implique

f e], ch •= ô,
^(S)

et, par suite,

à partir de p === 6. Donc E(^) est un polynôme du cinquième degré
en ^.

D'autre part, II est divisible par î;5; d'où

E rr: WW.+ ̂ W'^+ y'WW ...,.„ ̂ ww • } • - '^••WW ....i,,, ̂ e,,

et, pour connaî t re completem,enl E, i l nous suf f i t do- calculer ^;.
Comparons les coefficients de ^& dans les séries W, ti, E, On a évi-

demment
W(6):1•;1-^••T••2A^W^^

Mais, en comparant les termes en !;% on trouve

W^'),.:,:^A,W,—^/'
Or

d'où

et, par suite,

ûW'6' </Wc" „„,,- -. - • r ——- -i- W'"' -=-o,dn, dn,,

^A^W/ , 1 - ^ '
hP

e.Hso.
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Finalement

w :- • ' 2 Y ^ ( ̂  f - 1 ; 1 - w((>} -li- S W^) -,- ̂  W^ 4- ^3 W(3;' -r ^W^.^—— (; -'-" Çp \ C/^ ,•' •' ^

De là peu t se t i rer une importante conséquence.
Supposons que la série

^A/W/.

soit uniformémetit convergente. On a successivement

w.-'* 11--- •r. V A w •ï-
1 1 1 1 " ' 1 1 1 " ^d /•' p 'Ç^Ç^

et
^W(-'') f/.W^ ^ i
^7" -•• ^^^^^^^^^^^^^^
r/W'(4) </W<4) ^ 1
.—^^... „,.;.,,_„„„„,.,„,, 1 - „ „ „ „ „ . V A XV1' — 'IW'
^/ 1 cin, ~ ^ A^ w^ ̂  i"-" ' "• w ?

" " • * " " • " • • • • • - • • • • * . • . . . . . . . . . < . , . , . y

^W'^^ dW^ v^
••••^-•••••'•-••-•^ - •"i-^-

Donc
A .. . - ^ A WA ••1"-- ̂  •/i// w / /-

Ainsi Ut série
^A,/W,

a ^o^r somme en tout point de S la fonction donnée <&, ;sw^ la seule
condition que cette série soit uniformément convergente.

Pour mieux mettre en évidence le niécanisme de la démonstration
précédente, j 'ai négligé quelques intermédiaires que je vais mainte-
nant rétablir.

D'abord, je me suis servi de ceci : ayant

'W(^-~-4-^ A W I

"""" J^à p P Ï^^«m C^

on peut écrire
dW^ aW^ V A w I^.^. ,,,.̂ .̂,,,,..,.,̂

Ea effet , la série
¥ A W " ïy i\p vv p ̂
^w ^^
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est uniformément convergente. Alors il est permis de former rinté-
grale

f V A W ^^.9 /^j ^P VT P 'c'é ,.
^(S) ^P

Posons
^A^F-S^hB.,

S^ désignant la somme des n premiers termes et R,^ le reste corres-
pondant. On a

ixT- c îî \ l r v 4 ^17- ï ^<J t r o °̂" ï y* r» ^0'w(6)- 4î  2^-^^ -7- =W"- 4,^ ̂ T - r.i, K"7-'

o"^ et p^ étant, pour la série W^, les quantités analogues à S^ etR,,.
Or

ï /* n dçï /* ^ do'y^ ...... ^ 1 S — — — Q^y^ ...... 1 ^ — — — Q^

^^S) /'

En outre, on peut prendre n assez grand pour que

, i ^ s î r ,. do' es ï ! r ï t ^(711 - e
(^»

p < -, — l B — •:,:- -
•2 4 7T./,. r

quelque petit que soit £; d'où

l^-U^'^-é^--''/(S, <,̂

et, par suite,

Cela donne bien

w(&?r : :4"-•-Lf2A^W^^-
^J(S) w ^ r

^w(îî) , dww ~~_^ w ï
-.. . .,„-. „. „ ^ Ap W p F -

Cela posé, la convergence uniforme de la série

. , , , ^SApWp

étant supposée, on peut obtenir, de proche en proche, les égalités
considérées plus haut.
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î l y ^ y11 autre point que j'ai, aussi, laissé de côté. Je nie suis appuyé
à on moment sur ce que la fonctionw..^
admet — A^Wp comme résidu correspondant au pôle ' ^ p . En effet, on a

r / ^ r ^ p •w dw\ /1 ( W •-.-p - Wp -,— ch =- o,
J(S, \ dni dni /

r /^,dw, ^ ^w\ ,| ( W i•-i~)• - W /,-,— ) <^ •:::-: o,
J,S) \ dn^ dn<•' /

d'où, en a jouta nt , membre à membre,

f^-0 f WW.ch : • : : . : f ^W'1,^.
</ (H) ^ f S l

Or (^ ,-111- ^}W tend vers le résida changé do s i^ne correspondant au
pôle ^, l o r s q u e ^ tend vers ^,, Ce résidu, nous le savons, est de la
(orme "X^W^ À^ é t < a n t un(ï ^ûnstante , I/égalité précédente nous donne
pour S -"-"- ̂

- À :̂-:r: f^W^fo.
j^

Doncî
A,":.^-.A,,

et notre proposi t ion se trouve a ins i é tabl ie»
I! ne nous reste p lus m a i n t e n a n t , pour tirer parti du théorème dé-

montré dans le présent paragraphe, qu'à étudier les caractères de
conveîWince de la série

D ;SA/W^

(rest ce que je vais faire, en supposant connu le principe de Diri-
chle'L

59. Supposons que la fonct ion <& possède des dérivées partielles de
tous les ordres par rapport à u et v.

A,ppelons U la fonc t ion , Imrmonique a la fois dans T et dans T, qui
prend sur S les valeurs <&. Il est clair, d'après les hypothèses faites
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su rOD et sur S, que les dérivées '—- et -y- existent , sont continues (U1 cini d / i ( .
ont, par rapport à u et v, des dérivées partielles des divers ordres.
Formons alors les coefficients

A^:: f <1»V^.
^(S)

On peut écrire

A f n v / ï fnW- dv^\ i I f y / / d u </11]^ /Ap~= 1 U Vp da-^— ̂  f [J - - 1 , • 1 / " -i- - , - / / ch :::•:..: ••- ^1- / V/, ,— • i - 1 - •y"-" ch,j^ ^^s) \^/ ^^-y ^^4, w/^ ^^
en tenant compte de la relation

cIV, , dV, , .,f. -,1- .1 ^.,^ }/ - : z o ,
dfii duc

el en appl iquant la foriïmie de Green. Posons

4., ,̂...,...,. f f ^ ^1"""1" [dn, duj
On a

A^^ f <hV^.
Q> J(^

Appelons înaintenant Ui la fonct ion, l iarmonique à la fo i s dans T et
dans T, qui prend sur S les valeurs C^ Soit

<Iv-..,.,.f^..^•/l^y
'"" \ dn, ( dnj

On trouve, par un calcul semblable au précédent,

A/, "-:.:: ^ ( ^V^/cr,
^P ^(S)

Rien n'empêche de continuer ainsi indé f in imen t . Les forictions suc-
cessives <I\ ont toujours des dérivées par rapport à u et y. Soit, en gé-
néral, , ,

, Ap"= ^ f t,,V^
Çp JjS)

Les hypothèses faites sur S et t nous permettent d'affirmer que [tJ a
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une l i m i t e supérieure assignable a,/,; (..1/011

^ v/S„.,
<-/^

en verto de l ' inégali té de Schwarz. Le terme

A^W^

est alors de l'ordre de f f randeur de^ U.t. ^1

1^~"^ î
C/^

ail pl'us, c'est-à-dire encore de Fordre de grandeur de

Prenons n == 5. O/?. t?o^ y^^ /a série

;SA;/W'/.

^.y/ ah^ol/uncnl el n/niformérneni convergente.
lleioar(|t'ions q'ne le lerme ^ériériil de celte série est infînirrïent petit

d'ordre supérieur h tont nonthre en(,ier el positif donné. La série

V A ,:aw
^ •^p^p ' T / '

est donc, elle aussi, abso lumen t el un i fo rmémen t convergente^ quel
que soille nonobre pos i l i f a .

La série
SA/V,

est absolomeni et u n i f o r m é m e n t convergente; donc, d'après le tiléo-
rèrne du n0 58, e l l e a tp pour somme, Alors^ on peut écrire évidem-
ment

U ^A//W^

en vertu du théorème de Harnack.
Ainsi, Ici fonction, harmonique dans T et dans T\ qui prend sur S les

valeurs <I>, peut être développée en série clé/bridions harmoniques simples,
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qui sont les fonctions harmoniques fondamentales. Nous obtenons de
la sorte une expression analytique de la fonction qui résout le pro-
blème de Dirichlet, et il est bon de remarquer que le môme développe-
ment est valable pour les problèmes in t é r i eu r et extérieur.

Posons maintenant
^.=:IA/,^Vp.

La nouvelle série est encore absolument et un i fo rmément convergente.
Or, on a

w - T A y ^".W I ) ' ' ' ~ ' ^ I . . Q / P r^s. p r

Donc
IT î f da
|.J _ —— 1 y . — — '

4 7 ^ J t r(S)

La fonction U, solution du problême de Dirichlel teint mlérieur (fuexté"
rieur, se présente sous Ici forme du potentiel neAvlonien d9 u/ie simple couche
de matière attirante répandue sur la surface S.

60. Il est f ac i l e de généraliser les résultats que nous venons d'ob-
tenir. Conservons les hypothèses relatives à S, roais supposons seu-
l emen t^ désormais, que la fonc t ion <& soit con t inue? sans qu'elle ait
forcément des dérivées.

Proposons-nous de construire un potentiel newtonien W de simple
couche, défini pour toute valeur positive do. paramètre t qu'on peut
regarder comme représentant le temps, vérif iant en tout point de S et
pour toute^valeur positive de t la relation

dv ^ d\r' fïv
dfii cin^ ( î t ?

et se réduisant sur S pour t == o à (&..
So i t -

<D:,,-2A^.
On a évidemment

W^SApW^-V.

et cela suppose seulement que <I> ^ des dérivées de tous les ordres,
d'après ce que nous avons vu plus haut.
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Pour passer-de ce cas particulier au cas général où. la fonction $ est
supposée s implement cont inue , un lemme nous est nécessaire.

Soit
| €> | < a.

Je dis que l'on a
[ W | < a.

En e f f e t , posons
T ::= a — W, 0 -= a 4- W.

Les fonct ions T et 0 sont harmoniques dans T et dans T' pour toute
va leur posit ive du temps /. A l ' i n f in i , ces fonctions prennent la valeur
positive constante a. Sur S, pour l ^> o, on a

dr d^ _ (h d0^ d0^ _ ()Q
diii dfi^ ai dni dn^ ôt

et pour t ̂  o,
'o, 0.::'o.

Je dis alors que ni T ni 0 ne peuvent prendre de valeurs négatives. En
ef fe t , lorsque / va en croissant à partir de o, T et 0 var ient en chaque
p o i n t de Fespace a pa r t i r d 'une valeur posit ive, qui est au point choisi,
celle d(ï rune des deux fonc t ions harmoniques prenant sur S les valeurs
posi t ives a — ^ I > et a+tl?. Si donc T ou 0 venait à prendre des valeurs
négat ives , i l y a u r a i t un cer ta in p o i n t de l'espace en lequel , à un cer-
t a i n i n s t a n t posit if , T ou, 0 a u r a i t un îTunim'urn négatif encore décrois-
sant. Ce ne pour ra i t être ni dans T n i dans T7, à cause d'une propriété
bien connue des fonc t ions harmoniques . Ce ne serait pas davantage à
l ' i n f i n i où T et 0 conservent une va leur constante et positive. Ce serait
par conséquent en un point de S. En ce point, on aurait

ou bien

eh d^ .,, ^ (h ^
di'ii d/ic ~ " ? "aï

dû dQ' . àQ .^+^0, ^<o,

à • l ' instant l considéré. Mais cela est incompatible avec les équations
écrites plus haut . Donc

T > o, 0 > o
Ami, de VÈc, Normale. 38 Série, Tome XV. -— FiâvRiiiB 1898. 10
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et, par suite,
| W | < a.

La proposi t ion annoncée est établie.
Revenons alors à notre problème. Concevons la fonction c o n t i n u e <Ï>

développée en série absolument et u n i f o r m é m e n t convergente
<D"-:IP/,

P^représentant les valeurs prises sur S par un cer ta in po lynôme e n t i e r
en a?, y, .s. Nous avons vu (n°20) que cela est possible et que l'on
peut s'arranger de façon que

| P d < £ o

le nombre positif £/• étant le terme général d ' une série convergente.
Appelons enfin W^ la solut ion de notre problème a u x i l i a i r e q u a n d on
prend <& == P^.

Le polynôme P, a, par rapport a // et ^ sur S, des dérivées c o n t i n u e s
de tous les ordres. On peut donc calculer W^. Soit

A^,/r= f P/ V'/^/cr.
'AS)

On a
W^-=I,A,,,W,^^.

Mais l ' inégal i té
\ P i \ < £ l

entraîne, en vertu du lemrne de toutà l 'heure,
|W^)|<£,

Donc, la sérieDonc, la série
^••W^

est absolument et u n i f o r m é m e n t convergente dans tout l'espace et
pour toute valeur positive ou nulle de t. So i tW sa somme : c'est une
fonction cont inue dans t o u t l'espace pour toute valeur posit ive ou nu l l e
d e ^ et cette fonction s 'annule à l ' i n f i n i .

Soit . :

La série
Ap=f<&V^o-<

^(S)

2/,A/,Wpe-S,'
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est a b s o l u m e n t et u n i f o r m é m e n t convergente pour t > o. Or, on a

A;;==2/A,^/.

Donc la série précédente peut s'écrire

^/•A^rr-^W,,,

ou, comme cette série double est absolument convergente
^ , V A f^nt W • 1 1 '— ^ • ( v A . /»-S, < W ^^w/ ̂ p f\p,i 6 '/' VV /, .—.- ^i {^^ ^p,t G •'/' ^ p ) î

c'est-à-dire enfin
I/W^.

On a donc
\w ..— v A "w ^•-. L /;t y -.•.... ^p,t\ p YT pG 1 '/' .

Donc, la fonction W est; un, potentiel newtonien de simple couche vé-
rifiant sur S la relation

flV dV _ âV
diii dn.i; " àt

Gela résulte de ce que l'on a

^--SA.^W-^-^^

la nouvelle série étant encore absolument et uniformément conver-
gente pour t ^> o, et de ce que, par suite, on peut écrire dans la même
lïvpo thèse

W—— I f^^^j^-T-

comme le montre une discussion bien simple.
Cela posé, on a aussi

Wr^SW^.

Comme cette série est absolument et uniformément convergente pour
toute valeur positive ou nulle de £9 on voit que W se réduit sur S pour
/ == o à <D.

La fonction W est donc la solution de notre problème auxiliaire. Bien
que la série

W=2A/Wp<r^
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ne soit valable que pour t ̂ > o, on est cependant assuré que W tend "i.)ers<-Ï>
sur S lorsque t tend vers zéro, sous la seule condition que la fonction <D
sou continue.

Tirons tout de suite de là une première conséquence. Supposons
que la série

2A^W,,

soit convergente : nous ne supposons plus qu'elle le soit uriif armement.
Posons

S.= A^W^- A.,W,+...+ A/W,.

Soit p^ la plus grande des quantités
I Q < 2 1 1 Û C l I C ^ C I| ^rt-M — O/A |» | O/i+2 — O/?, |» . • • , | 0^+.A— D^ |, ....

Posons
R,,==A,,.,iW,.M^H^4-....

Un théorème bien connu, dû à Abel , nous permet, p u i s q u e los
nombres Ç^ croissent avec leur indice, d'écrire

IR^KP^"^
On a donc

|ÏM<P^

pour t positif ou nul. Mais p,^ tend vers zéro, par hypothèse, quand n
augmente indéf iniment . Donc la série

W=2A//W^^

converge uniformément par rapport à t, pourvu que / soit positif ou
nul. On conclut alors de là que

<I>=2A/V^

Ainsi la séné étudiée a <& pour somme pourçu quelle soit coriçergerUe.,
même si cette convergence n'1 est pas uniforme.

61. Reprenons la fonction

W^I,Ap,,W^<rV,
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q u i , sur S, se r édu i t à P, pour t == o. On a évidemment
AW(/)
°^=^^A^W,e^

Appelons Ï..J^ la fonction harmonique qui prend sur S les mêmes valeurs
que P/. La série

^A^W,.

est convergente, puisque P/ a sur S des dérivées de tous les ordres.
Donc —.- se réduit sur S pour t == o à ̂  4- d^' Soit B, une l i m i t eot l dfi( cin^ \ i
supérieure du module de cette fonc t ion . D'après un lemrne établi plus
hau t , on a

I âW^ \ ,
^r\<^

pour l ' ï o . Or
f)W(f')

•W^)(^y, ̂  t) - W^^y, ̂  o) = ̂ /^ ^ t ' )^

tf étant compris entre o et l, d'après la fo rmule des accroissements
f i n i s . On déduit de là

| W ^ ) - U J < s ,
si l'on prend

0<«^.

En résumé, lorsque / tend vers %éro, W^ tend uniformément vers U^
(.3ela posé, on a, sur S

V — U = S V^ — IPf = S ( V<^ — P/) "4- B ( W) ) ~ R ( P^ ),

en appelant U la fonction harmonique qui prend sur S les valeurs 4) et
en désignant par les caractéristiques S et R. la , somme des n premiers
termes et le reste correspondant dans les séries considérées. On peut
prendre n assez grand pour que l'on ait, quels que soient (oc, y , z )
sur S,

|R (P . ) |<J .
Cela entraine

1R(V^) |< | -
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Maintenant , quand t tend vers zéro, d'après ce que nous venons de
voir, n étant à présent fixé, Sf^V^) tend un iîorm ornen t vers S(P,).
Donc, on peu t prendre t assez pet i t pou r que

On a alors

et, par suite,

|S(V(O)-S(P,)|<^

| V — < 1 > | < £

] W _ U ] < g .

Donc W tend uniformément vers U lorsque l tend vers zéro.
Cela posé, soi t (^ ,y ,^) un poin t intérieur à T. Soit Çv\ y\ ^ " ) un

point de S, centre de gravité de rfo". Posons

^= (^^^(j-y^+.CG - z1)^
W^-=W^(.r,y,3),, ^ — T T /> \ •"• ? ,
^=V,(.r7^•v — y / y/ y/ ^M

T p —— y f) \w 9 J 7 ^ ) •

Cherchons le développement de ^ en série procédant su ivan t les (onc-
t ions fondamentales, (^y,^) é tan t les variables. Soit

i — V A v^ -.- ̂ ^p vp.

Nous savons que ce développement est possible (n0 59). ,0n a

d/où

A^ f ^V.ch^^W,,
J^} ^

T "W VL^^^l£.
r ^P

D'autre part, on peut écrire (n° 59)

lAp|< ^—^
, 1 1 ^ ^p

quel que soit rentier positif a. Dans cette formule, A dépend de a et
de .T,J, z : cette quant i té reste finie tant que le point Ç x , y , z } reste à
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rintérieur (.1(; ï. On déduit de là

rw/,i<^
B étant une nouvel le quantité analogue à A. Fixons a supérieur à 4-
Alors B ne dépend pi a s ni de a ni, de/^ mais seulement de (''y,j, s).
SoitT,, un domaine quelconque contenu dans T: la fonction B(.r,j, z)
a dans T, une limite supérieure C.

Appelons (? une l'onction continue quelconque de (/z, r). Posons

A,.-:::: r<i>v1^.
^is»

La série
V A W^ A /, H /,

est absolument et: unilormémeni convergente dans l1,, en verid de ce
qui précède. Mais T, est quelcoru'j'ue dans Ï\ Donc, si l'on écrit

IJ:::-:^A//W^

U est une fonction harmonique dans T.
Freinons maintenant

W::=^A//W'1^"^/.

Nous sa'vons que, lorsque l lend vers xéro, W tend unitbrmôment
vers la fonction, harmonique dansT, qui prend sur S les valeurs <P.
Plaçons-nous dans T,. Il est clair que W tend alors aussi vers IL Donc
la /onction

0:::::.SA/,W,,

est la foficîlon, fiarmoriù/ue dans T, (fui prend sur S les va/enrs <I>.
On verrait de même que "la/onction

lî^^w;
esl la fonction harmonique dans T, qui prend sur S les valeurs <1>.

La so lu t ion générale du. problème de Dir ich ic t est ainsi obtenue, con-
formément aux, idées de Lamé, par u n e série de solutions simples. II
ne peut du reste exister qu 'un seul, développement de cette forme.

En raison de ce que nous venons de voir, je conviens d'écrire
<I)==;SA.V^
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même si la fonction <[> est simplement continue : il est c la i r , en ef fe t ,
que cette série, bien que divergente, peut être maniée , au point do
vue du calcul algébrique ou du calcul intégral , comme u n e série abso-
lument et uniformément convergente.

Je termine par une remarque. On a

W, | < ̂
^.fi

dans 1\. Reprenons la série
U=2A/,W^

Soit D(U) une dérivée quelconque de U, Les théorèmes classiques
sur les fonctions harmoniques nous apprennen t que l 'on a

| I)(W,) |<^,
^p

G' é tant une constante, dans un d o m a i n e T^ t o u t ent ier i n t é r i e u r à T.,.
On c o n c l u t aisément de là

I)(U)=:2A^I)(W,.).

D'où l'on voit que l'on peut obtenir les dé'mées successives de la fonc-
tion U par dérivation terme à terme de la série (fui représente cette fonc-
tion. Cette proposition est d 'ai l leurs vraie pour tout domaine T^ con-
tenu dans T et pour tout domaine T;, contenu, dans T.

IV. — Diverses classes de fonctions fondamentales. — La classe principale.
Propriétés particulières des fonctions de cette classe* "" Applications:
la méthode de Nenmann et la méthode de M. Kobin*

62. Je .me propose tout d'abord de généraliser la notion des fonc-
t ions harmoniques fondamentales.

Ces fonctions se réduisent , quand certaines conditions sont rem-
plies, aux fonctions appelées aussi fondamentales par M. Poincaré et
signalées par ce géomètre à la fin de son Mémoire sur la méthode de
Neumann et le problème de Dirichlet ( { ) .

(1) ïï. POINCARÉ, Actcc rnathemcaica, 1896, Chap. VÏ et VIL
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J 'aurai a prouver cette identité. J 'en déduirai enfin la solution des
problèmes proposés par M. Poincaré à l 'endroit que j 'ai cité.

Je me bornerai, pour simplifier , à considérer le cas où la surface S
est formée d 'une seule nappe cont inue. On constatera plus d'une fois
l ' inu t i l i t é de cette hypothèse et la généralité des conclusions obte-
nues. J 'ajoute que, lorsque cette hypothèse paraîtra jouer an rôle
effectif dans les raisonnements, ce rôle ne sera jamais essentiel :
quelques modifications, dont la possibilité ne fait aucun doute, aux
lemmes que j 'u t i l i se permet t ra ient cer ta inement de traiter le cas gé-
néral.

63. Soi t ^ une '(onction donnée, définie et continue en tout point
de S, vér i f ian t la double inégalité

a < 9 < p

où a, ^ sont deux constantes posit ives.
I l existe un ensemble dénomhrab le de nombres pos i t i f s , 'qui crois-

sent i n d é f i n i m e n t avec l e u r indice ;

Si» ^a» ?;î» " - t » ^

auxquels correspondent des po ten t i e l s newtonîens de simples couches
portées par S :

w w w wT T i » T T a? T T 3 1 » ' • • f " / > i ' " •

qui jouissent des propriétés suivantes :

^ ,„+. ̂
dm dfi»

^ ,4- "..--- / ' +^oV^=o.

f\V^h:=i,
J ̂

I 9 V,/V^/<7 := o sip-^éq,
*.' lUt

^=:.J^+ J^.

Pour établir l'existence de ces nouvelles fonctions W^, il f audra i t
suivre une marche exactement pareille à ceUe des Chapitres précé"

Ann., de /'/î'tf. Normale, 3» Série. Tome K V * — MAns 1898. 'ï ï
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dents. Je n'insisterai pas sur ce point, qui est évident, et je me con-
tenterai aussi d'affirmer que les nouvelles fonctions fondamentales,
comme les anciennes pour lesquelles on avait y == i, peuvent servir à
former des séries qui représentent la solution du problème de Diri-
chlet. Tf une façon générale, tout ce qui a été démontré pour les anciennes
fonctions Wp est encore vrai des nouvelles^ sauf l'introduction de y oà il
faut; et, sauf de minimes changements dans les calculs, on le prouverait
de la même manière, grâce aux inégalités que la fonction y est supposée
vérifier.

A chaque fonction y choisie, correspond une classe de fonct ions
harmoniques fondamentales attachées à la surface S. Si l'on prend la
fonction ç proportionnelle à la densité de la couche électrique qui
serait en équilibre sur la surface S supposée conductrice, on a ce que
nous nommerons la classe principale. C'est cette classe que nous al lons
étudier.

64. Dans le cas de la sphère, la densi té de la d i s t r i b u t i o n naturel le*
de l'électricité est constante. Les fonct ions de la classe pr inc ipa le cor-
respondent alors à l'hypothèse y =: y . Soit X^ une (onct ion sphérique
fondamentale d'ordre n. Supposons le rayon de la sphère é^al à l ' u n i t é
de longueur et considérons la fonction W^ qui coïncide avec p^X , à
l ' intérieur de la sphère et avec -^ X^ à l 'extérieur. Je dis que W^
est une fonction harmonique fondamentale de Pespèce que nous étu-
dions. En effet, on a

^^_^ ^^^p
dni " Jp 3 d/îc '"""" '"àp

Or

Par suite

à^p àV, .._»j., ._. _ ' —-<• / r\ ••, ï ,, % y
àç> àp ~ ^ / (-^- I)X/'•

S-ë^—^-
D'où

'^p = à n -4" ï ,

et Pon sait que les autres relations requises sont aussi vérifiées. Ainsi
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les fonctions harmoniques fondamentales de la classe principale coïn-
cident dans le cas de la sphère avec les fonctions de Laplace.

Considérons main tenant l 'ellipsoïde

^ 4 y' , :1
^ //2 c2

La densité de l 'électricité en équi l ibre sur cet el l ipsoïde est propor-
t ionne l le en chaque point à

v?' L '/ 1^ ,, ^ ., ^

c'est-à-dire à l ' inverse de la distance normale de l ' e l l ipsoïde considéré
à l 'el l ipsoïde homofbcal i n f i n i m e n t vois in .

Passons en coordonnées e l l ip t iques (A, [À, v), l ' équa t ion A == A(, re-
présentant l 'el l ipsoïde donné.

On sait que Lamé a dé f in i des fonc t ions
L(?.), M ( ^ ) , N ( y ) ,

telles que le' p rodu i t LMN soit ha rmonique a l ' in tér ieur de Pel l ip-
soÏde.

L iouv i l l e a prouvé l 'existence d 'une autre (onction L ' (A) tel le que
le, p rodui t

L'M N

prenne sur l 'e l l ipsoïde la même va leur que LMN, soit a. l 'extérieur du
même ellipsoïde une fonction harmonique et se comporte à l ' i n f in i
comme un potentiel newtonien. La fonct ion q u i coïncide avec LMN à
l ' intérieur de 'l 'ellipsoïde et avec I / M N à -l'extérieur est alors le poten-
tiel, d 'une couche simple de matière at t i rante répandue à la surface de
l'ellipsoïde. 11 y a d'ailleurs un ensemble dénombrable de pareilles
fonctions, que j 'appellerai W^; ces fonct ions sont connues sous le nom
de fonctions de Lamé.

Comparons à l 'ellipsoïde donné X^ les deux, ellipsoïdes homofbcaux
in f in imen t voisins A<, + d\ et À^ — d\, cfk étant une constante* Soit/AT
la distance normale entre deux points correspondants pris l 'un sur
l'ellipsoïde donné et l 'autre sur un ellipsoïde homofocal infiniment
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voisin. Il est clair que dn est proportionnel à

x^ y2 ^ÂÎ2

V^^+^+^

comme le montre d'ailleurs un calcul facile.
Cela posé, on a

^ - ̂  d^ Jv^ ^ — ^L ̂
'd/ii cliii JÀ 7 J/^» '""" dric (Th

d'où
ÇZ^-^^^AK^NC/),rf/i, diii d\ • i ' '• '
( /v/'--^--^û^rl(7l»)M(uVN(y)
^~ -+ dn. ~~ cïï, ' u / ' ' •

Or
V/, =-. L(7,o) M(^ ) N ( v ) - = L'(7,») M(p.) N ( ^ ) .

On voit par là que l'on peut écrire

^-,-^-,^,V,.
dn; dn» " ' '

en posant
ç= .,.

v ^ '"a^' '" ^ + ̂

et ^ é tant une constante, car
dt cTh
drii cl fie

sont, d'après nos remarques, des quanti tés inversement proportion-
nelles à la distance normale de l'ellipsoïde X^ à 1/ellipsoÏde homofocal
inf in iment voisin.

D'autre part, les autres relations que doivent vérifier les fonctions
harmoniques fondamentales sont, comme on sait, vérifiées ici.

Les fonctions de la classe principale se réduisent donc; dans le aas de
l'ellipsoïde aux fondions de Lamé.

Ainsi nos fonctions harmoniques fondamentales, quand i l s'agit de
là classe principale^ sont des généralisations des fonctions de Laplace
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et des fonctions de Lamé, dont on connaissait déjà l'application à la
résolution du problème de Dirichlet (1).

65. Voici, (l'une façon précise, comment nous choisirons la fonc-
tion ç dans le cas de la classe principale. Soit P la fonction, harmo-
nique dans T, qui prend sur S la valeur i ; c'est le potentiel newtonien
dû à l'action d'une simple couche de matière attirante répandue sur S,
l'attraction é tan t nu l le en tout point de T. Nous prendrons

r — — — — dp

' d^c

Nous avons vu que cette expression admet une l imi te supérieure finie
et une limite inférieure non nulle.

Dans ce cas, on a évidemment
^= i , - W ^ Â - P ,

k é tant une certaine constante choisie de façon que

( 9'V'î^^i.
J(s,

La première f()nxnlori fondamentale est alors le potentiel d'une couche
ëlectrù/ue en équilibre sur S.

On a, en général, ^w""
et

rov//v^^=o.
^(.S?

Faisons q == i. liment
j ^'Vpda^ o,

^(.S)

pour toutes les valeurs de p à partir de p == ^. Donc la masse totale qui
engendre le potentiel W^ est nulle.

0) On peut faire la môme remarque au sujet des fonctions toroïdales de M. Neumann,
étudiées par M. Hicks {Philosophical Transactions, 1881) ci par M. Boulgakoff (L'Éclai-
rage électrique, ïB97).
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Posons encore
^/=f2;^-^^/ 1 / J^A«I àx àx

_rY^w;,(?w;
"M-J^Z Sx1 "^r"'-

La formule de Green permet d'écrire

.^,;,.=- y"v,,(̂ ?u,
^(S) ^ t c /

d'où
<ï./^y •+• J^ q = S'? / ? V/> ^^-y ̂ »

^(S)

diaprés la déf in i t ion de Vy. Finalement

^/ï,(7 4-- ^/j»^/ '^ Oy

pourvu que/? et q so ien t différents.

66. On a
r ci?j^V^^=o.

Si. a est un entier positif quelconque, on peu t écrire l ' égal i té précé
dente sous la forme

'/P-^v,,v,,..=/-^p-v,,v.^..<,.
^S) unc ^(.S) alto

Or, la formule de Green donne

/-;W r^,vy^
Jis, rf/t'' J.s, ^"

+ f P^W;, W;, ) dr' - f VV;, W;/ A ( ?'•« ) rfr'.
'-'(T'i <-'(T')

D'où

r(v^+v^)^^.rp.v^^^J(s,\ l dUf, -^/^y ^ J^ Xi àx' àx'

•• , 1 1 . 1 -a(a-i) f W,W,I^^Vf^y^=o,
^('n '"iBlB x^'2' /
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en tenant compte des relations

PS = ï, AP :=o, A W,, -= o, ' AWy -= o, f y V,, Vy rfcr == o.
^.Si

Or

^---f^^^—f'^^,,̂ ...̂ .~ . v ̂ ^.ch^- j V^-^
J(S; a/'ff ^fS) " t!J(S; a/'ff <AS) " tf

(in vertu de la fo rmule de Green. Donc

. i- .-<-. f l>ay^w^ ̂ L^^^^^ r i^-.vv- w- V^^'Y,/^
^^~--j^ 2 ^ ( ) x 1 <h't ar a[a l)^,/ ^^^Z^J——/^y ••11""""" "

^cn — """ Î7"<" ^(T'»

Cette égali té a l i e u , quel (.ji.ie soi/, a. On peut donc fa i re croitre a indét i -
n imen t et écrire

.J;̂ ::.lin).̂ l:>^^^
à^ •^• /^ —"'^ l/^^a ÎT^^^^^,

Calculons chacun des termes du second membre.
D'abord (n0 '"H), on peul; assigner une cons tan te posi t ive N, telle

< j u e r^^<^ —
Le m o d u l e do premier terme est donc moindre qm*

a N ( P^^.
^(T')

Comme P est inférieur ou au plus égal à ï , il est clair que cette ex-
pression tend vers zéro, quand a. augmente indé f in imen t .

Evaluons ma in t enan t la l imite du second terme. Parla^eons T en
deux parties, l'une T", comprise entre les deux surfaces :

l 'autre T^ s 'étendant depuis S ' jusqu'à l ' inf ini . On peut supposera
assez grand cl, par suite, S'assez voisine de S, pour que le domaine T\
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soit contenu dans la portion de l'espace où les surfaces de niveau
P -== const. et les lignes de force sont bien régulières.

Posons
H = a(a - i) f P^2 W,W,V(^y^.

^(T^) \ ' /

On a manifestement
/ i . 0 -2

l-HKAa- i - ,_) ,
\ V^/

A étant une certaine constante indépendante de a. On voit par Ih que
H. tend aussi vers %éro.

Finalement, on a

,j^=^Hma(^~ i) f P^ W^W.Vf^y^'.
J/-^ A"B V^^ /

Considérons les surfaces équipotentielles P == const. et leurs trajec-
toires orthogonales. Soient da' un é lément d'une surface de n iveau y
ds un élément d 'une ligne de force.

Comptons les arcs .y dans le sens des potentiels P décroissants. On
peut écrire

^/^PV fàpy , / , ,^ —— = : " . — , ch' = ch (ù ;
^à\àx1 J \(}.s ) '

d'où
aj;^==- l ima(^ - i) f Ç l^ W^W^^y^^.

Or
cis^^cl^

'os
D'où

,^^
2 j ; ^== :—l ima(a~ i ) f va r l f P^-s W//W. <^ ^WP,

^p^i .AS) , rA'

Sdésignant une des surfaces de niveau.
Posons

: ! F(p).=rw,w^^. .
- ! . • . ! J(2) ^ ^
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II vient

2j. == l im a(a - - i) ( P"-2 F (P) ̂ P.
^P .̂-.,̂  1 1

V a'<

Soit P' une v a l e u r de P comprise entre i et i -• - ^,-^* On a
v' ^;ls

F(P) ̂  F.,) + ( p ̂ ,) ̂ F(.,I,) + L1:^,1)2 ̂ .I.t1"),1 ̂  J — — l (,!} 1 [1 ]; ^, 1 ^ ^p, ,

d'après la fbrrm'ile de Taylor l i m i t é e au t ro i s i ème terme.
La r e l a t i o n

| 9V/V^/o-=o
«^(Si

nous donne
F ( ( ) .r-;:: o.

(,îïd,cnlons f i : - : - • l n l . ^ - 1 1 ' * Soieni l) le paramètre qui correspond à la surface

Ï et P 4- ^/P c e l u i q u i correspond a une sur face ^ vo is ine de S. Si <^P
est. p o s i t i f , ^ ' est p lus rapproché de S que S. On a

y^r-'f^w^^
F(1>-,-./1>)=^(W;,W,)^(^)^^',

les i n d i c e s i n d i q u a n t que l'on p rend les va l eu r s des f o n c t i o n s qu'ils
af tec ten t en un p o i n t de S ou de 2'. Or la propriété caractér is t ique des
tuhes de force nous d o n n e

f()P\ ., f<)P\ , ,. \ do- == - - , 1 d^,\ as )^ \ os /^'
d'où

F(I>.- , . . /1>) . F ( P ) r^W^-(^^^^^^ .
.,,,.....,,,......,..̂ ^ .̂..,,,....,,.,,.̂ .̂ ,̂  ~-j^- -1:--1111'111--1- -..-.--.̂ -.̂ .̂.--.- ^^^^cr,

c'est,-a-dire

i^ r P -4- ^P ) — F ( P j / " * ( w^ wff/'^^ "" ( w ^ w ^ ̂  ,
l ' l- l l l l l• l l l•• : l- l• l ^• l- l l l^/p l l l l l l l l- l l l l l l l l '"^

Ânn. de l'Ac. Normale. 3e Série. Tome X V . — MAKS 1898. ï 3
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On conclut de là
^F(P) /^(W;/W,)a v ( P ) /' ci[ w^w / j„.„ . ̂ — i „_,—„,.„_,.-.-., ^ff

dP /v., <://z/.dP ~- J^ dn

et, par suite,
^( ' )_,r
~d¥'~ ——•1^-

,/2 L1

On peut calculer de même bien aisément —p-a :

<-/'F _ /• • Y tfw/' àw'!^p-i — '•< / ^> ̂ i -̂ ;r j;p-1'̂ -

M ^
1 //a 1^ iD'où l'on tire qu ' i l existe une l imi t e supér ieu re A de ..^ ^

Finalement, on a,

p.r . C 1 - 1 ! ) 2^^^ 1^F(P)..^,(,^I>)J;^+L^-.^I.J,,,..I^^^^^^^^^^^^^^

d'où

4 J;,. î •4- Li ni a ( a - i ) / ï > ^ - 2 f r — l? ) dP
S . / i

ya '»

"::Lnna(5<-i) f l^-^d - l^3 ' / B H P / ) 1 ^1^
«/„ i ('/i "

V a <

Calculons chacune des limites.
La valeur absolue du, second membre est moindre que

a^A.,^——::=A,^-A.^
\/a° va" ^a-' ^

(^e second membre tend donc vers zéro.
Main t enan t , on a

.1-1
a ( a — ï ) / P^"-2 ( i ~ P ) dP > o.

! , ! ! ^ / . , î
,î^l-^

La quan t i t é en t re crochets dans le premier membre est donc supé-
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r i eu re à i . Mais le premier membre doit tendre vers zéro, puisqu ' i l en
est a i n s i du second. On a donc

J/^+^y^ 0-

Or

Donc
J,..^0.

Ainsi 9 "J[€S deux yuan/il es S p ^ et î\ sont séparéfïient nulles.

De ce ^ théorème vont résulter plusieurs conséquences. Je vais les
exposer rapidement ('), en conduisant d^abord les calculs, pour abré-
ger, comme si tou tes les séries qui. se rencontreront éta ient absolu-
ment et uniforrnément convergentes. .le dirai en terminant (n° 71 )
comment les résultats que j'obtiendrai ainsi sont cependant rigoureux.
D'ailleurs les remarques fai tes à la fin du, n° 61 suffisent à elles seules
pour jusiifier ce qui suit.

67. Fo r m o n s 1? ex p ressi o n
dV, dV,
' " 1 1 1 . - - -'•111- A -—-1-- ?
dfi{ a/l(.

X é t an t u n e cer ta ine cons tan te laissée indé te rminée pour le moment .
- / , ' - " Écrivons le développement en série :Soit y la q u a n t i t é ---•-• ' / • • - ' Écrivons le développement en série :

On a

.̂ ^ ^^^..^^B Y
^dn] -^anj -2^l5f/'fr

J..Î y —r A J p^ y —- J p, r/ »

u ou
14^:0,

quel que soit A, pourvu que q soit distinct de p.

( l ) y'air II. PoiNCAtli^ Sur la méthode de Neamanit et le problème de Dirichlet (.^/cta
rnalfieinatica, 1896).
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-1 /^ .("* /•» ,->,-» /•« 1 1 f\ SChoisissons m a i n t e n a n t À de façon que B^ soit n u l . On doi t , prendre

J^-~}J^-=0,

/r==À/;= ——?
.1^,

et^/, est bien déterminé, car J^ n'est n u l pour a u c u n e valeur de p .
Tous les calculs précédents sont légit imes. En eiïet, 9 ne s ' a n n u l e

jamais et l 'expression é tudiée , étant c o n t i n u e , est bien développable
en série de la forme voulue (n° 61).

Finalement, posons

On a

sur S.

•J^.
" ï p

^ ^ ^^,^ _ ^ ,.o

11 est c l a i r qu 'on peu t , en r n u l l i p l i a n t c h a q u e f o n c t i o n W/, [)ar
f ac teu r convenab le , s 'arranger de façon q u e

On a alors

Tous les À^ sont réels et posi t i fs .
On a man i f e s t emen t )^ =-= o. Mais a u c u n au t r e nombre A^ de ran^

déterminé n'est n u l ou i n f i n i .
Cela posé, la fo rmule de Green donne

^,== fçVj^^ Ç PI(<;w^)^/r/,^J,/, =: \ (pVj; ̂  + à / . P I ( T^ 1 dr1

J(Si ^('ï"»J^ J(T^ \ (l/•x• /

d'où
^p>jÏî^ )^<a£;,.

D'autre part, les raisonnements du Chapitre II permet tent , pour p ^ . 2^
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(l 'assigner une l i m i t e in fé r ieure non nu l le à toutes les q u a n t i t é s m p t
4/^

Donc À » est au moins de l'ordre de i~
'Cp

Dans le cas où la surface S est simplement connexe. M'. Poincaré a
mont ré (Joe, cit.) que les À^ sont nécessairement tous compris ent re
deux nombres p o s i t i f s dé terminés . Cette p r o p o s i t i o n est b ien proba-
b l e m e n t généra le ; mais je n ' aura i pas à m'en servir .

Enf in l ' a p p l i c a t i o n des procédés du. Calcul des v a r i a t i o n s à l 'é tude
do rappor t ,7 c o n d u i t à penser que les À^ fo rmen t u n e sui te croissante.
Toutefois , je ne me préoccuperai , pas de t ransformer cet aperçu, en
d é m o n s t r a t i o n r igoureuse, les i n é g a l i t é s é tabl ies ci-dessus d e v a n t me
s u f f i r e ,

En résumé, les fonc t i ons s ignalées par M* Poincaré au Chapi t re V!
( n° /! ) de sou Mémoire sur /a met./f ode de Nc'amann et le problème de Diri-
e/f./ei c o ï n c i d e n t avec les fonc t ions b a r m o n i q u e s (bndamenla les de la
classe p r i n c i p a l e . Leur existence est donc prouvée et leurs propriétés
sont , c o n n u e s . Voyons-en r a p i d e m e n t q u e l q u e s app l i ca t ions .

68. S o i t < I > u n e fonc t ion c o n t i n u e arbi t ra i re des coordonnées ( u , ç > )
d'un p o i n t de S. Nous savons (n° 61) que Pou peut développera en
série procédant s u i v a n t les fonct ions (bndamen taies et maniable comme
une série a b s o l u m e n t et u n i f o r m é m e n t convergente. On a

<1> ::..:: ̂ K, V,
avec

A/, fç'V^r::: fo<l>V^.
^(S) J^

Cette série représente en réal i té la (onct ion harmonique qu i se ré-
d u i t îi <!> su r S.

Le ca lcu l des coeff ic ients Ap peu t encore être conduit d 'une autre
rIVfaçon . Mul t ip l ions par "-1 et in tégrons . En tenant compte des re la t ions

| — ",» ï' V ..— nJ^, .,„„„« /1,^1^, .1 p^i •—— Uy

i l v i en t
A,,——^^,

Jm «'".
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si les fonct ions W^ ont été mul t ip l iées par des facteurs tels que l 'on
ait,!', ,-== i : c'est ce que montre d 'ai l leurs l 'égalité évidente

^-+-A ,V,=0.
rf//,. l -I- Ip T '

La série
IA,W,

représente un potentiel de s imple couche qu i prend sur S les valeurs^.
Soit m a i n t e n a n t W an potent iel de double concile. On sai t que l'on a

,, ,„ . dV ctM'V — V':^:o, - . -i- .- ^=.0.cuit. dn^.

Cette fois, i l f audra deu'x séries dist inctes pour représenter W. L 'une
sera valable dans T; l ^ a u t r e dans T,

Posons
•W:=^A//W,, W^^^A.W;,

On en dé du il .
dV ^ dV^ ri\' Y , ^V;,
7^ ̂  Zi A^ ,///;'î dn, ̂  ̂  A^ ^//, '
a\ ^ . av n r i \ " ^ r/,\
.— =:̂  > A,, , • ? , 1 1 1 1 1 1 - r-1: 7 A , , ,c / / / . ÀUÀ l dn, <ln.. À»à r dfi

r/VEn e f fe t , .;- par exemple é t a n t u n e fonction con t inue de ( / / , ^), on( ( f i , i '
peut écrire

.» ̂  ^...VB y
o ^" l••<^ l î^^

On a
f</V ,, , /"'v^ ,l .„„ V/^/cr f V 1 - , • • / 1 ^cr

Iî .^j^^^^^^ ^^^^^^^^^^^^^
f\V^h f\V^.h

J^ ^(S/

Or
^ + î .,_..̂ +..î
f///, j "4- /./)f//// j "4- /./)

d'où
» VVp ^cr

' 'S ) $// ^//î-> .» '"'S) ç/^^"- 'r.v,;.. r+^-
«l ' /U i
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c'est-à-dire
gî --.- _ JÀL- Ai>/-- .,4.-^/1^

Par conséqucn l
^v< Y-R v Y i ^^-••,— ::::: y l>^ov / , "= 7 A n - , — - -diii ^ ' / ' / ^ / ^/^•

On établ i rail de me me l'é^alilô

^V^-.„,„.VA^A/.""-.••1 1 '1"1-1 .,.-.-.„.- 7 ,t\ ., 111-"•_"•—-~ •dn.,. ÂHÂ 1 cl/if.

Cliacone (les équalions précédenles est puremeni symbolique, car les
séries du second membre peuvent êire divergentes; ces équations

expriment seulement la possibil i té du développement de ;; • . - - et, de

1 (i! suivant les fonctions fondamentales, d'après les formules9 a//<.

1 flv , V ^I^F A y

o ,/n; -'••"''^Ï1^;'1^,^^^
ï r/v/ „,. V '/; A 'V '
^ ^//.•-'•-''••"^ï^"?.^^

tmtendues au sens du n0 Gi. l'ouïes le*» séries qui viennent d'être
écrilessont d'ailleurs visiblement maniables comme des séries absolu-
m (^ n t (t (- u n i (b r m é m e n t c o n v e r^e n t e s.

Mais on a
^"p , , < ^V;, cIV rIV _ ,
dm / 1 d/i^ dfii di^

d'ou
I(A,?,,4.-.A,)^=o.

I.a nouvelle série est encore semblable à une série absolument et uni-
formémcnl convergente. On peut donc intégrer terme a terme, après
multiplication par V^ On trouve ainsi

A^.p+ A^^o.
Donc.

W .::-^A^W,, W'^-.-.-SA^^W;,
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Telle est la représentation d 'an potent iel de double couche. Cela sup-
pose évidemment (pour assurer la l é g i t i m i t é des développements en
séries) que la surface S est régulière et que la d e n s i t é de la doub le
couche présente certains caractères de c o n t i n u i t é sur lesquels je n ' i n -
siste pas. En outre, dans tou t ce qui précède, je ra i sonne sur les fonc-
t ions W^ telles que J^, == î .

Proposons-nous de voir que la méthode de N e u m a n n pour la so lu-
t ion du problème de Dir ichle t réuss i t que l que soit l 'ordre de con-
nexion de S. La démonst ra t ion classique ne vaut que pour les su r faces
convexes (1). M. Poincaré l'a é tendue aux surfaces simplement con-
nexes (2). Je vais taire voir qu 'e l le est générale. Nous ob t i endrons
ainsi, une nouvelle expression ana ly t ique de la fonct ion har r rumiquo W
qui prend sur S les valeurs <[>. Ce ne sera p l u s par un potent ie l d e »
s imple couche, mais par un potent iel de doub le couche. Mais il est
clair que nous ne pouvons pas nous servir de cette expression pour
démontrer le principe de Dirichlet , c'est-à-dire l 'exis tence de W1.

Soit À une constante. Cherchons u n e d o u b l e couche portée par S
dont le potent ie l W satisfasse à la cond i t ion

(i) V- V'^lçV 41- VQ+^K

Nous donnerons à ce problème le nom de .Problème de Nwmann. Si
l 'on f a i t

A •m,
on a

V7:::^-^,

et le problème extérieur de Dir ichlet est résolu. Si l 'on f a i t

/ .^:~r,
on a

V'=<1>,

et c'est le problème intér ieur de Dir ich le t qui est ' résolu.

( 1 ) II. POINCARÉ, Théorie dit potentiel newtomen^ Chap. VHL
(2) H. POÏNCAKÉ, Sur la méthode de Neumaïui et le problème c/c Dirichlet i ^ y t n mn-

t/ie/natic'cty 1896).
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Posons, conformément aux remarques faites plus h a u t :
<î> =IA,,W^
W-^IVW,,
W^-^B^w-;,

La c o n d i t i o n (i) nous donne

j-^^ ...-.-,~^^^^^^^^^^^^^^/ i+^-},(^?^
d ou

•W .r.: -^ .......—— ——^...,__^^^^^^^^^^^^ W
i + A/,- 7. (i . -,-„... ̂ )^

'W / r-r -.-.- :, ̂  -——...-..A.̂ .̂ ^^^^^ W

ï4-V^O~^) /'

e(: liî prohimuî de Neiiînann (.ïsl ainsi résolu (n0 71 ) .
^ ^.es \ soni positifs, sauf À, qui est nul. On peut (.lonc toujours
faire A :̂  — i; les (^x^Ïicicînts 1.̂ , restent finis. On a alors

W = ZA „ W^, W == - ̂ A// À,, •W1;,,

^ /.̂  pmhlême de Dmc/i/el intérieur peut Uni/ours être résolu au moyen
fl'(fn potentiel de double couche.

Il n^n est plus de niêrne pourle problème extérieur. Faisons A == i.
Il vient

w^^^^ W-^-^A/W;,.

On voi t q u ' u n e cond i t ion est nécessaire :

A ), -r: 0.

Cela é q u i v a u t à
j ^^cla^o.

' As»

Dans ce cas seulement, le problème de Dirichlet extérieur peut être
résolu par un pôle ni tel de double couche.

Composé, la méthode de N e u r n a n n consiste à développer la solut ion
du problème de N e u m a n n en série ordonnée s a i v a n t l e s puissances
de X

W';=1;^WW.
Afin. de l'Mc. Normale. 3" S(ïn.e. 'l'orne XV. — MAKS iScjS. i3
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On constate aisément alors que les W^ sont des potent ie ls do doubles
couches; la densité de la double couche qui, correspond à W^ est ;—<I),
celle de la double couche qui correspond à W^'"0 est

ï yw + v;^
îî 7T ^

Les W^ sont donc faciles à former de proche en proche. Tout r ev ien t H
étudier la convergence, pour X === ± ï , de la série précédente d i t e série
clé Neumann.

On a
____^___ Vj1-^^)/ /
( + }^,->,(l ̂  ̂ ) """̂  (:i4: ̂ J-/-^ l y

d'où
•(./)^. ^ ^r^^rv ^iriA^V^A/L^-- Z,l7+I,;;W^)

à l ' in tér ieur efc
W(y)^ V / r - A ^ ^ / ^ A ^ ^ W ,^ A-V^/U,W,
w- ~~'̂ ,Vi:T-I,; "•"Y-:?1^

à l 'extér ieur .
Faisons

Etudions la série

Faisons aussi

et étudions la série

Si l'on îi

X = — i.

2(^iy/W^.

jfiW</).

^ y<&<;/o
^(S)

le terme en î^ n'existe nulle part. Toutes les quant i tés

Lzz^i + x.
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sont inférieures à i à pa r t i r de p == 2. Il n'y a alors aucune diff iculté,
comme on le voit , en considérant la série double absolument conver-
gente

^ i — ^ ^ alAp'WJ22
Dans ce cas, la méthode de Neumann donne la solution du. problème de
Dirichlet, quelle que sou Ici forme de la surface S.

Supposons maintenant que <D ne vérifie pas la condition précédente.
F osons

<P=<I) '+ c.
Su p|") osons que

Alors

/ cp <1^ da' =•: o.
^(S)/;,
G ::::::.: f cp<IWcr.

' " ' / M )

l'osons

avec
W'^ 'W+W

v , ̂  v<. -r;: ). ( v/ + v, ) 4- 2 <î  'v; ~ v, = i ( v; 4- Y;,) + ̂  CL
On peut calculer W j)ar la niéthode de Neurnann, ef: c^esl un poten-

tiel de double couche. Quant à W^ c'est évidemment le potentiel.
d'une simple couche en équilibre électrique sur S. Il est clair que W
peut être regardé dans T comme le potentiel d'une double couche
lîomo^ène.

Voici, finalement, les conclusions que nous pouvons formuler :

l^o ur le problème intérieur, la solution. W peut toujours être regardée
comme un potentiel de double couche.

Pour le problème extérieur, la solution W peut toujours être regardée
comme la somme d'un potentiel de double couche et d'un potentiel de
simple couche, ce dernier étant dû à une couche d/électricité distribuée de
façon à être en éauilibre sur S.

Si l'on a
^ <p €> da :'= o,

^(S)

la méthode de Neumann est applicable.
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On voit, par Fexemple qui précède, que la considération des fonc-
tions harmoniques fondamen ta l e s attachées à une surface fennec peu t
être de quelque ut i l i té dans la théorie du p r inc ipe de Dir ichlet . Nous
allons voir maintenant qu'elle peu t conduire à la r é so lu t ion de cer-
tains problèmes autres que le problème de Dirichlet .

69. Voici le problème que nous a l lons chercher à, résoudre : trouver
une fonction W, harmonique à la fois dans T et dans T, (fui vérifie soif
la relation

dV ,,,- . ^ = Î&
clfi i

soit la relation

^-.
en tout point de S. La fonction inconnue W devra être, en ou t r e , u n
potent ie l de simple couche.

Ici encore, la s o l u t i o n est depuis longtemps connue si la surface S
est convexe. M. Poincaré a traité le cas d'une surface simplement con-
nexe quelconque. Par un procédé p lus rapide , je vais résoudre le
môme problème pour u n e surface S dont; l 'ordre de connexion est ar-
bi t ra i re .

Reprenons les fonct ions fondamentales W^, en supposant que Fon
ait

J^=
On a

%-£^v,
et

dV, dVp
—— — A« ——'-.,
ci Ut ' dn^

d'où
^'P ^ ^ v^ 1 .4, ———2/ © V n == 0,

cin^ ï 4- An • /; ' '
en tout point de S.

Soit<I> une fonction continue arbitraire de (u, v). On sait que 9 jouit
de la même propriété et ne s'annule jamais. On peut donc écrire

^^A,^
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ou bien
<fr.^2A,,^,

^c

en posant
A ï 4" Â? A /
AP•=- ————V

hi>

La convergence est, de plus , absolue et uniforme, au sens du n° 61..
M u l t i p l i o n s par V^ et intégrons. Il v i en t

Ap=— ^ N^ch.
J(,S)

Le calcdl des A^ est immédia t .
Clïerclions alors une simple couche portée par S don t le potent ie l W

vérifie la, relat ion

ri) dv , dNf ^/wy ^v^, ; dn^i[''i''^^\dn^^

Soit
'W=:^B/W^

1 1 vient
'W=:^B/w^

.^Y-Vn ^^ ^V;/ v,, dV,
dn, -Z i^ ̂ 7> J. ==2d B^ ̂  "

On peut écrire

La relation ( s ) donne alors

^-ya ^ ̂,̂ -Zij ^'^^Z

^ _ __^Az^__
-^-' i+^+À( i -A7)

et le problème proposé est résolu. On a

W == a V __-A,--^ w2^^-^^^^-W-^•• ^( ï - 4 « l , . ^ 7 J ï ^ ^ , ^ V T .

évidemment ; la vérification ne présente aucune d i f f icu l té (n° 71).
Les \, sont positifs. On peut toujours faire

).=+r.
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Les coefficients B ,̂ restent f inis , même dans ce cas. On a

W==2A^W/,
(I OU

dV1

—— == <])
ci lie

et i l n'y a aucune cond i t ion de poss ibi l i té .
Faisons m a i n t e n a n t

\ ̂  _ , ̂

Puisque Â^ est nul , .le coefficient B) ne reste fini, que si A, est n u l
aussi. On a alors

w^V^w,,~& h?
d/oû

c'est-à-dire

dv ^ v A, dy, ^ dv',
dn, " Ad ,̂ dn, """ A y /J 7/̂ ; '

dV ,— ":: <]).
c////

Mais i ly a une c o n d i t i o n de poss ib i l i té

A.i=: o,
c'est-à-dire

f <& ̂  := 0,
"• (S )

puisque Y^ est cons t an t sur S.
Notre problème est donc résolu, dans tous les cas. I l est f a c i l e de

s'expliquer la condi t ion de poss ib i l i té rencontrée pour le problème
intérieur. Ce problème consiste à déterminer l ' équ i l ib re calorifiqiH1

quand on connaî t d'avance le flux de chaleur à la surface du corps. 11
ne peut évidemment y avoir équi l ibre que si, la somme totale des (lux
périphériques est nul le .

Revenons, pour terminer , au cas où A a une valeur quelconque et
écrivons

W=:2^'W^.
On a

___J____ ^ y ... ,w i!(L- ̂
i + . ^ - + - À ( ï — ^ ) "A/ / (14-}^)^
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d'où

(_,)-/w<.)=^ ^(_^yw,.
^p î - h A / , \l-+-//,,/

II. n'y a, à tout cela, aucune diff icul té .
'Faisons grandir q i ndé f in imen t . Comme 7^ est positif, le rapport

fir^y\l+}j
t end vers zéro, pour toute valeur de p à part i r de /^== 2. Comme A, est
n u l , on a,

"«~ '̂i
Donc

Lim (— I / /WW r= a A i Wi.

On voit que (•— î^W^ tend vers le potent ie l de l 'électr ici té en.
équ i l i b r e sur S. (fest là le principe de Ici méthode de M. Rabin.

70. Je veux donner encore une appl ica t ion des fonct ions fondamen-
tales.

La théor ie du Magnétisme c o n d u i t a, poser le problème s u i v a n t :

Trouver une fonction V jouissant des propriétés de continuité fonda-
mentales dans T et dans T, se comportant à r infini à la façon d'un
potentiel^ 'h.arrnonùfu.e dans T et dans ï^ îiérifiant la relation

dV , dN' ,
r) —— ^h —— =<ï>

cl ni duc

en tout point de S, ̂  étant une fonction donnée et h une constante posi-
lice.

Posons
<i,-yA d^^-Zs^^ dn,

et
V=2B^W^.

I l v i e n t , d'après la relat ion (i),
Aï;̂  \, 4" h B/, •= A/,, d'o ù Bp = ,-——

/ { , ~T~ r', p
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et, par sui te ,
•y — V _^,P _ \w
v "2iA+^ w^

Notre problème est ainsi résolu.
Cela permet de résoudre un problème, analogue au précédent, sauf

que Y est, dans T, solution de l ' équa t ion

AV -+- 9 -= o,

o étant une fonction donnée . On pose, en e f fe t ,

v=- fî^+u,-L 1 î
AT) J4 7 T A , , / -

et U est alors déterminé comme ci-dessus,
J'arrêterai là les exemples d 'appl icat ions des fonct ions fondamen-

tales : on voi t que ces fonctions sont aptes à servir dans une m u l t i t u d e
de circonstances que l'on rencontre en Physique mathémat ique.

71. Une remarque pour f in i r : tous les calculs précédents sont légi-
times si <t> a, par rapport à u et r, des dérivées conl . in 'ues de tous les
ordres ( < ) . Il est probable que le théorème d u n0 61 permettrai t de
les faire encore, bien qu'avec un peu plus de d i f f i cu l té , lorsque <I> est
une fonc t ion s i m p l e m e n t c o n t i n u e - Mais je me l i m i t e au cas s imple .

Considérons, par exemple, le dernier problème t ra i té (n° 70) et
vérifions que nous en avons bien obtenu la solut ion.

Posons donc
A,=~ f^V, d^ V=:V A/T-^*j ̂  A^ il ^~ /^

On peut affirmer la con t inu i t é de Y, — et <—— Nous savons d é j à ,
' dni dfi(, 1 ' 1 1 ' 1" 1 ! "

par les inégalités établies aux n^ 59 et 61, que V est une fonction har-
monique dans T et dans T', se comportant à l ' inf in i comme un potentiel
newtonien. Tout revient à voir quel le relation est satisfaite en chaque
point de S.

(1 ) En efîot, on voit ( ri0 ^9 ) que ̂  \ Ap Wp | tend alors vers %éro, quel, qitfô soit l'ctiiîor
positif a.
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Considérons les fonct ions ha rmoniques

A, B, G,

prenant respectivement sur S les valeurs

Soit

On a

^ dV i r/.V s
9 dn/' tp (ï7<7' ® °'

A-:-^a.,W.,.

f^-v^ rvç/'^
t ' ' "• ' . ._., . . .„ . ..._. '/si dn'

I pv/wsr f'vv-f.ch
^ t ^ l ./.t..^s;

Or

(l'on
^^v,,-,

^ „ / yVV,^/c7
t / ) / . { , •»-''(.S j

••-!- À"•" ,/>v^ tf/O-

l ; » i s

Donc

/'yVV/,^
'l'?.!. ......_, — •^r

J'^f.oyV^/cr ^-l-^
^ /K i'(.^

^A^ Çp^pa, ̂ . „-..,.. .̂̂ .-^ .̂..̂ ..̂

Fina lement , 011 constate que l'on a

A -; ^ y ...A^̂  lp}:p •w
^//.4-/.// i4-I; w/:"
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Cela posé, la fonction harmonique

A 4- hK -C

prend sur S les valeurs
i /dV . d\r' ,,\
^ + h ........ (I) .
cp \dfïi dn-c j

On obtient évidemment son développement en série en ajoutant
terme à terme les séries précédentes. Or, on a

j!"£_. JZP-ISL .4. /ï ^JL^L^ .^E.._ _ A .̂...Ç/L
\ + Àp i + \ "" ' h -rïp î + Ïp ' ' /; T'4-")"^

^_ 5f'J-/L L. h _i p ~^^ - ~ A ^p — f». ' « \~-fl , —•;• : -•-.. - Ay; -——." - .,..„.., y.

Donc

Par suite,
A + A B - C ^ o .

rfV , rfV/ y^ A ^ _ <& — o.
a/^- a/^,

C'est ce que nous voulions prouver.
Pour tous les autres problèmes résolus dans les pages précédentes,

la vérification se ferait d'une manière aussi simple.
Je rappelle, en terminant, les deux hypothèses que nous avons faites

dans tout ce Chapitre :
i° La surface S est formée d 'une seule nappe régulière, qui peut

être d'un ordre de connexion que lconque .
2° La fonction <& possède, par rapport à a et ^, des dérivées de tous

les ordres.
Il est bien clair que ces hypothèses ne sont pas indispensables; des

généralisations seraient sans doute faciles; mais je ne m'ensuis pas
occupé. Je dois cependant faire remarquer que toutes les démonstra-
tions contenues dans ce Chapitre subsistent si là surface S est formée
de plusieurs nappes extérieures les unes aux autres, le domaine T'
étant alors connexe. C'est le cas le plus intéressant au point de vue de
la Physique.
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TROISIÈME PARTIE.
LE REFKOlDISSIîMENT DES CORPS SOLIDES ET LE PROBLÈME DE FOUBIER.

I. "•" Énoncé du problème de Fonrier. — Réduction du cas général à nn cas
simple. — Solution pour une sphère et pour deux sphères concentriques.

72, Le pro'h'lè/ne des températures variables, auquel nous donnerons
plus spécialem.ent le nom de problème de Fourier, se rapporte au re-
froidissement d 'un corps solide, liomo^ern1, isotrope et a thermane,
isolé dans fespace, p r i m i t i v e m e n t chargé de» chaleur s u i v a n t une loi
de distri lmlion donnée, puis a b a n d o n n é à l u i - m ê m e , tous les points
de sa surface é tant portés à des températures que l 'on suppose connues
(Pavanée pour chaque instant .

Les seuls travaux, que l'on puisse citer sur cette matière sont dus à
M'. Poincaré (1). Ils sont re la t i f s à la méthode des so lu t ions s imples;
mais on n'a, pas réussi jusque présent a obtenir par cette voie une ré-
ponse précise à notre quest ion,

Je suivrai une marche toute d i f f é r en t e . Au l ieu d 'é l iminer des
calculs la variable i qui. représente le temps et de ramener ainsi. l 'inté-
gration cherchée au développement d 'une f o n c t i o n de(^,j ,-s) en
série d'une cer taine f o r m e » je démontrerai , d i rec tement l 'existence
d'une solution du, problème de Fourier, comme il a été f a i t pour le
problème de Dirichlet généralisé- Les séries que M. Poincaré consi-
dérait a priori, ne seront d 'ai l leurs pas rejetécs pour cela : elles se
retrouveront à la fin, et leurs propriétés résulteront du théorème
d'existence établi d'abord.

73- Voyons comment il convient de poser le problème de Fourier,
au point de vue de l'Analyse..

( 1 ) H. POÏNCAÏU^ Âmtôricaa tournai, 1890, — îlendiconti del Circûlo rnaternatico cli
Palenw)^ 189,^ ""- Théorie atiatytù,[ue de la propagation de la chaleur. Paris» Garrô, 1895-
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Je prends les notations (^,y, z , t, V) pour désigner les variables
indépendantes et la fonction inconnue .

Considérons un domaine connexe T l i m i t é par u n e surface fermée S
qui peut être composée de p lus i eu r s nappes ent iè rement séparées. Je
ferai sur S les mêmes hypothèses que pour le problème de Dirichlet
généralisé.

Soit <I> une fonction donnée, déf in ie et c o n t i n u e en tout po in t de S
et pour toute valeur posi t ive de /. Soit, de même, cp (<r, y, z ) une fonc-
tion donnée, définie et cont inue en tout po in t de T. Diverses hypo-
thèses doivent être fai tes sur <1) ; elles seront expliquées plus l o in .

Cela posé, la fonction Y des quatre variables indépendantes (^,.y, z , l)
doit remplir les conditions suivantes :

i° En tout point du domaine T et pour toute valeur positive de <?, la.
fonction V sera uniforme, finie et continue ainsi que ses dérivées par-
tielles du premier ordre par rapport a / et des deux premiers ordres
par rapport à (.2^ y, .s).

2° En tout point de T et pour toute valeur posi t ive de /, on. aura,

AV'^ ()V
'Jt '

3° Soit My un point de S. Appelons ^(/o) la valeur de <& en M() à
l ' ins tant £^ Soit M un point de T. Appelons ' V ^ ( l ) la valeur de V en M,'
à l 'instant t. Enfin imaginons un chemin con t inu G allant de M en M'o
sans jamais sortir de T. Quand le point (.'y, y, z ) décrit C, V^o) ^ura
pour limite ^M/^)), quels que soient le p o i n t M(,, le chemin G et
l 'instant ^ (/'o ^> o).

4° Soit y^i la valeur de <p en M. Lorsque / tend vers zéro, V^(^) tendra
vers 9^, quel que soit le point M envisagé dans ï (M non situé sur S).

Je me propose de montrer qu'il existe toujours une fonction rem-
plissant ces diverses conditions.

Voyons d'abord que le problème proposé comporte au, plus une
solution.

En effet, supposons qu'il y ait deux solutions distinctes V^ et Va et
posons

. v^v,~v,.
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La fonction V j o u i t des propriétés suivantes :
i° Elle rempl i t les condi t ions de cont inui té prescrites;
rï° Elle est so lu t ion de l 'équat ion aux dérivées part iel les;
3° Elle se rédui t \ zéro sur S;
4° Elle se r édu i t i zéro pour t == o.
Je dis q u ' u n e telle fonc t i on est i d e n t i q u e m e n t nu l l e .
En e f ï e t , j e vais mont re r que, nu l le à l 'origine des temps, elle ne

p e u t u l t é r i eu rement devenir positive ou. négative en aucun poinL
Supposons par exemple qu 'e l le arrive à prendre des valeurs néga-

t ives» Ce ne sera pas sur S où elle reste n u l l e . Il, y aura donc pour
(die, à un cer ta in ins t an t pos i t i f et en un certain point intérieur a. T,
un r rnn imî i sn négatif encore décroissant. Or, en un tel point , d'après
le raisonnernent du n0 li, on aura i t

A V /)vA V r ' o , — <o.
ôt

Par suite, contrairement; à l 'hypothèse, l 'équat ion aux dérivées par-
tielles ne pourrai t pas être sa t i s fa i t e au, point et à l'instant considérés.
Donc la ibnction V ne peut pas devenir négative.

On verrai t de même qu 'e l le ne peut pas devenir positive. On a donc
V:i.jo, Vp^ V'^

et la proposi t ion énoncée est établie.
Ainsi le problème de Fourier ne comporte sûrement pas plus d'une

so lu t ion .

74. Je me propose ma in tenan t de montrer que le problème de Fou-
rier, dans les ternies ou il a été posé, comporte toujours effectivement
u n e s o l u t i o n * D'après ce que nous venons de voir, il suffira de prouver
que l'on peut dans tous les cas construire une fonction remplissant les
condi lions prescrites, quel. que soit le procédé employé pour faire
celte cons t ruc t ion-

Je comm.encerai par ramener le cas général où les températures
périphériques données sont variables avec le temps au cas simple où
elles sont constamment nul les .

Reprenons les notat ions du numéro précédent et posons
V=U+W
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AU = o dans T,
Us=<& sur S.

Sachant résoudre le problème de Dirichlet, nous savons calculer U et,
par suite, nous sommes ramenés au calcul de W.

La fonction U, harmonique dans T, est holomorphe en (^.y? •s)
dans tout domaine T intér ieur à T. Elle dépend de t comme d'un para-
mètre et, si -T- existe et est une fonction continue sur S pour ^o, la

0'"

dérivée -"r- est la fonction harmonique qui prend sur S les valeurs —•(/1 o t
II en est de même pour les dérivées successives de U par rapport à t.
Lorsque t tend vers zéro, supposons que <l)(o7,y, z, i) tende vers
$y(o?,j,^) : il est clair que U tend alors vers la fonction harmo-
nique Uo qui prend sur S les valeurs O&o. Enfin admettons que <I> soit
une fonction périodique de t ou bien a i t , lorsque^ ' augmente indéfi-
niment par valeurs positives, une limite <I>^ cont inue sur S : alors U
est une fonction périodique de t avec la môme période que <I> ou bien
a p o u r ^ infini une limite U^ qui est la fonction harmonique prenant
sur S les valeurs <&^.

Dans chacun de ces cas, on a
AW ^W ()V , ,,,AW =: ̂  4- ̂  dans T,

Ws= o sur S,
Wo "̂  y — Uo pour / r=: o.

On est ainsi, ramené à considérer le refroidissement d'un corps solide
lorsque les températures périphériques données sont constamment
nulles, mais qu'il, y a à l ' intérieur du corps des sources de chaleur
connues.

Changeons de notation. Nous avons à résoudre le problème suivant :

AV =^4"/(^y^,Q dansT,

V's == o sur S,
Vo = 9 pour t := û»

On se borne à supposer la fonction ç continue. Quant aux hypothèses
relatives à/*, nous les indiquerons plus loin*
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75. Occupons-nous donc du refroidissement d'un corps solide par
communication dans le cas où il y a des sources calorifiques inté-
rieures.

On verrait, comme plus haut, que ce problème ne comporte qu'une
seule solut ion.

Nous examinerons plusieurs cas. Le premier sera celui où la fonc-
tion/^ .r,y, z , t) est périodique en t. Le second sera celui où/(.r,y, ̂ , t)
tend, pour t inf ini , vers une limite ^(^y» z) continue et munie de
dérivées partielles du premier ordre également continues. ]e suis très
loin de penser que ces deux cas soient les seuls abordables; mais je
ne m'occupe d'abord que de ceux-là, parce que ce seront les seuls à
me servir.

Voyons, pour commencer, ce qui, arrive si / ne dépend pas de t et
si l'on a par conséquent

f=f.
pour toute valeur de t.

Posons
V -r, IJ 4- W,

avec
AU =/, dansT,

(Jy == o sur S,

U ne dépendant que de {oc, y , z). Sachant construire la fonction de
Green, on sait calculer U, vu les hypothèses faites sur/^.

Il vient ensuite
AW = àw- dans T,

Ws ̂  o sur S,
Wo == y --- U pour t :-:z o.

On est ainsi ramené au cas où il n'y a plus de sources calorifiques in-
térieures.

Procédons de même dans le cas général où/ tend vers/^. Il vient
^)W

AW = ̂  +/-/, dans T,

W"s~='o sur S,
"W o ̂  9 — U pour t = o.
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Nous sommes alors ramenés au cas où la fonction qui. joue le rôle de f
tend vers zéro pour lorsque t augmente indéf in iment .

Finalement, nous nous bornerons a considérer deux cas :
i° /est une fonction périodique de t\
2° y tend vers zéro quand t croît indéf in iment .
On déduit de là sans peine la solution du cas général.
Notre but sera, dans chacun de ces cas, de construire une fonct ion

qui vérifie l 'équation aux dérivées partielles, qui s^innule su r S et q u i
reste finie et continue pour t == o.. Il faudra ensuite résoudre le pro-
blème du refroidissement pour le cas simple où les températures péri-
phériques données sont constamment nulles et où il n'y a pas de
sources calorifiques intérieures. C'est ce qu i fera 1/objet du Chapi t re
suivant.

76. Pour aller plus loin, ua le'mrne va nous être nécessaire.
Cherchons deux fonctions a et [i de {x, y , z) qui jouissent , dans T

des propriétés de continuité fondamentales , qui s ' annu l en t sur S et
qui vérifient les relat ions

Aa—À(3=r : -A, Ap+?.a"=B,

À étant une constante positive et les lettres A et B dés ignant des fonc-
tions continues ainsi que leurs dérivées par t ie l les du premier ordre.

Supposons qu'il y ait deux systèmes de solutions distinctes (a, , 6^ )
et (oca, pa). Posons

a = ,ai "- oîg, (3 =:; pi — (3^

On a
C f 0 A A Q \ 1 F ( D doc d^ \ 1^(pA. ̂  aAp) ch ̂  (P ̂  - ̂ ) ./. :.:: o,

d'où

car

( ( ̂ -hp2)^: :••-::: o,
^(T»

Aa — Â(3 •:::•:. o, Ap -t- ).c% ::=.,: o.

On conclut de la
a •=. o, (3 = o.

Donc il n'y a qu'une solution possible.
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Voyons m a i n t e n a n t qu ' i l y a toujours ef îec t ivcment une solut ion.
J 'emploiera i pour cela la méthode des approximations successives de
M. Picard et la méthode du prolon^eiijcnt: ana ly t i que , que j ' a i exposées
dans la première Partie de ce Mémoire. N'ayant rien de bien nouveau
à d i re ici , je me contenterai, de signaler les points à changer d a n s
l'analyse déjà f a i t e à propos d ' une seule équat ion, et je passerai, un
peu, vi te sur les détails du calcul .

Posons
a •:,,-:: I^Pa^ (3 :r;:I5^[3^

II vient
Aao "-::::•: A,, A,6o -::-.:. B,

Aai •::.:•: P(,, Api1:..-;:—a,,,

Aa^ =:: p .̂.,i, A|3^ :::= — a .̂...,.

les a^ et ^^ s ' a n n u l a n t tous sur S,
Connaissan t l 'existence et les propriétés do la fonct ion de Green,

nous savons (aire de proche en proche ces approximat ions et former
les séries déf in ies p lus hau t .

Posons

U/'^-
g étant u n e constante positive convenable.

Soit / l ' u n i t é imaginaire ordinaire. Soit

d'où

[ A •+- B i \ < M,

| A | < M, | B 1 < M'.

Par sui to

| ̂  [ < M^ ! ̂  | < Mff\ .. ., | a, \ < M^-S J ,..,

I p., | < M^, | pj < M:^2, .. ., | ̂  | < M^"S

d'après 'un lemme rappelé au. n0 i5.
Les séries

S^a/,, 1}^^
Ann, (le l'Éc. Wû/'wa/e. 38 Série. Tome X.V. — MAH.S 1898. ï,^
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sont donc absolument et uniformément convergentes, pourvu que
l'on ait

^•<i.

Un théorème tout à f a i t analogue au, théorème de Harnack généralisé
démont ré au n° 19 et une discussion semblable à celle d u n0 17 mon-
trent alors que les sommes a et (3 des séries précédentes sont des fonc-
tions cont inues vérifiant les re la t ions

a = - — ( 0(3 + A ) G A-, (3 =1: 1 ( ( /a •" 1] ) Ci ch.
^AT) ^^(T)

Notre problème est donc résolu si \g est infér ieur à :i\
Cherchons ma in tenan t une l imi t e supérieure de a | et de | f4 | indé-

pendan te de "X.
Posons

U = - r a + P ^

i é tant l 'unité imaginaire. II vient

AU -i-^ AU :•::::• A + B/ dans Ï\
Us^o sar S.

Posons
/•2=: (.^ - .^)M~(y -j^)^..h (^ -^ / )^

(^,y, s) et (^,y, s') é tant deux. po in ts de T. La fonct ion

vérifie la re la t ion

Soit alors
âh • [ - /U==:o.

"^-^I^'-1-^0"''^^'
A' et B' désignant les valeurs de A et B au centre de gravité (^/, /, z ' )
de ch^ ïl est clair que U,, joui t de toutes les propriétés d'un potentiel.
ne-wtonien de vo lume attirant. Mais, au l i eu de Inéqua t i on de Poisson,
on a

A U o + O U o ^ A + B ^
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comme le montre une discussion bien facile ( i ) . D'ail leurs Uo est une
fonc t ion c o n t i n u e dans t o u t l'espace, et même à la traversée de S.
Enf in on a.

Mais u -̂'--
d'après la façon d o n t le nombre g a été défini (n° 12). Donc

Uol-^MA-.

En. effet, on a

d'où
•̂7 :-:::: ̂ o-,)

;... -...../̂ (î , -/.^y r^Ï . . r^\
e-' ^-/À •::r: ^ i ::r: ^ ^ COS -v—.- .4- < Sin —v.——

\ 2 îî ./

et enfin

comme il, le fa l l a i t .
Posons m a i n t e n a n t

On a.

[ ^^/./r/i

'0 ,= Uo + Oi.

AUi.4- ^.i'[Ji==:o dans T,
U, • U o s or S.

Je dis qae le module de U, ne peut pas avoir de maximum en un point
intérieur à Ï. En effet, soit

Ui =-: a -+• bi,
U^ ::::: a --- bl,U^ ::::: a — bi

H =:=UiU,=:^4-^2.

On a, dans T,
AU'i + rÀUi -=o,
AU^-aU^o,

( ( ) ÏL POWCARÉ, T/iéonc mathématique de la Lumière, L I, Chap. IV, p. io3.
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car on, dédu i t ir, de U, en changeant i en — i\ D^autre part

AH = V, AIJ^ + •l][ AU, + 2 Y (n^ ̂ .
Àsssà ()x ÔX

Cela peut s'écrire
AÏ ! vfY^'V /^^v 2 " ! . . .
AH=21|(^^•11^

Cette inégalité montre que H, ne peut pas avoir de maxin ium dans T :
c'est ce qu'indique en effet la formule de Kirchhofr appliquée aux, (onc-
tions H et -; dans une peti te sphère ayant le point (^',y, s} pour centre.

Le module de U^ ne peut donc pas non plus avoir de raaxinn.nn
dans T. L'inégalité

1 Uo | < M^
entraîne donc celle-ci

|UJ<M^.
Finalement on a

|0|<yiM^
et, par conséquent,

| a j < a M ^ | p | < 2 M ^

Notre but est at teint .
Cela posé, il n'y a plus aucun obstacle à employer la méthode du

prolongement analytique. Soit Ào une va l eu r de À [elle que

^^< 1 -
Posons

}. = Ào + Ai, a = ̂  a,,, (3 ::=::: SV; p^

II vient
Aa^ -:„: ̂  j3^ 4- p ,̂,. ̂ , Ap^ == — ÀO a^ — a .̂.. i dans T,

^P ::=0? (3^ ^o? sur S,

et, à cause de la valeur choisie pour Ào, on sait faire ces approxima-
tions.

Le lemme précédent donne ensuite

|^ , |<M-(2^)^S IM<:M.(^)/^s



SITU L tNTÉCxUATÏON DES ÉQUATIONS DE LA CHALEUR. 317

et le problème est donc résolu, pour les valeurs de 7^ vérifiant l'inéga-
lité '•'<^-
Nous avons donc la solution cherchée, après deux opérations, pour

o<^A.
" 2^

On arrive ainsi de proche en proche aux condi t ions de possibili té sui-
vantes

0<^<^
• 2 y

n élant un entier p o s i t i f q u e l c o n q u e .
F i n a l e m e n t notre problème a u x i l i a i r e est résolu, pour tonte valeur

positive do À. La fo rme même des équa t ions montre d'ailleurs qu'on
pourra i t aussi, bien le résoudre pour les valeurs négatives de } .̂

lin résumé, si 1 est réel, il est possible de calculer a et p et de leur
assigner uno l imi t e supér ieure commune indépendante do A.

On reniarqucra que les seules hypothèses nécessaires pour A et B
sont h. con t inu i t é de ces (onctions dansT et celle de leurs dérivées du
premier ordre dans tout d o m a i n e T in té r i eu r à T.

77. Revenons main tenan t à notre problème :

/)V
AVr:::^ +/ dans T,

Vs -^ o sur S,
V'o •::•:- 9 pour t = o.

Les considérations précédentes nous ont mis en mesure de le résoudre.
Occupons-nous d/abord du cas ou les sources de chaleur données

sont périodiques. Nous ne réduirons pas la, généralité de la solution
en supposant que la période soit 271:, car l 'uni té de temps est arbi-
traire.

La (onction/sera uni forme, f in ie et con t inue en tout point {oc,y, s )
de T et pour toute valeur de t. Elle admettra .air pour période par rap-
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p o r t â t . Enfin elle possédera par rapport à (.r,y,5) clés dérivées du
premier ordre con t inues au moins dans tout domaine T in té r ieur à T.

La fonction y aura, par rapport à /, des dérivées de tous les ordres
qui jouiront des mêmes propriétés.

Posons
09 flO

/-:::= •| AO -h ̂  A/, ces nt -j- V B,, sin // /
i i

avec
^2TC

A———.
•̂  ^ f /(^y^^)^

^27C

A,,==- ^ /(^,y,./3,r)cos^T^T,
" t7o

/»2TC

B,/.:= — ^ ./'(•'y 9 y, s, r) sir) nr ^r.

Nous sommes dans des circonstances où ce développement en série
trigonométrique est légitime.

Il est clair que les fonctions A/^, B^ sont continues dans Têt qu'elles
possèdent des dérivées partielles du premier ordre cont inues dans tout
domaine T intér ieur à T. En effet, on a le droit de d i f îe ren t ie r sous le
signe d' intégration dans les expressions précédentes.

A cause de la périodicité supposée, des intégrat ions par parties per-
mettent , comme on sait, si/? est un en t ie r positif donné, d'assigner un
nombre positif M-tel que l'on ait, quel que soi tn ,

, . , „ M: ,,,, M;|A.J<^ |B, .<^.

La sér ie /es t donc absolument ,e t uniformément convergente ainsi
que toutes les séries dérivées en t.

Soit maintenant

Y := -i oto "4" V a/,, cos n t -4- V (3,̂  sin n t,
i i

les a,,, f^ étant des fonctions de ( x , y, z ) que nous, allons déterminer.
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Un calcul immédiat donne
Aao =: A.o

et
Aa// — u (3,, :-::: A.,,, A(3^ 4- n a/, :•-:,:,:: B/,.

Assujelt issons les fonct ions a/, et [̂  à s 'annuler toutes sur S. Alors le
lemme vu p l u s h a u t permet de calculer ces (onct ions sans d i f f i cu l té .

D'après une remarque fa i t e au n° 76, on a

i i . M , - , M:
|aJ<2^, |M<2^;.

Donc la série Y est a b s o l u m e n t et un i fb rn ién ie 'n t convergente a in s i que
les séries obtenues en dérivant ternie à terme par rapport à <?. On con-
c lu t de là que

()V ^Vy, .̂.., .,̂ ..., ...

sont des (onct ions cont inues dans T. Tout cela. est i m m é d i a t et je n'y
insiste pas.

Une discussion, bien simple, et déjà faite p lus ieurs (bis dans des
circonstances analogues, permet d'écrire

v :-::.--...» ̂ /'7^^w^\^ J )
G étant la fonct ion de G'reen de pôle (^7 y» 's) et l 'accent désignant
le remplacement de(.r,y,,^) dans les fonctions qu/il affecte par les
coordonnées { x ' , y ' , ^ ) du centre de gravité de ck'.

Comme ^—- et // sont des fonctions continues de ( x ' , y\ ^Y la fbr-ôt t/ . ,/ /
mule précédente nous apprend que les dérivées

r)V ^)V ô'V
û^ ? à y àz

existent et sont continues dans tout domaine T i n t é r i e u r à 1\
On a encore

<)v i r f^ï ^f^n^
^•1•1•M-1••1111"''"4^^^ "' '"
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Donc
y V ^V ^V

()<r^' oyat àzàt

existent et sont continues.
àN'Revenons alors à l'expression de V. La fonction -y.- -h f a des dé-

rivées continues du premier ordre en (^,y\ z ' ) . Donc, en ver tu
d'une proposition bien connue, rappelée du reste au n° 15, V a des
dérivées du second ordre continues dans tou t domaine T in tér ieur
à T.

On déduit de là les relations

AV-:.:^+/ dansT,

V^=::^ o sur S.

Voyons main tenant ce qui se passe pour i ̂  o.
La série

''A
^ 0:0 -I- ̂  «„

1 '

est absolument et un i formément convergente. Donc V se rédui t à une
fonction continue c^ pour i == o.

Finalement, on a

AV=:^4--/ dansT,

Vg::::=o sur S,

V"o "= 9i pour t =:: o.

Nous n'avons donc pas résolu exactement le problème que nous avions
en vue : la condit ion in i t i a le n'est pas satisfaite. Mais supposons que
nous sachions construire une fonction W vérifiant les relations

A W = ^ , , .dansT,

, . Ws^o , , sur S,
Wor"-:cp—^ pour/=::o.
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La fonc t ion
•U -= V 4- W

s e ra 1 a s o 1 u t i o n c h e rc 11 é e.
Nous aurons donc rame.né le cas ou, il y a des sources de chaleur

périodiques a l'intérieur du corps au cas où il n'y en a pas, les tempé-
ratures périphériques étant toujours constamment nulles. C'était là
notre but. Le cas auquel nous sommes ramenés sera étudié dans la
suite. Il nous surfit, pour I/instant, de noter qu'il n'y a plus que lui. à
considérer.

Nous avons vu les hypothèses qu'il est nécessaire de faire au sujet
de la, fonction donnée y. On en conclut que, dans le cas des tempé-
ratures périphériques variables, si la fonct ion ^ du 11° 74 est pério-
dique en /, il suffit de la supposer continue en (.r, y, z " ) sur S et rounie
de dérivées partielles de tous les ordres par rapport à /.

I/existence des dérivées partielles de tous les ordres pas* rapport à (
n'es! même pas indispensable- On verra facilement qu'il, suffit de
supposer l 'existence et la, continuité de

i)f <)\f ()\f d\f
"ûV r^' '()/^ "(H^ )

pour pouvoir f a i r e les ra i sonnements qui précèdent .

78, Lorsque les sources calorifiques intérieures ne sont pas pério-
diques, la résolution du probliïnîe qui nous occupe résulte des pro-
priélés de riîilé^rale définie connue 'sous le nom d'intégrale de
Fouricr.

L'étude de celle intégrale célèbre a été fa i te avec une entière rigueur
par M. Poiê' îcaré dans son Ouvrage s'ur la théorie de la ctia!eur(\). Je
pourrais donc passer rapidement sur les discussions qui, vont suivre :
on en trouverait le détail dans le travail que je viens de citer.

Soit à construire une fonction continue V telle que l'on ait

A y ".,,,: ̂ v -4-/ dansï,(/('
V's " : 1 ' 1 - 1 1 1 1 : o s u r S.

(' ) IL PoiNauui, T/léorlo de Ici. chaleur^ Cha?, Vî et VIL
Ànn. dû l ' À t ' , Normalt', 3" S<t r i« . Torne XV. •••"••- AvriiL 1898. l6
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Je néglige à dessein la condi t ion ini t ia le : il suff irai t de refaire ici la
remarque par laquelle j 'ai terminé le numéro précédent, et la conclu-
sion serait la même.

Comme je l'ai déjà di t , je puis me borner à considérer le cas où/
tend vers zéro lorsque t augmente indé f in imen t par valeurs positives.

La fonction /n'est définie que pour lïo. Mais je puis toujours en
compléter la déf in i t ion , d 'une façon (l 'ai l lcurs que lconque , de façon
qu'elle ait encore un sens pour^< .o . J 'appellerai encore/la fonction
prolongée. Il est clair que ce prolongement peut être réalisé de telle
manière que la fonction/soit con t inue pour toute valeur de l et même
pour t == o et qu'elle s'annule pour t infini, positif ou, négatif, ainsi que
ses dérivées partielles par rapport à l jusqu'à un ordre quelconque
donné à l'avance.

Voyons maintenant les hypothèses qu'il faut faire sur/ D'abord
cette fonction, regardée comme dépendant de (x, y , s), sera uni-
forme, finie et continue dans T et elle aura dans tout domaine T
intérieur à T des dérivées partielles du premier ordre également con-
tinues. Regardée maintenant comme dépendant de ^ la fonction /
sera cont inue pour toute valeur de l. Enfin, /^ et M é tan t deux nombres
positifs convenablement choisis, on aura

, . M [àf , M àf , M: àf , M
1 7 1 ' \t\^ \àx <1' fi/" 7) y " " i i " " " fïp5 1)z t1"1" fTp'

pour
1 1 \ > ̂

p étant un nombre posi t i f supérieur à i.
Quant aux dérivées successives de / par rapport à ^ elles existe-

ront au moins jusqu'au quatrième ordre et joui ront des mêmes pro-
priétés que /

Cela posé, soit
ï f41""

A(^, 7, z, q) ::-=: ^ j f{x, y, z, -r) CÔS^T ch,

î r"^B(^ y,z,q)^-^ 1 /(^y,5,T) ^mqrdr.

Chacune de ces intégrales a évidemment un sens, et même est absolu-
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ment et u n i f o r m é m e n t convergente : les fonct ions A et B sont donc
cont inues dans T. Si le point ( ^ , y , z ) est in tér ieur à T, les inté-
grales

i r^ àf
ï j ^^y^^)008^^

TT / ^(^7^^) sin^Tdr
*' —00

ont un sens et sont absolument et uniformément convergentes. On
conclut de là qu'elles ont pour valeurs

()A â'B
à^ ()a;

Donc A et B ont, par rapport à ( ' r , y , ^), des dérivées du, premier
ordre cont inues*

Nous sommes dans des condit ions ou, malgré la présence des limites
inf in ies , on peut intégrer par parties. On trouve sans peine ainsi

^ ^ 1-" ^y
A - • • • 1 _ j ^ (.r, ^7, z, r) sin f/v ch,

.« " „.„„„ yQ

.,}..« ag » ,

:B ::,, .,.-..,- —— j ^ ( .y, j, s, r ) COS ̂ T Ck.

Apres quatre opérations de ce genre, il vient

y r^^ ^f
A r-1.1:: —. 1 ^ ( ̂  y, s, r ) ces q r ch,

1 W ——, (/•)

i r ' ^ d ' fB :::-:: ̂ j ^ ( x , y , z , T) sin<7rrfr.

Chacune des intégrales précédentes est absolument et uniformément
convergente. Il est donc bien clair que l'on peut assigner un nombre N
tel que

, . , N , r > , . NI A K ^ , (B!< ,^

si grand, que soit .
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Cela posé, on sait que l'on a

f[x, y , z, t ) = f [A(^ y, ̂  q} cos^ + B (.r, j, ̂ y ) sin ̂ :| ̂ y.
«^o

Telle est en effet l ' intégrale de Fourier. J 'ajoute que cette intégrale
est ici absolument et un i fo rmémen t convergente.

P ren o n s m a i n ton a n l

V(.^,y, 5,0 = f [a(.r,y, ̂  q) w^qt -l-1- P(^,J, .s, y) ftm<7<] ̂ ,
^o

avec
A a — ^ ( 3 — A ,
Ap4^ar=B,

dans T, et
0 •:=: 0, (3 rr 0,

sur S. Nous savons calculer a et p et, pour q ;„.-> </<, , on a, en vertu d'un
lemffîe vu plus haut :

M<y. lPI<y.

L'intégrale V est donc absolument et uïlifbrmén'ient convergente : elle
définit une fonct ion cont inue dans T, pour r::- o, et s 'annulant sur S
quel que soit t.

Les intégrales
^ (•-• a// sin^/ •- j - (3^-cos^) dq,

^o

j .....,„ qï ( ̂  cos (/^ -i- (3 sin (/^) ^/
Jo

sont, elles aussi, absolument et un i formément convergentes. Elles re-
présentent alors respectivement les dérivées

^V ^Y^ , ..̂ ., ..̂

qui existent donc et sont continues.
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Cela étant, on a

^=~-~ f (^^^Af)Gch', ^= — (\q^^W}Qcb1,
"•' ^(T) 47Î".7(^

d'où

ï r^ rv >r:- • /;«: / €k/ ^ [ • • " f^-- W) sm^ 4- (^/ -i.~ A7) œs^1 G A',
• ^0 ^(T) ' '

Mais, les in tégra les é tan t a b s o l u m e n t et u n i f o r m é m e n t convergentes,
on peu t i n t e r v e r t i r l 'ordre cicîs i n t ég ra t ions . Donc

v:lr---' /" / ^ f I; ( < / ^ - 1 1 - B'j siny^ 4-- ( / / p ' - i 1 - A^cos^'l^^.
1 ^(T) »1/()

Or, on a
,, ̂

^ f /V cos^ • | • B' s i î i (//) ̂  :;.-:;• /',
»/o

^ { • • • • a' (,/ sî ri /// -1 - ^/ /y cos / ) ( ( < / .::.:.,. < • . . . • • • .
f /o <//

Par suite

-•^'î'1'^'
On tî^ouverail de îjaéme

^V" i f / ^V 7 <}/' / '1, ,, , ,.,,.̂ .,̂ ..,.,..̂

On peut alors achever la discussion comme à propos des sources pério-
diques. La wnclunon est que V remplit bien toutes les conditions près--
a rites.

Ici encore nous sommes donc ramenés au cas simple où l'es tempé-
ratures périphériques et les sources intérieures sont s imul tanément
n u l l e s .

lievenons, pour terminer,, sur le cas où, les températures périphé-
r iques sont variables. On voi t les hypothèses qu ' i l convient de faire
sur la fonct ion, <I> du n10 74. Celte fonc t ion sera cont inue sur S. De
plus elle aura par rapport à / des dérivées des cinq premiers ordres.
.Enfin <1> et ses dérivées tondront vers zéro, lorsque t augmentera indé-
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fimnient, de la façon que nous venons d^ ind iquer dans le présent nu-
méro au sujet dey.

79. Pour compléter ce que je viens de dire sur le problème de
Fourier quand il y a des sources calorifiques intérieures, je traiterai
encore le cas suivant :

AV

Vs
Vo

=s-/
==: o
=0

dans T,

sur S,
pour t ̂  o,

la fonction / étant holomorphe en t,
Aucune hypothèse n'est plus nécessaire ici, quant à l'allure de la

fonction /pour les grandes valeurs de t.
Posons

V—S'V f — y r/ ( v 'v ^\/•riv -....... AW v^ , j -....,- ^(/.ff ̂ .z.,j/, M ) 6 .

La série/, entière en l, est supposée convergente pour toute valeur
de /. Les coefficients a^ sont des fonct ions continues dans T et ces
fonctions sont munies de dérivées partielles du premier ordre con-
tinues dans tout domaine T intérieur à T.

On a
àVnAV,^

V,,-.
¥„=

àVn

()t

0

0

+ an yz dans T,

sur S,
pour t =: o.

Je dis que l'on peut construire les fonctions V,./.
Soity en effet, une fonction H telle que

Posons
v :̂.

Iî vient
AU^-=

ïL=o
(L=o

AH =
HS---

àU.
àt +

: a^ dans T,
- o sur S.

:::^H4--U^

n^ïî dans T,
sur S,
pour ^:=o,
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L'équation qui déf ini t U,, est de même forane que celle qui. définit ¥„,
mais l'exposant de l est diminué d 'une unité. Donc, après un nombre
l imité d'opérations analogues à celle que nous venons de faire, on sera
ramené au problème de Fourier réchut pour lequel il n'y 'a plus de sources
intérieures. On conclut de là (voir Chap. II) qu ' i l est possible de cal-
cul erV,^

Soit £ un nombre positif donné à l'avance aussi pet i t qu'on veut.
Prenons un nombre posi t i f quelconque t^ Par hypothèse, on peut
choisir n assez ^rand pour que l'on a i t

[ ^n^ -\-~ a/H.-.i^"1'1 •-!1 . • . • 1 1 ! - y,,, ..^i^p | •-:: g,

quel que soit/?, des que \ ' l est in fé r ieur à l,. Posons

S/,, y ::.-.; a,^-.i1". . .-h a^;,^-'-^
1,,^—^n 4-. . .H-V^i-p.

On a

j^--^,
( ^n,p ":11:: o sur S,

A ,̂,̂ : ̂  - S,,, dansT,

^ n , ? ' ' ' 1 1 1 1 1 1 - : o pour t1..•-.:: o.

Construisons une fonct ion L telle que
AL -l- c :-:.,.: o dans T,

•LS"^ o sur S.
Posons

T/A1- '" i'~l• L ~1- ^a,f)9 Qn " ' ï.̂  •4-" -S//,,/^
II vient

à^: ̂  "--(^-i-S,^). A .̂:,:: ̂  . . . (s -. - S^:) dans T,

T^= o, (9,,:^o sur S,
'r^ ^ °!' ^/^ ^ û pour / .:= o.

Un raisonnement déjà fait au n° 73 montre que les fonctions ̂  et (^
sont certainement positives pour H-Oo; en effet, elles ne peuvent
pas avoir de m i n i m u m négatif encore décroissant dans cet intervalle.
La fonction L é tan t positive et inférieure à eg' ( g - désignant la même
constante qu'au n° 17), on a donc

1 2'^1 <^S-
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On conclut de là que la série

V :-.::£ Y,

est uniformément convergente.
Cela posé, il est clair que V est u n e fonct ion c o n t i n u e , s ' a n n u l a n t

pour t == o et se r édu i s an t à zéro sur S.
Formons main tenan t la fonct ion V,^ tel le que

AV;^=^ ^n^nt'1^ (JansT,(./v
V^=o sur S,
V^ == o pour t •:"•:, o.

On vérifie a isément que l'on a
/

V//T:1::;: 1 V^(.2-,r,.^T;)(-/T,

à'oh
v- <)v//

// ' ^

En ra isonnant a lors comme ci-dessus, on vo i t que la série

àV . . . y ^V;,
"J/. """""^ "^;^"

est u n i f o r m é m e n t convergente.
On peut achever les ca lcu ls comme au n0 78 et l'on p a r v i e n t a ins i à

montrer que V est bien la so lu t i on de notre probifcî 'ne.
Finalement , nous savons r a rnene r , pour le problèn'ie de Four ier , le

cas où la fonct ion y est holon'iorphe en t aircas où e l l e est n u l l e .
,r ajoute que l ' o n peut bien fcicilement éiemire celte conclusion, soas ca-
lâmes réserves évidentes^ au ccis général où f est une série de fondions
entières en. t ou une 'miégrcde defime porUt/it sur une fonction entière
de t (fui dépend d'uyi paramétre.

La même proposit ion est encore vraie si / est se.ulemcnt î'iolo-
morphe pour ioute valeur positive de t ; on le voit en e l lec tuant , par la
même métt'iodcy le prolongement analytique s imul t ané de V et de f,
q u i sont ainsi représentés l'un et Fautre par une suite de séries va-
lables chacune dans un certain interval le .
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<SO. Je ne considérerai, plus désormais que le problême clé Fourier
réduit

AV :- àv dans T,ai
V s — o sur S,
V'o=::= y pour t =0.

Pour clore ce Chapitre , je rappellerai la solut ion de ce problème
réduit- , dans deux cas part iculiers.

La méthode classique des so lu t ions simples et des développements
en séries permet de résoudre fac i lement le problème de Fourier r é d u i l ,
dans les deux cas ou la surface S est cons t i tuée par une sphère u n i q u e
ou. par deux sphères concentr i ï ' jues. Le problerne du refroidissement
peut alors être considéré comme complè tement résolu dans chacun de
ces cas. J 'ajoute que la même conclusion est encore vraie si l 'on
suppose la présence de deux variables ponctuelles x et y seulement,
c'est-à-dire si l 'on é tud i e le mouvement de la chaleur dans une p laque;
les cas t rai tés sont alors ceux du, cercle et de la couronne circulaire,
et les procédés suivis sont les mêmes.

Les solutions auxquelles je fais a l lus ion sont liées à la théorie des
fonctions de Bessel. et à l 'étude d 'une équat ion d i f férent ie l le célèbre,
connue aussi sous le nom de Bessel qui la rencontra en Mécanique
céleste à peu près dans le môme temps que Fourier la rencont ra i t dans
la Théorie de la chaleur .

Ces so lu t i ons ont été obtenues par M* Poincaré (1). Je me conten-
terai de les citer, à, cause des longueurs où, m^en t ra înc ra i t leur exposé.
La méthode suivie par M. Poincaré est une extension de la méthode
fondée par Cauchy sur le théorème des résidus pour obtenir , au
moyen de séries procédant suivant certaines fonct ions simples, des
représentations analyt iques explicites de fonc t ions arbitraires.

M'. Poincaré ne s'occupe, il est vrai, que des cas de la sphère ou du
cercle, et il suppose qu^i i y a rayonnement sur le bord. Mais l'exten-
sion aux cas de la couche sphérique ou de la couronne circulaire est

( 1 ) ÏI. POÏNCAHE) Théorie cincdf tique de la propagation de Ici cliûleur. Paris, Carré, 1895,
Chap. XVIÏ et XVIII. — Foir aussi JORDA'IS, Trafiô d'Âncdjse, t .111, Chap. III, § 4.

Anin. de VÉcs* Normale. 31*' Série» Tome XV. — AVRIL 1898. î j
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immédiate, ainsi que le remplacement de l 'hypothèse du rayonnement
par celle de la communicat ion : c'est à pe ine s'il faut fa i re quelques
modificat ions ins ignif iantes aux calculs.

Je signalerai, pour finir , certains résultats que l'on peut déduire de
l'analyse de M". Poincaré.

Posons
/.4-1

J,, ( x ) =:-: ^ ( j —• ̂  y1 coszx clz.

On a
Û?2J"' L- ^^L.̂  dïn ^ î7i^ ' w ~ dx +<j/^""0'

et J^ est une fonction entière de x.
M,. Poincaré a montré qu'une fonction arbitraire de .^peut toujours

être mise sous la forme
2AyJ/,(/7.r),

les Ay étant des constantes. Dans cette formule , on suppose ^ com-
pris entre o et i et l 'on désigne par q un élément d 'un certain en-
semble dénombrable de nombres posit ifs tels que î n ( y ) "^ o.

Cherchons alors une fonction continue J ( p ? t) telle que

^j 2(^+.i) àS â3
^''-——p ^^'ôï P^P<^>o.
J ̂  s pour p =::; i, quel que soll ^
3 ==o pour i =;.:: o, quel que soit p.

Soit
x=::;:2A<yJ^(<yp).

On a
3^i-S^3^qp)e^\

Posons maintenant

9(p^)=a(o)J(p^)+ f J ( p , i - 1 ) ^ ( 1 ) ^ ,
^o
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<x.' désignant la dérivée de a. On vérifie aisément les relations

()"-9
•^
Q : 1 1 ,

Ç): 1 :

3(»
-!- --'-

x{/.)

0

-±.!.)
P

^0

^-
^9
(̂ pour p -•:: j,, <ç> o ,

pour p :-:;:.„ ï , quel que soit £,
pour / : ;.1: o, quel que soil p.

Si donc on écrit
V, :•.:.,-yïl,,

11̂  étant un polynorne sphériqoe (bîido.rnental d 'ordre / ï , on a, T dési-
gnant le domaine •intérieur à une sphère S de rayon ï ,

AV,::::

V.::111:1.
V/,-

. ^v".. ̂
•yWn
0

dans Ï\

sus* S,
pour / ::,.:;, o.

Au. moyen de séries proûédaru suivarit des fondions analogues à "V^ on
peul ainsi résoudre le problême de Foumr, d(n-is le cas de la sphère, quelle
que sou la fond/ion pcrip/iénf/ae donnée <P.

Sans ins i s t e r davanù^e, ce q u i deniîuiderait de trop lon^s dévelop"
pcments , je fs:»is remarquer que la mél l sode précédente, d é d u i t e immé-
d ia t emen t des t r avaux de M, Poincaré, permet , par exemple, de ré-
soudre le problem.e de Fourier lorsque <& p r é sen t e^ pour l ̂  o, le lon^
d 'un contour formé d ' u n nornbro l imi té d'arcs de cercle, des disconii»
nuùés par sauU bnisfiues. J ' a u r a i b i en tô t à faire usa^e de cette re-
marque.

A l'aide des (onctions barmoniques fondamentales , il est possible
d'étendre les considérat ions qui précèdent au cas d 'un corps de forme
quelconque, ce qu i donne une nouve l l e solution du problème traité
au n° 74.
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II. — Rappel des fonctions fondamentales de M. Poincaré. — Théorème de
M. Pomcaré. — Extension du théorème de Harnack au cas de l'équation
de Fourier. — La méthode du balayage.

81. Notre but, en ce Chapitre, est de résoudre le problème de Fou-
rier rédui t

AV ^ Ç dans T,

Vg :•= 0 SUT S,

V'o •=-. ;? pour t — o,

la surface S é tan t supposée régulière, mais composée d 'une ou plu-
sieurs nappes séparées d'un ordre de connexion quelconque, et la fonc-
tion i n i t i a l e cp étant supposée s implement conl i i lue en tout po in t du
domaine T.

Nous devons commencer par élablir quelques lemmes pré l imina i res ,
dont .le premier est e m p r u n t é a u x t ravaux de M. Poincaré (1) et se
rapporte à certaines fonct ions que j ' appel lera i /es fonctions fondamen-
tales cillcichèes au daman le T.

Je rappelle les propriétés les p lus importantes des fonc t ions fonda-
mentales de M, Poincaré.

A chaque domaine connexe T, l i m i t é par une frontière S régul ière ,
est attachée une suite i l l i m i t é e de constantes posi t ives

4l i ^a? ^;.}*' • • • s ^-./i • "• •

qui vont en croissant, ou, du moins qu i ne décroissent jamais , quand
l ' indice augmente, et qu i sont telles que ̂  soit au moins de Fordre de
grandeur de ̂ jr.

A chaque nombre ^,, correspond une fonction Vp jouissant des pro-
priétés de cont inui té fondamentales .

( ï ) II. POINCÎAKE, Rendiconti del Circo/o rnatemculco di Paler'mo^ 189^,, et .Àrnerican
Journal of Mcitheme/tics, 1890. ^oir aussi : H. POÏ'N€;AÎU^ Théorie delà chaleur, Chî(p. XIY
et XV.
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On a
AU^4-^U^-=o dansT,

On dédui t de là

U^ ---::: o sur S,

fiJ f̂r..:.:. i,
^m

^ U/JJyA-o si/ î^y,
' •"(T)

, fW^U/\S---^K^J^-

'--lU',"'"*''IJ7;--4.^,;J^

G étant la fonct ion de Green, et, par suile,
\U, <M^,

M' é tant un nombre posi t i f qui ne dépend pas d 'au t re chose que du do-
ïïiaine T.

Il résulte de 1/expression trouvée ci-dessus pour Up et d'ua théorème
démon ire par M. Picard ( 1 ) que U^ est, en chaque point de T, une
(onct ion liolomorphe de (^,y, z ) .

Un raisonnement tout semblable à celui du n° 23 montre aisément
que les dérivées

()U^ ^ àU,
" " à x ) ^ 3 "^"'

restent finies et cont inues même sur le bord du domaine ï, -lorsque la
surface S est régulière.

Soit F(<z?,y,^) une fonction jouissant des propriétés de continuité
fondamen ta l e s et restant cont inue même sur S ainsi que ses dérivées
du premier ordre. Supposons que l 'on a i t

f ru^A ::•,-::: o
^(Tt

pour toutes les valeurs d e p depuis i jusqu'à ^ inclus ivement .

( 1 ) 15. PICARD, Sur la détermination des i/itôgrale^ de certaines équations ciiix déniées
parflellc.v (la second ordre, par leur fi valeurs le long d'un contour fermé {Jourucil de
r Ecole Polytechnique^ LX® Cahier).
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Posons
A f W ^ V /A. •r..::: 1 Z, T~ dr^

J ^\ÔXJ
^T)

B =:•::-: ( T-dr.
(/(TI

Si F est assujettie à s 'annuler sur S, le rapport

A
B

est minimum pour
F^U,.,,.

D'ailleurs, sa valeur est, dans ce cas,

.̂-H.

On a donc
A
Tj> :=:Ç^4-1 ?

quelle que soit la fonction F.
Ces diverses propositions sont bien connues et il, n'y a pas lieu d'y

insister.
Nous allons en déduire un important théorème indiqué pour la pre-

mière fois par M. Poincaré.
Considérons une fonction V présentant les caractères de continuité

définis à propos de l'énoncé du problème de Fourier et vérifiant les re-
lations

AV=^ dansï,

Vs = ô sur S,
V^:-:: ç> pour t :̂ ;,: o.

Supposons qu/une telle fonction existe.
En refaisant encore ici le raisonnement du n0 23, on constate aisé-

ment l'existence et la continuité, même sur S, des dérivées

àV .ôV àV
àx ày' "'as'
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au moins pour l > /^ ^ é tant an nombre positif aussi petit d'ailleurs
que l'on voudra.

Posons
-/Vu,

t/iTl

Ap=: / Ç'Un^T

et
V: .A,Ui<r^h.. .+A,/U^~^+R,^

là fonction R^ étant définie par cette égalité.
On a évidemment

AB^"1--:^ dansT,o ii
B// '=:: o sur S,

quel que soit /%.
Cela posé, la série

2A/,ÏJ^^/

est absolument et u n i f o r n i é r n e n t convergente pour t >-1^ ainsi que les
séries dérivées. Sa, somme est u n e f o n c t i o n contimie. Donc B,, tend
u n i f o r m é m e n t ver^ u n e l i m i t e R, q u i est une fonc t ion con t inue , lorsque
n augmente i ndé f in imen t , pourvu, que t reste supér ieur à /(,.

J 'ajoute que 1.̂  se rédu i t à une fonc t ion continue quand t tend vers
%éro, pourvu que n soit f i n i .

On a
J^- fvUprfT:r=A,/^-^/+ f'RnV^d^

«/cri Ji'v\
>fp •••••--- S V Up (,(-(, —. -^XpU

^'Ï) ^(T)

tant que p ne dépasse pas n.
D'autre part, Jp est une fonction de t, et l 'on peut écrire

^-^""'-x"-f^- f^n A- fn AVJrdt "^^ l•^/-'^^••" --^^^^

en tenant compte de l'équation

AV ..^,
6^

La formule de Green est ici applicable, diaprés les remarques faites
sur les dérivées premières de Vy et de V. Jointe aux relations

ILr-^o, V"-:::o sur S,
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elle donne
^^ f -VMJ^r——^ f VU^r,
ai ^(ï) </(T)

d'où

Posons
^-I-^-O.

,1^-.: fyU^/T--=A,,
' '̂n. ^•r>

C'est la valeur de Jp pour ^ == o. On a
J^-A/,^/.

Donc

JiT\

'R^V.,ch ̂  o,

pour p^n.
Posons maintenant

?„::::: fï^ch,
^iTi

B,,-:= i •Rlch,
^(T)

A f V/^B/^V2 /A-^.^(,J}^
On a

^B,, r^ <)!{/, , f,. .,, , f ^ / ^V \ 2 /-^ = 2 / R, -^ ̂ r :..-:: 2 y B, AR, ̂ r ==1::1 - 2 / ^ ^-^ ) ./r,
«z: ,y^^ </^ ,/̂  j^,^ A««â \ ^/.z /

et toutes ces transformations, basées sur des relations vérifiées p a r R ^ ?
ainsi que sur la formule de Green, sont 'légitimes, ^ar il est clair que
les dérivées premières de R,^ restent cont inues , môme sur S.

Nous avons
dl^n-^ 4-. A, ::::•: o.

Or, d'après un lemme rappelé plus haut, les égalités

f Ï.{ n U p ch = o, p o n r p ï n,
^(.T)

entraînent l'inégalité
A^ . ^
^ -> ç^+i*i>rt
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Donc
^B// , , „,
-^ <. •- 2t / ,+. iB, ,

et, par sui te ,
B,,<B;;<-^«.-/.

Oï\ on a
9 - Ai Ui -i- A^ Ua "h . . . -4- A/,U;; 4- R.^,

d'où

f 92 ̂  = A,î -h A| + . . . -i..- A;;. + f Wf ̂ .
^('n ^(T»

Par conséquent".,
BÎ-:= f W^^< f 9^/r<N,

'-Tri ^ f T i

N étant "an nombre assignable qui ne dépend que de ç et de T.
F i n a l e m e n t , on a

IL < N <?1-^,,^.

Donc, si ^ ^ > / ^ , B^ tend un i fo rmément vers zéro quand n augmen te
i n d é f i n i m e n t . Mais B^ tend aussi vers •

[ R^ch.
^(Tt

Donc
f R^Zr-ro.

^m

Comme B est une fonct ion bien dé terminée et continue, on conclut
de là

R -:= o.

Ainsi, R,/, tend un i fo rmément vers zéro quand n croît au delà de toute
l imi te .

De tout ce qui précède, résulte l'égalité

V :rr Ai Ui e^ 4-. . . 4- A,/U/, e-^ 4- . . .

pour
t > l^

On voit que V peut s exprimer par ici série de solutions simples que la
ÂIÏII. de t'Éc. Normale. 3e Série. Tornft XV.--. AVKIL 1^98. ï 8
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méthode classique d'intégration amènerait à considérer. Mais la série
nest valable que pour t ̂ > o, et, de plus, on ne peut se servir du théorème
précédent que si r on est assuré d'avance de l'existence d'une fonction V
résolvant le problême de Fouricr.

Ce théorème, que je désignerai par le nom de théorème de M. Poin-
caré, nous servira p lus lo in .

82. Je vais donner tout de suite une application du théorème de
M. Poincaré en démontrant un second théorème, qu i sera la généra-
lisation du théorème de Harnack relatif aux fonctions harmoniques.

Soit îpC^j, .s) u n e fonction cont inue donnée. On sait seulement
que celte fonction est cont inue, mais elle peut n'avoir pas de dérivées.
Nous avons vu (n° 20) que l'on peut toujours écrire

9 ::;:=.:: 2 P,,

les P, étant des polynômes entiers en { x , y , z ) qui vérifient respec-
t ivement les inégali tés

( P / | < ^

ou £, désigne un nombre posi t i f qui forme le terme général d 'une
série convergente.série convergente.

Considérons les fonctions V, qui satisfont aux équations

.-^ <'"̂ .AV, •::-:—^ dansT,

'V, = o m'v S,
Vf ̂  Pf pour / rr o.

Etudions la série SV/.
Un lemme nous est nécessaire. Je dis que, si. une fonction cont inue V

vérifie les relations
AV - ̂  dans T,

et si l'on a

Vs =r o sur S,
Vo :::•= o pour t = o,

[ y | < ̂
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on a aussi
V [ < a.

lin elfet, posons
T=a- -V , ^=a4 -V ,

i l v ient
A ^r A f\ ^ r j 1 ^AT-^ A^ dans!,

TS >0. ^S>°? sur ^

ro > o, 6^ > o pour t =.= o.

En aucun p o i n t de Ï, il ne peut exister pour T ou T de nlinimurn né-
gatif encore décroissant. Cela ne peut non plus arriver sur S ou pour
l := o. Donc, ni ^ n i 0 ne peuvent prendre de valeurs négatives dans la
suite des temps. Donc on a

et, par suite,

C'est ce que nous voulions démontrer.
Revenons alors aux fonct ions V/. On tire du lemine précédent les

inéo'alités
'"b | V / ! < e .| V / 1 < e.

V = 2 V /
Donc la série

est absolument et uni formément convergente, quels que soient le point
( x , y , z ) dans T ou sur S et l ' instant t positif ou nul. Donc V est une
fonction cont inue qui s 'annule sur S et se rédui t à ç pour t === o.

Supposons ma in tenan t t > t^ t, é t an t un nombre posi t i fquelconque.
Soit

A :̂:. fp,U^.
"(T)

On a

La série double

V,=S,,A,,,U,,e-^.

S/,2/A/,,,U/, e-S/
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est évidemment convergente. La convergence est absolue et un i forme
pour / ;> ̂ . On peut donc écrire

y ._. vv.~- ^ ( ^ A î î p-^^\V ---^ V, : -——-W/^^A^/Uy, ff ''/' ;

et, en changeant l'ordre des sommations,

V=^(^A,,,)U,^/.

Or
2,A^=. fu^P^=: f V^ck:^A^

^(T» ^(T)

d'ou
V=-.2A^Up<?~^.

On conclut immédiatement de là l 'équat ion

A V ^v
AV= -.-?06

en differentl 'ant terme à terme, ce qui est permis (n° 90).
Ainsi, la fonction Y est solution de l 'équation de Fourier, s 'annule

sur S et se réduit à y pour t == o,
On peut donc énoncer le théorème suivant : Si F on prouçe ^exùlence

cl' une solution du problème de Fourier dans le cas ou la fonction initiale
est un polynôme, on pourra affirmer Inexistence d'une solution dans le
cas le plus général. Je me bornerai donc désormais au cas où îp est un
polynôme.

Je me suis appuyé, à un moment, sur ce fait que la série doub le

2^A^U^<rV

est absolument et uniformément convergente. En effet, soit

f > t» > o.

L'inégalité de Sdrwarz donne

Donc
A-L-< r ̂ ^ r IJ^T"

^(T) ^(T)

|A^|<£,Vf.
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Maintenant , on a
[ U ^ < M ^

et
ff-V < 6---V..

D'autre part
;- ï, , JL^~V"<n-,c//

L étant un nombre assignable, cargi,jiaui,<j.» L'd

' € ' " ^,,t,,Ci) (- /' "

tend vers zéro quand p augmente indéf iniment . Enfin

^ > N y^.

On voit par là que la série proposée a ses termes plus petits en valeur
absolue que ceux de la série

22WTM—,i.
N/^

qu'on peut écrire

Or la série

ML\/T ̂  ̂  s,
^""'N" 2à JL/^'p-

ss?^^^^^
est convergente et ses termes sont des constantes positives. Notre
proposition est donc établ ie .

Cette dernière remarque étant fa i t e , tout est prêt pour la démonstra-
tion rigoureuse de l'existence d 'une solution du problème de Fourier
rédui t , lorsque cp est un polynôme.

83. J 'emploierai une méthode imitée de celle du balayage. Les con-
sidérations contenues dans la première Partie de ce Mémoire faci l i te-
ront beaucoup notre tâche en nous permettant de passer rapidement
sur certaines discussions.

Envisageons le domaine T l imité par la surface fermée S. Soit S une
sphère comprenant à son intérieur toute la surface S. Désignons par @
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le domaine intérieur à S et par d^' un élément de S ayant pour coor-
données (.r', y , ̂ /).

Soitp ' une fonction quelconque, con t inue et positive en tout point
(a/, y, z ' ) de S. Posons

/- 7T^-w
R étant le rayon de la sphère S. Considérons la fonction

W //r v - f\ — / ^Ift-^t (>osar y /0 1'^? . / y " ? ( t ) —' 1 P e —..-.—^.00)
'-AS) />

/•2=: (.r - ̂ ^-h (.y -- ,/)M- (5 - ̂ )2.

<}W,
On a

AWo"^
6?^

en tout point de ©. En outre, i l est clair qucï Wo est holomorphe dans
le même domaine. Enfin, on voit que la fonction Wo est positive à l'in-
térieur de S et que l'on peut choisir p/ de façon que

9(;r, r, z) < Wo(,r, y, z, o)

en (eut point de ©.
Je suppose la fonction donnée y positive ou nulle dans t o u t le do-

maine @. Cette fonction est, en outre, un polynôme entier en (,r, y, z ) .
Nous verrons plus loin quelles généralisations sont possibles.

Reprenons main tenan t les sphères £î, définies au débu t du n° 22 et
considérons-les r'une après l 'autre, en adoptant le même ordre de suc-
cession qu'à propos des équations du régime permanent.

Ces sphères û/ vont rne servir à faire, à partir de la fonction Wo, une
série d'opérations semblables à celles que j 'ai appelées au n° 22 des
balayages.

Déterminons une fonction continue Uo jouissant des propriétés sui-
vantes.;

AIL^00 . dansû , ,• dUo
j^^ .___ U<AUSù^,

Uo •=Wo sur î,
Uo == 'Wo-- 9 pour l === o*
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D'après ce que nous avons vu dans le Chapitre 1 de cette troisième
Part ie , nous pouvons calculer Uo.

Je dis que cette fonct ion Uo est positive. En effet, elle est positive
pour / = o et elle reste positive sur £2, dans toute la suite des temps.
Si donc elle devenait quelque part négative, il y aurait certainement
pour elle, à un ins t an t déterminé et en un point intérieur à Û, , un mi-
n imum négat i f pour lequel <— serait négatif. Or cela est impossible.
Donc

Uo>o .

Posons main tenan t
©o^Wo-Uo.

On a
A©o~--.-

©o ^
©o -:

^©0 dans ûi,

sur i2i,
pour £^ o.

On conclut de là, toujours par le môme procédé, employé déjà, pour
montrer que le problème de Fourier n'a qu 'une seule solut ion, l 'iné-
galité

©o>o.

Donc
o<Uo<Wo.

Un raisonnement identique à celui du n° 23 montre l'existence et la
cont inui té de la dérivée -— en tout point de û^ pour t ̂ > o. Puisque ©o
s'annule sur Û, et ne prend que des valeurs positives à l'intérieur de
cette sphère, on a

d^>a
d/ii ^ '

sur û,, pour i^> o.
Concevons main tenant une fonct ion W< qui coïncide avec Wy à l'ex-

térieur de û< et avec Uo à l ' in tér ieur . On a

W,>o, W^Wo.
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Siirû, , pour l^>o, la relation

d0, _ cl'Wi f/W,i ,.
cin.i cift.i cl/if; =

est vérifiée. Enf in , il est clair que la fonc t ion W^ est continue dans
tout l'espace pour / ^> o et que, pour t =--= o, elle se r é d u i t à Wo à l'ex-
térieur de ûi et à Wo — o à l ' i n té r i eur .

J 'a joute que la double inéga l i té

o<WiSWu

montre que, si (î est un nombre positif infér ieur à a, le p r o d u i t

^^•W'i

tend u n i f o r m é m e n t vers zéro quand / augmen te i n d é f i n i n i e n t |)ar va-
leurs positives.

Prenons m a i n t e n a n t la fonction W^ et la sphère iX. Su|')posons,
pour fixer les idées, que la sphère ûy coupe la. sphère Û,. Alors la
sphère ûy est divisée en deux régions, l ' une (i) extér ieure à û,,
l 'autre (2) intér ieure à iï^

On a '

AW^:::^,
ùt

AW.
(AV,

1 "~ ^/T'

^wl ûw'1 '•-
<//?,/ ci/if. 'r

(lans ( i ) ,

(lans (2 ) ,

o sli'r la porlion de ^i située dans i2g;.

Déterminons une fonc t ion c o n t i n u e U^ jouissant des propriétés sui-
vantes :

rfl î i dans ̂ ,AU,

lîi :•:;:: Wi , sur £4,
'0, :-:.•: Wo--1"- 9 poiir t ::::•: o.

Cette fonction, d e v a n t satisfaire aux conditions de c o n t i n u i t é fonda-
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mentales, vérifiera, en tout point de la portion de Q, intérieure au.,, la
relation

^ ^U\ ___
d/ii dn,. 0"

En vertu des lemmes rappelés au n° 80, on peut affirmer que la fonc-
tion U^ existe.

Cela posé, on a évidemment

Ecrivons

II vient

U,>o.

®i--W,-U,.

AOi -- —— =0 dans ( r ) ,

A©.^ ^l^o dans ( 2 ) ,

cï@, d î .
^7 + ̂ 77 = û sur la portion de ̂  située dans ^3.

Enfin on a
©i :::r o sur ^2,
©1=0 pour t=:o, dans (2) ,
©i-:r=îp pour /•=:o, dans ( i ) .

Je dis que la fonction ©^ est positive.
En effet, soient

do^ un élément de û,, ;
x\ y , d les coordonnées du centre de gravité de d^^ $
r la distance du point courant {x, y, z ) au point (^>/, y , s ' ) .
Posons

•i « r /* ^ô} i
"^4^^^^^"

On a, en tout point de £î^
<;/À ^/À_ 4^ ...̂ — :̂ _ j ^
a/^" a/2c

De plus, À est le potentiel newtonien d'une couche homogène de ma-
^nn. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome XV. — AVRIL 1898. IQ
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tière at t i rante répandue sur û, ; c'est une fonct ion toujours posi t ive
et holomorphe en tout p o i n t de l'espace non s i tué sur fl,. II, suff i t de
faire voir évidemment que la fonct ion T, , , . définie par l 'égaillé

^=(^

est positive; il en sera alors de même de @ ^ .
On a

t A V^ ^ ^T! -1 ^T! 1 / \À ÀTi + a ^ — — - À — r:~ o dans (ï),
Âaaà ()X OX (H

"> A V ^ ^1 •ï ^T! •l / \A Ar.-1-2^^^-À.^--=:o dans (3),

^ / cîti dr^ \ ,/ , . , ^ . / , /../^ 1. 4.. »—1 —. ^,:. o s(.îr la portion de iûi situer dans &.^,
\^///, c//^;/

r,i=:o . sur %,
TI == o pour ^ •.^ o, dans ( a ),

T^—^ :- ç j^our / ;̂:' o, dans (l).
A

La fonction ̂  est positive ou nulle pour l «.=:: o et elle reste toujours
nulle sur Ûa. Si donc elle devenait négative, il . y aura i t pou r elle, à un
ins tan t positif déterminé et en un point in t é r i eu r à û^ w nlininnnn
négatif pour l e q u e l — A serait négatif. Cela ne peut avoir lieu n i dans
la région (ï), ni. dans la région (2), en vertu d'un raisonnement déjà
fait plusieurs fois; on a u r a i t alors en effet

>, , A - v ^A àr^ f.hi .
À > 0 - AT-0- i^^-0- ^<°'

et, par conséquent, les équations prescrites ne seraient pas vérifiées.
La chose ne peut pas davantage se produire en un point de la portion
de H intérieure à û^ Cela impliquerait en effet

,, . (h\ ..... chi ...
/ >o î dn^09 dîT^ Tll<-oï

et l'équation prescrite serait impossible. On conclut de là quo Fon a

TI>O
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et, par suite,
©1 > 0<

Notre proposition est établie.
L'inégalité précédente peut s'écrire

o<U,<W^

Concevons alors une fonct ion W^ qui. coïncide avec W,, à l 'extérieur
de iX et avec U, h l ' i n té r ieur . On a

Wa>o, W^Wi.

J 'ajoute que la. fonction W^ est cont inue dans tout l'espace pour t > o
et qu'elle coïncide, pour / == o, avec W^ — 9 dans u n e région de l'es-
pace et avec "Wp dans l 'autre.

Les inégalités que nous venons d'écrire mo'ntrcnt encore que le pro-
dui t

r-^Wa

tend vers zéro quand / augmente i n d é f i n i m e n t par valeurs positives.
Enf in on prouverai t encore ici l 'existence et la con t inu i té sur i\ de

/'/(")~.--1; la marche à suivre serait la même que pour les équations du ré-
gime i')ermancnt. On a

(:l%. .
^-,0,

d'où
dW, ^ ^ dW^ ^ ,,
diti dn^ =:

sur û^s et sur la portion de Û^ extérieure à û^.
La fonction Ws présente donc exactement les mêmes caractères que

présentait tout à rheure la fonct ion Wi. On en dédui ra une nouvel le
f o n c t i o n W;} qui sera liée à Wy comme W^ l'est à W^ On voit appa-
raî tre nettement l 'analogie de ces balayages successifs avec ceux que
nous avons considérés à propos du problème de Dirichlet généralisé.

Cont inuons de la sorte en prenant successivement toutes les
sphères û, dans l'ordre ind iqué . Nous aurons toujours les mêmes opé-
rations à effectuer. Nous construirons donc une suite indéfinie de
fonctions

w'^ w,, w.,, ..., WK,
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satisfaisant aux inégalités suivantes :

WK>O,, WK.,-,^WK.

Il est clair que cette suite est convergente : soit W sa l imite.
Nous allons maintenant é tudier la fonction W(.z?, y, z , /•), qui vient

d'être définie pour tout point du domaine T et pour toute valeur posi-
t ive du temps.

84. D'abord W a une valeur bien définie et unique en tout point
Çx, y , z } de T et pour toute valeur positive de t : c'est une fonction
uniforme de (.x^y, z, t).

Cette fonction est finie, car on a

wiWo

pour chaque système de valeurs de Ç x ^ y , z , ^).
Je dis que la fonction W n'est pas identiquement nu l l e . .En effet,

soit F une fonction cont inue jouissant des propriétés suivantes :

A.r= àr dans®,

r^Wo surJS,
r == Wo — 9 pour t := o.

Un raisonnement déjà fait plusieurs fois montre que l'on a

W^r,
quel que soit K. D'où

w.>w^r.
Or, on a

r > o,

l'égalité étant exclue. Donc W ne s'annule pas.
Les inégalités

WK > W ̂  T

montrent immédiatement que W se réduit, pour / = o, à la même
fonction de (oc, y , z ) que Wo — y.
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Les inégalités
W o > W > o

donnent
^Wo>e^W>o.

On en conclut que le produi t
^W

tend uniformément vers zéro quand t augmente au delà de toute limite
par valeurs positives.

Soit M,' un point de S. Construisons une sphère Z^ tangente à S en M
et extérieure à T : cela est possible en raison des hypothèses faites
sur S. Soit SM une autre sphère concentr ique à S^ et contenant à son
in té r ieur tout le domaine T. Nous pouvons supposer que la sphère S
ait été prise assez grande pour contenir à son in tér ieur toutes les
sphères, telles que 2^, correspondant aux divers points de S. Détermi-
nons alors la fonction continue Û qui jou i t des propriétés suivantes, en
appelant D^i l'espace compris entre S^ et Z^ :

Aa:=^ dans DM,

^::-Wo ssir iMCi^M,
^2 :== W'o — y pour t == o.

Sachant résoudre le problème de Fo'urier pour le cas d'une couche
sphériqae, nous savons calculer û. On a

quel que soit K. D'où
WO>WK>^,

Wo>W^Q.

Or, quand, le point ( x , y , z ) tend vers le point M, / étant-positif ,
WQ et û tendent vers la valeur qu'à Wo en M'- Donc il en est de même
pour W. Donc W prend sur S les mêmes valeurs que W<, pour t^> o.

Je dis rnain tenant que la fonction W(^y,^,<î1) est solution de
l'équation de Fourier

AW^.
ôt

Avant de le démontrer, je vais établir quelques lemrnes.
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85. Parmi les sphères û^ considérons-en une en, particulier :
soit ûa cette sphère, (Tailleurs quelconque. Supposons qu'elle ait été
considérée dans la recherche de W aux opérations numérotées :

a,, a^, as, . . . , an, ....

D'après l'ordre assigné aux sphères û/ pour les balayages successifs,
les opérations dont je viens de parler sont certainement en nombre
inf in i . Ces opérations donnent naissance, respectivement, aux fonct ions

^cCi» ^aa» T T a;ii * • • » ^t a,if ' • ' i

qui forment une suite convergente de termes positifs et décroissants
ayant W pour limite. 1,1, est clair que l'on, a

AW^- ^wa^ dans ̂

pour toutes les valeurs de l ' indice n. Considérons alors la série

(Wa, - Wa,) 4- ( W^~ W,,) 4" . . . h ( W,,,, - Wa,, ) + . . . .

Tous ses termes sont posi t i fs ; elle est convergente et sa somme
est "W^—W. Je vais démontrer qu'elle est uniformément convergente.
Alors il sera établi que W est une fonction continue dans Oa p û u r
toute valeur positive de /.

Posons

On a
u,=w^w,,,.

AU,^:^ dans^,

U^ >• o sur ^a,
U^= o pour i r= o.

Nous pouvons évidemment concevoir une série de fonctions î^ ne
dépendant que de (.v, y, s), définies et cont inues en tout point de Oa,
positives et telles que l'on ait

^/^•[J//, sur Hy., quel que soit t.

Supposons en outre, comme il, est permis, que la série 2<I>^ soit
convergente. Construisons alors les fonctions 1-1,/lîarmoniques dans û%
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et prenant sur cette sphère les valeurs î^. Chacune des fonctions H/, est
positive et, en vertu du théorème de Haniack, la série SU/, est unifor-
mément convergente dans tout domaine intérieur à û^. Cela étant, on
constate aisément que la différence ï I ^ — U ^ est positive pour toute
valeur de l ' indice n : cette différence, en effet, est une solution de
réquation de Fourier qui reste positive sur û^ quel que soit £ et qui
se réduit à H^ pour t == o.

On conclut de là que la série SU^ est uniformément convergente
dans toute sphère £4 intérieure à Qa.

Donc W est une fonction de {se, y , z, t) continue, pour toute valeur
de t, dans une sphère ûa quelconque et, par suite, clans tout le domaine'ï.

P o s o n s "m, a i n t e n a n t

i=y •w'o(^.r^,T)^--^ Wo(^y,^).

Considérons l'intégrale

J=:= f W(.:r,,r^,r)^.
^t

Je dis que^, malgré la présence d 'une l imite d'intégration infinio,
cette intégrale a un sens.

En effet, puisque W est une fonct ion con t inue , il est clair d'abord
que c'est une fonct ion intégrable. Ensuite, on a

o < W < W - o , "

d'où, /é tant un nombre positif,
p1 r 1 ^•w

^ Wdï< j Wo^< 1 WoA.
J i J i J /.

Ainsi, l'expression
r 1

j Wck,j t

qui. va en croissant avec /, ne dépasse pas une limite assignable : elle
a donc une limite et, par conséquent, J a un sens. Nous avons, par
conséquent, construit une fonction 1(x, y, ^, t), définie et continue en
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tout point de T e tpour toute Vcileur non négative de /, positive, a l lant
en décroissant lorsque / augmente et tendant vers zéro lorsque t croît
au delà de toute l imite. E n f i n , on a manifestement

^-w.
àt

car nous sommes dans des condit ions où l'on peut appliquer la règle
relative à la dérivation des intégrales.

Soit
W^-Wa,,,=U//.

Reprenons la série

Wa,-W^i(Wa,-Wa,,,)=2U,.

Chaque fonct ion U^ remplit, à l ' intérieur de la sphère iîa, les condi-
tions suivantes :

AU,=^ dans^,

U,:::::o
<^ïL":r::o

pour t—: o,
pour h :-=:4" ix.

L'intégrale
f IL Ajf.

a un sens pour toute valeur de n. On a

.. -. /' /'p /'

v^ir-: y f [J,,A,• /// ^'"^^.s/'11-^
quel que soit/?. Or

^^j^Vn^î^

et E^ tend uniformément vers %éro quand? augmente indéfiniment.
Mais

f ï\,ch< f (Wa,- W)A<J^,~.J.
J/ J f
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Donc, l'intégrale
f R,dr

t / 1

a u n sens. D'ailleurs, à cause de la convergence uniforme de R^ vers
zéro, cette intégrale tend vers zéro. Finalement

Ja. -- J =^y U,(^,y,^O^T=^V,,

On a ainsi un développement de J en série.
Dans l'intégrale "V^, les condit ions pour que l'on puisse différentier

sous le signe d' intégration, malgré la présence d 'une l imi te infinie,
sont év idemment remplies; d'où

^Y. • U,

°r)U,

àt

^•w ^w r)ï]Av,==y Au,A=y ^^=-u,(^j^,/).
On conclut de là

f)V
AV/.rr—^ dans ^a.

01>

Ilemarquons que la série
y àVn
2à ~ '̂ '

q u i coïncide terme à terme, au signe près, avec la série

2U.,

est uniformément convergente. Sa somme est donc

à3^_àS_^
àt ï)7"

Tirons de là quelques conséquences :
Soit G la fonction de Green relative à une sphère û^ contenue

Ann.de l' Éc. Normale. 3» Série. Tome XV .— AVHIL 1898. ^O



,î54 ÉD- Lïî ROY.

d a n s û a < ' t ^l p o i n t (x^y.z) s i tué à l ' i n t é r i eu r de ûa- Appl iquons la
formule de K i r c h h o f f a u x fonctions V^ et G. I l v i en t immédia tement

4T:v^,y^)=:f ^.v^^f G^,
^(Qa) a^' -Cûa) (H

en appelant do- et (h un é l é m e n t de la surface et do volume de 12^.
Cela posé, les séries

Vv V^-^v^ Zd ^

sont u n i f o r m é m e n t convergentes dans Û'^ D'autre part, pour un p o i n t
(;r,j,js) quelconque in t é r i eu r à iÏ^ on peu t ass igner des l i m i t e s
supérieures aux intégrales positives :

r d(j , r .. ,
I •"-— ao-, 1 h OT.

^(QOu/^ ^(ûa)

On c o n c l u t i m m é d i a t e m e n t de la

^(Ja-J)-f ^(Ja-J)^-f (1'^^
^(Ûa) a/^ ^Oa) '/

^race à une discussion très s imp le déjà fai te b i en des fois. Or, on il

, . r dG -, , r . 6?Ja, .
4 TTj ̂  = / —— Ja, ̂  - 1 (x - . A.

^(û,)a/^ (̂u.) <//

Donc
, , f dG .. , f „ (U ,

4,7T.I = 1 -.-- J ^0- — f (s -. ^T.J(,^)^/ J(^) ^^

II est visible, sur cette expression de J, d'après les propriétés connues
de G, que J a, en tout point in tér ieur à £3^, des dérivées part iel les du
premier ordre :

àS '^J àÏ
Jx' 'ày'1 Js

qui sont continues. En vertu des mêmes formulçs, on voit que ces
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dérivées peuvent être obtenues en d i f fé ren t ian t la série SV^, terme à
terme.

Considérons m a i n t e n a n t la fonct ion

.F= f J(^y,^r)^.
J
 t

On peut refaire pour F tous les raisonnements que l'on a fai ts pour J.
On a

^-^=2 r^^s^^t ^asm

Cette fonction .r jouit évidemment des mêmes propriétés que la
fonction J. lîn particulier, il est clair que les dérivées

AT ô,r ().r à^
Oï' 'ùy' ^ Jz' àt

et:
^r Q^'y ^ ] f y^-^^•, ^^, ^^, -^

( ïx i s l en t et sont con t inues à l ' i n t é r i e u r de 0^ ^s dérivées p e u v e n t
être obtenues en d i f ï e r e n t i a n t la série

2V;/,
terme à terme. De plus, on a

/ g / F elG .,, , / - .:, ^J/ ,4 TT J/ :-= 1 .-.- J^ cla — / <,;• —— ch,
J^ dn, J^ ôt

et
, àr r cm ày , r . ys' .

4,71 - , 2= 1 ——— -..-</<7— 1 G11 ———-^T.
<^ J(Q,)^^- ^^ J(^) ^^

A cause de l'existence des dérivées

6)8 J/ ()âJ/ <<)2J1
"̂<)T ;̂- '̂ ^i^î'

on voit que la fonc t ion JT possède à l ' in té r ieur de Û'^ des dérivées par-
tielles continues des deux premiers ordres que Fon peut obtenir en
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différentiant terme à terme la série SV^. Or, on a

AT - f}v-AV,^--^-.

On conclut de là que l'on a "•-%
et cela pouvait se voir aussi, grâce aux expressions de V et de —
par des intégrales définies, en refaisant une fois de plus une discussion
que nous connaissons bien.

L'équation de Fourier est vérifiée par Ï à l ' intér ieur de la sphère û'^
Mais celle-ci est quelconque. Donc, cela a lieu en tout point du do-
maine T.

Nous allons maintenant redescendre de la fonct ion J7 à la fonct ion W.

86. On constate aisément, d'après les remarques des paragraphes
précédents, que l'on a

A T / ...» àv
AJ-^ dans T,

j/ = _ Wo sur S.
a4

Enfin, appelons Jy la valeur de V pour / = o. C'est

,1^== j JO,j,5,T)rfr.
^o

C'est donc une fonction cont inue de {oc, y , z ) .
On a

WO^ÉT-^I»,

<& ne dépendant que de (^", j, -s). Posons

Hr^-^K,

K ne dépendant aussi que de {x, y , z). Supposons que l 'on a i t chois i
K de façon que

• A K + ^ K r ^ o dansT,
K = <^ sur S,
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Cela est possible, d'après la première Partie de ce Mémoire, si, comme
rien ne s'y oppose, on a pris a assez petit. Prenons alors

^=^- -K
et

U = J ' — - H .
1 1 vient

car on a

MJ--=
V-r.

U=

AH ==

H ---.=
II =--

àU
àt

0

+

an
' d e
w" 0

K

dans

sur
pour

dans

sur
pour

T,

s,
t==o,

T,

S,
i==o.

C'est de là que nous al lons conclure cet important théorème que les
dérivées succeswes de Y par rapport à t vérifient l'équation de Fourier.

I I est clair d'abord que la dérivée

yîi

qui est égale à a4 H, existe et vérifie l ' équa t ion de Fourier.
Gela posé, reprenons les fonct ions fondamentales Vp et les nombres

caractéristiques correspondants ^ de M* Poincaré. D'après un théo-
rème démontré plus haut» si l 'on pose

A^= f ^,ck,
^(T)

on a
U=2A.lL,<r-^

On conclu t de là sans peine que la dérivée
àîv

à^

existe et sat isfai t à l 'équation de Fourier.
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Finalement, la fonction
/)2 Ï7w — Î-Lï Y —— —-——
ÔL1

remplit dans T toutes les conditions de continuité prescrites par l'énoncé
du. problême de Fourier et vérifie dans le même domaine V équation aux
dérivées partielles du refroidissement

AW=^àt
pourvu que t soit positif.

En résumé, la méthode do balayage nous a permis de const ru i re une
fonction W(.^,j, z, t) r empl i ssan t les condit ions de c o n t i n u i t é im-
posées et jouissant des propriétés su ivan tes :

AWrrr^ . dans T,

W=Wo sur S,
W rrr Wy — y pour l =:: o,

^P2 ̂ W === o pour / ::= + oo.

C'est de là que nous a l lons dédui re très rapidement la solut ion com-
plète du problème de Fourier.

87. Posons

On a
V=Wo—W.

àVA'V == -.-- dans T, pour t > o,
()v

Vg -=. o sur S, pour t > o,
Vo ~= 9 clans Ï, pour t =:r o,

lim e^1 V -=" o quand / croît indéf in iment par valeurs positives.

En outre, les propr ié tés de con t inu i t é imposées par l 'énoncé sont
assurées.

La fonction Y est donc la solution du problême de Fourier réduit.
Nous avons supposé la fonction ^liolomorphe et positive en tout

point de T. Voyons maintenant comment il est possible de se débar-
rasser de ces hypothèses restrictives.
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88. D'abord, le théorème analogue à celui de Harnack, que nous
avons démontré au n° 82, permet de passer du cas que nous venons
de traiter à celui où la fonction cp, tou jours positive ou nu l le , n'est
plus que con t inue dans T.

Abordons enfin le cas général. La fonct ion <p est alors s i m p l e m e n t
dé f in ie et con t inue dans T, son signe est quelconque.

Commençons par prolonger la fonct ion ç, d 'une maniè re d 'a i l leurs
arbi traire , de façon qu'elle soit con t inue dans tou te la sphère ©. Cela
fai t , posons

y == 9 i— 92»
avec

Q I ^ O , 9 2 ^ 0 -

Construisons, par la méthode du balayage, à l 'aide de <p< et y ^ , les
deux fonctions V,, et ¥3 qui résolvent le problème de Fourier quand
les valeurs in i t i a l e s données sont respect ivement ^ et ç^. Soil, en f in

V ^ V i — V a .

La fonction V est la solution cherchée.

89. 1.0 théorème d 'exis tence que nous venons d 'é tab l i r est suscep-
t ible de plusieurs général isa t ions . J ' i n d i q u e br ièvement les deux prin--

-cipales.
On peut supposer que le domaine T présente à sa frontière S cor-

laines s ingular i tés . Sur ce point , je n'ai qu'à renvoyer à Fétiulo ana-
logue fai te pour le problème de Dirichlet généralisé.

Voyons, pour f in i r , ce qui arrive si le nombre des variables ponc-
tuel les indépendantes n'est pas égal à trois. Ra i sonnons sur le cas de
deux variables. Tous les calculs restent les mêmes. Mais la déf in i t ion
de WQ ne subsiste plus. Bien que l'on puisse refaire ici la remarque du
n° 25, je préfère procéder directement.

Partons d'une fonction continue U qui vérifie les relations
A U + a ^ U ^ o dansÔ,

U = î sur <S.

Si a est assez peti t , on peut construire U. Posons alors
Wo^-^U.
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La nouvelle fonct ion Wo j o u i t des mêmes propriétés que l ' anc ienne
et, cette fois, sa dé f in i t i on n ' i m p l i q u e aucune restriction q u a n t au
nombre des variables.

III. — Forme analytique de la solution du problème de Fourier. — Lois
du refroidissement. — Représentation des fonctions arbitraires par des
séries procédant suivant les fonctions fondamentales de M. Poincaré.
— Application au problème des membranes vibrantes.

90. Reprenons la fonct ion qui résout le problème de Fourier, c'est-
à-dire la fonction V qui possède les propriétés suivantes :

AV = <)v dans T,
0I/

Vs== o sur S,
Vy:= o pour t =: o.

D'après le théorème de M. Poincaré, démontré au début du Chap i t r e
précédent, nous pouvons écrire

V=IA^U^^,

les U^, é tant les fonctions fondamenta les dont les Ç sont les nombres
caractéristiques et les constantes A étant définies par les quadratures
que l'on sait.

Nous obtenons ainsi a posteriori, en nous basant sur l 'existence de V
prouvée directement, l'expression explicite de cette fonction par une
série de solutions simples. Mais la série n'est valable que pour t ^> o.

La série obtenue en dérivant n fois par rapport à t est

On a
(~i)-SA,U^e^.

A^<A, 1U,,|<B^, ^>Cv^

A, B, C étant des constantes positives convenables q u i ne dépendent
pas de p , mais seulement de y et du domaine T. La série précédente
sera absolument et uniformément convergente pour ^ > ^ o > ° sl 1̂
série numérique

S'^e-^



SUa L'IISTÉGRA.TION DES ÉQUÀTIO'NS DE LA CHALEUR. l6ï.

est elle-même convergente. Or, le produit
p^y^-^

tend vers zéro quand p augmente indéfiniiïieiiL En effet , il est positif
et inférieur à

JL ,^-^fi~u,,(̂  c / ' 1 ' -
Mais on sait que

ye-^

tend vers zéro quand L et, par sui te , p augmentent au delà de toute
limite. Donc V a par rapport à t, pour l > o, des dérivées partielles con'
tinues de tous les ordres, quon peut obtenir en dérivant la série V terme
à le une.

Étudions m a i n t e n a n t les dérivées de V par rapport à (^,jy ^). Soit
T un doma ine contenu d a n s T. Considérons la, série

VA ^r-VZî  <te ' '
On a

U,=^fu,G.^
^T)

et
^^^L Cv ̂^..^fir^^.à se "'"" (\^J^ p àx

Mais on peut assigner une l i m i t e supérieure L à

r .̂ \dr1,àx4 ^•
tant que le po in t (^,.y, ^) ï'este dans T. On a alors

àlî^ ^ £//,., y
- - 1 - . - • '<, Y— ,SÎ C,pï^.à a.' L\ rc

Or, la série
1£^-^/»

est convergente. Donc, pour ^ > ^ p ^ o é t a n t iun "o^l^"^ posi t i f quel-
conque, la série

V A ^P ^ t

^A"-^e^'
Ann. (le L'Èc. Normale. 3<i Série. Tome XV. MAI 1898. '-^I
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est absolument et uniformément convergente dans T. Ainsi la fonction
V a par rapport à x^ en tout point intérieur à T, une dérivée première
continue, quon peut obtenir en dérivant la série V terme à terme.

En procédant de la même façon et en faisant usage au, besoin d 'une
transformation classique dans la théorie du potentiel, newtonien, on
verrait aisément que le même théorème subsiste pour une dérivée
quelconque de V par rapport à Çoc,y^ s).

On peut aller plus loin et montrer que V est, pour t ^> o, une fonc-
tion holomorphe de {x, y, z, t). En effet, écrivons par exemple

v ̂ Z,]̂  1)^/0,^^0^ LL .̂

Cette série double est absolument et uniformément convergente
lorsque 1 1 — t^ \ est assez peti t . D\)ù l'on conclut que V peut être déve-
loppé en série ordonnée su ivant les puissances entières de t — /y . Mais
je n'insisterai pas sur ce théorème qui n 'appartient pas à, l 'ordre des
questions traitées en ce Mémoire ( < ) .

Pour t = o, V n'est é v i d e m m e n t pas une fonct ion l iolomorphe de
(.-r,y, s), puisque V se rédui t alors à la fonction arbitraire ç.

Enf in , p o u r ^ = = o, V n'est pas non plus, du moins en général, une
fonction holomorphe de t. C'est ce que je vais montrer en cherchant
comment se comportent les dérivées de V par rapport à t lorsque t tend
vers zéro.

91. Supposons la fonction ç finie et continue dans T ainsi que ses
dérivées partielles des deux premiers ordres. Supposons en outre que
.ç s'annule sur S.

Cherchons la fonction U qu i joui t des propriétés suivantes :

AU := — dans T,

On a

Us== o sur S,
VQ-::^ Ay pour^=o<

u=2ivu^"V.

( 1 ) IL PoiNCAiijs, Théorie de la c/ialeur, Chap* V.
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On peut écrire
i63

„ -= f Ay U/, ch = f 9 AU/, rfr =- ?/, f ç Up rf-,B .̂
""(Ï) ^(T) ^T)

si l'on applique la formule de G-reen et si l'on tient compte de ce fait
que ç et U^ s 'annulent sur S. On a donc

Bp "— — ^p^p ;
d'où

U-^.
()t

âVOn voit donc que .- se rédui t a Ay pour <î == o. Alors il est clair que
l'inégalité

Ay <p

< (3,
entraîne celle-ci :

^V̂

valable p o u r toute valeur positive ou nul le de t.
De même^ si. 9 a des dérivées des quatre premiers ordres et si. y

y Vet Acp s^annulent sur S, on constate aisément que •~^ se réduit à AAcp
à2 V ,.pour i == o^Dans ce cas, on peut assigner a "r^- une l imite supérieure

valable pour t^o.
Rien n'empêche de continuer ainsi indéfiniment. Une importante

conséquence peut être tirée de la première de ces propositions.
Plaçons-nous en un point fixe M de T. On a, par la formule des

accroissements finis
.àVV - <P = / àt'

t1 étant un nombre positif compris entre o et /, d'où

| V — 9 | < ^ ( 3 ,

P ne dépendant pas de t ni du point M. On aura donc

| V — 9 J <e,
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£ étant un nombre positif donné à l 'avance aussi petit que l'on voudra,
dès qu'on aura

0<t<^

On voit que V tend uniformément vers y quand t tend vers zéro.

92. Revenons m a i n t e n a n t au cas général. On a

V==2A,,U,^.
Supposons que la série

2A/Up

soit convergente. Posons

S,°=AiUi+...+AJJ,.

Soifc S^ la somme des n premiers termes et R,^ le reste correspondant
de la série V. Comme les nombres ^ vont en croissant el, par suite,
les quant i tés ^rV en décroissant avec/^ on a, en vertu d 'un théorème
bien connu, dû à Âbel,

|R/J<^^p/o

p^ désignant la plus grande des quantités
| CO _ QO 1 [ ÛO CO j QO CO [
| ^n M, u/?. !? 1 •-/H- 2 a^, ? * • ' 9 | '^/H-^'"" ^ ii |» • • *

On a donc
11.^ I < p//.

pour ^o. Mais p^ tend vers zéro, par hypothèse, q u a n d n augmente
indéf in iment . Donc, la série V converge uniformément par rapporta /,
tan t que t n'est .pas négatif, c'est-à-dire reste positif ou n u l . Donc, la
série

IA^U/,

a ç pour somme, pourvu quelle soit convergente.
Le problème de la représentat ion d'une fonction arbitraire par une

série procédant suivant les fonctions Vp est donc ramené au problème
de la convergence de la série en quest ion.

Cherchons donc les caractères de convergence de la série
2A,/0,.



SUR L INTÉGRATION DES ÉQUATIOINS DE LA CHALEUR. TÔ5

On a
.,"--: ^ ^Vpdr.A/, "^ I (D IL ch

^ ( T )

Supposons que la fonction y jouisse des propriétés suivantes :

ï ° 9 = 0 sur S ;
%° A y =: o sur S;
•^° AAcp existe et est continu.

On peut alors écrire, en appl iquant deux fois la formule de Green,

A./, = ^ 9 U,, (h :•= — ;,ï- ^ Up Ay f/r •=: ^A,, = f 9 U,, ch := - ̂  f U,, Ay dr = ̂  f U/, AAy ^r.
«„//•{") ^^ J(Tt C;» J,m,«•AT) ^^ (T» ^^(T)

On tire de là y en faisant usage de l'inégalité de Schwa'rz,

W< f (AAo^A,
»-''( 'r ï

d'où l'on voit que l'on a
A 1 -MAJ< ,,,

^p
M étant une constante assignable.

Cela. posé, écrivons

yr= A, U,+...+A. 13,4- 1^,
Aœ = -- Ai ̂  U, - . .. - A,4. U, 4- AI^,

AAy = Ai^U,4-.. .4- A^U,+ AABî,.

Je rappelle que Pon a

f U^'=î, f U/U^=o.
^ ( T ) " " (T)

M u l t i p l i o n s les deux membres de la troisième équat ion du groupe
écrit ci-dessus par

ï
'çî u / /»

Çy

() é tant compris enire ï et /?., et intégrons. II. vient

Lv/jUyAAI^^r-o,
^(T)
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égalité vraie tant que q n'est pas supérieur à n. Elevons maintenant
an carré les deux membres de la même équation et intégrons. On voit
que l'on a

f (AA9)^/T=A^Î4-...-hA^;^ C (AAR^A-.
" - ( T ) ' " ( T )

On déduit de là que la somme

A^Î+.. .+A^,

qui va toujours en croissant quand n augmente , reste inférieure à un
nombre fixe

( (AA®)2^.
v i T \v { T )

Donc elle tend vers une l imite pour n in f in i . Donc, la série

2 A 2 ^ 4
"*" •"••rï. '•9/1

est convergente.
Cela posé, je considère la. série

2A,/,U,,.

Il y a des termes pour lesquels on a
| A 1 < T

1 A/;,' 1 = ^T
s/i'

et d'autres termes pour lesquels on a

1^" -̂r
Prenons d'abord la série

2A,,.U^.
On a

I A,,» V,,. | < | A, - 1 N ̂ « < A,2» N '^,.
Or, la série

N.2A^^

est évidemment convergente. Donc, la série

2 A,,» II..
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est absolument et uniformément convergente. Prenons maintenant la
série

2A//U,.
On a

[A,,U,J<N^-.

Or, on sait que

d'où
^>MÎ/^,

1 A TT N 11 A../ U.' < ̂  —
W3

Donc, la série
2A//IL'

est abso lument et uni formément convergente. En résumé, la séné

2A,,U.

est absolument et uniformément convergente et, par suite, ci y pour
somme.

En déf in i t ive , notre problème est résolu pour le cas où ç remplit
les cond i t ions ind iquées . Plusieurs remarques découlent de là, que
j ' i n d i q u e ra i s o m m a i re m e n t.

D'abord supposons que les conditions restent les mêmes, sauf que 9
etAy ne s 'annulent plus sur S. On peut toujours supposer que la fonc-
tion y soit prolongée en dehors d 'un domaine T quelconque intérieur
à T, de façon à présenter les caractères de con t inu i t é voulus. Soit '̂  la
fonction ainsi prolongée. On suppose que ^ et A^ s'annulent sur S.
On a

d.=2A,U.
avec

A,:=f ^.U.A.
^ ( T )

Comme la. fonction ^ coïncide avec 9 dans T, on voit que la série peut
servir à représenter cp dans un domaine intérieur à T, mais aussi peu
différent qu'on veut de T.

Supposons maintenant que l'on ait seulement

cpg ==o, Ay continu*
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Soit
V=2A^^.

On sait que V tend uniformément vers cp. Donc, si ^^o» ^o étant u,n
nombre positif assignable, on a

V-9 |<£.
Ainsi, la série

2A^U^^^o=2BpU^

représente <p avec telle approximation que F on veut.
Choisissons ^ de façon que

iv-9i<r
Soit R,^ le reste de la série

2A/(J^-^.

On peut prendre n assez grand, une fois /<., fixé, pour que

|R.[<H.

On a alors

©"^B^U/., <£.

On voit par là que, bien que F on ne sache pas si la/onction ® est déve-
loppable en série procédant suivant les fonctions IL, on peut représenter
cette/onction avec telle approximation que l'on veut par une somme
(F un nombre fini de termes de la forme B^U^, (es ïïp étant des con-
stantes.

Ajoutons qu'une fonction quelconque cp possédant des dérivées
continues des quatre premiers ordres peut, quelle que soit son al lure
sur S, être développée en série de la forme

2A,.W^+ 2Bp f W;,(x ch' 4- î C, U^,
^(T)

Wp désignant une fonction harmonique fondamentale.
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93. Les propositions que je viens d'établir au sujet des séries de la
forme

IA,U,

et des intégrales de l 'équation de Fourier trouvent leur application
dans plusieurs questions de Physique mathématique, entre lesquelles
je citerai seulement ici le problème des membranes vibrantes.

On connaît l 'équation aux dérivées part ie l les qui régit les petites
oscillations transversales d 'une membrane élast ique tendue. Appelons
G le contour fbrm.é par le cadre auquel est attaché le bord de la -mem-
brane, A l'aire plane l im i t ée par C, Çx, j) les coordonnées d'un point
de la membrane quand celle-ci, est dans son plan d 'équi l ibre na ture l ,
z la cote du p o i n t ( x , j) à l ' instant t. On a

à^ ^
àf^

Le problème d'intégration correspondant consiste à const rui re une
fonct ion con t inue z (.r,y, <?), vérifiant l ' équat ion précédente en tou t
point de A, s ' annulant sur C quel que soit l, et telle que -s et ^se ré-
duisent , p o u r ^ = o, à des fonct ions c o n t i n u e s données d'avance 9(^,j)
et^(.r,j).

Les fonct ions y et o se ron t supposées cont inues dans A ainsi que
leurs dérivées des deux premiers ordres. De plus , elles s 'annuleront
toutes deux sur C. La première représente l'état o r ig ine l de dé fo rma-
t ion et la seconde l ' impulsion p r imi t ive de la membrane. Cela ex-
pl ique les hypothèses que je viens de faire.

Quant à l ' intégrale z que nous cherchons, elle devra aussi être con-
t inue ainsi, que ses dérivées des deux premiers ordres tant par rapport
à x ou j que par rapport à /, et cela en tout point de A et pour toute
valeur positive ou négative de t.

Le problème des membranes vibrantes n'a de sens précis, au moins
au po in t de vue analytique, que si l 'on f a i t ces diverses hypothèses.
En effet, on sait combien les équat ions de l'Élasticité sont différentes
des équat ions de la Chaleur; dans ce dernier cas, il peut exister une
l igne le long de laquelle les dérivées de o n'ont pas la même valeur
de part et d 'autre, cela n'empêche pas l ' in tégra le qui se réduit à 9 pour

Ânn. de l'Éc. Normale, 3" Série. Tome XV.— MAI 1898. 22
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t == o d'être holomorphe en tout point p o u r ^ ^ > o ; dans le premier
cas, au contraire, les discontinuités originelles se conservent; si, pour
t = o, ç ou ^ présentait le caractère que je viens de dire, il en serait de
même à tout instant pour l'intégrale correspondante et alors le pro-
blème d'intégration ne serait bien défini que si l'on connaissait a priori,
pour toute valeur de t, la forme et la position de la liqne considérée,
en même temps que la nature de la discontinuité éprouvée par z quand
on traverse cette ligne.

Je dis que le problème des membranes vibrantes comporte au plus
une solution. Supposons, en effet, qu' i l en admette deux distinctes ^,,
e t ^ a * Soit z leur différence. Cette fonction -s remplira les conditions
de continuité prescrites, sera solution de l 'équation, s 'annulera sur G
quel que soit t et se réduira à o pour t == o, ainsi que —• La fonction
z sera donc nulle à l'origine des temps. Je dis qu'elle ne pourra pas
commencer par prendre des valeurs positives. En effet , si cela avai t
lieu, ce ne serait pas sur C ou z reste nul , ce serait donc en un poin t
de A. Il y aurai t alors un poin t de A où, pour un ins t an t déterminé,
z aurait un maximum positif encore croissant. On aurai t en ce point
et à cet instant

. . àzA-o, ^>o.

Mais — part de zéro; d'où, à l 'instant considéré,

à^ ,
~à^ ^ 0)

car — ne peut a r r ivera une valeur posi t ive qu'en croissant. Cela est
incompatible avec l 'équation

A àîzA. = ...̂

qui doi t être vérifiée au poin t et à l ' instant considérés. Donc, z ne peut
pas commencer à prendre des valeurs positives. On verrait de même
que z ne peut pas commencer à prendre (les valeurs négatives. Donc s
reste nul ; d'où

Z^ SS 5g,

et la proposition annoncée est établie!
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Je vais m'occuper ma in tenan t de la reclierche effective de l 'unique
intégrale possible. Je remarque pour cela que tou t ce qui, a été d i t
plus haut, au sujet du problème de Fourier et des fonct ions fonda-
mentales de M. Poincaré, est encore vrai quand il n'y a plus que deux
variables indépendantes x et y.

Soit Vi une fonct ion fon dam, en ta le et î;; le nombre caractéris t ique
correspondant.

Cela étant, posons
a/ :="r f (R [J,; <:/(,),

J 1 ;t 1

^"-: 1 ^S-Wc,),:- j ^U,C/r,>,
• • ' ' / A i• • ' ( A )

'(1(3) é tant un é lément de l 'a i re A. Considérons la fonct ion

z 'lil::•l::]Eà(al(^i/'+ hl s(^^/)lJ^'^;^^ /
0 é t an t un pararneire. C^cst u n e (onct ion de (-'^j^ ^, /, 0) qu i , pour
0> 'o , a des dérivées de tous les ordres qu'on peut obtenir en d i f Ï o "
r en t i an t terme à terme. On a

A^..:^ dans A,

z ;•::: o sur C,

tant que 0 est pos i t i f . Pour l == o, ^ et r— se r édu i sen t à deux fonc-
t ions 11(^,7,0), V(;r,j, 0), qu i s ' annu len t sur C, qm vér i f ient les
équat ions

A T " âv A V âvAL-^ , AV :,-:::: ̂ ,

et qui, lorsque 0 tend, vers zéro, tendent uni formément vers ç e t r ^ .
On peut imaginer une suite convergente de valeurs de 0 ayant zéro

pour l imi te . Si 0, est un, terme de cette su i te , la fonction sy correspon-
dante s ' annule sur C et vérifie l 'équation des membranes. Enf in , pour
i = o, Z y et^ se réduisent respectivement à U/ efc Vy qui d i . f ièrent
aussi peu que l'on veut de ç et '^, pourvu que Qj soit suffisamment
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petit. J 'ajoute que, si £ est un nombre positif donné à l'avance aussi
petit qu'on voudra , on peut réaliser les inégali tés

[U ,——(?[<£ , |Vy-^|<£,

pourvu que Oy soit assez peti t .
Le problème des membranes vibrantes peut clone être regardé comme

résolu au point de vue physique, en ce sens que F on possède un moyen
effectif de former une fonction continue z qui remplit toutes les condi-

tions prescrites, sauf que z e t — > au lieu de se réduire rigoureusement

pour ^ == o à des fonctions données, en approchent seulement autant
qu^on veut, l'approximation étant d'ailleurs uniforme.

On peut arriverai! même résultai par une autre voie. Pour s impl i -
fier l'écriture, bien que l'on puisse se placer dans des condi t ions plus
générales, je me bornerai au cas d'une membrane or ig ina i rement dé-
formée sans impulsion in i t ia le , c'est-à-dire au cas où la fonct ion ^ est
iden t iquement nulle.

Soit

-'s8^
Prenons

^I-Wcos^.

La/onction z résout le problême des membranes vibrantes avec telle
approximation que Von veut. La généralisation est immédiate.

94. Les considérations qui précèdent peuvent s'étendre à beaucoup
d'autres équations. Prenons, par exemple, Féquat ion des membranes
quand on tient compte d 'une résistance de l 'air proport ionnelle à la
vitesse vibratoire

A—^i ^ôlz —— ^2 ^~ a" ̂  •

G'est l 'équation bien connue sous le nom à'équation des télégraphistes.
Les raisonnements que nous venons de faire permettent de résoudre,
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au sujet de cette équa t ion , un problème d'intégration identique à
celui qui nous a occupé pour le cas des membranes vibrantes. Il n'y a
aucune modification à faire, et je n'ai pas besoin d'ajouter que l'on
peut supposer trois variables indépendantes au lieu de deux.

95. Je dirai quelques mots, pour finir, de l'équation générale de
Fourier

AV + a ̂  + b^ + c ̂  =/( ,.r, j, ., V) + y (.r, y, ̂  l) + ̂ , y, ^ ) ̂ .

Mais, à cause de la moindre impor tance du, sujet et dans un but
d'abréviation, je me bornerai à, un court aperçu, et je passerai sous si-
lence toutes les discussions m i n u t i e u s e s qu 'une complète rigueur
exigerait . Il me semble d'ailleurs que les rapides indicat ions suivantes
peuvent suliïre pour montrer comment se f e r a i t l 'é tude de l 'équation
en quest ion.

Nous avons vu, dans Viniroclucuon, quel est l'énoncé du problème
général de Fourier. Les hypothèses relatives aux coefficients sont les
n'iêmes, nuuaus muiandis, que pour les équations du régime perma-
nent. On a encore

a dx -|- b dy -4- c dz ::= dp.,

Quant à f^, c'est une fonction positive.
On verrait aisément, toujours par le procédé du n° 73, que le pro-

blème de Fourier comporte au p lus une solution si. y va en croissant
avec Y. C'est alors l'existence effective de cette solution qu'il fau t
prouver.

Commençons par le problème suivant :

AV == ̂  dv dans T,
0V

Vs=:;o sur S,

Vo== 9 pour t == o,

Prenons les fonctions fondamentales Up de M. Poincaré

AU^ + ̂  ̂  U^ = o dans T,
U^-=o sur S,
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semblables à celles dont" i l a été déjà parlé, sauf l ' in t roduct ion de ^.
Posons

A,.". f^U^T.
17 (T)^T)

Un raisonnement, fait par M. Poincaré dans son Mémoire de Pa-
lerme ( ! ) pour le cas de ^ = = : r , mais év idemment général, nous
apprend que l'on a

9=:SA/^,

pourvu que la série du second membre soit convergente. Or, cette
série est absolument et uniformément convergente si l'on a

9 "••": o, A(p -= o sur S

et si AAy est une fonction cont inue. Dans ce cas, la solution de notre
problème est

V-~IA/U^(-^.

Cela posé, si. ® est quelconque, prenons la fonclion W qui, j o u î t des
propriétés suivantes :

AW r::::: (rw dans T,
ôt

"Ws~= o sur S,
Wo -.= 9 pour t "-:.:-• o.

Soit Wi ce que devient W quand on fait / == //, /^- é t an t u n nombre
positif. Les considérations qui précèdent permettent de résoudre notre
problème et de calculer V si l'on prend

9 = W,.

Désignons par V^- la fonction obtenue. On a

V,=2A,,/(Jy^/,
en posant

A/j= fw^U^r.
^(T)

(i) lîendiconti, 1894, § XIV.
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Faisons maintenant tendre t, vers zéro. Alors W, tend vers o et A, •
vers A, :

Ay"~ f^U,^.
^(T)

D'ailleurs V, tend en même temps vers une l imi te V, et l 'on a

Vr::IA/IJ^-^,

comme le montre un ra i sonnement très simple, i m i t é de celui que
nous avons fa i t au. 11° 82. Notre problème est donc résolu dans le cas
général. Nous avons la un nouvel exemple de F u t i l i t é que peuvent
présenter les théorèrnes re la t i fs a la représenta t ion approchée des
fonc t ions par les fonc t ions fondamenta les de M. Poincaré.

J ' a jou te que le cas des températures pér iphér iques variables et
c e l u i des sources c a l o r i f i q u e s i n t é r i eu re s se t ra i t e ra ien t exactement
de la même façon que lorsque ^ est égal à l 'uni té . E n f i n , les diverses
inégal i tés é tabl ies p o u r la so lu t ion du problème de Fourier dans le
cas s imple subs i s t en t dans le cas général.

Abordons alors le cas général. Cherchons à résoudre le problème
suivant :

A V <)v' , <^ ^ . / f)'\''AV4-..^.+^^-4.-.^.-:::::yV4^ dansT,

Vs=o sur S,
^»:1:::: 0 pour / =: o.

Si l'on sait résoudre ce problème, il, sera, en effet, possible de traiter
le cas général ou les températures périphériques et les températures
initiales ne sont pas nul les .

La méthode des approximations successives de M. Picard donne la
solution si ï est assex peti t .

Posons
p-v^e'^u.

Il vient
AU=^-,-./.U..,-^
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avec

<pi '='-eî ?»
^i00. ^ à b ^"\ t̂̂ J:-̂

/—————2 \ ÔX Ô Y ÔZ ) 4 -/.

Tout revient à calculer U. Or, remplaçons/i par X/, et développons U
en série ordonnée suivant les puissances de À

U-=--Î\PU^

On a

AUo= + ̂  -h ̂  AU,,= ̂ ^ 4-..A 0,,., dans T,'^-^ àt
V^o
'U^ =: o

sur S,
{')our t -=: o.

Uo=o,
Uo=o,

On sait faire ces approximat ions . Soit

On a

si l'on pose

( cpi | < c/, quel que soil t,
AH :r:--a dansT,

11;,= o sur S.

o < H < a ^ ,

-^G^<^,
»• " ^(T)

G étant la fonction de Green. On constate aisément que H — U^ et
H •+- Uo sont positifs, d'où,

1 Uo | < ̂ -.

On trouve ainsi , en posant

? i |<^ l/i |<P,
les inégalités

i Uo | < ̂ ^, | Uï | < ̂ p^2, | {], | < ̂ p2^^

La série U est donc absolument et un i formément convergente pour
À[3^<i. Ainsi , U existe et est u n e fonction cont inue , n u l l e sur S,
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quel que soit l, et nulle aussi dans T pour / == o, si X == i, pourvu que
le volume de T soit assez petit'..

Posons maintenant
s r / „..- ^[J/'i.,j „ •--— — ?/ oi

i l v ient

,.,, , <)[!;, ()o^ ,,„ , <)U,AU.. -L ̂  + -^ , AU, = ̂  ̂  + /. U;,,, dans T,

[J^ ::== o, U^ :;-r o s in'' S,

[J;, -^— I',' ? U, ::^—•/•l- U^.,i -r: o {.ïour / --=- o,

Soit
^û,

T < y , h-1 <a'.^ " / 7 l ôi

On tt 'ouve aisénK^nt, de proche en proche,

T. ^IJI < f <Donc —- ^sl une Ion (^ t îon continue.^^
On peut alors écrire

li —-^f^^f^^-^^
et il est facile de conclure de lii que U est bien la solution cherchée.

Le problème est donc résolu si T est assez petit . Je répète que l'on
peut bien a isément passer du cas simple considéré au cas où U ne
s'annule ni sur S ni pour / == o.

Pour passer du cas d'un peti t domaine au cas d^un domaine de di-
mensions quelconques, toujours en supposant qu'il s'agisse d'une
équation linéaire pour laquelle le coeff ic ient/ 'soi t positif, on peut
faire usa^'e de la méthode d'extension progressive de M. Picard (n0 18).
Il est facile de constater, en eiïet, que les lemmes fondamentaux sub-
sistent. Considérons une intégrale V de l'équation homogène se rédui-
sant à o pour /==o. Soit M une limite supérieure du module de ses
valeurs sur S, et soit A un point de T. On a

| V A | < M ^ ,
,•///.//. de l ' K c . /yorm't.lc. ;')•• Sér-K*. Tome KV. — M A I 1^98. 9.3
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(j é tant plus petit que i. Cela posé, soit

On a
< v / ^/ .àV JV7 , <)V/

AV-^^+^^c^=,^.+/V- dansï,

V!^—-•/-V'=:o { ) 0 ( i r / :-= o.

SOIE M' une limite supérieure du module de T sur S. !I vient

IVIKM^.

Ces inégalités permettent <fappliquer la méthode de M. Picard et de
résoudre ainsi le problême de Fonder généralisé.

Je signale enfin la possibilité d^employer la méthode da prolon^
ment, analylir/ue pour l'intégration de réquation de Fourier non
linéaire.

Ce dernier point, comme ceux qui précèdent, réclamerait, pour
tine rigueur complète, de plus amples explications; mais je ne donne
les considérations contenues dans ce paragraphe qu'a titre d'aperçus.
Je n'entreprendrai pas de les transformer en démonstrat ions véri tables
et mes recherches sont donc terminées.


