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SUR riNTÉ&RATION

DES

ÉQUATIONS DE LA C H A L E U R ,
PAÎV M. E D O U A K D LE ROY,

A N C I E N É L È V E DE CÉCOLE N O R M A L E S U P É R I E U R E ,

A G R E G E DE L 'UNIVERSITÉ .

I N T R O D U C T I O N .

1. L'objet du, présent Mémoi re est la réso lu t ion de quelques-uns
des problèmes de Calcul intégral que soulevé la Théorie mathémat ique
de la chaleur .

Ces problèmes se rappor tent à certaines équat ions aux dérivées par-
t i e l l e s dont le type est l 'équation de Laplace. Chacun d 'eux consiste
en l 'é tabl issement d 'une proposition très analogue au principe de
Di r i ch l e t .

2. Les équa t ions de la chaleur sont les plus simples des équat ions
de la Physique : elles mér i t en t sans doute à ce titre une étude appro-
f o n d i e . On sait d 'a i l leurs qu'elles ne régissent pas seulement les phéno-
mènes de conduct ion thermique : elles reparaissent clans les théories
de la d i f fus ion et de la v iscos i té des l i qu ides ; on les retrouve encore à
propos de Féquil ibre ou du mouvemen t de l 'électricité dans les con-
ducteurs métall iques. C'est dire que leur considération s'impose au
physic ien. Mais c'est au po in t de vue purement a n a l y t i q u e de la déter-
m i n a t i o n de leurs intégrales que je les envisagerai sur tout .

Préoccupés d 'une idée qui régnait autrefois, d'après laquel le une
intégration n 'é ta i t réputée fai te que si l'on parvenait à découvrir k
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forme e x p l i c i t e de la fonc t ion i n c o n n u e , les géomètres par qui fat
inaugurée la Théorie de la chaleur ont employé dans toutes leurs
recherches une m é t h o d e uniforme : l eu r projet a toujours été, s u i v a n t
l 'expression de Lamé (1), de cons t ru i re la so lu t ion d 'un problème de
Physique à l 'a ide d 'une série de solutions simples j o u a n t le rôle (.Vêle-
ments analytiques que t i e n n e n t les fonct ions circulaires dans les séries
de Four ier . C'est encore à ce po in t de vue que s'est placé M. Poincaré
dans un Ouvrage récent (2). Mais ce p o i n t de vue, si in téressant en
lui-même et si fécond dans les cas pa r t i cu l i e r s où les ca lcu ls p e u v e n t
être poussés jusqu ' au bou t , doi t être abandonné quand i l s 'agit des cas
généraux, a u x q u e l s j 'ai l ' i n t e n t i o n de me l i m i t e r ic i .

P lus ieurs exemples de la marche q u ' i l c o n v i e n t alors de s u i v r e o n t
été donnés par MM'. Schwarz, N e u m a n n et Poincaré pour la, démons-
t r a t i o n du pr incipe de Dir ichlet . Or les procédés de ces géomètres, ou
d'autres tout semblables , réussissent encore dans les c i rconstances
plus complexes que nous rencont rerons . C'est donc leur perfec t ionne"-
ment et l e u r général isat ion que nous a l l o n s chercher. Ils ne c o n d u i s e n t
du reste qu 'à des {fléorêmes d'existence^ sans fou rn i r l 'expression ana-
lyt ique des inconnues . Mais de ces théorèmes, i l est possible de d é d u i r e
e n s u i t e les séries mêmes que l ' emp lo i de la méthode des s o l u t i o n s
simples e û t f a i t considérer a priori. Voi là les deux p o i n t s que je me
propose d ' é t a b l i r en ce Mémoire .

3. Les lois d i f f é r en t i e l l e s q u i re t ient la c i rcu la t ion de la c h a l e u r a
l ' i n t é r i eu r d 'un corps sol ide isotrope et a the rmane on t été trouvées par
Fourier au début de ce siècle.

Imaginons une surface fermée S qui d é l i m i t e à l ' i n t é r i e u r d 'un corps
u n e p o r t i o n T d e c e 1 u l-c i . Soie n t

da un é l émen t de S,
(h un é lément de T,
'V la température du p o i n t (^,y, s) à l ' ins tant t,

(r) LAM^, Théorie (ut al) tiqua de la chaleur. Discours jirélinnnairfi.
( ï î ) IL Pôîmmuî, Théorie ccnal/tique de la. propagation de la cfialeur. Fa ris. Carré,

18^. , " ^ 1 . 1 . - ! , , 1 ; , : "' , , ! 1 , , , ! ! ' : ,
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— la dérivée de Y est imée en un point de S dans la direction de la nor-
male à S vers l 'extérieur de cette surface,

k le coefficient de conduc t ib i l i t é t he rmique du corps.

Je n 'a i pas à redire ici par quel le suite de ra isonnements Fourier fut
c o n d u i t a r e conna î t r e wflux de chaleur qnï traverse p e n d a n t le temps
di l ' é l ément da de S l 'expression

^ j ^ c h d t .
dti

Je rappel lera i s e u l e m e n t que, d'après les convent ions hab i tue l l es ,
cot te f o r m u l e donne en grandeur et en signe la valeur d u f lux qu i sort
du d o m a i n e T par r é i émen t da' de sa f ron t i è r e .

4. Négligeons l ' i n f l u e n c e des v a r i a t i o n s (le la température sur les
paramét res q u i déf in i ssen t en chaque p o i n t l 'état p h y s i q u e d u corps.

En ver tu de ce qu i précède, la q u a n t i t é de chaleur q u i , pendan t le
temps dl, entre par conduction dans le volume T, est représentée par
l ' in tégra le doub l e

L"/,• __ (^ ̂

^.S) €u

é tendue à tous les éléments da' de la surface S. Si l'on pose

,,, à2 Y r^V à^V
AV == •Y-r -+- "T-T "4- --f-T'à^ à y " à^-

'V àk ̂  -- ̂  ̂  ^ ^v ^ âv,
Àuà àx àx àx àx à y à y àz à^

et si l'on app l ique la formule de Green, on voit que l ' intégrale précé-
dente peu t s'écrire

f^^d..i^f^^,
les intégrat ions se rapportant cette fois aux divers éléments ch du vo-
lume T.

Supposons m a i n t e n a n t que chaque é lément rfr de T cont ienne une
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source de chaleur d o n t lo débi t pendan t le temps dt soi t

(p (.r, Y, s, £) dr dt,

y dés ignan t une fonct ion connue du temps t et des coordonnées (•^y, z )
du centre de gravi té de rfr. De ce chef, le vo lume T reçoit une q u a n t i t é
de cha leur

f y(,21, y, z, t) ch dt^
«-'(T)

qu i s 'ajoute à la chaleur reçue par conduct ion .
Ad met tons e n f i n , pour n'omettre aucune ci ( 'constance possible,

qu 'une cause de déperdition calorifique agisse sur chaque élément fk du
corps. Cela se présentera i t par exemple pour u n e plaque très m i n c e
dont les faces paral lè les seraient soumises à u n rayonnement ex té r i eu r
d ' i n t ens i t é c o n n u e . ' L a quan t i t é de chaleur perdue de la sorte par le
v o l u m e T pendan t le temps dt peu t être représentée par l ' i n t ég ra le

( \ f ( . r , y . z ,V )d rd l .f /(^r,^V)

L'expérience nous amené d 'a i l l eurs a. fa i re l 'hypothèse que la fonc-
t ion donnée/est croissante avec V et n u l l e pour V == o.

Faisons la somme des trois q u a n t i t é s précédentes , on t e n a n t compte
de leurs signes respect i fs . 11 v i en t

/', | Â 1 A V '̂ Î  ̂  + ̂ •r^ - /) -/(^J- ̂  V ) ^^^^^S^^^, i ^«"ri ()x ôa'

Tel est le gain lofai de cha leur f a i t par le v o l u m e T pendan t le
temps dt,

On peut trouver u n e au t r e expression de cette même q u a n t i t é : Chaque
é lément d^ de T, passant pendan t le temps dt de la t empéra ture V à la

• • àV •température V -h — . d t , . emmagasine une quan t i t é de c h a l e u r dont
l'expression est , en ver tu , des lois calorimétriques, ,

W^chdr, ; / • ,
(/ V
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G dés ignan t la chaleur spécif ique de l ' é lément (h et 1) sa dens i t é . L ' in-
tégrale t r i p l e

f Cfi^ckcli
J^ ^

représente donc aussi le gain total de cha leur éva lué p lus l i a n t .
Egalons entre elles les deux expressions différentes que nous venons

de trouver successivement pour la même quan t i t é . On a l ' ident i té

r r / \^r v àf\ àv /)v"i
j^ | /l ̂  -+- Z ̂  ̂  - 9(^ - Q -/(^ r, ., V) - CD ̂  | drdt = o,

( l u i d o i t avoir l ieu pour tous les choix possibles du doma ine ï à l ' i n -
t é r i e u r du corps é tud ié .

On conc lu t de là, par un r a i sonnemen t bien c o n n u , que l ' é q u a t i o n
aux dér ivées par t i e l l es

'•^-^^^^,y,..^A..:,;,,y,-.^

est vérif iée par la fonct ion V.

5. Si l'on remarque que les fonct ions

/ ^ ( ^ , y ^ ) , C ( a ' , y , , z ) , D(^,j^)

sont e s sen t i e l l ement posi t ives et que, par su i te , leurs logar i thmes
népér iens et leurs quo t ien t s deux à deux sont f in is et uni formes , on
voi t sans peine qu 'un s imple changement de no ta t ion permet d 'écrire
notre é q u a t i o n sous la forme

0) Ay+a(,r,y,.)^+ ̂ y^)^+c(^j,^

<JV
=/(^./^V) +?(^./^ <0 -+-^(..y,.y, ^T^ 7

l 'expression
ci dx -+- b cl y -f- c cl s

é tan t une d i f fé rent ie l le exacte.
I l faut noter que la fonction ^ est essent ie l lement posi t ive et non

n u l l e et que la fonction/, nulle pour V == o, croît avec V.
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Je donne ra i à l ' équat ion (ï), sur laquelle vont porter mes recherches,

le nom {V Équation de Fourier.
Un cas par t i cu l i è rement intéressant de l ' équa t ion de Fourier est

ce lu i ou j\x, y , z, V) est de la forme f{x, y, ^)V, f é tant nécessaire-
ment alors une fonct ion posi t ive. Dans ce cas, l ' équa t ion dev ien t
linéaire et cela correspond à l 'hypothèse d 'une cause de déperd i t ion
calorif ique agissant conformément à la loi de refroidissement i n d i q u é e
par Newton.

Un autre cas à signaler comme digne d 'une a t t e n t i o n spéciale est
celui où la variable / ne figure pas dans l 'équation. Celle-ci prend
alors la forme

( 2 ) AV +a^- l -^— 4- c <^ =:/(.y,j, ̂  •V) -4" ?(^,.r, ̂

et l 'on d i t que l'équilibre thermique esl établi ou que le régime est per-
manent,

6. Voici comment on peut énoncer d 'une façon générale les pro-
blèmes d ' in tégra t ion q u i vont nous occuper.

Regardons les fonct ions a, b, c,f, y, ^ comme données et prenons
Y pour i n c o n n u e . Deux. cas sont à dist inguer.

Notre premier b u t sera de cons t ru i re une intégrale V(^, y, z ' ) de
l ' équat ion (2), déf in ie et con t inue en, tout po in t d'un. domaine clos, à
la frontière d u q u e l la fonc t ion cherchée sera astreinte à prendre des
valeurs données d 'avance.

Notre second b u t sera de cons t ru i re une intégrale V(;r,j, z, l ) de
l 'équat ion (i), d é f i n i e et cont inue en tout po in t d 'un domaine clos et
pour toute valeur positive du temps, se réduisant pour t == o a u n e
fonction de (.^y, z ) donnée d'avance et prenant à la surface du corps
des valeurs assignées a priori.

Dans chacun de ces deux cas, diverses condi t ions de poss ib i l i té
s'imposent, qui seront expliquées en leur place. Au reste,, ces énoncés
se préciseront par la sui te; niais on voit déjà l 'étroite analogie avec le
problème de Dirichlet . .

On pourra remarquer que je laisse ent ièrement de côté l'examen du
cas classique où il y 'à rayonnement à la surface 'du corps. Ce1 sera l'objet
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d 'un Mémoire ultérieur, dont les principales conclusions ont été som"
mairement ind iquées dans une Note. insérée aux Comptes rendus de
F Académie des Sciences (1).

7. Il me reste à fa-ire savoir le plan que j'ai suivi dans le présent
Travail et les sources ou j'ai, puisé.

Une remarque fa i te par M. Parafdans sa Thèse de Doctorat ( 2 ) inter-
v i e n t - e n la p l u p a r t de mes raisonnements : elle m'a permis d'étendre
aux équa t ions d ' u n type général, quel que soit le nombre des var iables
indépendantes , les principales proposit ions que divers artifices ava ien t
fa i t connaî t re pour l 'équation de Laplace. Je puis de la sorte rédui re
à u n e forme c a n o n i q u e la méthode célèbre exposée par M. Poincaré
sous le nom de Méthode du £alaya^e(3) et c'est de là que |e d é d u i s ,
par un procédé uni forme, la résolut ion complète des problèmes rela-
tifs à la Théorie de la chaleur, en ce qui concerne au moins les théo-
rèmes d 'existence.

Je considère tou t d'abord les équations de l'équilibre thennuîue au
point de vue de la généralisation du principe de Dirichlet. M. Picard
s'est déjà beaucoup occupé de ces ques t ions dans plusieurs Mémoires
bien c o n n u s (4) . J'en reprends l 'é tude, en m'attachant sur tou t au cas
oii irais va r iab les ponc tue l l e s (,r, y, z) f igurent d a n s les calculs, et
j ' e i np io i e une méthode indépendan te de toute théorie p réa lab le de
réqua l ion de Laplace. C'est la méthode du balayage, pour les équa-
t ions l inéa i res ; je fais an ra i sonnement qui démon t r e le p r i n c i p e de
Dirich-Ict en môme temps que ses général isa t ions et qu i s ' appl ique
aussi bien dans le plan que clans l'espace. Pour les équa t ions non
linéaires , en. me bornant toutefois aux types dont la théorie de la cha-
leur suggère l'étude, car sans cette restriction le domaine à explorer

f 1 ) E. LE Boy, Sur le probicme de Fouricr (Compte» rendus, 18 mars 1895).
( 2 ) A. PARAF, Sur le problème de Dirichlet et son extension au cas de l'équation

lindeure générale ( Aiiiiales de Ici. Faculté des Sciences de Toulouse, t. VI, Chap. III, § 2,
r892),

( ; î) H. POÏNCAI'IE, Ârnericau Jour/ial ofMat/tematIcs, t. XII. — P^oir aussi : Théorie du
Potentiel iiewtoideit, Chap. VIL Paris, Carré, 1897.

(^•} E. PÎCLUU), Acia rru.uhem.aïica, t. Xiï. — fourncd de Mathématique!!, 1890 et i89().
— Journal de l'École Poîytecf inique} L'X0 Cahier.

Ann.dc î ' É c . Normale. 3e Série. Tome XIV. — OCTOBRE x897. 49
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serait immense , je propose une méthode nouvel le qui, réussit dans
tous les cas.

Dans la seconde Partie., je définis certaines fonctions que j 'appelle
les/onctions harmoniques fondamentales citicichées à une sur/ace fermée
et j ' é tudie leurs propriétés les plus simples. Mon guide est, cette fois
encore, un Mémoire de M, Poincaré (^ ) . Je montre que l 'établissement
préalable des théorèmes d 'existence permet d 'obtenir comme consé-
quences les développements en séries par lesquels , si l'on adoptai t les
idées de Lamé, on chercherait à cons t ru i r e la s o l u t i o n du problème de
Diricli let . Les équa t ions générales où f iguren t dans les coefficients des
signes fonct ionnels arbitraires sont na ture l l e rner i l à écarter ici : je rue
l i m i t e à l ' équat ion de Laplace. Les propos i t ions que je démon t r e four-
nissent ie moyen de per fec t ionner sur p i n s d 'un po in t la théorie des
fonct ions harmoniques : c'est par là que je f in i s .

Enf in j 'arrive cwûc écjuaiions du refroidissement des corps solides et à
la résolution duproblème de Fourier. Je traite d'abord, le cas d'on corps
homogène, par une méthode imitée de celle du, balayage. Puis je1

montre qu'il est possible, ici encore, de t rouver a posteriori, sous la
forme des séries auxquelles il est jus te de donner le nom de Lamé,
les solutions dont l 'existence a été mise homlc dou te» Céda procure
des renseignements nouveaux sur p lus ieurs quest ions de Phys ique ,
entre lesquelles je cite seulement le problème des membranes vibranîes.
Je termine enfin par des indications rapides sur la possibil i lé d 'appl i -
quer aux équations générales du, régime variable les procédés imagi-
nés par M,. Picard pour les équat ions du résine permanent .

Les pr inc ipaux résul ta ts que je dois exposer ont été présentés à
l 'Académie des Sciences dans les séances des 28 janvier 189^, 17 fé-
vrier, 7 et 28 décembre 1896, 28 j u i n 1897. Leur caractère commun
est de constituer une préparation à l 'é tude générale des équations de
la Physique.

( !) H. POÏNOAHÏÎ;, Rendiconti cîd Circoh matematico di Palcrmûy ï^. — Toir aussi:
^cta în'allieïïuuica, 1896.
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LES ÉQUATIONS DE L'ÉQUILIBRE THERMIQUE ET LA GÉNÉRALISATION
DU PRINCIPE DE D1RICHLET.

1. — Généralités. — Hypothèses fondamentales. — Détermination unique
d'une intégrale continue par ses valeurs sur une surface fermée.

8. Sosenta , b, c\ ç quatre fonctions données et V une fonction iri-
connuo des coordonnées x, y , z d 'un po in t de l'espace. Désignons
par/(;r,y, ̂  V) une dernière fonction, dont la forme est supposée
connue d'avance.

Je me propose d 'étudier , au point de vue de son in tégra t ion , l'équa-
tion aux dérivées part iel les su ivan te :

âV . ()V à'V/ •• A l / ^v / ^v y1

i ) A V + a — -+- h -.- .+ c —
ôx ÔY (}.

4, ^ ,4, <;. ^ f { ^ y ^ y ) -F ©.
ôx à y àz v • " ? / ' r

Je résoudrai, à son .égard un problème analogue au problème de Di"
r ic l î le t : on sait que ce problème consiste à déterminer une intégrale
cont inue par les valeurs qu'elle prend sur une surface fermée.

II. convient tout d'abord de donner une précision complète à
l 'énoncé précédent. Cela m'amène à déclarer les hypothèses que je
fa i s .

9. Les fonctions a, b, c sont supposées uniformes, finies et conti-
nues, ainsi que ' l eu rs dérivées partielles des deux premiers ordres,
dans une région B. de l'espace..En outre, l'expression

a dx •+• b dy -4- c ds

est par hypothèse une différentielle exacte du..
Les fonctions/*, ç sont de même uniformes, finies et continues en tout
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p o i n t de R pour toutes les valeurs réelles de V. Elles ont de plus, par
rapport aux variables dont elles dépendent , des dérivées partielles da
premier ordre qu i jouissent des mêmes propriétés.

Je rappelle enf in que les principes de la théorie de la chaleur nous
i n v i t e n t à supposer la fonct ion f{x, y, ,s, V) croissante avec Y et nulle
en même temps que cette variable.

Cela posé, soit S une surface fermée tracée dans la région R : ce sera
la frontière d'un domaine connexe T. Cette surface pourra être formée
de plusieurs nappes, en t i è remen t séparées; mais, en chacun de ses
po in t s , elle aura un plan tangent unie/ne et deux rayons de courbure
principaux bien déterminés.

Assujett issons d'avance la fonct ion V que nous voulons cons t ru i re
aux cond i t ions de c o n t i n u i t é s u i v a n t e s :

i° La (onct ion V doi t être un i fo rme , f i n i e et con t inue dans le do-
maine T;

2° Les dérivées partielles des deux premiers ordres de V do iven t
être uniformes, finies et continu.es dans tout domaine TT con tenu
dans T.

Nous appellerons ces cond i t ions les conditions de continuité fonda-
mentales.

A chaque po in t M de S, at tachons un nombre €^p de telle façon que
rensemLIo <1> des nombres <I^ soit con t inu . Nous désignerons <I> par
le nom adjonction périphérique donnée. Nous supposerons cette fbnc-
lion u n i f o r m e , f in ie et con t inue sur S, mais nous ne ferons aucune
hypothèse sur la, c o n t i n u i t é ni même sur l 'existence de ses dérivées.

Voici enf in ce que nous entendrons en d i san t d'une fonc t ion V
qu1 'elle prend sur S les valeurs <I> ou quelle se réduit à <& sur S. Soit M un
point de S auquel est attac'lié le nombre <1>^; soit A un po in t de T en
lequel, V a, la valeur VA; soit G un chemin c o n t i n u al lant de A en M,
sans sortir de T. Dire , que V se réduit à <I> sur S, c'est dire que
V(,z',y,^) tend vers ^, q u a n d le po in t couran t (,r,j^) décr i t C,
quels que soient A, M et (L

Tout cela posé, notre but est de -construire une intégrale de Inéqua-
tion ( i) remplissant les conditions de continuité fondamentales, $e rédui-
sant sur S à la fonction périphérique donnée^ et vérifiant l'équation aux
dérivées partielles étudiée en tout point situé à l'intérieur de T. ! ^
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Nous écrirons

AY + a ̂  + b ̂  + c ̂  =/(.:r, r, z, V) + 9,

Vs •=:<!>.

L'ensemble de ces deux égalités sera pour nous une nota t ion abrégée
de l 'énoncé précédent.

Enf in le nom de Principe de Dirichlet généralisé désignera la proposi-
t ion q u i a f f i rme l 'existence d 'une solut ion de notre problème.

'IU. Je commencerai , par démont re r le théorème suivant : si la fonc-
tion f('v, y , z , V) est croissante avec V, le problème qui nous occupe com-
porte au plus une. solution.

[/étude de cette question, a déjà longtemps retenu M. Picard ( i ) .
Deux méthodes dit ierentes on t été proposées par ce géomètre. L'une,
très na tu re l l e , très simple, et toujours appl icable en Phys ique matlié"
matiqi ie , est fondée sur la cons idéra t ion de certaines intégrales défi-
n ies q u i sont e ssen t i e l l ement posit ives. M. Poincaré en a f a i t souvent
usa^e (2) , Mais , out re qu ' e l l e ne permet pas facilement à Fanalyste de
traiter tous les cas q u ' i l rencontre , elle impose a u x énoncés des res-
t r i c t i o n s s u r n u m é r a i r e s que rien ne j u s t i f i e . L 'au t re méthode n'offre
pas un m o i n d r e i n c o n v é n i e n t , car el le oblige à supposer holornorphes
les coefficients de l ' é q u a l i o n aux dérivées par t ie l les q u i y eHe-même,
d o i t être linéaire. Pour ces diverses raisons, je préfère aux précédents
un procédé de démonstrat ion, dont le pr incipe est dû à M. Paraf(3) .

Supposons que le problème de Dirichlet général isé puisse recevoir
deux solu.tions dis t inctes Vi et Va. Leur dif férence V reoiplirait les
condi t ions de c o n t i n u i t é fondamentales et s ' annulera i t sur S. Elle
atteindrait donc, en un point situé à l9 inté/ieur de ï\ soit un maximum
positif^ soit un minimum négatif. Nous allons voir qu 'une pareille cir-
constance est impossible lorsque/(a?, y, s, V) croit avec V. On a, dès

(r) Ë. PICAHI), Traite'cl''Analyse^ t. 1,1, Cbap. I, § IIÏ.
(a) H. PoiNaAKÉ, Théorie ancdytique de la propagcitiofi de la Chaleur y Chap- 11.
( ï}) A. PARAF, loc. cit.
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. lors, forcément,
V=o, V^V,,

et le théorème annoncé se trouve établi .
Pour démontrer la proposition à laquel le nous ramène le raisonne-

ment qui précède, je m'appuierai sur la remarque de M. Paraf que j ' a i
signalée dans l ' In t roduct ion comme devant me servir constamment.

11. Envisageons d'abord le cas d 'une équa t ion l i n é a i r e . Si V désigne
la différence V^ — V^ on a

^ âV , ()V ^VAV 4- a— -1-- b •-,-- -h (1— = / V .
6W ôy ôz v

Supposons
/>o>

l 'inégalité excluant l 'égalité. Soient x^ y^ ,̂  les coordonnées d 'un
point M(, où VcTt te in t un max imum posit i f . En ce point , on a

/>o, Y^X;).

Mais V satisfait aux conditions de c o n t i n u i t é fbndaiïienlales; d'oii

âV ()V àV
-—' L..Z u "—- rr^ 0, 1 1 1 1 - 1 , 1 1 1 . - ":::::: o
àx ô'y (}z

en Mo, les tbnctions a, b, c é t an t en même. temps finies et déterminées.
La formule de Taylor, l imi tée au. second terme, est ici applicable. Si
l'on emploie la forme du reste indiquée par Lagran^e» .il v i en t

V(^ 7.. ̂ o) - V(.r., j,, ̂ ,) = ̂ :Z^)1 ̂  (^ y^ ,^

V (.z^ j, z,) - •V(^ yo, z, ) = ̂ r^ ̂  (^ .^ ̂  ̂

V(^o. jo, .̂  - V(^, ̂  ̂ ) = t.;î ^^^^^^^^^^ .̂ 1 (^ ̂  ̂
A C/A»

^. Y], *( étant respectivement compris entre x et x^ y et y^» 's? ^t ^o- Le
point M() étant le lieu d'un maximum positif pour V, on conclut de là
sans peine

' • 1 AV<o, 1 1
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pour x -== x ' o , y == j<p z == s^. Finalement, en Mo, on a

AI- - à'V , âV . <iV ,,.AV,o , ^=o, . ^=o, ^•=o, /V>o.

Alors l 'équation que doit vérifier V ne peut pas être satisfaite au point
considéré. Cela est contraire à l 'hypothèse. Donc V ne peut pas avoir
de l ï îaximum posi t i f à l ' intér ieur de T.

L' impossibi l i té d 'un m i n i m u m négatif se prouverait de la même
manière.

.Le problème de Dirichlel genércilisé comporte clone au plus une solution,
dans le cas de l'éqwlion linéaire, lorsque le coefficient f de celte équa-
lio/i est posiuf et non nul en tout point du domaine T envisagé.

.La. d i scuss ion peut êire poussée p lu s loin. Soit À(.r, y, z ) une fonc-
t i o n arbi traire , niais tou jours positive dans T, ne s 'annulant même pas
sur S et vér i f iant les cond i t ions de con t inu i t é fondamentales a ins i que
ses dérivées de tous les ordres. Posons

V^ML
On a
. ^,. / ()1 .,\r}U / rrÀ .AW ( ffh .WIJ ^ / , , , T/ AU ••-(- 2 — -h ah — 4- l'-î — +• bk — + a — ~|- ck —— •+- F (À ) U = 9,\ (îx ) ôx \ ây ) ày \ àz ) àz

eîi posant
•g-, / . „ A i ^ î à^ à^ -.-,F ( A ) == A). -+- a — +• b — + c — — /À.

' / à^ ày as u

Si A est connu , la recherche de V se ramené immédia tement à celle
de U; cette dernière fonction prend d'ailleurs sur S les valeurs données
— qui sont f in ies pour À ̂  o. Supposons que 1,'o.n parvienne à choisir À
de façon que l'on a i t en tout point de S et de T ;

À><V F(À)<o,

les égalités étant exclues. On pourra répéter le raisonnement précé-
dent et l'on verra que, cette fois encore, le problème de Dinchlet géné-
ralisé comporte au plus une solution. L'équation qui. défini t1 U est d'ail-
leurs de même forme que celle qui dé f in i t V.
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Si l'on prend1 À =^

la condit ion de si^'ne imposée à À sera satisfaite et il. suffira de
choisir À' de manière à réaliser, out re les circonstances de c o n t i n u i t é
prescrites par l 'énoncé, l / inégal i té

fàvy /^.'Y /^/v àv ,^' M .,,. fàVV /()7'Y /^Y . W , ,^/ , M
A^+ ( ̂  ) + ( ̂  ) 4- ( ̂  ) + „ ̂  -.-.- ^ ̂ ; -^ c ̂........ 4- .:.,-.-. 4.- ..... ^ 4- a . 4-- b - • - -h- c . " • • —./ <.o.

\().r j \()v ,î \ ().z ] àx à y ()z

A p p r o fb n d i. s s o n s q u. e 1 q u e s e x e m p ! e s.
Soit

y11,,:,^.» (huis 1\
Prenons

'u_ y'.^^'
î——^ ^

a et M étant deux constantes laissées indé te rminées pour le o îomenL
On doit réaliser l ' inégali té

M "+- a > a ̂ u".

Choisissons M posi t i f et tel que M + a soit supé r i eu r à un c e r t a i n -
nombre p o s i t i f N . Pu isque le d o m a i n e T est l i m i t é , on peu t t rouver un
nosïibre pos i t i f L tel q u e le modu le de x resie i n f é r i o u r a L en [( 'Hit
point de T. Prenons alors pour a un noiîilH'c compris en t re o (il, Nc'1 '^1 ' .
Toutes les condi t ions vou lues seront remplies . Le problème d(i Dirichlei.
généralisé comparle cfonc aa plus une solulMrn. si le wefficient f île I 1 équa-
tion linéclire ne devieni négatif' e/i aucun point du domaine er'wi^d^é.

Par exemple, l 'équat ion
„, ÛY , ()V ^V
AV 4- a ;-••• '-h h -:, 4- c •••••ii: ,::::= o

():/': ôy <}z

rentre dans la catégorie précédente, quel que soi t T. L 'équat ion

AV + a âv 4" b ̂ v 4" c ̂  = ̂  ( ̂  4~ y^ ̂  ̂  ' 0 [^ 4-. ^ ~ ( .^ ̂  ^ ) ] V 4- 9

appar t ient au même type, pourvu que la surface S soit tracée dans
l'espace compris entre la sphère

^.24- j24-, ^2:=::; (
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et le paraholoïde de révolution

z + 2 •==. .r2-^- y2,

espace qui est i l l imi té .
Prenons encore, dans un nouvel exemple,

V=— {c(.x + 67-4-7-2),

a, (3, "y désignant des constantes. L'inégalité à réaliser est

^ -4- ps -^ y2 < aa -+- b (3 -4- cy -}- /.

Voici une application. Soit
ar=(3=y==T, ^->3.

L'équation

AV+a^+^-h-c^-^-Ç^+^+^lV^-y

appartient au type signalé. Remarquons que le coefficient qui joue le rôle
de f y peut avoir un signe quelconque.

Il serait facile de mul t ip l ie r les exemples de ce genre. Contentons-
nous de noter que l'on procède toujours par réduction de l 'équation à
la forme canonique caractérisée par I'inégalité/> o.

Dans ce qui précède, je n'ai fait aucune hypothèse sur a, 6, c.
Voyons maintenant ce qui se passe si

ci dx -4- b cly -h c dz

est une différentielle exacte d^. Soit

À^-ï.
2

I I vient Au=^^^^?+^+ffl2rLp^-<-^^À.[_2 \()£c ày as/ 4 J

Si l'on a, en tout point de T,

lf^+^+^+ff2-î-p-c2+/>o,
i \àx ày à z } 4

Ann. de l ' K c . Normale. 3e Série. Tome X ÎV . — OCTOBRE 1897. 5o
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on est assuré que le problème de Diriehiet généralisé comporte au plus une
solution.

Lorsque a, &, c sont les dérivées partielles d 'une même fonction, on
voit que l 'équation linéaire peut toujours être ramenée à la forme
canonique

AV =:/V + 9.

Convenons de désigner l 'équation dans ce cas par le nom d'équation
linéaire réductible. Cette équation est spécialement importante pour la
Physique mathématique. Aussi vais-je en faire une étude particulière,
toujours au point de vue de la détermination unique d'une intégrale
continue par ses valeurs sur une surface fermée, mais en ne faisant
plus sur /aucune hypothèse de signe.

12. C'est à M. Picard que l'on doit les premiers résultats rela-
tifs à la question qui va nous occuper. Dans un Mémoire inséré en
1890, au Journal de Mathématiques, ce géomètre a énoncé un théorème
d'après lequel le problème de Dirichlet généralisé comporte au, plus
une solution si la surf ace S s'écarte suffisamment peu d'un des points de
l'espace. Un second Mémoire du même auteur {Journal de Mathéma-
tiques, 1896) est venu compléter le premier : il suffi t q u e le volume
du domaine'! soit assez petit. Nous retrouverons ces deux propositions.
Mais la méthode de M'. Paraf nous permet t ra , en outre, de bien voir
que la seule condition nécessaire eslune certaine petitesse du domaine/ï
et de fixer le sens précis qu'il faut attribuer à cette expression*

Pour plus de simplicité, je supposerai les coefficients/ et <p de
l'équation réduite continus ainsi que leurs dérivées dans tout l'espace.
Je chercherai, dans ces conditions, comment on peut choisir le
domaine ï de façon que le problème de Dirichlet généralisé comporte
au plus une solution. Il va de soi que, si /et cp n 'étaient définis que
dans une région R, une première condition imposée au domaine T
serait d'être contenu dans R.

Soit L une l imite supérieure de |/|. Tout revient à trouver une
fonction continue X vérifiant les condi t ions

).> o, M +;î/À==o,

dans T et sur S. Cherchons, de diverses manières, à calculer À.
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Soient a, ^, y les cosinus directeurs d'une direction dans l'espace.
Prenons

7. == sin [\/L {ccx -4- (3j -h y -s — <5 )].

Toutes les conditions voulues seront remplies en choisissant S de
façon que l'on ai t , en tout point de T,

o < ax + (3y •+• y z — 8 < ——
\/L

Donc, le problème de Dirichlet généralisé comporte au plus une solution
si la surface S est comprise entre deux plans parallèles dont Fécartement

n'excède pas ^p ' Dans ce cas, le volume de T peut dépasser toute l imi te
V,L

assignée.
Prenons encore un autre exemple. Soit

et
p^= (.r ~ œ,Y ̂  (7 -Jo)2^ (^ - ̂  ?

) ̂  ̂ ^P^Ll^^ ^

R étant une constante arbitraire et (^o»./o» -^o) les coordonnées d'un
point quelconque de l'espace. Toutes les conditions prescrites seront
remplies si l'on a

p>R, .p<R+—
V/L

Donc, il ny a qu''une solution possible du problême de Dirichlet géné-
ralisé si le domaine T peut être placé tout entier entre deux sphères con-
centriques limitant une couche sphérique dont l'épaisseur ne surpasse

pas —. • Un cas particulier est celui où T est contenu dans une sphère de

rayon -7-- Ici, de nouveau, le domaine T peut s'éloigner autant qu'on
\/L

veut d'un point quelconque et avoir un volume arbitraire.
Il serait aisé de multiplier sans fin ces exemples, par lesquels on

voit ce que signifie la condition de petitesse imposée au domaine T.
Cherchons maintenant des théorèmes plus généraux et voyons qu'une

condition suffisante est que le volume du domaine T ne dépasse pas une
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certaine limite. Calculons X par une méthode d'approximations succes-
sives. Soit

Â^Xo^-Oi+.L2^-!-. . .4-L / 'À/•4-. . ..

Partons de \ = i . Il vient
AÀ,-hÂ/-.i=:o,

pour les valeurs entières de l ' indice i depuis i jusqu'à l ' infini. Soit
dr un élément d'un volume To un peu plus grand que T. Appelons
x\ y , zr les coordonnées du centre de gravité de ch;
^ la valeur de X^- en (a/, y, ;s');
r la distance du po in t courant {oc, y , z ) au point (x\ y, z ' " ) .

On peut prendre
^ . — J_ / ''1^1 ,/ / / _ . r> '.î, r, \A( — Y j — OT ^ 6 — 1 , 3, <,̂  i.,{ y . . . ) .

-1 71. J^r,,) /

Les X, peuvent être ainsi calcalés de proclie en proche; ils sont tous
positifs, et ce sont les potentiels newtoniens de certaines distributions
continues de matière at t i rante à l ' intérieur du domaine To. On peut
assigner un nombre positif g tel que

± Ç ck<l.
^J<T,/•"

en tout point de To. On a alors

^=1, ^é-, ^<ff\ -•. ^i<ff1.

Donc, la série
S). 17

est absolument et uniformément convergente dans To si Lg est infé-
rieur à i. Dans ce cas, comme cliacun de ses termes est une fonction
continue de (<^.y» -s)? sa somme X est aussi une fonction cont inue des
mêmes variables. On peut donc former F'intégrale

. ! i r LV ,
7- I — ar,
^J,r,, ^^J^ r

l'accent .désignant1 la substitution des 'variables Ç ^ ' ^ y ^ z ' ) aux va-
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riables (.r, y, ^). Écrivons

S/^i = ÀQ •+- Ui +... + L,z À",
B^==L^1^4--...,

À = S/(-n •+- R/;,-n.

La différence bien déterminée

i ! f L Â ^^——— ——— ^T

^(To) r

devient
Ào4-R^-—— f î^^l^

4^J^ r

si l'on tient compte de la définition des ~X^ Or, on peut choisir n assez
grand pour que, s étant un nombre positif donné à l'avance aussi petit
qu'on veut , on ait, quels que soient («r,y,^), les inégalités simul-
tanées

£ . . £R/^-i < - ? R.//,-i-2 -< " - B
•J1! t;î

Cela en t r a îne
i /* LH^^,, . e Ê. pi
: ̂ (To)

^—— i —————— C/7 <^ j^^r - <^ » .
/ i7r / , , , r • " 2 2

D'où
, , ,«. r LV , ,
^ _ ^ ^ A- <£.

47rj,r. ^

Mais le premier membre de cette inégalité est une quan t i t é bien
déterminée. On a donc

, , i r LV j
A = ÀQ 4- —— / —— ^T.4.7TJ r

t * ()/

II résulte de là, d'après les propriétés bien connues des potentiels
newtoniens, l'existence et la continuité des dérivées de tous les ordres
de X, ainsi que la relation

AÀ -{- LX == o dans To.

Nous avons donc réussi à calculer X. On sait la conclusion qui en
découle.

Calculons g. Si/< et/s sont deux fonctions intégrables ainsi que
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leurs carrés, si a et ? sont deux paramètres réels, on a

f (af^[3f^ck>o,
"(To)

quels que soient (a, (3), c'est-à-dire

a2 f f^ch+^^f /i.A^r+p2/' / jA>o.
v (To) ^(T,,) ^(T,,)

En appliquant à ce t r inôme en (a, p) la règle élémentaire relative
au discriminant d'une forme quadratique b ina i re définie et positive,
on trouve

[ f ./V^T< f /î^ f /l^-
^(T») J ^(ïo) '-'(Toi

II est à remarquer que cette inégalité, dite inégalité de Schwarz, n'est
qu'une généralisation de 1/inégalité bien simple

(ïaby<ïa^^

qu'on déduit sans peine de l'identité de Lagrange. Nous en ferons sou-
vent usage. Des à présent, nous voyons que

_r r ±r^1 r dr r ^
^U^r\ -76^4, ̂ 4/111-

Or, on a
/'^<^

^(TO)

/ étant la plus grande dimension de T(,, c'est-à-dire la plus grande
distance de deux points de ce domaine* Où a donc

-1- Ç €k <r ——d1</Tf «. I ,." <^ /'r~" v V *• o i^^'ï,}1 \/47r

en désignant aussi par la lettre 1,\ le volume du. domaine T()- On peut
donc poser !

^V^
& — ""•—T^"' , ! !

ay^
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Finalement, si

T <- 4Tr •i-o<F75

le problème de Diricklet généralisé ne comporte certainement quune seule
solution pour tout domaine T contenu dans le domaine To.

J'arrêterai là l'étude des équations linéaires. On voit la multiplicité
des cas que l'on peut distinguer et la marche uniforme qu'il faut
suivre pour les traiter. L'équation doit toujours être ramenée, sans
cesser d'appartenir à la classe des équations réductibles, au type
simple pour lequel le coefficient/est positif. Ces résultats ne sont pas
bien nouveaux; sauf de légères modifications, ils sont dus, pour le
fond, à M. Picard et, pour la forme, à M. Paraf. Mais je devais les
exposer, parce que le raisonnement qui les démontre reparaîtra conti-
nuellement dans la suite.

13. Je f in i ra i ce Chapitre par l 'examen d'un cas simple relatif à
l 'équat ion non l inéa i re

,,. ./ -, ()V àV ()'V\AV =/ ,r, y, z, V, -ç-? —y — •>l/ \ 1/ à.v à y à^ )

plus générale que l 'équation de Fourier.
Soient Vi et Y y deux intégrales de l 'équation précédente remplis-

sant les conditions de continuité fondamentales et prenant les mêmes
valeurs sur S* Je considère leur différence

V-^Vi-V^

el j 'ai à voir sous quelles condit ions cette différence V ne peut pas
avoir, par exemple, de maximum positif .

Soient ^o, jo» ZQ l^s coordonnées du point Mo de T en lequel Y
aurait un maximum positif. En ce point , les relations suivantes se-
raient vérifiées

V>o, ^=o, Ç-=o, ^=o, AV5o,àx ày à s

comme nous l'avons déjà vu (n° H). D'ailleurs, on aurait aussi en Mo

,,/ ,( z r àV, JV, <)V,\ „( y à^^ OVî à\'î\AV=y(^,;,.,V,, ^1, y ̂  -J{^,y,.,\,, ̂ -, -^-, -^}-
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Posons
— ày. , — âv , — àv

' àx ? <?y ^ 11' J"3"

et supposons que les dérivées

EL, ïf, EL, El.
au à^ àw'' âV

existent et soient continues, comme /, pour toutes les valeurs de
{oc,y, z, V, u, ç>, qp). Appelons

U, ^ 'n , ?

des quantités respectivement comprises entre

^ ÔV, àV, ()V,
1 ? àx' àj' 1h

et
V, âv^ âv^ âv^

àx ôy î as
pour

.^==^, y=j<.,, s-^z^

On a, par la formule des accroissements finis,

Av== ^If^^-^u^.a^^^^./^.iL^^o
f}V ^/' )/'+^ ^(^^^^^.^Ç)^ V^(.r,y,^U,^.^Ç)

pour
^=.z'o, J=Jo, s-=zs,.

Un raisonnement déjà f a i t (n9 11) montre encore ici rimpossibilité
d'un maximum positif ou d'un min imum négatif do V en tout point Mo
del\ si l'on a, pour toutes les valeurs admissibles de (^,r, s, V, u, ̂  çy),
V in égalité '

Èf^..
W>°-

Donc le problême de Dinchlet généralisé comporte au plus une solution si
la fonction f est croissante avec V.

Un changement bien simple de la fonction inconnue permettrait de
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pousser plus loin la discussion, toujours parles mêmes procédés. Mais
je m'en t iendrai à ce cas. C'est, en effet, précisément celui que l'on
rencontre dans la théorie de la chaleur.

II. — L'équation linéaire réductible. — Établissement de quelques lemmes.
— Théorème de iïarnack généralisé. — Réduction du problème à une
forme simple.

14, L'équation aux dérivées part iel les du second ordre que j ' a i
nommée l'équation linéaire réductible est de la forme

.,., ÔV , ()V ^V ^AV"+-a -r— + b — -h c — = / \ -+- Q
ôx Oy àz ' '

a, b, c étant liés à u n e certaine fonct ion u n i f o r m e (^(.r,j,^) par les
relat ions

_ à[j. , __ à[j^ ^ _ ày.
à-^ ' " à y ~ à^

Ce type d 'équa t ion présente un in té rê t s p é c i a l , au p o i n t de vue des
applicat ions parce qu'on, le rencontre consta i r iment en Physique, au,
po in t de vue de l 'Analyse parce q u ' i l peu t être ramené à une fo rme
canonique très s imple qui le caractérise.

Sous quelles condit ions une intégrale c o n t i n u e de l 'équation précé-
dente est-elle déterminée sans ambigu ï té par les valeurs qu'el le prend
sur une surface fermée? Il suffi t que la fonct ion donnée/"res te tou-
jours positive à l ' in té r ieur du domaine envisagé. Nous supposerons
dorénavant , comme nous en avons le dro i t , cette circonstance réalisée,
au besoin par un calcul préalable (Chap. I).

Le problème de .Dirichlet généralisé ne peut pas recevoir deux. solu-
tions d i s t inc tes : c'est entendu, c'est du moins le cas où nous nous
plaçons. Mais cette u n i q u e so lu t ion possible existe-t-elle effective-
ment toujours? C'est à quoi nous a l lons répondre par un théorème
d'existence, foi va nous servir celte méthode du balayage, donnée par
M. Poincaré pour l 'équation de Laplace, mais dont je veux montrer la
général i té .

La méthode du balayage f u t exposée pour la première fois par
M'. Poincaré dans une Note insérée aux Comptes rendus des séances de

Ann. de. /7u". Normale, 36 Série. Tome XÏV. — NOVEMBRE 1897. ^ 1



4û3 KD. LE HO Y.

l'Académie des Sciences ( i) : elle ne s'appliquait alors qu'à la résolu-
tion du problème de l'équilibre électrique sur un conducteur isolé
dans l'espace. Un peu plus tard, M. Poincaré le mit sous une forme
qui lui permit de traiter complètement le problème de Dirichlet ( 2 } .
Puis M. Paraf(3 ) indiqua les modifications importantes que deman-
dait l'emploi de la même méthode dans le plan. Voyons maintenant ce
que je me suis proposé de faire.

Le principal avantage signalé par M. Poincaré dans sa nouvelle mé-
thode est qu'elle fournit une démonstration du principe de Diriclilet
directement valable pour tous les cas. Suivant la même voie, je mon-
trerai qu'une certaine transformation dans le point de départ du rai-
sonnement confère à la méthode un caractère plus général encore :
plus n'est besoin de faire appel aux propriétés trop particulières des
potentiels newtonien ou logarithmique, aucune différence ne sépare
les cas de l'espace et du plan : le principe de Dirichlel simple el le
principe de Dirichlet généralisé s'établissent concurremment. J'ajoute
que, ayant réduit la méthode du balayage à ce qu'elle a d'essentiel et
de fondamental, celle-ci se trouvera toute prête h recevoir les. généra-
lisations que nous lui ferons subir, pour dos problèmes très différents
de ceux qui nous occupent en ce moment,, dans la troisième Partie
de ce Mémoire. Tels sont les mot i fs qui me portent à publier mes
recherches, bien qu'elles ne procurent aucun résultat positif nou-
vea u.

15. Je supposa connus les éléments de la théorie des fondions har-
moniques et de la théorie des fonct ions de Green. Je rappelle seule-
ment les énoncés de quelques théorèmes devenus classiques : on
trouvera les démonstrations dans tous les Traités ( / < ) .

( î ) II. PoiNCAîus, Sur k; problème. de la distribulloii électrique ( CotiîpleK rcnduff, 1887; .
(s) H. POINCARÉ, Sur lov ér/uatio/t.v aux dériver partielles de la P/iffuqucî matli^ma-

llque (Âmerlca.u. Journal, t. XÏi ; 1(890}. — Voir aussi : Théorie du potentiel ma'/o/n'c//.
Paris, Cîirré; 1897.

(3) A. PAHAP, Sur le problème de Dirichlet (H .vu// e^'te/islo/i au ca^ de l'éf/uallo//
linéaire générale, Ctmpiiro 1 (Annales da la Faculté des Scionccî.^' de Toulouse, ï8m).
F'air aussi : E. Pic.uio, Traité d'A tialyse, Tornc Î.I, Chapitre ÏV.

(^) Voir par exemple : lÏ. PICARD, Traité d'Analfse, TorncB 1 et U. —'Ï-L POIN^YHE,
Théorie du potentiel nwtQiiïeii.
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11 est facile de former la fonct ion de Green relative à une sphère S
et à un p o i n t s i tué à l ' intér ieur de celle-ci. Soient

R le rayon de la sphère;
Ç x ' . y ' , ^ /) les coordonnées courantes;
(,r,y, z) celles du pôle;
(^ l ï j i ,^ ) celles du po in t conjugué harmonique principal du pôle

par rapport à la sphère;
p la dis tance du cent re au pôle;
re t r ' les dis tances respectives du po in t courant au pôle et à son con-

j u g u é .

On a
f = l - B-x r p r ' 7

G é tant la fonct ion de Green : c'est u n e fonc t ion de x, y , z, x ' , y , ^.
Si l'on appel le do- un é lément de la. surface de la sphère S, et

(x1\y'', z ' ) les coordonnées du cent re de gravi té de r/cr, la fonct ion

^—'--^i,1'1'-^-
ou. hien

T r ,. cl G ,V = 7- / 4> — ch,4.7rJ,^ dni

en désignant par —{L la dérivée de G par rapport à {x\y, ̂ /), su ivant
la normale in té r ieure à S, est la fonc t ion harmonique qui prend sur S
les valeurs <î) : le problème de Dirichlet est ainsi résolu pour le cas de
la sphère (1) .

On d é d u i t de là sans peine qu'une fonction h a r m o n i q u e dans un
domaine ne peu t avoir ni maximum ni m i n i m u m dans ce domaine,
et que c'est, par conséquent, sur là frontière qu'elle at teint sa plus
grande et sa p l u s peti te valeur*.

( » ) E. PICAIU), Traité d'Analyse, Tome I, ChapiLre VI, § II. -- H. P O Ï N C A R É , Théorie
du potentiel newtonf'en, Chapitre V.
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Considérons encore le problème (1 )

AV 4- 9 --= o,
Vs-=o.

La so lu t ion est, en appelant Q le volume l im i t é par S,

V_ 1 / / ,>/ yf „/ - / \ p / .y »/ ^ /.,/ ,,/ ^r\ . l y , ^ ! ^ ' r / " 'v — y— î cp^z. ^y , ̂  ; u^.z,j'', ^, .2. ,^ , ^ j a .̂ aj (i^ .
^^ô

L' inéga l i té
1 ç | < oc

en t r a îne l ' inéga l i té -1:̂
1 17' 1 -«-| V | < a - y .

La f o n c t i o n V a des dérivées des deux premiers ordres et r emp l i t
toutes les condi t ions prescrites, pourvu que la f b n c l i o n d o n n é e ^ soit
cont inue dans © et sur S et possède des dérivées par t ie l les du premier
ordre f inies et continues dans t o u t d o m a i n e ©/ i n t é r i e u r à @.

Soit eniin une série de f o n c t i o n s V/ h a r m o n i q u e s dans un d o m a i n e
de forme quelconque. Les p ropos i t i ons que je v iens de rappeler per-
me t t en t de d é m o n t r e r le doub l e tiléoreme s u i v a n t :

i° ..... Kl /a série V'/ est uni formérneiil converge fUe dans le domaine
envisage elle a pour somme une fonction harmonique dcins ce même do'-
rnaifie.

2° ..... Si les foncUons V^ sont toutes positif f s dans le domaine envi-
sagé et si la série c/u cl/es forment est convergente en un point de ce
domaine, ladite série est uniformément convergente dans tout domaine
intérieur au domaine en nuestion.

On donne g é n é r a l e m e n t à cette doub le proposi t ion le nom de Théo-
rème de Uarnack ( 2 ).

16, On conna î t les fondions sphértcjues ou fonctions de Laplace dési-
gnées d 'ordinaire par la n o t a t i o n "Y^. M» Picard ( ; î) a montré q u ^ é t a n t

( î } Voir le Mémoire déjà cité de M. PAnAF, Cliap. H.
P; E. PÎGABD^ Traité (VÂnatyse, l. Il, Chap. Il, § L
( 3 ) E- PICAIU), Traité cr^/ialpe, i. Ï, Chap, ÏX, §1 4. 1 . 1 1 1
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donnée une fonct ion cont inue quelconque des angles 9 et r^, en même
temps qu 'un nombre posi t i fs si pet i t qu'il soit, on peut toujours trou-
ver une sui te l imitée de fonctions sphériques

d'ordres respectifs

[elles que la somme

YO-? L l? B - i l • * • ; 1- ?

0, Ï , 2, . . . , p ,

Yo+Yi4-Y24-...+Y.

représente la fonction considérée a moins de £ près.
Appelons $(0, r^) une fonction continue quelconque définie sur une

sphère. Soit
Êfl? Ê25 ES? • " • ) S / y

une su i te de nombres posit ifs décroissants ayant zéro pour l imi te et
f o r m a n t les termes successifs d 'une série convergente.
Soit

S^Y^+Y^+...-4-Y;^

une somme de fonct ions sphériques telle que
| <I> - S< | < £/:.

La considérat ion des sommes S, va nous permettre de résoudre le
problème de Dir ichle t pour l'espace compris entre deux sphères con-
centr iques de rayons B et IV (IV < R).

Remarquons d'abord que l'on peut écrire

<ï>= Si-i- (S2--Si) -f-(S3— 82)4- . . . - 4 - ( S / . n — S , ) H - . . . ,

et que 9 se trouve ainsi développé en série absolument et un i fo rmé-
ment convergente dont chaque terme est une somme de fonctions sphé-
riques. On a

| ̂ +.1 — S/ < s/ 4- e/4-i < a £/
év idemmen t .

Soient S et S7 les deux sphères concentriques, R et IV leurs rayons,
( p , 0 , ^ ) les coordonnées polaires d 'un po in t de la couche sphérique

I V < p < R .

Nous voulons trouver une fonct ion V(p , 0, '^) harmonique dans Fes-
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pace © compris entre les sphères, se réduisant sur S cl 2' à deux fonc-
tions continues de 0 et 4' respectivement données <I> et l̂ . Supposons
d'abord que l'on ait

et

La fonction

<l>=:Yo+Y,4-Y2-4- . . . - l -Y/ ,

^ := Y;, + V, + Y, -+- . . .+ Y;,..

i i
.p, '"" îr ..-.. ï

Ïi ~" K7

est harmonique dans © et se réduit à i sur ^ et à o sur I;'.
De même

» ï
û ^ H _ „

"""T""'""11"111111 '1"1111!""" """"" '^

H' ' 11

est harmonique et se réduit à ï sur S' cfc a o sur S. On voit encore que
les fonctions

et

sont harmoniques et se r édu i sen t la première à o sur S et à Y^ suri/,
la seconde à Y,,, sur S et à o sur S\

L "'expression
V=:^Yo4-^Yi4- . . .+^Y/ ,

"^.^;,Y;,+^Y/,^...4•<Ç;,Y;,,

donne dans ce cas la solution cherchée : la vérification ne soulève au-
cune difficulté.

Cela, posé, si <ï> et ̂  sont1 deux fonctions continues quelconques,
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nous savons que l 'on peu t toujours écrire

$ ~= <ï^ + ^.2 4-.. . •+- <1̂  -4- . . . ,
d^ ---= ̂  -h €< -4- . . . 4- <I>;. 4- . , .,

les séries é tan t a b s o l u m e n t et u n i f o r m é m e n t convergentes. Chaque
terme (C^-, C^) est de la forme que nous venons de considérer . Nous
savons donc const ru i re u n e fonc t i on h a r m o n i q u e V; q u i se r é d u i t à î^
sur S et à <I .̂ sur £'. Alors la série

V=V^--V2+...4-V,+...,

en ver tu du. théorème de Harnack, est abso lumen t et un i fo rmément
convergente et représente une fonct ion h a r m o n i q u e : sa somme V ré-
sout le problème de Di r i ch le t pour l 'espace compris entre les de'ux
sphe re s co n cen t riq u es.

Cela f a i t , l 'existence de la fonc t ion d-e Green relative à une couche
sphér ique et a un pôle s i t u é dans cette couche se trouve é tab l ie .
To 1.1 le s 1 e s p ro p o s i t i o n s ra p p e 1 é e s a u n ° 15 c o n ce m a n t la s p h e re
s ' é t enden t a ins i d 'e l les-mêmes au. nouveau, cas que nous venons d'exa-
mine r .

F i n a l e m e n t on voit que des procédés é lémentai res pe rmet ten t
d'achever la, théorie des fonc t ions ha rmon iques et cel le des f o n c t i o n s
de G r e e n , lorsque le d o m a i n e envisagé est formé par l'espace compris
soi t a l ' i n t é r i eu r d 'une sphère, soi t entre deux sphères concent r iques .
Ce n'est que dans cette hypothèse que je supposerai do rénavan t le
p r inc ipe de Di r i ch l e t é tabl i .

'1.7. Arr ivons au, p r i n c i p a l objet de ce Chap i t r e : la résolution du pro-
blème de Diric/ilel généralisé en ce qui concerne V équation linéaire réduc-
tible. Je me bornera i dans le présent paragraphe à la considération
d 'un doma ine T l i m i t é par une sphère S de rayon B. Nous avons

.,, ()V , âV âV .,,,AV -f" a — 4- b ~— -i- c — == / V 4- <?,
(},v (}y ()z " T

V's=<l>.
Posons

_ i ( à a àb àc\ ^-h /^-hc2

71 -- 2 \à^ '+ ôy ^ â z ) '4' ——-^—— -r-/
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y, == e1 o, €^ ̂  e2 <D, Vi ::= ̂  V.

II v i en t
AVi==/iV,4-9i...dansT,
v'i r= e>i

et, pour connaî tre V, il s u f f î t de calculer V,.
Soit W la fonction h a r m o n i q u e qui prend sur S les valeurs €>, : nous

savons la déterminer. Posons

avec
v^w+u

AU~.AU+.AW+9^
Us=o.

Tout revient à obtenir IL Finalement, changeons de notation de la
façon suivante :

f^f,, ^=/,W+9i
On a

AU :::;:: f^ [J4- Ça,
ns:=o.

On remarquera que la fonction connue 9^ est cont iê lue dans ioiite la.
sphère, mais que ses dérivées partielles, comme celles de W, peuvent.
cesser d'être finies sur S : cela ne nous gênera pas.

Cherchons à construire une fonction [J sat isfaisant aux condit ions
de continuité fondamentales et vérifiant les relations

AU==47ÏU+-?^
Us=o,

I; étant une constante que lconque- En faisant e n s u i t e

^r,

nous aurons la fonction U qui résout le problème que nous nous é t ions
posé tout d'abord.

Considérons U comme une fonc t i on de Ç et cherchons à développer
cette fonction en ,sér ie entière, ordonnée suivant les puissances,crois-
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santés de ^. Posons donc

U=Uo+^Ui4-^U2+. . . -^U,+ . . . .

Nous sommes ainsi conduits à employer la méthode des approxima-
tions successives de M. Picard

AUo=^ Vf==o,
AU,=/,Uo, Up=o,
• • • • • • • • • • • • ? . . . . . . . y

AU,==/,U,-i, Uf=o,

Sachant résoudre le problème de Dirichlet et former la fonction
de Green pour le cas où le domaine T est une sphère, on sait faire les
approximations précédentes. Il est donc possible de calculer de proche
en proche les fonctions U;. On a

Uo = — y1- Ç c'a Gd-c
^(T)

et
U^——^fW-^dr,

4,, H J^

en appelant G la fonction de Green de pôle (x, y, z) et en posant

ck =dxfdyfdst,

(ps ^yzC^^ y'^1).
f, =y,(^,y^),
u^=u,-,(^y,^).

Soit
î- f Qdr<ff, |/,|<L, |y,[<a.
l-TTj^^ J ^ ^ ^ uî

On sait que l'on peut prendre
R2

^=-0-

On conclut d'un lemme rappelé plus haut (n° 15) :

|Uo|<^^ !UJ<^aL, |U,K^aLS ..., |U,K^^aV,
Ann, de l'Éc. Normale, 3e Série. Tome XÏV.— NovEMnjiE 1897. 52
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La série
U^i^U,

est donc absolument et uniformément convergente dans T, si, Fon a

^ < '̂
c'est-à-dire

m<'JL.
'^IPL

Dans ce cas, U est une fonct ion de (;z*,y,,5) définie et cont inue en
tout point de T : cette fonction s 'annule sur S.

Cela posé, nous pouvons former l'intégrale ( 1)

7- l\^W)Gdr.
4TCJ^)

En vertu de la déf ini t ion de G et des propriétés bien connues du
potentiel newtonien d'un volume a t t i rant , la somme

U4 ï f(9,+S/.UQG^
4'n.j^

est une fonction de (a?,y,-s) cont inue et bien déterminée dans T.
Soit

S,, = Uo + ̂  Ui + ̂  U, 4-... +1 1 1 IL,
U=S/.+I^

Donnons-nous un nombre pos i t i f s aussi pe t i t qu'il nous plaira. On
peut choisir n assez grand pour que les inégalités

HM<^
ir^'K^

soient assurées, quels que soient (,r,j, 5), dès que n^ est supérieur

(1) Les lettres accentuées désignent, dans tout ce qui suit, les mémos fonctions que
les lettres ordinaires correspondantes, mais après remplacement de (.r,j,^) par ( x ' , )"\ z ' ) ,
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^ /̂,'U.G

^W^

^T

<

<mi^|<
!£|L.4<38,

puisque
|i;|L^<i.

Choisissons alors un nombre n\ supérieur à n. On peut écrire

- f^W^Qch^R^-— r^y.U^G^^- f'^R^Gdr,U
4,7T^,., 4 ^ ^ / ( T > -'•"^(T)4,7T . (T)(T)

en vertu des formules qui servent à calculer de proche en proche
les U,. D'où

U ^_ ^ /̂.im^ <£.
47T J^^

Or, le premier membre de cette inégalité est bien déterminé; le second
est arbi traire; donc

U=- ̂  f (^4-c/UnG1^:.-1, f (y;4-S/,inG1^.i^,„/(•(-)
u —— y-

4TC,

Reportons-nous enfin aux propositions énoncées au n° 15 et appli-
quons les résultats de la théorie du potentiel newtonien. On peut
énoncer les théorèmes suivants :

i° Les fonctions ©3, /a, U' sont continues dans toute la sphère ï.
Donc U a des dérivées partielles du premier ordre, finies et continues dans
tout domaine T" intérieur à T.

.2° Les fonctions Ça,/^ U' ont, par rapport à (o^y,^), des déri-
vées partielles du premier ordre continues dans tout domaineT inté-
rieur à T. Donc U a, par rapport à (a?, y, z), des dérivées partielles du
second ordre, finies et continues dans les mêmes conditions,

3° Si ç^ et/^ ont des dérivées partielles continues jusqu'à l'ordre^,
U en a jusque l'ordre p +" ï. En particulier, si cpa et f^ ont des dérivées
partielles de tous les ordres, U en a aussi.

4° Enfin on a
AU=^U+cp2 ,

en vertu de l'équation de Poisson.
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En résumé, la fonction U résout le problème proposé.
Nous n'avons rencontré qu'une seule condition de possibilité

I^LR^ô.

Si R est quelconque, elle exige que [ ^ [ ne dépasse pas une certaine
limite. Si ^ est quelconque, c'est au contraire R qui doit rester infé-
rieur à une l imi te assignable. En part icul ier , fa isons ^ == i. Le problême
de Dirichlel généralisé est résolu pour le cas d'une sphère dont le rayon
vérifie l'inégalité

R< v4
Ce résultat nous sera très u t i l e dans la suite.

Considérons, pour terminer, le cas d 'un domaine T de forme quel-
conque. Supposons que l'on sache construire la fonction de Grcon G
relative ace domaine et à un point in té r ieur . Tous les raisonnements
précédents pourront alors être faits dans ce nouveau cas et la conclu-
sion restera la même. Il est d'ailleurs facile de voir alors ce que sérail
le nombre g» On a

^ f Gdr<± f^<^
4îrJ^ ^J^ ^ ô

Nous avons vu (n,° 12) que l'on, peut prendre

V/Tï
ô —" """"""/"=' *2 \/n

La condit ion de possibilité serait donc

T<- 47ri<^.

Elle serait remplie pour tout domaine de volume suffisamment petiL
Mais c'est un point sur lequel nous n'insisterons pas et dont nous ne
nous servirons pas, parce que son emploi nous obligerait à supposer
le problème de Dir ichle t résolu pour un domaine quelconque.

Il y a toutefois un cas particulier qui nous intéresse : c'est celuî où
le domaine T est formé par l'espace compris entre -dem sphères con-
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centriques de rayons R et R7 (B^K). Dans ce cas, on sait construire
la fonction de Green. On a, du reste,

Z = = 2 R , T = j ^ T ( R 3 — R / 3 ) .

Le problème de Diriçhlet généralisé est donc aussi résolu pour tout do'
maine T limité par deux sphères concentriques telles que

^<î2•îTW7•

E étant U épaisseur de la couche sphérique envisagée,

18. Une méthode d'extension progressive, due à M. Picard ( 4 ) , et
imitée de la célèbre méthode alternée de M. Schwarz, va nous permettre
de passer, par un véritable prolongement analytique, du cas d'une
petite sphère au cas d 'une sphère de rayon arbitraire et du cas d'une
couche sphérique mince au cas d'une couche sphérique d'épaisseur
quelconque.

Commençons par envisager une sphère S. Soit F une sphère concen-
trique assez petite pour que le problème de Dirichlefc généralisé puisse
être résolu en ce qui la concerne au moyen des approximations suc-
cessives définies dans le paragraphe précédent. Je veux montrer qu'il
est toujours possible de tracer une sphère C concentrique à la sphère
T, d'ailleurs extérieure à celle-ci, et telle que l'on sache résoudre le
même problème pour l'espace intérieur à C. Il est clair que, si cela a
lieu, on arrivera de la sorte, après un nombre limité d'opérations, à pos-
séder la solution du problème en question pour la sphère S elle-même.
J'aurai besoin, dans ce qui va suivre, de considérer une sphère y con-
centrique à S, intérieure à F et l imitant avec G une couche sphérique
assez mince pour que les approximations successives du n° i7 y soient
convergentes : la sphère C devra être choisie en conséquence, et c^est
là la seule condition restrictive à laquelle elle soit soumise.

Un lemme est d'abord nécessaire. Soit V une fonction àe(^,y,z)
remplissant dans un domaine T les conditions de continuité fondamen-

( 1 ) É. PICARD, tournai clé Mathématiques, 1896-,
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telles et vérifiant en tout point de ce domaine l 'équation

.- ^V , ̂ V àV ,^( i ) AV -+- a -Y-" -t- ^ — -h c — .-=/¥.' / , àx ày àz v

Nous supposons toujours la fonction/ 'posit ive et non nu l l e .
Alors un raisonnement déjà fai t aun 0 11 montre que V ne peut avoir

ni maximum pos i t i f ni min imum négatif à l ' intérieur de T. D'où les
théorèmes suivants, que je me con ten te d'énoncer :

i° Le maximum du module de V dans T est le même que le maximum
du module de V sur S.

2° Si toutes les valeurs prises par V sur S ont le même signe, toutes les
valeurs de V dans T ont ce même signe.

Cela posé, désignons par U une intégrale de notre équat ion p renan t
sur la frontière S de T la valeur î et admet tons pour Finstant l'exis-
tence .et la cont inui té d^une parei l le intégrale* II est mani fes te que U
ne pourra prendre en un po in t A situé à l ' in tér ieur de T ni une va leur
supérieure à r ni, même la valeur î . Si, donc on pose

V^q,

UA désignant la valeur de U en A, on aura
q < i,

l'égalité étant exclue. Appelons maintenant À une l imi te supérieure du
module de V sur S. On a

A U - V > o ,
AU+V>o,

en vertu d'un lemme rappelé plus haut. D'où
1VJ<A/7.

Ainsi donc, Ici valeur de V en un point A quelconque situé dans T est
inférieure en module au produit du module maximum de V sur S par- un
nombre plus petit que t , qui "ne dépend pas de l'ensemble^ des valeurs prises
par^f sur S, mais qui varie avec le point A considéré» Cela suppose essen-
tiellement y^> o : nous savons (Chap. I) que l'on peut se borner à
considérer ce cas.
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Le théorème précédent est vrai quelle que soit la forme du domaine
T. Mais il exige que l'on ait le droit d 'aff irmer l'existence de la fonc-
tion U. Nous nous bornerons donc à Padmettre pour le cas où S est
une sphère ou. l 'ensemble de deux sphères concentriques l imitant un
volume assez petit pour que les approximations successives du n° 17 y
soient applicables.

Cela posé, venons-en à notre méthode d'extension progressive et
reprenons pour cela les notat ions déf inies plus haut.

Soit<t> la fonction pér iphér ique donnée sur C. Nous savons par hypo-1

thèse former une intégrale continue de l'équation
/ , ^ à'V ,àV à'V ^( 2 ) . AV- i -a— +• b — -4- c — •=./ V -h 9,àx ôf àz J '

qui se réduise à î sur T. Appelons Ui cette intégrale : U^ prendra cer-
taines valeurs sur y. Formons alors l ' intégrale continue de l'équa-
tion (2) qui. prend sur C les valeurs <D et sur y les mêmes valeurs
que Ui : par hypothèse encore, nous pouvons le faire. Appelons Y.,
cette intégrale : 'V\ prendra certaines valeurs sur r et remplira de plus
les condit ions de c o n t i n u i t é fondamentales dans l'espace compris entre
y et G. Considérons ensuite l ' intégrale cont inue de (2) qui se rédui t
à V\ s u r T : soit Ua- 'Enfin con t inuons de la sorte indéf in iment . Nous
obt iendrons deux suites de fonctions jouissant des propriétés de con-
t inui té fondamentales :

U,, IL, Ua, . . . „ U/, . . . , ,
T 1 ? T 2? "i? " • • î ' t? • • • ?

tes premières U/ définies et cont inues dans F, les autres V^- définies et
continues entre y et C. On a d'ailleurs

U^i, U,=V^ surr,
V,=--<î), V,=e> surC,
Vi=U^ V,==U, sur y.

Je vais démontrer la convergence des deux suites que nous venons
de définir.

Soit q le plus grand des nombres inférieurs à ï correspondant au
lemme préliminaire :

i° Pour tous les points de y considérée comme sphère intérieure à F;
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2° Pour tous les points de T considérée comme sphère intérieure à
la couche sphérique (y, C)»

On à certainement
q < î .

Gela étant, posons
u^ U,-n— U^ ^•== VM-I— V,.

Chacune des fonctions i^, ^ vérifie l'équation (i). De plus, on a

u^ = ^ sur r,
^== o sur C,
u^ Vi sur y.

Appliquons alors notre lernme. Il vient

max. de [ v^ \ sur r < q x max. de | Pi | sur y,

et, par conséquent,
max, de | ^ j sur r < y x max. de [ Ui | sur y*

Or
max. de ] u^ \ sur y < q x max. de I ^i [ sur ï\

Par suite
max, de | Pi ] sur T < r/2 x max* de ] Ui \ sur T.

Mais on a
max. de [ ^i | su.r r == max. de | ̂ 2 1 sur T;

d^où
max. de | u^ \ sur r < <72 x max. dô | u^ \ sur I\

On trouve ainsi de proche en proche
max. de | iii \ sur F < ^2(^-1) ̂  niax. de 1 ^i | sur r.

Mais
max. de Ui \ dans r =: max. de | u^ \ sur r.

Donc
mâx.'de | ut | dans T <; qfî(iwî) x rnax. de u^ \ sur r.

Donc, on peut assigner un nombre positif N tel que

. max* de | Ui\ dans r < y^^N* . . .
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On conclut de là que la série
:̂

est absolument et uniformément convergente dansF : elle défini t dans
ce champ une fonction continue u. Nous verrons dans un instant que
Von peut conclure de là que ujouit des propriétés de continuité fondamen-
tales et vérifie la relation

. au , au au ,au ~t- a — -4- b — -h- c -,- -=-j u.àx ày àz v

La convergence de la sui te U/ vers une l imi te U est ainsi prouvée.
On a

U = Ui + Uy -4- u^ 4- «3 -4- . . . 4- Ui 4- . . .,

série absolument et uni formément convergente à la façon d'une pro-
gression géométrique décroissante de raison y2. Enfin U possède dans
F les propriétés de con t inu i t é fondamentales et satisfait dans le même
domaine à l 'équation

àV , (W ai] ,,.AU 4- a ,-- 4" b — -4- c — == / U -h- <p.à-v ôy àz '

Les relations
^•=: o sur C,
(^•== ai sur y

permettent d 'établir de même l'existence d'une l imite V pour la suite
V,. La fonction V possède entre y et C les propriétés de continuité fon-
damentales et vérifie dans le même espace l 'équation

Enfin on a

àV , dV àV /.yAV+a— + b y- ~}-c — =f\-ôjc oy oz

U=:Y su r r cl y ,
V=<I> sur C.

Tout cela est presque évident et nous allons en tirer la solution de
notre problème.

Sur F et 7, U et V prennent les mêmes valeurs. De plus, ces fonc-
tions possèdent toutes deux les propriétés de/continuité fondamentales

Aim. de l'Kc. l^orfnale. 3° Série. Tome XIV. -— NOVEMBUE 1897. ^
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et vérifient la même. équation (2). On a d ' a i l l eurs

Donc,
/>o.

U=V entre y elT,

d'après les théorèmesdu Chapitre I. Considérons alors une fonct ion W
qui coïncide avec U dans y, avec U ===V entre y et F, avec V entre
F et C. Cette fonction possède évidemment clans C les propriétés de
cont inui té fondamentales et vérifie Féquat ion (2) en tou t point du
même domaine . E n f i n W se r édu i t à <D sur C. Donc W résout le pro-
blême de Dirichlel. généralisé en ce qui concerne la sphère C.

On voit comment une méthode de pro longement a n a l y t i q u e nous a
permis de passer de la solut ion du problème de Dir ichle t pour la
sphère F à la même solution pour la sphère un peu plus grande C.
Rien n'empêche de recommencer les mêmes calculs en fa i san t - jouer
cette fois à C le rôle de T et en prenant une sphère (7 un peu. plus
grande que C. Il est visible qu'au bout d'un nombre fini, d 'opéra t ions
de cette espèce nous aurons la solution du problème de Dir ich le t
généralisé poar une sphère S quelconque .

Si l'on supposait le principe de Dirichlet préalablement établi dans
toute sa généra l i té , on pourra i t emp loye r ' l a méthode précédente
d'extension progressive pour démontrer le p r inc ipe de Dirichlet géné-
ralisé au suje t d 'un domaine quelconque. Je ne le ferai pas. Mais i l
faut cependant remarquer que nos hypothèses fondamenta les et les
lemmes rappelés aux n0516 et 17 nous autor isent à regarder comme
résolu le problème de Dirichlet généralisé pour l'espace compris entre
deux sphères concentrùjues d'écarlement arbitraire.

Toutefois, j'ai laissé de côté la démonstrat ion d'un théorème que je
vais maintenant établir sous le nom de Théorème de Harnack généralisé.

19. Considérons l'équation réductible, l inéaire et homogène

^ rJV , àV ()Y ,„
AV 4- a — 4- b —•- 4- c — =/ V,

ôx à y àz v

Soient
adx -4- bdy •+- cdz =::r dp.»

V,, V,, V,,..,, V,
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une suite i l l imi tée de fonctions possédant les propriétés de continuité
fondamentales dans un domaine T limité par une surface fermée S et
satisfaisant à l 'équation précédente en tout point de ce même domaine.
Appelons

<î^ €»2, <&3, .... <&/, • • •

les valeurs prises respectivement par ces fonctions sur le bord du
domaine envisagé. Supposons enfin que la série

^,

soit uni formément convergente. Je dis alors que la série

2V,

sera, elle aussi, uniformément convergente., le champ de convergence
étant T.

En effet, posons
<I^y = <!>, + <!>/.+. 14- . . . 4- <l>^y,
V^=:V^V^4-...+V,4.-y<

La fonction V/j vérifiera, dansT, l 'équation aux dérivées partielles et
prendra, sur S, les valeurs <I>^/. Mais, par hypothèse, si. £ est un nombre
posi t i f donné à l 'avance, quelque pet i t que soit ce nombre, on peut
calculer une valeur 4 de l ' indice cassez grande pour que l'inégalité

i > /o

ent ra îne l ' inégal i té
\^ij\<^

quel que soit j\ J 'ajoute même que la déterminat ion de io pour
& donné ne dépend pas du point de la f ront ière S où l'on se place,
Dans les mêmes condit ions, on a

|V/vl<^

en tout po in t de T, d'après un lernme vu plus haut ; et la proposition
annoncée se trouve ainsi démontrée. Posons

^^Mi, V==SV,,

Là fonction V est continue dans le domaine ï et se réduit à <D sur S.
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Etudions main tenan t la série un i fo rmément convergente

V=:iV/.

Je dis que sa somme V possède dans T les propriétés de continuité fon-
damentales et satisfait à V équation aux dérivées partielles'.

On se rappelle que nous avons fa i t appel à ce théorème dans le para-
graphe précédent. La preuve en est bien simple.

Posons
^ v'

V^Ê^U, V/==6-"i"U/,

(FOU
U=:2U/,

et la nouvelle série est un i fo rmément convergente comme l 'ancienne.
On a, d'ailleurs,

AU,-=/J,J/,
U,=(I>^,

si l'on écrit
i ( àa àb àc\ cC- •+• /^ 4- <"2 ./^ (^ + ̂  + ̂  + __.^___ +/,

î^<ï>i^--=:^i<I),.

Soi tÛ une sphère quelconque tracée dans T. Désignons par W la
fonct ion, ha rmonique dans û, qu i prend sur Û les mêmes valeurs
que U et, d 'une façon générale, par W^ la fonct ion , ha rmonique
dans Q, qu i prend sur û les mêmes valeurs que U^. La série

^U,

est un i formément convergente sur û. Donc, en vertu des propriétés
fondamentales des fonctions harmoniques et du théorème de Harnack
rappelé au n° 15, la série

IW^

est, elle aussi, un i fo rmément convergente et a W pour somme. Cela
é tan t , posons

U::=:W-4-w, U^W,4-^.
On a ! , ! ! ! - '

A(-ï.'(=-./i(T^.4-/^W/: dans ^2,
(T^r= o ^ ^ , sur Û, , ; , !
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d'où

^ - ̂  f^ (/; ̂  4-/; W;.) G ̂ ,

G étant la fonction de Green relative à la sphère û et au point Ç^\v, z ')
in tér ieur à celle-ci et l'accent désignant la subs t i tu t ion à (^,r, z ) de
(^/.y,^), coordonnées du centre de gravité de Û?T. La convergence
uniforme des séries

IW/, iir,
et les relations

W=:IW/, <P=^(.^

permettent alors d'écrire

^=-^^(/l/^+/t'W/)G^.

Une discussion toute semblable à celle du n° 17 f a i t enf in conclure
de là que w j ou i t dans û des propriétés de con t inu i té fondamenta les
et vérifie l ' équa t ion

A^-=/i(w-+-W).

Comme on a,
U =. W -4- (F, AW := o,

on voit que
AÎJ'=/iU dansû,

les propriétés de cont inu i té fondamentales étant assurées. D'où, en tin
de compte, la conclusion annoncée pour V. Cette dernière conclusion
est vraie de V à l ' in té r ieur d 'une sphère û quelconque : elle est donc
va lab le pour tout le domaine T.

On peut encore donner u n e autre forme à la démonstrat ion précé-
dente . So ien t

Vi, V,, ¥3, . . . , V/, ...

des fonctions continues formant une suite un i fo rmément convergente
dont la l im i t e est une fonction V cont inue clan? 1\ 11 est supposé que
chacune des fonct ions V/ r empl i t les conditions de c o n t i n u i t é fonda-
mentales et que l'on a

(W, , àV, àV, ^AV/+ a—— -+- b — ~4-c —— =:yV/4-o.àx àf àz w
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Prenons la sphère û assez petite pour que les approximations succes-
sives directes du n° 17 y soient applicables. On peut alors déterminer
une fonction c o n t i n u e T vérifiant les relations

AY^^^c^/V^ dans^, ,

V^--^ sur f2.

Par hypothèse, il est encore possible de fixer cassez grand pour que
l 'on ai t , en tou t point de T et, par suite, de û,

|V-V, |<^

quelque pet i t que soit £. On a alors

[v'-v,!^,
d'où

V^YKÊ.
Or les deux fonctions Y et T sont bien déterminées. Par conséquent
l'inégalité que nous venons d'écrire signifie

V ss V7.

Donc V, comme V q u i lu i est iden t ique , possède les propriétés de
continui té fondamentales et vérifie l 'équation aux dérivées partielles.
.Cela a l ieu dans û, qu i est quelconque, et par su i te en tout po in t du
domaine T.

Je démontrerai encore un théorème appar tenant au même ordre de
questions : nous en verrons plus loin l 'utilité.
^ Considérons toujours le domaine T l imi t é par là surface fermée S.
Soit une série

IV,

dont chaque terme est une fonction jouissant dans T des propriétés de
cont inui té fondamentales, vérifiant l 'équation

"——^^-^/v,

et restant toujours positive. Supposons la série convergente en tout
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po in t de T, sa somme étant une fonct ion finie de (^,y, z\ Je dis alors
que celte série est uniformément convergente dans tout domaine T con-
tenu dansî. En vertu d'un théorème précédent, sa somme est par con-
séquent une intégrale continue de l 'équation aux dérivées partielles
dans le même domaine.

En effet, posons comme plus haut

et soit

î àa àb àc\ a° •+- ff- -+- c2 ,.
f• ̂  _ —-+- — .4- — 4 - ———/———— -+- /,u l 2 \àx ày à z ) 4

l/i |<L.

Il suffit év idemment d'établir le théorème annoncé pour le cas d 'une
sphère û quelconque située à l ' intér ieur de T. Nous pouvons même,
sans inconvénient, faire l 'hypothèse que le rayon R de cette sphère est
infér ieur à

4 \jL
Posons

u.
v,^^'2^,

[j. ayant la même signification que ci-dessus. On a

AU,-/,U,.
Les inégalités

V, > o, U, > o

sont simultanées. De plus, les séries
2V/, 2U/

sont convergentes en même temps. Tout revient enfin à prouver notre
théorème pour la seconde série.

Calculons des fonctions cont inues W, par les formules suivantes :
AW,-hLW,=ro dans Sî;
W, = U, sur Û.

Il faut employer, pour cela, la méthode d'approximations successives
du n° 17. Il vient

W,= W^^ ITW^+I^W^-h...+ I^W^+.. . ,



[\l!\ EU. LE KOY.

d'où
dansÛ AW7" =o, W^LJ, sur Si,
clans û AW^'-hW;.0' -=o, W^o sur Û,

dansû AWW-l-W;/'- l)=o, W^"==:o sur a,

Ces approximations sont convergentes (n° 17) si l'on a

•^vl-
ce qui a l ieu ici . D'autre part, on a

W^>o, W^>o, ..., W^>o,
d'où

W,>o.
Posons

T^W,-U/,

II vient
AT/ -h L T, -i- ( I. + /i ) U, == o d an s ÀJS,
T;'~r:o sur i2.

L+/i>o, U,>o.

( î )

On a

Donc la méthode des approximations successives, applicable au calcul
de T/, montre que l 'on a

Tl > 0.

On est d 'ai l leurs assuré que ce procédé de calcul direct pour obten i r
T, donne bien la même fonction que celle définie par l'égalité

T,=W,-U/,

car il n'y a certainement (n° 12) qu 'une seule fonction remplissant les
condit ions (i) si le rayon de û est inférieur à rî—, ce qui est vrai ic i .

V,L
On a donc

u,<w^
Nous sommes ramenés ainsi, en fin de compte, à démontrer la conver-
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gence uniforme de la série
2-W,

dans une sphère û' quelconque intérieure à û. Si nous y parvenons,
le théorème que nous avons en vue sera établi .

Occupons-nous désormais de la série SW^-. Soient
x, y, z les coordonnées d'un point fixe situé à l 'intérieur de û' ;
x'',y\ s' les coordonnées d'un point quelconque situé dans û;
r la distance qui sépare (^,y, -s) de (.a/, y, ^ /).
La fonction

cosr/L
r

vérifie l'équation
AW 4- LW = o

en tout point Çx\y\ s ' ) distinct de (^?, y, ^). Cette fonction est d'ail-
leurs positive dans 0 si l'on a

->:R^<^.&

ce qui a lieu ici. Définissons enfin une fonction continue r par les
relations

Ar-4-Lr=o dans ^
r^co^ ^ ^

Cela est possible, et l'on a

Posons
r > o.

c, ̂  ̂ ^V^_ r./"
On vérifie aisément que G -, qui dépend de (^, y, ^, x'\ y', ^'), est une
fonction tout à fait semblable à la fonction de Green de pôle (^,j, ^).

On admettra sans peine l'existence et la continuité clé la dérivée —
prise en un point de û, par rapport à (.^/, y', ^ /), dans la direction de
la normale à û vers le centre de cette sphère. Il serait, au reste, bien
facile d'établir rigoureusement cette proposition : il suffirait pour

Ânn. de l'Rc. Normale. 3e Série. Tome XIV". -— NovEMtiRB 1897. 54.



42^ , • ÉD. LE ROY.

cela d'employer un mode de raisonnement qui sera expliqué plus
loin (n0 23) et sur lequel, à cause de cela, je n'insiste pas pour le
moment:.

Un théorème, ind iqué par Kirchhoff comme une généralisation du
[héorème de Green (1), permet ma in tenan t d'écrire

w.(w)=^w.(.',y,.')^,

dcu é t an t un élément de la surface de û dont Çx' ,y\ z ' ) est le centre
de gravité. Remarquons que l'on a

G = o sur >2, G > o dans ^2,
(TOÎI

dfi__ •-̂  /"i"".— ^-" u.dni

Cette dernière fonction admet une l imi te supérieure A tant que (^",j, ^)
reste à l ' intérieur de 0'. On à alors

w/.<-Af WK^y,^)^).
47T J^)

Or la série
I W - ( T ' v' - ^_^ \ } . ( . r ' ^ -^•*" " <; V w • f J y ^ ) — -" 'J i\ '^ y J i "" ;

a tous ses termes posi t i fs et est convergente par hypothèse. On peut ,
en outre, assigner un nombre B tel que

WtC^y,^) + Wâ(.y/,y, z ' ) +...+ •mn{^\y1. s ' ) < B,
quel que soit n. On a, dans ces conditions,

/ W'i ( .^/, j7, ̂  ) JG) +'... + f w,, (.2J, j7, z 1 ) du < B. 4 ^T H2.
< ' /(<•• î) ^(Q)

Donc la série à termes purement numériques

T f w^y^)^)
• , , '"^^û)

( 1 ) H POÏNCAKK, Théorie mathémcî.tique de la lumière, l. ÏÏ, p, 14-1.
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est convergente. On déduit immédiatement de là la convergence uni-
forme de la série 2W^ dans Q\ Notre théorème est ainsi démontré.

20. Donnons, des à présent, une application du théorème de Har-
ck généralisé.nack généralisé.
Le problème que nous voulons résoudre est le suivant :

AV + a ̂  + b àv 4~ c ̂  =: /'V + o dans T,àx ûy à^ v

Vc=<I) , sur S.

Posons
y == u 4- W

avec
A'W" 4- a

Ws rr: o

6W
()x

//w^— u . -~i
^/

dW
/l^ (̂

=/W-h 'o dans 1\

s or S
et

.,, âV , àU (W ,,,
AU 4" a — 4- ^ -T- -h c -T- -•--= / lîà.c à y 0^ "
Us == ̂

dans T,

sur S.

Il est c la i r que tout revient à calculer séparément U et W.
La déterminat ion de W peut se ramener à la dé te rmina t ion d'une

autre fonction définie de la même façon que 'U. Soit , en effet, û
une sphère contenant tout le domaine T à son intérieur. Les coeffi-
cients (a,6,c,/,o) sont supposés déf inis dans cette sphère. Nous
savons (n08 '17 et LS) construire une fonction W, vérifiant les rela-
tions ! , _

::/Wi 4- 9 dans û,

Posons alors

On doit avoir

AW, -l

W,-=

AWi

W, =

àW,- a —— 4
()X

0

cW,
t /7

àx
- w'i

, à\\\\- b —— -̂ -ày

W, -=-

, ^w,
^.y

,. , ' sur S»

dWi ,„,-c-^— - - / W i + œ

Wi — W.

. . W+6-^-./^,

dans

sur

dans T,

o
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Nous voyons ainsi que tous les théorèmes d'existence que nous avons
en vue seront démontrés dès que nous aurons établi la possibilité de
former une fonction Y remplissant les conditions suivantes :

AV + a ̂ v + b^ 4- c ̂  =/ V dans T,àx à y àz "
Vy=<l> sur S.

Je me bornerai désormais à la considération de ce cas-
Considérons encore la sphère û. Soit ^(.'y.y,^) une fonction con-

tinue de (;r,y,-s) prenant sur S les valeurs <I> et définie en tout po in t
de û : quand on connaît <I>, on peut toujours, d 'une in f in i t é de ma-
nières, construire une pareille fonction W. Un théorème, démontré
par M. Picard ( f ) pour le cas de deux variables, mais évidemment
général, va nous servir.

D'après ce théorème, la fonction ^F cont inue dans û peut toujours
être développée en série

¥ = :I;\ ̂  P,+I>3+. .. + P,4-. - ,

les conditions suivantes étant remplies ;
i° Chaque terme P^- est un polynôme entier en oc, y, z ;
2° Si

£1, 5^, £•;.

sont des nombres positifs, décroissants, ayant zéro pour limite et tels
que la série S^- soit convergente, on a

|Pd<^
en tout point de i2, en sorte que la série SP/ est absolument et unifor-
mément convergente dans le même domaine,

La seule hypothèse exigée est la continuité de W.
Cela posé, admettons que l'on sache construire des fonctions V^- sa-

tisfaisant aux équations
,., ()V, . 'ON, <)V/ ,,, „ „AV/ -+- a —— -4" b —— + c —— =/ V, dans T.(hx ày (}3 v

V,=Pr , sur S.

P) E. PtCAao» Traité d'Analyse, l. î, p, a6'2.
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On aura manifestement

Donc la série
|V/K,,

IV,

sera absolument et uniformément convergente dans T. En vertu du
théorème de Harnack généralisé, sa somme Y vérifiera les relations

,, ,.. àV , ()\ dV ,.,.,. , rrAV 4- a — + b — H- c — ==.f\ dans T,àsc ày à^
Vs--=<I> sur S.

Il est aisé de conclure de ce qui précède que nous powons désormais
nous contenter de déterminer une intégrale continue de f équation linéaire
réductible prenant sur S les mêmes valeurs quun polynôme P entier en
Çx,y,z).

21. Dans le paragraphe précédent, nous avons dû supposer à un
moment que les coefficients a, &, c,/, cp de notre équation étaient dé-
finis dans la sphère désignée par û et bientôt il nous sera utile de
regarder les ïïîêmes coefficients comme présentant dans tout l'espace
les caractères énumérés au n° 9. Je vais montrer que le cas général
se ramène à celui-là.

D'abord, si les conditions du n° 9 sont remplies dans une région K
contenant le domaine T, comme les valeurs des coefficients dans T
sont les seules qui nous intéressent, il est permis de concevoir que
l'on change les définitions de a, &, c,f, <p de manière que les nouvelles
fonctions coïncident avec les anciennes dans T et remplissent en outre
les conditions prescrites dans tout l'espace. N'ayant en vue qu 'un théo-
rème d'existence, il importe peu que nous nous bornions à apercevoir
la possibilité de cette opération. Cependant je vais montrer comment
on peut l'effectuer.

Je me servirai pour cela de certains résultats connus relatifs au mou-
vement de la chaleur dans nn espace indéfini (1).

On conçoit sans aucune difficulté la fonction [j.Çx,y,z), prolongée
à l'extérieur de B, de manière à former une nouvelle fonction coïnci-

(r) H* PomcARK, Tftéorie cifUttytique de la propagation de la cîudeur, Chap. IX, n0 89.
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dant dans T avec la première et restant continue dans tout l'espace.
Posons

r -(•ï-:^)^+(>r-^)2+[i.r-i)5' •
M(^r, ̂  £) == -== / ̂  Y), Ç)6- "" ~——.r~~ '^d'nclÇ,

SV/TT^-V

ce qu 'un changement des variables d'intégration condui t à écrire

M (,r, y, ̂  ̂  = ••— / f J i (.y -(" 2 a^. 7 + 2 (3 \A, ^ "+- a yv/^^-^^-P^i-r^ ̂  JQ ̂
v^V

^ étant un paramètre arbitraire et les intégrations s'étendant dans les
deux cas à l'espace entier.

Regardons la première expression de M. On constate aisément que
M est, dans tout l'espace, p o u r ^ > o , une fonction de (.r,j,^) conti-
nue ainsi que ses dérivées des divers ordres. Cela a l ieu en par t icul ier
dans la sphère Û considérée au n° 20.

Regardons maintenant la seconde expression de M et faisons tendre
t vers zéro, le po in t (^./y ^) restant si tué dans T ou sur S, On voit
que

(M. <m ()M ^ M: ,̂M ^MM, ^j, -^ -^ ^^ ,̂., ^-

tendent uniformément vers
, à a. à h ()cp a fy c ..„, ^, .

' (), r' ôy f)^

Quant aux dérivées troisièmes do M', elles tendent un i fo rmémen t
vers les dérivées secondes de (a, &, c), pourvu que le point ( . T , y , z ' )
reste dans un domaine T ' in té r i eu r à T-

Faisons la même opération avec/et ç. Les mêmes conclusions sont
vraies, mutatis m.utctndis. Soient F(^,y, z, t) et ^(a^y, ^, t) les fonc-
tions ainsi créées. On peut évidemment supposer la fonction/ 'prolon-
gée positive en tout point de l'espace : il, en est alors de même de F pour
/>'CK ^ ! '

Cela posé, donnons à t la valeur positive //. Soient (M'/, F/, ^>/) ce
que deviennent (M', F, <Ï)). Supposons que l'on sache résoudre le pro-
blème de Dirichlet généralisé pour I n é q u a t i o n

, .„ 6?M/ ôV (M., àV ()M,' ()V ,„ ., ,^V 4- . ̂  —— .4. „_ 4,.. . J ... -::: ^^.V••1.4-1<I:^•.1 1 1 Ar f)a.1 ày ày os ôz
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Soit V, la solution prenant sur S des valeurs données ¥\
Posons

v,==^u,,' w,==u,-u^.
Il vient

M^

A U ^ t ï / U . + e 2 ^ dansT,
Ïli

U^e^-F sur S,
si l'on pose "'-^^(t)'-"-

On a encore
AW,=ï^,W^(H—H^OU^l+^^—^^ l<Ï>^

dans T et
/ M, M,4i\

W/=l<32 -<? 2 J W"

sur S. Ecrivons

avec
-W,==:T,+^

AT,=:H,T<.. . M^H,e^(H^Q^)U^+^^-e~^^^^ . ,
T,:='W', ... 0,=:ô;

les équations de la première ligne étant relatives aux points du do-
maine T et celles de la seconde l igne aux points de la surface S. Soit.
enfin • ' ! •

M( . M(
. T,=:^r;-, Q i ^ ^ Q ' i .

On trouve
, / (m, àr, , àMi à^ (Mi <M ,Ar.+^--^+^- ^^^F^^^-7-

,,, 'ami àQ1! " àWi àQ'i , àM, âô',/\fj -(-. —— —,— -)- -—— —— 4- —-— ——
àx àx ày ày as as

^ F, ̂  + ̂ [( H, - H/.M ) U î + ̂  ̂ , - ̂ ^-J

dans T et

sur S.
^=^W,, ^=o
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Désignons par h une limite supérieure du module de la fonction
donnée W. On peut choisir les nombres décroissants et tendant vers
zéro

^l7 ^2» ^3î 1 • " f ^17 • * • ?

de façon que l'on ait
M,- M, 4,

é? 2 —-(? 2 <$/,

le nombre positif £/ étant le terme général d 'une série convergente,
M ' (̂

puisque e1 tend uniformément vers e2 quand t tend vers zéro et quand
le point (oc, y , z ) ne sort pas de T. Alors on a

\Ti\<kEih,
_^i

k étant une l imi te supérieure commune des quantités e 2 , car la fonc-
tion F, est positive. Donc la série ST^. est absolument et uni formément
convergente dans T.

Les expressions
W, M,

ÏÏ/, ^"\ e^

tendent uniformément vers

i (àa àb f)c\ cê^ ^-4-c2 -ï' ^„ 4_ _ ̂  „ ^ — — — — — — — ̂  f ^ 2 ^ ̂
a \<î 1 à y a s } 4 ' ^ » » r

D'autre part on peut assigner une l imite inférieure a commune à
toutes les quantités positives F, et une l imi te supérieure ^ commune
à touteé les quantités [<I\-[. Un raisonnement déjà fait (n° I I ) montre
alors que V^ ne peut prendre aucune valeur dont le module dépasse
h+^ On peut donc assigner aux quantités | V , [ et [ U , [ des l imites
supérieures indépendantes de l ' indice i. On conclut de l aque l'on peut
réaliser par un choix convenable des i^ en même temps que l'inéga-
lité relative à |^.|, celle-ci

e f[(H,~H,.M)U^l^^<I )/-^<Ï»/4-lJI<£/.

Cela conduit à affirmer, toujours par le raisonnement du n° H, que
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l'on a

\'>.\<ï-
La série 20^. est donc, elle aussi, absolument et un i fo rmémen t con-

vergente dans T.
La convergence absolue et un i fo rme des séries S^. etSO^. e n t r a î n e

M; p-
celle des séries ST^- et SO^ p u i s q u e c2 tend un i fo rmément vers <?2'. Alors
la série SW/- est, elle aussi , abso lument et un i fo rmément convergente
dans T. Enfin on peut conclure de tout cela que N i tend uniformément
vers une limite V qui est une fonction continue dans T prenant sur S les
valeurs W.

Cela posé, on a

en appelant Q une sphère tracée dans T, rfoj et d": un é l émen t de la
surface et du v o l u m e de û, G la fonct ion de Green relative à û et au
poin t (^,y, s) i n t é r i e u r à cette sphère et en désignant par les lettres
accentuées les mêmes fonc t ions que par les lettres ordinaires sauf le
remplacement de (a7,y, z ) par les coordonnées (a/,y", ^ /) de d^ ou
de ch.

Les diverses quanti tés qui figurent dans la formule précédente ten-
dent uni formément vers leurs l imi tes respectives. On peut donc écrire

_ ^ /- W .̂ _t^ /" / P-' [̂  \\L /^ (x' ,p [x y* / p/
^ e~^ / V^ -" dw - ̂  ^"2- / {We^ V^ •
47T J/o) ^ 4^ J/pJ

V =: x e ^ l V^ 6^ — clw ̂  —e ^ \W e^ V -+- e^ ^) G ck,
47T J(pj ^ 4^ J ̂

en posant pour abréger

„, i f à a ' àb' àc'\ a'2 + /Y2 -h^2 .
ïrrr: - ———. ^4- -— 4- —— + -————.————— 4-//.

3 \^.y û!/' ^ // 4

Une discussion déjà faite p lus ieurs fois montre alors que V possède
les propriétés de continuité fondamentales dans T. Si de p lus on pose

-tA

V = e 2 U,
^nn.. de l't.c. Normale. 3e Série. Tome XIV. — NOVEMBRE 1897. 55
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il vient
^

A U = H U + ê 2 ®,
d'où

.,. âV , ()V rJV .,.AV 4- a — 4- b — •+- c —• == /Y -(- o
<W <?/ as •/

dans T. Le problème de Dirichlet généralisé est a ins i complè tement
résolu par la fonct ion V.

En conséquence, nous nous bornerons désormais à considérer le
cas où les coefficients Œ, &, c, / , '? possèdent dans tout l'espace les pro-
priétés énumérées au n° 9.

III. — La méthode du balayage. — Examen de quelques difficultés.
Extension au cas de ri variables.

22. M,. Poincaré a montrée) , et c'est un poin t sur lequel je n'insis-
terai, pas, que Fon pouvai t toujours t rouver un ensemble dénombrable
de sphères û / jouissant des deux propriétés suivantes :

i° Chacune des sphères H" est tout entière intér ieure à T.
2° Un point quelconque intér ieur à T est i n t é r i e u r à. l ' une au moins

des sphères H-.
La const ruct ion de ces sphères ne présente aucune diff icul té , et l'on

peut même supposer celles-ci aussi petites que Pon veut.
En vertu des hypothèses fai tes sur S, si "M. est un point de cette sur-

face,, il est toujours possible de tracer une sphère S^ tangente à S
en M. et tout entière extérieure à T. SoitS^i une sphère concentrique
à SA( contenant à son intérieur tout le domaine T. Il est clair que,
lorsque le point M se meut d'une façon quelconque sur S, le rayon
de 2^ n'est pas astreint à descendre au-dessous d 'une certaine l i m i t e
et que, dans les mêmes condit ions, le rayon deS^peut ne pas dépasser
une autre limite également assignable. Nous pouvons donc tracer une
sphère û assez grande pour contenir à son in té r ieur toutes les
sphères ̂  et, par suite, tout le domaine T.

( ï ) H. POINCARÉ» Âmericcw /ourncU of Mathematic/!, t* Xiî , 1890. Voir .aussi : E* PK-
c,uiD, Trente cV Analyse, t» ït, p. 94.
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Cela poséy soit P (a?, y , ̂ ) le polynôme donné déni; îa fonction cher-
chée V doit prendre les valeurs sur S. Posons

, ^ àP , àP âP .,,,-— ib = AP 4- a — -i- b — -r- c — -— / P.T àx ày àz

La fonction ^ est uniforme, f inie et cont inue dans û ainsi que ses dé-
rivées partielles des deux premiers ordres.-Supposons en outre que ^
ne prenne dans û aucune valeur négative : nous généraliserons plus
tard.

Construisons encore la fonction Wo définie par les égalités

àW, , àW. àW,
y -Y- a —.— 4~ b —— -4" c —:— — / T T o "v àx ûr à^ v

. _„. ,. (7 Y T t\ » < / ' ' ( ) v/ • ' 0 /• IXT" 1 l rf"^AW,+ a ̂ ^b^-^c-^-^/\N^^ dans ^

Wn-=o sur £2.

Nous savons le faire (n08 17 et 18).
Si, Wy prenait en quelque point de Û une valeur négative, ce serait

nécessairement à l ' in tér ieur de 'ce t te sphère. 11 y au ra i t un tel po in t
en lequel Wo a t t e i n d r a i t un m i n i m u m négatif , ce qui impl iquerai t

,.„... àW, , àW, à'W^A^o.o, o-^°=o, b-^^o, c^-=o

et
/Wo<o, ^^o.

I l y a imposs ibi l i té , car on en dédui ra i t

et

d'où

AW ^0 7 W ^Wo,AWo •4- a —.r— 4" b —— -+- c —.— ^ o.̂r ^/ àz "
"/

/W'o~^<o,

_., <Wo , (^Wo ^Wo , ,
AWo + a —— 4" b —— -4- c —— — / Wo -- ^ ) ̂  o,

6? '̂ oy o^

contra i rement à l'hypothèse. Donc
W^o

dans û.
Posons enfin

© = w _ p .
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On a
.,, àQ , à0 à0 ^A© -+- a — 4- ^ — -4- c -5— == 7 ô.̂r àr âz

dans 0, et les propriétés de continui té f o n d a m e n t a l e s sont assurées.
Cela étant, définissons les opérations auxquel les , s u i v a n t l 'exemple

de M. Poincaré, nous donnerons le nom de balayages.
Nous rangerons les sphères û/ dans Perdre suivant :

^, ̂ , ̂ , Q.,, %, ̂ , ̂ , ̂  ̂ ^ ûl, Û2, ^3, ̂  ̂ . . • • »

de manière à considérer chacune d'elles une in f in i t é de fois.
Prenons la sphère û^ . Déterminons u n e fonction Ui par les relat ions

suivantes :
.„, <Mi , àU, ^U, ..,.,. , /.AUi -+- a —-• + b —— -4- c — == / U i (..lans 12,,ûx àv àz
l]\-=Wo sur ^i.

Les n0^ 17 et 18 nous ont appris à le faire. On a
U\>o.

>yonsPosons

II v i en t
Ti=:Wo~Ui.

àri , (hi ^TI, ^. a— -+- /)— ^ c — -- y -t i -(̂ r rf/ à^ v
A ••' b 1 1 ' / '• l " • 1 /» » t / tA., + ̂  + h ̂  + . ̂  = y r, - ̂  .lans ^,,

TI == o sur ^i.

Un raisonnement déjà f a i t p lus ieurs fois nous permet d'écrire

î - l^O-

Concevons alors une f o n c t i o n \\\ qui coïncide avec Wo à l 'extérieur
de ûi et avec U ^ à l ' in lér ieur de û,. On a

W,>o, W^Wo,

en tout po in t de la région û.
La fonction W< est con t inue dans û, mais i l n'en est pas de même

de ses dérivées, pour lesquelles û^ est une surface de discont inui té .
Ces dérivées sont d'ailleurs cont inues à l ' intérieur et à l 'extérieur
de û^ ; il n'y a de d i f f icu l té que pour les po in t s mêmes de û,.
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Soient ~r— et — les symboles des dérivations effectuées en un point
de ûi suivant la normale à celte sphère respectivement vers l ' i n t é r i e u r *
et vers l 'extérieur de celle-ci. Les quanti tés

dW^ dW^
d/if dii^

existent évidemment et sont continues en tout point de 0,. On a, de
plus,

cW, dW,— 4- — ̂  Q^
cini ci ne

Admet tons provisoirement l'existence et la c o n t i n u i t é de €—; nous
reviendrons tout à l 'heure sur ce point .

On a év idemment
ch, .
—— r; o
cl ni ~

en tout point de û<. Or

ch, dWQ cl{], fdW, dlh\ /c/W, dW,\
diii drii drii \ dfiç diii ) \ d/i^ dfii

d'où
dW, dW, ,, ,—^— ^— —»— ^ o ^
cinc drti " "

Telle est l 'équation qai défini t les d i scon t inu i t és éprouvées par les
dérivées de W\ quand on traverse û^.

Prenons maintenant la sphère û^. Une nouvelle opération, sem-
blable à la précédente, nous donnera une nouvelle fonction W^, qui se
dédui ra de W^ comme celle-ci de Wo.

Si û^ ^t intér ieure à û,, on aura
WgSEE'Wi.

Si us est extérieure à û,, le calcul à faire pour obtenir W^ sera iden-
t ique à celui que nous avons fait pour obteni r W\, et l'on aura encore

W,>o, ,W^W, ^+^^0,
dUi ci fis

la dernière inégalité ayant lieu en tout po in t de û, et en tout point
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de ÛL. Reste à voir ce qui arrive si (î^ coupe û, ou la renferme à son
intérieur.

Nous distinguerons alors deux régions dans Ûa : l ' u n e (i) exté-
rieure à û^ l'autre (2) intér ieure à Û ^ .

On a
AW î z àW, à\\\ ,„, .AW,+^+^+c-^=/W^

en tout point de (i), et
A w à'W, , àW, àW, ,,„AWi 4- a —-1 -4- ^ —— -f~ c •—— = / Wi^^ ^j d^

en tout point de (2). De plus, W\ est f inie et con t inue dans tou t
l'espace (î. Enfin l ' inégalité

^^rfW^
dfii dn^ ^

est vérifiée en tout point situé su rû , et, en par t icul ier , en tout p o i n t
delà calotte sphérique appar tenant à û,, et située dans û^. Construi-
sons une fonction Ua telle que

^•-"^f+'t--/0. "•l"8ii••
Ua==Wi sur a^

et telle que, les propriétés de con t inu i t é fondamentales étant assu-
rées, on ait

dV, di],^
~~,— "i ~i— — t>
dfti dfte

en tous les points de û, qui sont intérieurs à ûa. On a

U,>o.
Posons

T2=Wi——U2.T2=Wi——U2.

^^^t-^^2-'^ danso)

Il vient

et
ATÎ+afe2+6t+^==^ dans^
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Enfin on a
Tâ-= o sur ^a

et
^T2 4- ^T2 <0
d -̂ Û?/îe ~ ?

en tout point de ûi situé à l ' intérieur de û^.
Je veux montrer que Ta est positif oa nul . .Soit

_ii:
T,=^ ^.

II suffît de montrer la même chose pour T^.
On a

Ï
AT^/ 'T'a—ê2^ dans (i),

AT^/'T, dans (2),

T S ^ O sur û.i,

si 1/on pose

Mais
/'-(^^K-^^

c/u rfa
-y1- + -j11 = 0a/^: drie

en (out poin t de iï^ Donc on a encore, en les mêmes points,

^Ei^ ^<o.
6 -̂ dric =

l^crivons
T;=}^,

À étant une fonction que nous allons déterminer. Il vient

ÀAr;+..^^+.f^^^^^(A^/^)^+^-o
2 Ar d-t? <?7 <v as- os

dans ( r ) et

' ,^+^^4-^^4-^^-.(AX-/'^^2 .̂r ^j? ôy ày os as

dans (2). lin outre on a
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sur Ûa, pourvu que À soit d i f fé ren t de zéro, et

./^r: d^\ „ ( d\ d\\,
A W + dn-J + ̂  ̂ . + ̂  =0

en tout point de û^ s i tué dans ûa.
Si l'on pa rv ien t à déterminer une fonc t ion X jou i s san t des propriétés

de c o n t i n u i t é fondamenta les dans (i) et dans (à) et tel le que l 'on a i t

^ > ô dans ^2,
A À — / ' À < o dans ( î ) et dans ( a ) ,

cil dl
•^- -+- ,—- < o sur la partie de ^i s i tuée dans f^

i l est clair qu'on pourra écrire

T^O,

et que cela entraînera

En effet, dans ce cas, T^ ne pourra avoir de m i n i m u m négat i f n i dans
(i) -ni dans (2) en vertu d 'un raisonnement déjà souvent employé. I I
n'y en aura pas davantage surû,. Enfin, en tout1 point de la por t ion de
f2, in t é r i eu re à ûa, la présence d'un m i n i m u m négatif i m p l i q u e r a i t
pour le point où il aura i t l i eu les relations

^<o, ^âo, ^o,dni dit^ '"

qui , j o in t e s aux relations
.... d^ d'kA > ô, —— 4- —— <^ Q

drzi à/le

sont contradictoires à l 'hypothèse

^(^^^"A ..,./' ̂  . ^\,
\dn^7in:)^^\^

On entend ici les mots minimum négatif"dans le sens général de li-
mite inférieure négative atteinte.

Pour pouvoir affirmer que <, et par suite T, , ne prend aucune
valeur négative, il nous suffit donc de montrer qu'on peut calculer \.
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Or, posons
/ 'KL,

et définissons \ par les relations

ai -h L). ==o dans (i) et dans (2),
À > o dans ^2,

-_ -4- _,— ^:— ̂  sur la portion de f^i située dans &,
cliii ci fie

Si cela est possible, nous aurons établi la conclusion que nous avons
en vue.

Soient
x1', y, z ' les coordonnées d 'un point de fl, ;
,r, y, ^ les coordonnées d'un point in té r ieur à £L;
d(^^ un élément de £^ ayant (.r^y', -s') pour centre de gravité;
r la distance de (^,y, -s) à (^',y, ^/).

Considérons la fonction de (^,,7»ls) :

1= f î!̂ ,̂ ,.
^û») /'

On sait (1) que cette fonction est holomorphe et vérifie l 'équation
aux dérivées partielles

A}i-hL^==o

en tout point de l'espace, sauf sur ûi. Sur ûo on a
dl_ d\ _

dni cl/le

Enfin l'inégalité
À > o

est assurée en tout point de ûa, si, R étant une l imite supérieure du
rayon des Î2^ on a

R < — — .
80L

(r) H. POINCABÉ, Théorie mathématique de Ict Lumièrey t. I, p. io5. La fonction eonsi-
dôrée est tout à fait analogue au potentiel newtonien d'une surface attirante.

Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome XÎV. DÉCEMBRE 1897. 56
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Nous pouvons toujours supposer que les sphères 0, ont été choisies

assez peti tes pour que cette inégalité soit vérifiée pour chacune d'elles.
Alors le calcul de X est achevé.

Nous avons donc
'î'â=0î

d'où.
U a â ' W i .

Concevons maintenant une fonct ion W^ qui coïncide avec W, à l'exté-
rieur de ûa et avec Ua à l ' in tér ieur de cette sphère. On a

W2>o, WaS'W,.

Enfin la fonction Wa est f i n i e et con t inue à l ' i n t é r i e u r de la grande
sphère il.

Admet tons provisoirement, comme nous l 'avons fait pour U^ que la
dérivée — existe et est con t inue en tout p o i n t de û.>. On verrai t alors,dtZi î

comme ci-dessus, que Fon a

dW. dW. .„-. 4» - î o
ci i i i ufi(,

sur ûa et sur la port ion de Q^ qui, est située en dehors de iX-
II peut subsister quelques diff icultés, en ce qu i regarde cette rela-

tion, pour les points du cercle suivant lequel fl, coupe £4» Voici com-
ment on lèvera ces difficultés. En un point de ce cercle G, désignons par
— et — les dérivées suivant deux directions opposées tangentes à iX
et normales à C. On a é v i d e m m e n t

dW. dW. /
——————". .̂.- „.„,„.„...„:. ' _ Q

dni dfi,, ;:

et cette nouvelle inégalité peut remplacer la précédente pour les points
de C. On constate facilement du reste 1/exactitude de cette inégalité
par le procédé général qui a été indiqué plus haut.

Cela posé, déterminons, toujours de la même façon, des fonctions
W^ et W/< qui jouissent de propriétés analogues aux .précédentes. On
doit, pour cela, vu l'ordre de succession 'assigné aux sphères-û^, con-
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sidérer de nouveau û,, puis £L, et l'on a par conséquent à refaire des
opérations ident iques à celles qui ont donné naissance à Wa.

Quand on en arrive, aussitôt après, à calculer Ws, il peut se faire
que ^3 coupe à la fois f^ et û^. Mais cela ne gêne en r ien . On saura
toujours trouver U,. On posera encore

T3=W4--U,,

et i l faudra montrer que T;, ne prend a u c u n e valeur négative. On y par-
v iendra a i sément en se servant d ' u n e méthode, toute semblable à celle
des pages qui précèdent : ce qu i joue le rôle de la fonction X consi-
dérée accessoirement à propos de W^ sera ici une nouvel le fonction X
donnée par la somme des deux intégrales

r cosfry/L') , F cos(/ -v/L)1 ..^^^^^ ^,, f ——~——/.
^iQ.i / ^fO , />Q.» /> ^u, />

Les hypotlîèses fa i tes sur le rayon des sphères Sa/ suff i ront encore
pour assurer que À reste p o s i t i f dans ^3. Enfin, si -<— et — sont les
dérivées de À su ivan t doux direct ions opposées en un point de C, on
aura

r/}. en.
—— 4- -.- < odni d/tt.

en ce po in t et la présence du. cercle s ingu l i e r C no modifiera donc en
rien les ra isonnements .

Nous nous trouvons ma in tenan t avec la fonction W^ dans les mêmes
condit ions que tout à l 'heure avec la fonction W^; nous pouvons en
déduire une nouvelle fonction Wg. Les opérations qui donnent nais-
sance à Wc sont de même espèce que les précédentes et conduisent
aux mêmes conclusions. Ce sont ces opérations successives qui parlent le
nom de BALAYAGES.

Balayons ainsi chaque sphère H;-à son tour, en prenant ces'sphères
l 'une après l 'autre dans l'ordre ind iqué , de manière à balayer cha-
cune d'elles une inf in i té de fois. Nous aurons toujours les mêmes
opérations et les mêmes raisonnements à répéter.

On construit a insi une série dénomhrable de fonctions cont inues
dans il :

Wo, W,, W,, W;,, ..., W/,
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On a
W,->o, W^W,

en tout point de f2 et pour toute valeur de l'indice i. Donc la suite W,
est convergente. Sa l imite W est une fonction de («r, y, z ) déf in ie ,
uniforme et l imitée en tout point de û. Proposons-nous d'étudier les
propriétés de cette fonction W.

Considérons la sphère ûa. Supposons que cette sphère ait été ba-
layée aux opérations numérotées :

a!? ^2? ^3, ' • ", C^i, ....

Ces balayages, portant sur û^ sont cer ta inement en nombre i n f i n i .
Soient les fonct ions

Wa,, W^ Wa,, ..., Wa., ...

produites par les balayages successifs. La su i t e W^ est convergente el
a W pour l imite . On a

Wa>0, Wa,^Wa,,

en tout point de Oa- 'De plus, dans le môme domaine,

,àW^ . . à W ^ , <)W.^r^^^+c^,w,^.^^,^^,-.^^w^^^^

La série

W«, + ( W«, - W^, ) + ( Wa, - W», )+....+.( W<.,, - Wa. ) + . . .

est convergente et a W, fonction finie, pour somme. Enfin, chaque
terme est négatif, sauf le premier, satisfait dans û» aux conditions de
continuité fondamentales et vérifie l'équation aux dérivées partielles.
Alors, en vertu du théorème de Harnack généralisé, la somme W de. la
série précédente possède du us û, les propriétés de continuité fondamentales
et est une intégrale de l'équation

AW-.^-.^+^-./W,1 , ' ̂ x , à y as, •/ 1 ! ! 9

dans le même domaine. Cela a lieu pour une sphère ûa quelconque;
donc lesbalayages définis plus haut amènent à construire une inté-
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grale continue W de l'équation l inéaire réductible valable pour tout
le domaine T.

Soit M un point de S. Envisageons les sphères S^ etS^i; soit D^ l'es-
pace compris entre elles. Prenons la fonction Wy définie par les re-
lations :

AW,r

•W^ :

(WM , (WM—.— ,-.l_ (} —
{)x

âW,
^/•WM

W,

dans Dy

sur 2^ et 2^.

Sachant (n08 17 et i<S) résoudre le problème de Dir ichlet généralisé
pour l'espace compris entre deux sphères concentriques, nous savons
calculer W^. On a évidemment

(1 ou
WO^WK^WM,

w^wrw^,
en appelant Wi, une quelconque des fonctions dues aux balayages. Ces
inégal i tés ont l ieu, en tout p o i n t de D^p on le verrait en refaisant les
ra i sonnements qui mon t ren t l ' imposs ib i l i té d'un m i n i m u m négatif
pour les différerices W ^ — W ^ et W^ — W^. Or, quand ( x , y , z ) tend
vers M', Wo etW^ tendent vers la valeur de Wy en M. Il en est donc de
même de W. Donc W prend sur S le même ensemble de valeurs que W<p

I I résulte de ce qu i précède que l'on a

AW -

Ws:

âW ()W ^)W
c JT - /W

•W.

dans T,

sur S.
Posons

V -=. W — © = W — Wo 4-1\

© étant la fonc t ion définie plus haut (p*1 435). On a

^ à\ , âV ôV ,,,
AV -h a — ^~ b — -t- c — == / V/î.-v. ^y ^^r àx
V.=P

dans T,

sur S,

cl les propriétés de continuité fondamentales sont assurées. Le pro-
blème de Dinchlel généralisé esl ainsi complètement résolu.
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Nous avons supposé
^o.

Si ^ a un signe quelconque, voici comment on procédera ; le poly-
nôme P étant donné, on peut diviser Q en deux régions : l 'une (i.) on
^ est positif ou nul , l 'autre (2) ou ^ est négatif ou nul. Chacune de
ces régions peut n'être pas connexe, mais i l sera, en tout cas, possible
d'écrire

^ ̂  ̂  -„ ̂
p — p _ i::)i. .,-,-, i. ,( — i. g,

avec
<1/)^0, 4^2.^°»

dans Û. On pourra alors, par la méthode du balayage, cons t ru i re les
fonct ions V, e t 'V^ qui correspondent à 4i °t ^2 e^ ^pi p r e n n e n t donc
sur S les valeurs I"\ et P^ respect ivement . Soit

V=~V,-V,.

Ce sera la solution du problème de Dirichlet généralisé.
Il ne subsiste plus m a i n t e n a n t aucune restriction. On remarquera

que Ici méthode suivie dans tout ce Chapitre rappliquerait sans modification
notable, si les fonctions étudiées dépendaient seulement de deux variables
x et y.

23. Pour abréger les démonst ra t ions précédentes, j 'a i laissé de
côté provisoirement un poin t sur lequel i l me f a u t à présent, revenir .

Envisageons la fonclion \]^ q u i prend sur Û, (n° 22) les mêmes
valeurs que W^ et qui sa t i s fa i t dans Q, à l 'équat ion

.̂r <H.Ji , <)U, /XJiALTi -^ a — + h—— -t" c —-1- := / [Jp
ûx ()y ôz v

I I s 'agit de prouver l 'existence et la c o n t i n u i t é des dérivées pre-
mières de U ^ sur û^

Changeons les coordonnées cartésiennes (^,y,.s) pour des coor-
données polaires (p, 0, ç), le pôle étant au centre de 0^ Les valeurs
W"o de U< sur ûi ont des dérivées du premier et du second ordre par
rappor ta 0 et y et ces dérivées sont cont inues; les mêmes propriétés
appartiennent à U^ à l ' intérieur de Û^, I I , est manifeste 'que l'on peut
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conclure de là la proposition suivante : Les dérivées premières et secondes,
par rapport à 6 et cp, de la fonction V^ supposée prolongée par WQ à l'ex-
térieur de Q^ restent continues quand on traverse cette sphère û,. Voyons
ce qui arrive pour la dérivée normale de W ^ .

Posons
u,=:<riij^ Wo^^w^ -

et
_ i i àa à h àc\ ce 4- à2 -+- c2

j _ n ^ ^ ^ ^ ^ . + . ^ 4 . y-.

II v i en t

et

àV[=:fV\ dans 12,,
l^ =- W, sur ̂

AW^^W,-^

à l 'extérieur de û^ .
.En coordonnées polaires, ces équations dev iennen t

(w! î ()v! _-L— (r^ c0^ ̂  1 îlj. - nr
<}p2 ^ p ^àp + p^sin^ô ()(p2 > "p2 ^'9 P3 f^2

/îîi'W o /IW7 T /-)2W' pût^ /)W 1 /îa'vv^ !J'^L}̂  -^ 2 ^"o ^ _L-,,. ^̂ LJlji 4- ̂ r' ̂ 'j' + 1 ^L^ -= /•/ w' — r2 ̂ .^p2 p àp p^s in^ ^ p2 ^ p" Ô9-1 " •/ 10 Y

Si l'on se reporte à la définit ion de W^ et si l'on pose

W^e"^,

on conclut de là que, les dérivées

àW\ cPW^ àW, ^W_\
^thT ' ô^ î à9 î à^

é tan t cont inues quand on traverse la sphère £1,, l'expression

, ^^f' 2 ^W,
——«-̂ -< (̂-- - —,——

àp-' p ôp

ne j o u i t pas de la même propriété; si R est le rayon de û^ et si l'on
fa i t tendre p vers R, celte expression tend vers une limite déterminée qui
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est une fonction continue de 0 et ç ; /a limite n est pas la même suivant que
p tend vers R/w valeurs plus grandes ou plus petites que R ; la dijfférence

^
entre les deux limites est égale à e/2 ̂  en valeur absolue,

Posons
W =^W

P

Les dérivées deW^ par rapport à 0 et y sont encore continues. Mais,
cette fois, le théorème précédent signifie que {—^.1- subit un. saul
brusque quand on traverse û,. Soit py iine valeur de a inférieure à K.
On a

^1 _. ^1— f^'^
àp ^po ~ J^ ' ~à^~
^1 _. ^1— f9 ()ïwf^

àp ^po ~ J, " ' j p 2 1 ~ ^ P •

âw"On peut aisément conclure de là que —— tend vers une l imite q u i
est une fonction continue de 0 et y quand p tend vers R par va leurs
plus petites que R. Le rnerne procédé donne la mérne conclusion si p
tend vers R par valeurs plus grandes que R.

Finalement, il est prouvé que

()\¥'[ ^W
ôp à^

tendent vers des limites finies^ déterminées et continues^ quand p tend
vers R, ces limites étant, en général, différentes suivant que p reste infé-
rieur ou supérieur à R.

Il est visible que la même chose a lieu pour les, dérivées de W\ et,
par suite, de W,.

L'existence et /a continuité de -y—1 sont ainsi prouvées.

Pour U^, on' aurait évidemment les mêmes propositions, au moins
en ce qui concerne les points de û^ et de Ù^ qui. ne sont pas situés sur
le cercle C d' intersection. Nous avons déjà vu que cela suffit pour la
légitimité des raisonnements développés au n° 22.

Pour chacune des fonctions U^- successivement considérées, il fau-
drait répéter les mêmes remarques. I l , ne reste donc plus aucune
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difficulté relative à l 'emploi de la méthode du balayage et nous pou-
vons aborder l'étude des diverses généralisations dont est susceptible
le théorème qu'elle nous a fourni .

24. Il a été supposé jusqu' ici que la surface S possède en chacun
de ses points un plan langent u n i q u e et deux rayons de courbure
pr incipaux bien déterminés. Je me propose main tenan t de faire voir
que cette hypothèse n'est pas indispensable et que l 'on peut admet t re
la présence de certaines singularités sur S.

Je partagerai ces points singuliers en deyx catégories : les pointes
et les arêtes.

Sans entrer dans les détails d 'une classification régulière des
pointes possibles, je citerai seulement quelques exemples simples, et
l'on verra facilement quelles extensions sont permises. Voici ces
exemples :

i° Un point où i l y a un nombre l imité de plans tangents (sommet
polyédrique).

2° Un point où il y a un cône de tangentes.
3° Un point en lequel la surface vient se confondre avec une droi te

(cas l imi te du précédent)»
Je supposerai que la surface S ne possède qu'un nombre l imi té de

pareils points.
Passons aux arêtes. Chacune d'elles est une courbe tracée sur S. Il- y

en aura un nombre limité, de façon que la surface soitdivisée par elles
en un nombre fini de morceaux où le plan tangent est unique, sauf la
présence possible de pointes isolées dans chaque morceau. Ces arêtes
seront, d'ailleurs, des lignes à tangente déterminée, du moins en
général, car elles pourront avoir un nombre fini de points anguleux ou
de points de rebroussernent. Enf in , en un point ordinaire d 'une arête,
la surface admettra deux plans tangents, distincts ou confondus.

Cela posé, la méthode du balayage exposée au n° 22 s'applique en son
ensemble au nouveau cas que nous envisageons. On peut toujours
construire les sphères û,i et former les fonctions W^. La fonction W
qui résulte des calculs est encore une intégrale continue de l 'équation.
Cette fonction prend la même valeur que Wo en tout point ordinaire
de S. Il nous reste seulement à voir ce qu'elle devient en un point

^ftn. de l ' Éc . Normale. 3" Sér-ie. Tome X ÎV . — DÉCEMBHJÎ 1897. S'y
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singulier de la surface. Tout ce que nous pouvons affirmer a priori,
c'est que W reste finie au voisinage d 'un pareil point.

Considérons des pointes ou arêtes saillantes. La construction d 'une
sphère S^i (n°22), passant par le point de S que l'on étudie et exté-
rieure àT, est encore possible. Il, n'y a donc rien à changer aux raison-
nements déjà faits : W prend en ces poin ts la même valeur que W<». Le
problème de Dirichlet généralisé est ainsi résolu, par exemple, pour le
cas d 'un cube.

La même chose arrive si S possède une pointe rentrante venant
s'appuyer sur u n e portion régulière de la même surface.

Des artifices permettent souven t de t ra i ter des cas plus généraux.
Mais la d i scuss ion , hors les cas simples signalés, est assez longue et
n 'apprend rien, de vra iment nouveau . Je m'en abstiendrai donc.

25. J'ai d i t (n° 22) que la méthode du balayage s 'appl iquai t , sans
modif icat ion notable, quel que soit le nombre des variables indépen-
dantes. Le seul point , en efïbt, où les changements à, fa i re ne soient pas
absolument évidents est celui-ci : Soient (;x?, y, z ) les coordonnées d 'un
po in t fixe M, (.r, y',^) les coordonnées d 'un poin t mobi le M/, r la
distance MM'. 'Nous nous sommes servis un moment de ce que la
fonction

v = ̂
/'

vérifie l ' équa t ion
A V - h V :=o,

en tout po in t M 'd i s t inc t de M. Par quoi, f a u t - i l remplacer cette fonct ion
quand il n'y a, par exemple, que deux variables^ et y? Remarquons
que V estholomorphe en tout po in t de l'espace, sauf en M" ; elle dev i en t
i n f i n i e pour r = = o , a y a n t en ce poin t un, pôle simple avec un résidu
égal, à +• î ; e n f i n , elle reste posit ive dans une région assignable au tour
de M'. Ce sont ces propriétés qu^ i l , f au t conserver.

Envisageons le cas du plan. L'équation aux dérivées partielles qu ' i l
faut satisfaire est alors

,„.„. „„ cl^V î elV ..,1 AV 4" V == -p. + - "•-,- •+• V = o., ' cir^ , /" dr
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Or,' on s'assure aisément ( i ) que la fonction

V=Jo( r ) l og^ -^H( r ) ,

H(r) étant une certaine fonction entière de r, est solution de l'équa-
tion. Dans cette expression, J<,(r) désigne la fonction de Bessel et l'on
a, par conséquent,

Jo(C>)=I.

D'ailleurs, quand r est 1res petit, c'est le premier terme de V qui
donne son signe. On conclut de là, sans difficulté, que la fonction —V
peut remplacer --)— lorsqu'on n'a affaire qu'à deux variables indépen-
dantes.

Si le nombre des variables est n, on appelle celles-ci

.2",1, X^ .2" 3, . . . , .2',,,

et l 'on pose
r^ (.^~,^-(- (.^- ̂ -h. . .-+• (.r,— x',Y.

L'équat ion aux dérivées partielles devient

.... ^ cl2^ n—i dV ...,AV •+• V ~: —— -i- —— — •+• V = o.
dr^ r dr

On peut prendre

V •==. —-^ H ( / > ) ! si f'ïl est impair,

V == î î ' ( r ) lo^ r 4- -^—^ H (r ) si n est pair,

H et "ET désignant deux fonctions entières.
Il est donc bien vrai que la méthode du balayage réussit, sans modi-

fication notable, dans tous les cas.
Je termine en fa isant remarquer que la méthode du balayage s'ap-

pl ique aussi bien, dans son fond, à l 'équation l inéai re irréductible;
pour traiter ce nouveau cas, il suffirait de trouver une démonstration

( l ) II. POÏNCAÏUS, Théorie analytùjUG de Ici pr opération de la cliaïeuî\ Gliap. XVIII;
§1^.
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du théorème de Harnack généralisé qui ne fût pas fondée sur une
réduction de l ' équa t ion , et c'est ce q u i ne paraît pas soulever de bien
sérieuses d i f f i cu l tés , si les coefficients de l ' équa t ion i r réduc t ib le sont
des fonct ions holornorphes de (.r, y , ̂ ).

IV. — Étude de certaines équations non linéaires. — Introduction d'un
paramètre arbitraire dans l'équation. — Méthode de prolongement
analytique.

26. Abordons m a i n t e n a n t l ' é tude de certaines équa t ions aux déri-
vées partielles du second ordre non hnéclires. Nous nous bornerons aux
types que l 'on rencontre dans la théorie de la chaleur

A V ^v / àv <)N r/ v.AV+a^+^+c^=l-(.r,.r,.,V),

l 'expression
a dx -h b ci y + c dz

étant toujours une di f férent ie l le exacte .d[j. et la dérivée

W
^V

étant positive en tout poin t ( x , j, z ) du. domaine T ou de sa frontière S.
Nous voulons démontrer dans ce nouveau cas le p r i n c i p e de Di r i cb le t
généralisé.

Soit H une fonction c o n t i n u e vérifiant dans T la re la t ion

,„ ail , àB M
Ml 4- a — -1- h — ""l- c —-- =• o,

àx , ày as

et prenant sur S les mêmes valeurs données que Y : nous savons
(Chap. III) l'existence et la cont inu i té de H. Posons

V'=:H+0.

La fonction U s 'annule sur S et vérifie l 'équation

... â'V , à'V àV „,, ,, _
AU 4- a ̂  + h , + c ̂  = ̂  (x, y, s, U + H).
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Ecrivons
F ( ^ , . r , , s , U ^ H ) = F , ( ^ j , ^ U )

=•: [Fi( . r , j ,^ ,U) —Fi (^ , j , ^ ,o)] -r-Fi(.r,j,^,o).
Soit

f{x, y, 5, U) .=: Fi 0, j, 3, U ) — Fi 0, y, z, o), Q (.r, y, ^) =: Fi 0, y, ^, o).

Il vient f inalement
.,, JU / àV cW „ ,„-,
AL! + a ̂  4- ^ ̂  + c -^ =/(^.7, ̂  ti) + ?,

et nous sommes ramenés à calculer une intégrale continue de cette
équation s'annulant sur S.

Voici les hypothèses que nous ferons sur les fonct ions (a, &,c,/, ç).
Les trois premières seront continues, ainsi que leurs dérivées du pre-
mier ordre, tant que le point ( x , y , z ) ne sera pas extérieur à T; elles
auront , en outre, des dérivées cont inues du second ordre dans tout
domaine T in tér ieur à ï; elles seront enfin les dérivées partielles r ' ,

^f', ! ^ d 'une fonction a. De même, 1a fonction ç sera finie et cont inue
ày ()z ' ' ' ! l ' T

dans T et possédera des dérivées premières continues dans T. Quan t à
f ( x , y, ^, U), ce sera une fonction déf in ie et c o n t i n u e pour les valeurs
de (.r,j,s) correspondant à un point qui n'est pas extérieur à T et
pour toute valeur réelle de U; cette fonction aura, par rapport à
(,r,y,^), des dérivées du premier ordre cont inues dans T; elle s'an-
nu le ra pour U == o ; la dérivée —~ sera déterminée, con t inue et positive
en, tout point de T et pour toute valeur de U.

Ici encore, je suppose
acix -4" b dy -4- c dz = dp.,

C'est le cas toujours réalisé en Physique. C'est aussi , au point de vue
ana ly t ique , le seul cas où l'on sache intégrer l 'équation l inéaire d'une
façon complète sans se restreindre à l'hypothèse des coefficients holo-
morphes et, par suite, comme on le verra, le seul où s'applique la
méthode que je vais exposer pour passer des équations linéaires aux
équat ions non linéaires.
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Une conséquence'résulte immédia tement de là. Posons
_^

U=:6 ^W.
.11 vient

A^T [ i f à a àb àc\ a2 4- f^ 4- c21 ̂  ^ f " / . . . . ^ A 1
AW === | ^ ^ ̂  4- .̂  4» ̂  + ———^——— J W + „ |/(.r,r,., . .W) + yj .

Celte réduction de l 'équation à une forme canonique nous servira
cons tamment .

M'. Picard ( 1 ) s'est déjà longuement occupé de l'intégration de
pareilles équations non linéaires. Mais je suivrai ici une au t re
méthode. . • •

27. ,1e commence par é tab l i r quelques lemmes relatifs à l 'équat ion
l inéaire .

Considérons la fonction cont inue G définie par les relations

A ^ à G . dti ()G . rr
A G -4" <2— 4- b — 4- c -,- :-=:— ï dans 1,

ùx ày àz

Gg:= o. sur S.

Il existe une pareille fonction G- et cette fonc t ion est finie. On a,
d^ailleurs,

Gâo,

car G ne peut avoir de m i n i m u m négatif . Soit g une l imi t e supér ieure
de G : le nombre g ne dépend que d u domaine T.

Soit, ma in t enan t , une fonc t ion con t inue U satisfaisant aux égalités

^-. àV , M JU . ,,,
Au 4- •a — + b —• -h c — ="-r o dans .1 ,

àx à y àz

et posons

Ecrivons

[J^r^o sur S,

[9|<^

r = a G —• U, Û = a G 4- U*

( 1 1 ) 'E. PICARD, Sur Ici théorie des équations aux dérivées pcrriielle.fî et la méthode dc^
appro.vimatiofu' succcssweff ( four/icd clé Matliérnatiq'iics, Clu'ip.,ÏÎÏ1; .1890).
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Il vient

AT -h a, -^— -t- & — ^ c^ •=— ( a -h o ) dans T,().r ^y 6?^ ' • / '

et
sur S,7S==0

^An ^ / <^A6? 4- a — -i- & — -+- c .<to <?y ^5 (a — 03) dans T,

0s-= o sur S.
On a

a 4- 9 > o, a — 9 > o,

les égalités étant exclues. D'où l ' impossibi l i té d'un minimiiïi'i négatif
(n0 11) soit pour.T, soit; pour 0, et, par suite,

T y 0, 0 > 0.

On conclut de là
U <aG<a,^

et celte inégal i té va jouer un rôle essentiel.

28. Proposons-nous de résoudre le problème suivant :

.ri- ^u / àU aï] . ., ,̂AU + ,, ̂  + /, , + c ̂  = Ç/(^, y, ̂ , U) + y dans 1\

Us=o sur S,

^ étant une constante que nous devrons finalement faire égale à
l 'uni té .

Nous allons d'abord traiter le cas particulièrement simple où l'on a
la double inéçali té »^<p.
? étant un nombre positif assignable qui ne dépend pas de la valeur
attribuée à U. Voici du reste deux exemples de ce genre :

,., ai] , àU àV ,. . .,,.AU -+- a — 4- b — + c — == 2 U — sin au 4-0,àx oy os '
.,, àV , à'U àU ,,, , UAU .4- a — -+- b — 4- c — = /?2 U -+- ç2 —==.=:== + 9.

àx ày as. </i-+- U12
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On remarquera q u e ces équa t ions ne sont pas de celles que M. Pi-
card avait é tudiées par le procédé al terné de M. Schwarz et pour les-
quel les i l fa l la i t supposer/* 4- ç >> o, quel que soit U.

Nous a l lons regarder l ' intégrale U qu'i l faut dé terminer comme une
fonction du paramètre $ et chercher à déf in i r cette fonct ion de proche
en proche pour toutes les va leurs réelles et positives de S.

29. Procédons par approximat ions successives de la façon sui-
vante :

,„, ()U, , à'U, âU,AU, -h a —— 4- b — -h c —— 1= o,ûx ày àz

A T T ^l y ^ul ^l - /•/ n xALi^ + a ̂  4- /, —— + c ̂  =: ̂ /(.r,j, .-, LJo) 4- o,

. ,. rfIL , (){]„ Ôth ^ », ..rAU, + a -^ 4- b . 4- c ̂  =: ̂ /(^,y, --, Ui ) 4" ç,

.,,. rXÎ, , àV, </U, , ., ,..,AU, + a ̂  + b -^ + c ̂  ==, Ç/(.:r, y, ̂  U,., 4" ̂

les fonctions U, s ' a n n u l a n t toutes sur S. Sachant intégrer l ' équa t ion
l inéa i re réduct ib le , nous savons faire ces approximat ions .

Posons
T/=[J^- IU I / - l .

II vient
..... <MJo , âU, ai],AL^a^+^4^^,

A^^^| 4-^^Ç[/(.,y^,IJj],

Ar, + a ̂  + b^ + c ̂  = ̂  [/(,r, y, r, [J, ) -/(^, y, ̂  U, )],

• • • • » • * < ' « " . » ' . « . . * « . * . 1 . . . . . » . . . , « . . . . * . * . . . . . . . . . . , . , . . . . . . . . ,

AT, + a ̂  + & ̂  -h- c ̂  = S[/(..c, y, ̂  IJ,_, ) -/(^, j, z, U,_, )],

* • • * * • • • • * • • • • " • • • . • • * « . * • < * * . . » . . . * < . • * . » . * » . . . * . • . . . . . . . * . » . y

et les fonctions T^- s 'annulent aussi toutes sur S.
O n a ( n ° 2 7 )

|Uo|<^a.
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Considérons m a i n t e n a n t en un point {x^ y^ z^) de T la différence

/(^o, Jo, ..So, UîLi ) —/( ̂ o, Yo, ^o, Uta ),

en posant
U?=U/(.ro,yo,So).

Cette différence, en vertu de la formule des accroissements f inis ,
peut s'écrire

^0 "V__ / y, -^ ^ , 0 \

*' '" 1 /•)t '[ ' () y l/ ° y *'' ° "' /'~" l / î

^ étant une quan t i t é comprise entre U^ et U^>. Soit alors h une.
l i m i t e supérieure de JT^ | valable quel que soit le poin t (.r^jo,^).
On trouve

|/(.^j, ,̂  IL_,) -/(^,7, s, U^,) j < 7^6.

A p p l i q u o n s ce résu l ta t aux fonct ions T/ successives, en remarquant
que l'on a

/(.r, y, ̂  [JJ =:/(.r,j-, ^, {],) ̂ f(x,y, ̂ , o).

On trouve

1 ^O 1 < A^ | TI [ < c^2 ap, | rj < ̂ a?2, . . ., ] r / 1 < ̂ ^•4"1 ap^ . . .,

toujours en vertu du lenrme du n° 27.
La série .

U^ -h ri + Ta -i-... 4" T/ -+•. . .

est donc absolument et un i fo rmément convergente dans T, pourvu que
l'on ait

£^(3<r,
c'est-à-dire ^-

Supposons que cela ai t l i eu . La somme d e - l a série est alors une
fonction de Çx,y,z) c o n t i n u e dans T : cette fonction s 'annule sur S.
Appelons-la IL On a

[J = U, + ( U\ ~ (J, ) 4- ( i], ~ U, ) +. . . + ( U, - U^ ) -h....

En dé f in i t i ve , U/ tend uniformément vers U.
Ânn. de l' Èc. Normale. 3e Série. Toïne XIV.— DÉCEMBRE 1897* 58
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Posons
-?

U/==fi ^W/.
Il vient

^Mifë-M-^'-^]»''
^r y -n' '\ 1

+€^f\x,y,^e 2 W J + 9 J ,

et la fonction W, s 'annule encore sur là surface S. D'où

i /' < ^ ~ / !J/ Vî t^' /
^^-T-/ irW^^ cA^.r^^^'-^W^j+y^TiG^T.

- ' "^ ( ï )
•W,=:- — / iH^V^- ̂  kA^y, ̂ , e-i-W,Jj + y^T

Dans cette formule, G représente la fonc t ion de Green de pôle
(;r,j, z ) ; l 'accent désigne le remplacemcntde (a-,y, z ) par (^,y, ^ " )
dans les fonct ions cju'il affecte; enf in on a posé

.« ï / 6 /̂ ^?^ f}c \ a1 -h /^ + c2
H^^^+^^^^H.,^^.,^,,^,,,.^,

<:/T ••== c/.r' dy' dz1.

I l est clair que W, tend un i fo rmément , quand i augmente indé f in i -
ment , vers la fonct ion W déf in ie par la r e l a t ion

[A
Urr^W.

D'antre part, à cause de la c o n t i n u i t é de/, /(.r,j, s, ' [ ] , ) tend u n i -
formément vers/(,r, y, ^, U). Donc on peut écrire à la l i m i t e

w ^ - — / l^w^-^^/l^y^^^^w^+^liG^^ ̂  ̂ ^^ j tF W7 + ̂ "[£/(.z^ y ' , ̂  ̂ Ï W^ + ̂ J S G ./T,
'"l "«y ('fi

et une discussion déjà fa i te à propos de l ' équa t ion l inéa i re (n° 17) f a i t
conclure de là

AU+a^ J^^U4-^o~£/•(^ y - r^ orÀz" " ^j ()3 w ^ ^ v ^ f } ^ , ^ ) "4- 9,

les propriétés de con t inu i t é fondamentales é t an t assurées.
Le problème que nous nous sommes posé est donc f ina lement résolu

pour les valeurs de S dont le module est mo indre que —• En d 'autres
6 p
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•termes, là fonction U de ^ est définie dans l ' intervalle (o , ~?r ) • Nous
al lons maintenant nous occuper de prolonger cette Fonction au delà de
cet intervalle.

30. Un nouveau lemme va nous être nécessaire. Je commence par
l 'é tabl i r .

Reprenons la fonct ion G définie par

, ^ à G ., à G ()G ., ^Ma- 4- a — -4- b .-— 4- c — == — i dans I,àx à y àz
(..}§== o sur S,

et soit tou jours g une l imite supérieure de cette fonction, qui;, nous le
savons, reste positive.

Considérons une fonct ion U vérif iant dans T la relation

AI-I ^u / ài] ài] • r f ( 1^AU+^^+^4-c^=^(.r,y,.,U)+y

et s 'annulant sur S. On suppose

^o, ^o, |9 |<^

Posons
T==a(:;-—U, ^^aG-^U.

On peut toujours écrire, en vertu de la formule des accroissements
finis ,

/(.r,y^,U)==U^(^r,^U/),

IT étant , pour chaque valeur de Çx,y, ̂ ) , compris entre o et U. D'où

, ai . ÔT ô'c ^ àf , ,.,-. ., .,, àf , j - r / . , .
Ar+<2^ 4 - ^ . -+-^^ =^^.(^,y,^ U O — ^ ^ j y ^ J , ^ U / )—(a-4-y) ,

Ae+a^^^+c^^^^t^y^.U^-^G^^.j^,^

en tout point de T, les fonctions T et 6 s 'annulant sur S.
On a

^ô, j^âo, 1 aG^jâo, a4-y>o, oc — y > o.
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d'après le ra isonnement du n° 11. On dédui t de là
| U | < ^ g . .

C'est cette inégal i té qui rendra possible le prolongement don t nous
voulons nous occuper.

31. Soit Ç un nombre positif inférieur à-^ !:! é tant toujours une

limite supérieure de „-,-• Appelons T] un paramètre variable. Faisons les
approximations suivantes :

AU^^+^4-C^=,/(.,,,,H,)4-9,

AIT ^1 7 '̂l '̂l - /v IT ^ /. ,.AU, + a ̂  + b — + c ̂  = ̂ /(^, y, ̂  U, ) + ï)/(,r,y. ̂  ^<») + ?»

AU, + a ̂  + b^ + c^ = £/(., y, ., Il,) + r)/(^, y. ., l:,) + o,

Puisque l'on a
0 < ̂  < —3 ?^'p

on sait calculer de proche en proche les U^ (n° 29) de façon que ces
fonctions s 'annulent sur S.

Posons
T,-"-"̂  [J^—~ IJ .̂̂

d'où

A r - ^o / ^^o ^Uo ... . 1 ,-T .Alj,+^+^—+c^°.=$ /(^y,5,lJo)4-?,

AT, -+-0^. +A^ +c^ =^[:/(^y,5/[Jl)-/(.^v}v^^Jo)]+^/(^y,^IUo),

Ar, +^ +^ +c^ =^/(^y^JJ,)~/(^y^,UO]+^[/(^7^JJO-/(^y,^^

et les fonctions ̂  s^nnulen t encore toutes sur S.
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D'après le lemme du n0 30, on a

U o l < ^ a .

(^ela posé, on peut écrire

/(.r,y, --, U i ) —f{x, y, s, Uo) = r, -^ (..r, y, ^, [][ ),

U, é t a n t compris ent re U, et Uo, et

/ ( , : r , y , ^Uo)==Uo~^(^ , . 7^ ,U , ) ,àf .^(

U^ étant compris entre o et Uo. Le lemme du numéro précédent d o n n e
alors

|ï, |<rja^2l6.

On trouve de même, par un calcul semblable,

" i <" ' n ? -T: ^31^ '2». .j; j -'•̂ . i i ^ ̂  [-' ?

et ainsi, de suite. En général

r . I ,-"̂  'n1 y. ry/'•+'l 'S'T/ | •̂  / J ^ ,-, i-> .

Donc la série
Uy 4~ ri + T% 4- . . . -I- T( -4- . . .,

c'est-à-dire

U()+ ( U, - Uo) -i- (Ua- Ui ) +... 4- ( U — U^O +.. .

est abso lument et un i fo rmément convergente pour

rl<^'
le champ de convergence étant T.

On conclut aisément de ce qui précède, comme au n° 29, que U/
tend un i fo rmément , lorsque i croît au delà de tou te l i m i t e , vers une
fonct ion U jou i s san t dans T des propriétés de con t inu i t é fondamen-
tales, s ' annulan t sur S et vér i f iant l 'équation

.,,/' àV . <)0 àU /., , /./ ....AU 4- a y;; 4- b j- 4" c y; -r= (^ -h •/] ) /(..̂ , y, 3, U) 4- y.
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Cela suppose seulement , en ce qui concerne les paramètres I; et Y), que
on a

o<,<^, ^^

c'est-à-dire
0<S+.<^.

Finalement notre problème est résolu main tenan t sous la seule condi-
t ion que le paramètre in t rodui t comme mult ipl icateur de /soit réel,
positif et i n f é r i e u r à •—

En procédant toujours de la même façon , on arriverait de proche en
proche à résoudre le problème de Dirichlet généralisé pour les valeurs
du paramètre infér ieures à —? n é tan t un ent ier positif arbi t raire .

En definitwe, le principe de Dirichlet généralisé est vrai, en ce qui con-
cerne l'équation étudiée, quelle que soit la valeur positive du paramétre :
on peut donc notamment donner à ce paramètre la valeur ï .

On voit que la méthode suivie consiste à regarder l ' in tégrale cher-
chée U comme une fonction du paramètre ^ el à déf in i r cette fonct ion
de ^, de proche en proche, dans un intervalle de plus en plus grand,
par un véri table procédé de prolongement analyt ique.

Il va de soi que cette méthode réussit quel que soit le nombre des
variables indépendan tes .

II. ne nous reste plus qu'à généraliser le type d 'équations auquel,
s 'applique la méthode précédente. C'est ce que je vais faire mainte-
nant, en m'attachant à retrouver ceux que considère M. Picard dans
le Mémoire cité.

32. Commençons par examiner le cas où l'on ne fai t p lus aucune
hypothèse sur le signe de la dérivée ̂  et bornons-nous, pour s impli-
fier l 'écriture, à l 'équation

AU=/ (^7 ,^U)+9 ,
l'inégalité

y
à\] <(3

restant toujours vérifiée.
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Posons
U = À W ,

W étant la nouvelle fonction inconnue et .̂ étant une fonction de
(,y, y, jj) q.ue nous allons déterminer. Il vient

, ,,,- ai àw (FA (m ai (m ,. „, ,, ,,...
À AW 4- 2 .— —— 4- 3 -y- ——— -+- 2 -r —— •+- AÀW —/( lzt» r» ̂  À^' ) "= cï-^^' àx âf àv àz à^

Nous serons ramenés au cas ci-dessus é tudié si nous parvenons à
déterminer "X de façon que cette fonction soit continue dans T ainsi
que toutes ses dérivées et que l'on a i t en ou t re

}. > o, A}. ~ 'A ̂  (.z-, y, z, XW ) < o.

Or cela aura l ieu si, X étant toujours une fonction cont inue mun ie de
dérivées de tous les ordres, on a dans T

À > o, AX 4- ^1 ~= o.

Nous retombons ainsi sur la discussion faite a"u Chapitre [ pour l'équa-
tion linéaire : Le calcul de À est possible si le domaine ï est. assez pefil.
Nous savons d'ailleurs le sens précis de cette expression.

Voici deux exemples :
AU==:cosU,
A U = J o ( U ) .

On peut prendre alors ? = ï .

33. Examinons enfin le cas général où l'on a

^>o
àV^ '

mais où cette dérivée, finie tant que | U l'est aussi, ne comporte cepen-
d a n t aucune l im i t e supérieure valable pour toutes les va leurs de U.

Nos hypothèses sont

^jj^o, [ 9 | < a , ^>o,

et nous employons la méthode du n° 29.
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Supposons que l ' inéga l i t é
U | < a ^

e n t r a î n e les inégali tés

l/(.r,y,^U)|<L, ^(,r,j',,,U) < P,

L et [3 é tant deux nombres posi t i fs assignables.
On peut toujours faire, comme au 11° 29, la première série d'ap-

proximations caractérisée par remploi de ^ comme paramètre variable.
Prenons '$ tel que

eL<a.

On a alors
f Uo <^

1 Ui l<SL^-+^a<3^a ,
1 ^J <PJOr+^a < a^

d'où
U / 1 < â,^a,

que l que soit l ' ind ice i\
N'ayant à considérer que des fonc t ions in te rmédia i res U/ d o n t le

module n'excède pas 2^-a, on n'a à considérer aussi que des cas ou
-y ne dépasse pas p, et l'on peut par su i t e refaire tous les ra isonne-

ments du n° 29 sur les fonct ions T/.
F ina lement , on sa i t résoudre le problème de Dir ich le t généralisé,

pourvu que Fon a i t à la fois

Ç > o , ^ L < a , £ (3^< î .

Cela a toujours l ieu pour des valeurs d e ' ç positives et suf f i samment
petites.

En vertu des lemmes du n° 30, la méthode de prolongement du n0 31
réussit encore. Il faut procéder comme nous venons de le faire pour
les petites valeurs de ^ Les raisonnements sont les mêmes et Pon
arrive ainsi à la même conclusion pour toute va leur posit ive de Ç. Le
principe de Dirichlet généralisé est alors établi dans toute sa généralité,
pourçu que f croisse avec U.
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Un premier exemple du cas que nous venons de traiter est donné
par l 'équation

AU=A^ [À(^j,s)>o],

à laquelle on peut donner le nom à9 équation de Lwimlle et qui inter-
vient dans d'importants problèmes de Géométrie et d'Analyse.

L'équation
A U ^ À ^ — B ^ - " ,

si l 'on a
A > o, B > o,

fourni t un autre exemple.
J'arrêterai ici l'étude des équations non linéaires. Les théorèmes

(l'existence sont établis en ce qui concerne les équations de V équilibre

thermique ( 1 ).

(1 ) Depuis la rédaction de ces pages, M. Picard a montré ( Comptes rendus, 18 juin 1897 )
que sa méthode d'extension progressive permettait l'intégration des équations non linéaires
sous la seule condition que/croisse avec U, ce que ne faisaient pas voir ses recherches
antérieures {Journal de Mathématiques, 1890). On a donc deux méthodes distinctes pour
la résolution des mêmes problèmes.
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