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SUR I’INTEGRATION

DES

EQUATIONS DE LA CHALEUR,

Par M. Epovarp LE ROY,

ANCIEN ELEVE DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE,
AGREGE DE L'UNIVERSITE.

e e e

INTRODUCTION.

L. L'objet du présent Mémoire est la résolution de quelques-uns
des problemes de Caleul intégral que souleve la Théorie mathématique
de la chaleur.

Ces problemes se rapportent a certaines équations aux dérivées par-
ticlles dont le type est I'équation de Laplace. Chacun d’eux consiste
en Pétablissement d’une proposition trés analogue au principe de
Dirichlet.

2. Les équations de la chaleur sont les plus simples des équations
de la Physique : elles méritent sans doute & ce titre une étude appro-
fondie. On sait d’ailleurs qu’elles ne régissent pas sealement les phéno-
menes de conduction thermique : elles reparaissent dans les théories
de la diffusion et de la viscosité des liquides; on les retrouve encore a
propos de I'équilibre ou du mouvement de I'électricité dans les con-
ducteurs métalliques. C’est dire que leur considération s'impose au
physicien. Mais ¢’est au point de vue purement analytique de la déter-
mination de leurs intégrales que je les envisagerai surlout.

Préoccupés d’une idée qui régnait autrefois, d'aprés laquelle une
intégration n’était réputée faite que si I'on parvenait & découvrir la
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forme explicite de la fonction inconnue, les géometres par qui fut
inaugurée la Théorie de la chaleur ont employé dans toules leurs
recherches une méthode uniforme : leur projet a toujours été, suivant
'expression de Lamé ('), de construire la solution d’un probleme de
Physique & I'aide d’une série de solutions simples jouant le vole d’éle-
ments analytiques que ticnnent les fonctions circulaires dans les séries
de Fourier. C’est encore & ce point de vue que s’est placé M. Poincaré
dans un Ouvrage récent (*). Mais ce point de vue, si intéressant en
lui-méme ct si fécond dans les cas particuliers ol les calculs peuvent
étre poussés jusqu’au bout, doit étre abandonné quand il s’agit des cas
généraux, auxquels jai 'intention de me limiter ici.

Plusicurs exemples de la marche qu’il convient alors de suivre ont
été donnés par MM. Schwarz, Neumann et Poincaré pour la démons-
tration du principe de Dirichlet. Or les procédés de ces gétometres, ou
d’autres tout semblables, réussissent encore dans les circonstances
plus complexes que nous rencontrerons. (Cest done leur perfectionne-
ment et leur généralisation que nous allons chercher. s ne conduisent
du reste qu'a des (héorémes d’existence, sans fournir expression ana-
Ivtique des inconnues. Mais de ces théoremes, il est possible de déduire
ensuite les séries mémes que emploi de la méthode des solutions
simples eat fait considérer a priore. Yoili les deux points que je me
propose d’¢tablir en ce Mémoire.

3. Les lois différentielles qui reglent Ja circulation de Ta chaleur &
Pintérieur d’un corps solide isotrope et athermane ont ¢(é trouvées par
Fourier au début de ce siecle.

Imaginons une surface fermée S qui délimite i lintéricar d’un corps
une portion T de celui-ci. Soient
ds un élément de S,

dz un ¢lément de T,
Vla température du point (2, y, z) 4 I'instant ¢,

(1) Lami, Théorie analy tique de la chaleur, Discours préliminaire.
(%) IL. PoiNcsnit, Théoric analytique de la propagation de le chaleur. Paris, Carré,
1895.
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dV L e, . ., . . .
n la dérivée de V estimée en un point de S dans la direction dela nor-

male & S vers ’extérieur de cette surface,
% le coefficient de conductibilité thermique du corps.

Je n’ai pas a redire ici par quelle suite de raisonnements Fourvier fut
conduit & reconnaitre au flux de chaleur qui traverse pendant le temps
diI'élément ds de S P'expression

dV
— k- do dt.
dn
Je rappellerai seulement que, d’apres les conventions habituelles,
cette formule donne en grandear et en signe la valeur du flux qui sort
du domaine T par I'élément do de sa frontiere.

4. Négligeons I'influence des variations de la tempévature sur les
paramétres qui définissent en chaque point 'état physique du corps.
En vertu de ce qui précede, la quantité de chaleur qui, pendant le
temps dt, entre par conduction dans le volume T, est représentée par

intégrale double
/ i av dz dt,

Js) dn

¢tenduce a tous les éléments do de la surface S. Si l'on pose

vV - 9V 02V
AV = Pyl -+ _J;HT -+ 5:‘_*;:
o Ok OV 0k OV dk 9V ak av

95 05 =0z dz Ty ay T 9 95

’

et si I'on applique la formule de Green, on voit que U'intégrale précé-
dente peut s’éerire

) OV
1AV de dt + f LA
',) Z ox dx

(1)

les intégrations se rapportant cette fois aux divers éléments dz du vo-
lume T. _
Supposons maintenant que chaque élément d= de T contienne zne
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source de chalewr dont le débit pendant le temps dz soit

o(x,y,s,t)drdt,
< désignant une fonction connue du temps ¢ et des coordonnées (x,y, =)
du centre de gravité de dz. De ce chef, le volume Trecoit une quantité
de chaleur

/ o(x, ¥, 3, t)drdt,

T

qui s’ajoute i la chaleur recue par conduction.

Admettons enfin, pour n’omettre aucune circonstance possible,
qu’une cause de deperdition calorifique agisse sur chaque élément = du
corps. Cela se présenterait par exemple pour une plaque trés mince
dont les faces paralleles seraient soumises & un rayonnement extérieur
d’intensité connue. La quantité de chaleur perdue de la sorte par le
volume T pendant le temps d¢ peut étre représentée par intégrale

/ Sy v, 5, V)drdt.
o,

L’expérience nous amene d’ailleurs i faire hypothese que la fone-
tion donnée / est croissante avee V et nulle pour V = o.

faisons la somme des trois quantités précédentes, en tenant compte
de leurs signes respectifs. 11 vient

iy L

Ay LAY B o
/IA\ “{"‘d;)"[ "(*)“';‘ -~ .?l(.l.",y, S, /) »-«j(.l,,l)r, <, \ ) ({s ///.

Tel est le gain total de chaleur fait par le volume T pendant le
temps de.
On peuttrouver uneautre expression de cette méme quantité: Chaque
¢lément dt de T, passant pendant le temps d¢ de la température Vi la
, A% . ‘s
température V—+ == di, emmagasine une quantité de chaleur dont
Pexpression est, en vertu des lois calorimétriques,

A%
(M) Dt dr dl,



SUR L’INTEGRATION DES EQUATIONS DE LA CHALEUR. 383

C désignant la chaleur spécifique de 1'élément = et D sa densité. L'in-
001'116 triple
'A%
/ CD = d
Ty

représente donc aussi le gain total de chaleur évalué plus haut.

Bgalons entre elles les deux expressions différentes que nous venons
de trouver successivement pour la méme quantité. On a I'identité

T O 0k OV oV

LAV + — —— 4oz, ¥, 5 t)—f(r,y, 5 V) —CD — | d=dt =

fut D 5n 5o Felmy s ) — [y, 5 V) —CD T
qui doit avoir lieu pour tous les choix possibles du domaine T & I'in-
téricur du corps étudié.

On conclut de Ia, par un raisonnement bien connu, que 'équation
aux dérivées partielles

/.'AV‘~> gi (ﬁ\ + o, y,50)=/f(x,y,5 V) +(I)£)-\—

est verifiée par la fonction V.

5. Sil'on remarque que les fonctions
k(z,yy5), Clz,v,5), D(x,y,53)

sont essentiellement positives et que, par suite, leurs logarithmes
népériens et leurs quotients deux a deux sont finis et uniformes, on
voit sans peine qu’un simple changement de notation permet d’éerire
notre ¢quation sous la forme

A% ov oV
(]) Avﬁ‘a(‘r’.y’“)ﬂ_‘}'b(x’)’“)a‘}‘+C('r:‘):~')'()z
ov

=f(x,¥,5Y) +o(x,5,3,¢)+V(x,y,53) 5’

I"expression
adr +bdy + cds
étant une différentielle exacte.
Il faut noter que la fonction ¢ est essenticllement positive et non
nulle et que la fonction f, nulle pour V.= o, croitavec V.
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Je donnerai a I'équation (1), sur laquelle vont porter mes recherches,
le nom &’ Equation de Fourter.

Un cas particulierement intéressant de I'équation de Fourier est
celui ot f(@, y, 2, V) est de la forme f(x,y,z)V, / étant nécessaire-
ment alors une fonction positive. Dans ce cas, I'équation devient
linéaire et cela correspond & I’hypothese d’une cause de déperdition
calorifique agissant conformément & la loi de refroidissement indiquée
par Newlon.

Un autre cas & signaler comme digne d’une attention spéciale est
celui ot la variable ¢ ne figure pas dans I'équation. Celle-ci prend
alors la forme

ov Jdv v

) AV +a J -+ b =c UT :/('T’ ) 3 V) - ¢ (x, ) 3),

( dJ dy

[

et Von dit que léquidibre thermigue est établi ou que le régime est per-
manent.

6. Yoici comment on peut énoncer d’une facon générale les pro-
blemes d’intégration qui vont nous occuper.

Regardons les fonctions a, b, ¢, f, 9, b comme données et prenons
V pour inconnue. Deux cas sont & distinguer.

Notre premicr but sera de construire une intégrale V (a, y, z) de
I'équation (2), définie et continue en tout point d’un domaine clos,
la frontiere duquel la fonction cherchée sera astreinte & prendre des
valeurs données d’avance.

Notre second but sera de construire une intégrale V(z,y, 5,¢) de
Iéquation (1), définie et continue en tout point d’un domaine clos et
pour toute valeur positive du temps, se réduisant pour =0 a une
fonction de (2,y, =) donnée d’avance et prenant i la surface du corps
des valeurs assignées a priort.

Dans chacun de ces deux cas, diverses conditions de possibilité
s'imposent, qui seront expliquées en leur place. Au reste, ces ¢énoncés
s¢ préciseront par la suite; miais on voit déja I’étroite analogie avec le
probleme de Dirichlet.

On pourra remarquer que je laisse enticrement de coté 'examen du
cas classique oltil y a rayonnement ala surface du corps. Ce sera I’objet
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d’un Mémoire ultérieur, dont les principales conclusions ont été som-
mairement indiquées dans une Note insérée aux Comples rendus de
I’ Académie des Sciences (').

7. Il me reste a faire savoir le plan que j’ai suivi dans le présent
Travail et les sources ou j’ai puisé.

Une remarque faite par M. Paraf dans sa These de Doctorat (2) inter-
vient en la plupart de mes raisonnements : elle m’a permis d’étendre
aux équations d’un type général, quel que soitle nombre des variables
indépendantes, les principales propositions que divers artifices avaient
fait connaitre pour I'équation de Laplace. Je puis de la sorte réduire
2 une forme canonique la méthode célebre exposée par M. Poincaré
sous le nom de Méthode du Balayage(*) et ¢’est de la que je déduis,
par un procédé uniforme, la résolution complete des problemes rela-
tifs it la Théorie de la chaleur, en ce qui concerne au moins les théo-
remes d’existence.

Je considere tout d’abord les équations de U équilibre thermique au
pornt de vue de la géneralisation du principe de Dirichlet. M. Picard
s’est déja beaucoup occupé de ces questions dans plusieurs Mémoires
bien connus (). Fen reprends I'étude, en m’attachant surtout au cas
ot trois variables ponctuelles (x, ¥, =) figurent dans les calculs, et
jemploic une méthode indépendante de toute théorie préalable de
I"équation de Laplace. C'est la méthode du balayage, pour les équa-
tions lin¢aires; je fais un raisonnement qui démontre le principe de
Dirichlet en méme temps que ses généralisations et qui s’applique
aussi bien dans le plan que dans I'espace. Pour les équatlions non
linéaires, en me bornant toutefois aux types dont la théorie de la cha-
leur suggere 'étude, car sans cette restriction le domaine & explorer

(1) E. Le Roy, Sur le probléme de Fourier (Comptes rendus, 18 mars 1895).

(2) A. Parar, Sur le probléme de Dirichlet et son extension au cas de 'équation
lincaire générale ( Annales de la Laculté des Sciences de Toulouse, t. VI, Chap. 11I, § 2,
1892).

(#) M. PoIiNGARE, American Journal of Mathematics, t. XII. — Foir aussi : Théorie du
Potentiel newtonien, Chap. VI Paris, Carré, 1897.

(*) E. P1carp, Acta mathematica, t. XIl. — Journal de Mathematiques, 1890 et 18906.
— Journal de I’ Ecole Polytechnique, LX® Cahier.

dnn.de U’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XIV. — Ocrosse 1897. 49
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serait immense, je propose une méthode nouvelle qui réussit dans
tous les cas.

Dans la seconde Partie, je définis certaines fonctions que j'appelle
les fonctions harmoniques fondamentales atlachées ¢ une surface fermee
et j"étudie leurs proprictés les plus simples. Mon guide est, cette fois
encore, un Mémoire de M. Poinearé (*). Je montre que I'établissement
préalable des théoremes d’existence permet d’obtenir comme consé-
quences les développements en séries par lesquels, si 'on adoptait les
idées de Lamé, on chercherait i construive la solution du probleme de
Dirvichlet. Les équations générales ot figurent dans les coelficients des
signes fonctionnels arbitraires sont naturellement i ¢earter ici @ je me
limite & I'équation de Laplace. Les propositions que je démontre four-
nissent le moyen de perlectionner sur plus d’un point Ia théorie des
fonctions harmoniques : ¢’est par la que je finis.

Enfin Jareive aux équations du refroidissement des corps solides et a
la résolution du probléme de Fourier. Jo traite d’abord le cas d’un corps
homogene, par une méthode imitée de celle du balayage. Puis je
montre qu'il estpossible, ici encore, de trouver @ posteriori, sous la
forme des séries auxquelles il est juste de donner le nom de Lamé,
les solutions dont Vexistence a été mise hors de doute. Cela procure
des renseignements nouveaux sur plusieurs questions de Physique,
entre lesquelles je cite seulement le probléme des membranes vibrantes.
Je termine enfin par des indications rapides sur la possibilit¢ d’appli-
quer aux équations générales du régime variable les procédés imagi-
nés par M. Picard pour les équations du régime permanent.

Les principaux résultats que je dois exposer ont ¢1é présentés a
'Académie des Sciences dans les séances des 28 janvier 1895, 17 fé-
vrier, 7 et 28 décembre 1896, 28 juin 18g7. Leur caractére commun
est de constituer une préparation & I'étude générale des équations de
la Physique.

(1) . Porxearss, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1894. — Foir aussi:
Acta mathematica, 1896.
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PREMIERE PARTIE.

LES EQUATIONS DE L'EQUILIBRE THERMIQUE ET LA GENERALISATION
DU PRINCIPE DE DIRICHLET.

I. — Généralités. — Hypothéses fondamentales. — Détermination unique
d'une intégrale continue par ses valeurs sur une surface fermée.

8. Soienta, b, ¢, o quatre fonctions données et V une fonction in-
connue des coordonnées x, y, 5 d’'un point de espace. Désignons
par f(x,y,z, V) une dernicre fonction, dont la forme est supposée
connue d’avance,

Je me propose d’¢tudier, au point de vue de son intégration, I’équa-
tion aux dérivées partielles suivante :

ov A% XAl

(1) AV 4+~a — 4+ b — +

Jr y ¢ Pr = f(x,¥,5 V)+ 0.

Je résoudrai & son égard un probleme analogue au probleme de Di-
richlet: on sait que ce probleme consiste & déterminer une intégrale
continue par les valeurs qu’elle prend sur une surface fermée.

I convient tout d’abord de donner une précision complete a
’énoncé précédent. Cela m’amene & déclarer les hypotheses que je
fais.

9. Les fonctions a, b, ¢ sont supposées uniformes, finies et conti-
nues, ainsi que leurs dérivées partielles des deux premiers ordres,
dans une région R de 'espace. En outre, ’expression

adx +bdy +cds

est par hypothese une différenticlle exacte dp..
Les fonctions f, ¢ sont de méme uniformes, finies et continues en tout
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point de R pour toutes les valeurs réclles de V. Elles ont de plus, par
apport aux variables dont elles dépendent, des dérivées partielles du
premier ordre qui jouissent des mémes propriétés. ‘

Je rappelle enfin que les principes de la théorie de la chaleur nous
invitent a supposer la fonction /(z, y, =, V) croissante avec V et nulle
en méme temps que celle variable.

Cela posé, soit'S une surface fermée tracée dans la région R: ce sera
la frontitre d’un domaine connexe T. Cette surface pourra étre formée
de plusicurs nappes, entitrement séparées; mais, en chacun de ses
points, clle aura wn plan tangent unique et deux rayons de courbure
principawe bien determines.

Assujettissons d’avance la foncetion V que nous voulons construire
aux conditions de continuité suivantes :

1° La fonction V doit étre uniforme, finie et continue dans le do-
maine T;

2° Les dérivées partielles des deux premiers ordres de V doivent
étre uniformes, finies et continues dans tout domaine T’ contenu
dans T.

Nous appellerons ces conditions les conditions de continuité fonda-
mentales.

A chaque point M de S, attachons un nombre @y, de telle facon que
Pensemble @ des nombres @y soit continu. Nous désignerons @ par
le nom de fonction péripherique donnée, Nous supposerons cette fone-
tion uniforme, finie ¢t continue sur S, mais nous ne ferons aucunc
hypothese sur la continuité ni méme sur Uexistence de ses dérivées.

Voict enfin ¢e que nous entendrons en disant d’une fonction V
qu'elle prend sur S les valeurs © ou qu’elle se réduit a © sur S. Soit M un
point de S auquel est attaché le nombre ®y; soit A un point de T en
lequel V ala valeur V; soit C un chemin continu allant de A en M
sans sortir de T. Dire que V se¢ réduit & ® sur S, c'est dire que
V{x, y,z) tend vers @y quand le point courant (x,y, z) déerit €,
quels que soient A, M et C.

Tout cela post, notre but est de construire une intégrale de ' équa-
tion (1) remplissant les conditions de continuité fondamentales, se rédui-
sant surS a la fonction périphérique donnée ® et vérifiant I'équation aux

m
.

deérivées partielles étudide en tout point situé & U intérieur de 'l
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Nous éerirons
OV oV oV

1
(AV o — o
Tor T b ay e

V= ®.

=f(x, 7,5 V)40,

I’ensemble de ces deux égalités sera pour nous une notation abrégée
de I'énoncé précédent.

Enfin le nom de Principe de Dirichlet généralisé désignera la proposi-
tion qui affirme I'existence d’une solution de notre probleme.

10. Je commencerai par démontrer le théoreme suivant : s¢ la_fonc-
won [(x, y,=, V) est croissante avec V, le probléme qui nous occupe com-
porte aw plus une solution.

L’étude de cette question a déjh longtemps retenu M. Picard ().
Deux méthodes différentes ont été proposées par ce géometre. L'une,
trés naturelle, tres simple, et toujours applicable en Physique mathé-
matique, est fondée sur la considération de certaines intégrales défi-
nies qui sont essenticllement positives. M. Poincaré en a fait souvent
usage (*). Mais, outre qu’elle ne permet pas facilement & I'analyste de
traiter tous les cas qu'il rencontre, elle impose aux énoncés des res-
trictions surnumdéraires que rien ne justifie. L'autre méthode n’offrve
pas un moindre inconvénient, car elle oblige & supposer Lolomorphes
les coefficients de Péquation aux dérivées particlles qui, elle-méme,
doit étre lLinéaire. Pour ces diverses raisons, je préfere aux précédents
un procédé de démonstration dont le principe est da a M. Paraf (?).

Supposons que le probleme de Dirichlet généralisé puisse recevoir
deux solutions distinctes V, et V,. Leur différence V remplirait les
conditions de continuité fondamentales et s’annulerait sur S. Elle
atteindrait donce, en un point situé a Uintérieur de T, soit un maximum
posittf, soit un minimum négatif. Nous allons voir qu’une pareille cir-
constance est impossible lorsque f(@, y, 5, V) croit avec V. On a, deés

(1) E. Prcarp, Traite d’Analyse, t. 11, Chap. 1, § HIL.
(2) H. PorNcARE, Zhéoric analytique de la propagation de la Chaleur, Chap. 1I.

(3) A. Parar, loc. cit.
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lors, forcément,
V=o, V,=V,,

et le théoreme annoncé se trouve établi.

Pour démontrer la proposition & laquelle nous raméene le raisonnc-
ment qui précede, je m’appuierai sur la remarque de M. Paraf que j ai
signalée dans I’Introduction comme devant me servir constamment.

11. Envisageons d’abord le cas d’une équation linéaire. Si Vdésigne
la différence V, — V,, on a
A% A% 72
AV 4+ a " - b ~— A
AP }()'y RV J
Supposons
S>>0,

Uinégalité excluant 'égalité. Soient x, y,, 5, les coordonnées d’un
point M, ou V atteint un maximum positif. En ce point, on a

>0, V > o.
Mais V satisfait aux conditions de continuité fondamentales; d’on

Jv o Jav o A%
== == 0, - IO,

ox ’ Jdy Ik

en M, les fonctions a, b, ¢ étant en méme temps finies et déterminées.

La formule de Taylor, limitée au sccond terme, est ici applicable. Si

'on emploie la forme du reste indiquée par Lagrange, il vient

&£ 2y )? NEAY -
Vi@, yo, 50) — V(zo, Yo, 5) = (*"“2 : T (8 Vs 50)s
(y—00) OV
Vi@, 55 30) — V2o, Yo, 59) == nL . (()V}

3—234)% 0*V
V(z,, Yoy B) = Vi, Yor S9) = (‘ —=2 l ‘('()",'2‘ (yy Yor§)s

2

(24,0, 34 ),

£. 7, { étant respectivement compris entre 2 et z,, y et y,, 5 ¢l z,. Le
point M, étant le licu d’'un maximum positif pour V, on conclut de Ia
sans peine

AV o,
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pour x =x,, ¥ = ¥,, 3 = 3,. Finalement, en M,, on a

W ’ ;
AV Zo, a%:o, b%—o c%‘z:o, JY>o.
Alors I'équation que doit vérifier V ne peut pas étre satisfaite au point
considéré. Cela est contraire & 'hypothese. Donc V ne peut pas avoir

de maximum positif & 'intérieur de T.

I’impossibilité d’'un minimum négatif se prouverait de la méme
maniere.

Le probléme de Dirichlet generalisé comporte donc au plus une solution,
dans le cas de U¢quation linéaire, lorsque le coefficient [ de cette équa-
iion est positif et non nul en touwt point du domaine T envisage.

La discussion peut étre poussée plus loin. Soit A(«, ¥, z) une fonc-
tion arbitraire, mais toujours positive dans T, ne s’annulant méme pas
sur S et vérifiant les conditions de continuité fondamentales ainsi que
ses dérivées de tous les ordres. Posons

V=2U.
On a
. 0A 2\ oU ()) N\ oU ()7\ oU U= o
en posant
F(0) =)+ a2t + b5 ” LY

‘o €0
Si A est connu, la recherche de V se ramene immédiatement a celle
de Us cette derniere fonction prend d’ailleurs sur S les valeurs données
i; ui sont finies pour A = o. Supposons que I'on parvienne a choisir A
de fagon que I'on ait en tout point de S et de T :
A>o, F(2) <o,

les ¢galités étant exclues. On pourra répéter le raisonnement précé-
dent et Uon verra que, cette fois encore, le probléme de Dirichlet gene-
ralis¢ comporte au plus une solution. L’équation qui définit U est d’ail-
leurs de méme forme que celle qui définit V.
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Sil'on prend

la condition de signe imposée d A sera satisfaite et il suffira de
choisir A" de manitre i réaliser, outre les circonstances de continuité
prescrites par I'énoncé, I'inégalité
. o1\ 2 02"\ 2 07\ * o 7! )1
A/v'+( S ) +< ) - ) -+ i 0 J e “r — [ =" o.

o dy Jz Coxr T Ay ds

Approfondissons quelques exemples.

Soit
J oo dans T.
Prenons
4
W e
M ’

e et M étant deux constantes laissées indéterminées pour le moment.
On doit réaliser 'inégalité
M+ a> zeMr,

Choisissons M positif et tel que M+« soit supérieur & un cerfain
nombre positif N. Puisque le domaine T est limité, on peut trouver un
nombre positif L tel que le module de 2 reste inféricur & L en tout
point de T. Prenons alors pour z un nombre compris entre o e¢f Ne %,
Toutes les conditions voulues seront remplies. Le probléme de Dirichlel
generalisé comporte done au plus une solution si le coefficient [ de U équa-
tion linéaire ne devient négatif en aucun point di domaine enyisage.
Par exemple, I'équation

AV A —l 7Y p aN
o Jdy Js i

rentre dans la catégorie précédente, quel que soit T. L'équation

ANPAS

AV - b - Al
Jdax

oy 0s = St yre- s ) s b o (et )V e

appartient au méme type, pourva que la surface S soit tracée dans
'espace compris entre la sphere

a4 yr4 5t
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et le paraboloide de révolution

542 =2+ 2,
espace qui est illimité.
Prenons encore, dans un nouvel exemple,

NV=—(ax+By+7vy3),
a, 3, v désignant des constantes. L’inégalité i réaliser est
4+ B yi<aa+ DB +cy+ f.

Voici une application. Soit

L’équation
oV oV oV .
AV a2 0% %Y e ’ Vo
+as— oy e [82—(a+b+c)]V+o
appartient au type signalé. Remarquons que le coefficient qui joue le rile
de [y peut avoir un signe quelconque.

Il serait facile de multiplier les exemples de ce genre. Contentons-
nous de noter que 'on procede toujours par réduction de I’équation &
la forme canonique caractérisée par 'inégalité /> o.

Dans ce qui précede, je n’ai fait aucune hypothese sur a, b, c.
Voyons maintenant ce qui se passe si

adx 4+ bdy + cds

est une différentielle exacte dy.. Soit

W—=_ E.
2

Il vient
[0

-] 2 2 -
AU:[%(%Z—-P%—;—%)—;—%—*—}’]U—&%%.

Si l'on @, en tout point de T,
1(da  0b  Odc a*+ b+ c?

Ann. de I’Fe. Normale. 3° Série. Tome XIV. — Ocrosre 1897. 50
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on est assuré que le probleme de Dirichlet genéralis¢ comporte au plus une
solution.

Lorsque @, b, ¢ sont les dérivées partielles d’une méme fonction, on
voit que I'équation linéaire peut toujours étre ramenée i la forme
canonique

AV =fV + o.

Convenons de désigner I'équation dans ce cas par le nom d’éguation
linéaire réductible. Cette équation est spécialement importante pour la
Physique mathématique. Aussi vais-je en faire une étude particulicre,
toujours au point de vue de la détermination unique d’une intégrale
continue par ses valeurs sur une surface fermée, mais en ne faisant
plus sur faucune hypothese de signe.

12. C'est & M. Picard que I'on doit les premiers résultats rela-
tifs & la question qui va nous occuper. Dans un Mémoire inséré en
1890, au Journal de Mathématiques, ce géometre a ¢noncé un théoréme
d’apres lequel le probleme de Dirichlet généralisé comporte au plus
une solution si la surface S s’cearte suffisarnment pew d’un des points de
Pespace. Un second Mémoire du méme auteur (Journal de Mathéma-
tiques, 1896) est venu compléter le premier : il sulfit que le volume
du domaine T soil asses petit. Nous retrouverons ces deux propositions.
Mais la méthode de M. Paraf nous permettra, en outre, de bien voir
que la seule condition nécessaire est une certaine petitesse du domaine T
et de fixer le sens précis qu’il faut attribuer & cette expression.

Pour plus de simplicité, je supposcrai les coefficients / ¢t ¢ de
I'équation réduite continus ainsi que leurs dérivées dans tout 'espace.
Je chercherai, dans ces conditions, comment on peut choisir Ie
domaine T de facon que le probleme de Dirichlet généralisé comporte
au plus une solution. Il va de soi que, si /et ¢ n’étaient définis que
dans une région R, une premietre condition imposée au domaine T
serait d’étre contenu dans R.

Soit L une limite supérieure de [/|. Tout revient & trouver une
fonction continue A vérifiant les conditions

2>o0, Al +LAi=o,

dans T et sur S. Cherchons, de diverses manieres, & calculer A.
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Soient «, 3, y les cosinus directeurs d’une direction dans I’espace.

Prenons
r=sin[yL(az+By+y5—238)].

Toutes les conditions voulues seront remplies en choisissant ¢ de
fagon que I'on ait, en tout point de T,
T
VL

Donc, le probléme de Dirichlet géneralisé comporte au plus une solution
st la surface S est comprise entre deux plans paralleles dont I écartement

o< axr+By+ys—o<

T

VL
assignée.
Prenons encore un autre exemple. Soit

r’excéde pas —=- Dans ce cas, le volume de T peut dépasser toute limite

sz (& — x)*+ (.)' —)’())2+ (5 — 50)?
et
sinyL (p — R
- P 2

A=

R étant une constante arbitraire et (a,, y,, 5,) les coordonnées d'un
point quelconque de I'espace. Toutes les conditions prescrites seront

remplies sil'on a
™

VL
Done, il 0’y a gu’une solution possible du probléme de Dirichlet géne-

ralisé si le domaine T peut étre place tout entier entre deux spheres con-
centrigues limitant une couche sphérique dont I'épaisseur ne surpasse

p>R, p<R-+

pas \—/Z;— Un cas particulier est celut ou T est contenu dans une sphére de

4_71.
VL
veut d’un point quelconque et avoir un volume arbitraire.
Il serait aisé de multiplier sans fin ces exemples, par lesquels on
voit ce que signifie la condition de petitesse imposée au domaine T.
Cherchons maintenant des théoremes plus généraux et voyons qu’une
condition suffisante est que le volume du domaine T ne depasse pas une

rayon Ici, de nouveau, le domaine T peut s’éloigner autant qu’on
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certaine limite. Calculons A par une méthode d’approximations succes-

sives. Soit
=X+ LA+ LA, 4. ..+ Lik;+....

Partons de A, = 1. Il vient

A)\[—i— 7.,'_1 - o,

pour les valeurs entieres de 'indice ¢ depuis 1 jusqu’a Uinfini. Soit
d= un élément d’un volume T, un peu plus grand que T. Appelons

@', y', 5" les coordonnées du centre de gravité de dr;
A; la valeur de X; en (2, ', 2');
r la distance du point courant («, y, 5) au point (2/, ', z').

On peut prendre
it R/ (6=1,2,3,4,...).

7 .
aT (Ty) !

I

7\":

Les A; peuvent étre ainsi calcalés de proche en proches ils sont tous

positifs, et ce sont les potentiels newtoniens de certaines distributions

continues de matiere attivante & U'intérieur du domaine T,. On peut
assigner un nombre positif g tel que

1 f Y odr <
u—— ......._ “!’r
bm ITy) !

en tout point de T,. On a alors
hy=1, 7"I <& )").< 5’29 T 1< ,3’",

Donc, la séric
23, LI
est absolument et uniformément convergente dans T, si Lg est infé-
rieur & 1. Dans ce cas, comme chacun de ses termes est une fonction
continue de (, y, z), sa somme A est aussi une fonction continue des
mémes variables. On peut donc former I'intégrale

'accent désignant la substitution des variables (', y', 2’) aux va-
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riables (x, v, z). Ecrivons

Spri=ho+ LA +. ..+ L,2%,
Ry =L+,
A= Sll+l -+ R/H—l'

La différence hien déterminée

S r
r— L E/— dr
. 4 iy !
devient
JRY
7\0 -+ R,z+r_r - _I_ I—'i'u dr
bm (Ty) r

sil'on tient compte de la définition des ;. Or, on peut choisir 7 assez
grand pour que, = étant un nombre positif donné i 'avance aussi petit
qu’on veut, on ait, quels que soient (z, y, =), les inégalités simul-
tanées
. "
I(/L+l<a’ Ru-x—~2<,§ "

Cela entraine

1 * LR, ., € €
ﬁf(m—o—r dr<<Lg 2<5
D’ou
1 © LN
l)\"")\o—/T-ﬂ_ ' Td‘f <E.

Mais le premier membre de cette inégalité est une quantité bien
déterminée. On a donc

LA
A=2+ ZI— L
T,
Il résulte de la, d’apres les propriétés bien connues des potentiels
newtoniens, ’existence et la continuité des dérivées de tous les ordres

de A, ainsi que la relation
Al +Lli=o0 dans T,.

Nous avons donc réussi & calculer A. On sait la conclusion qui en

découle.
Calculons g. Si /, et /, sont deux fonctions intégrables ainsi que
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leurs carrés, si « et B sont deux parametres réels, on a

(afi+B/2)de> o0,

“(To)

quels que soient (z, ), ¢’est-a-dire

Jide + >aﬁ] Sifadr + (2 Sidr >0
Ty)

(Ty) (T

En appliquant & ce trinome en (e, §) la régle élémentaire relative
au discriminant d’une forme quadratique binaire définie et positive,
on trouve

[ fl'/'ztlr]~< Jrde / s
= (T) - Ty

(Ty)

Il est & remarquer que cette inégalité, dite inégalite de Schwars, n’est
qu’une généralisation de I'inégalité bien simple

Yab<<ZatX?

qu'on déduit sans peine de l'identité de Lagrange. Nous en ferons sou-
vent usage. Des & présent, nous voyons que

I *dr)t 1 *dr [
s - <= / | s
107 Ty I 1om”, (Ty) . Ty
/ (—l—“ <Ahml,

iy !

ol

Or, on a

{ étant la plus grande dimension de T,, c’est-a-dire la plus grande
distance de deux points de ce domaine. On a done

I Al
‘4—;{.'[ \/4%\/l\/107

en désignant aussi par la lettre T, le volume du domaine T,. On peut
done poser
_ VT,

2\/11



SUR L’INTEGRATION DES EQUATIONS DE LA CHALEUR. 39

el

Finalement, st

4T

To<gp

le probléme de Dirichlet généralisé ne comporte certainement qu’une seule
solution pour tout domaine T contenu dans le domaine T,.

J'arréterai la I'étude des équations linéaires. On voit la multiplicité
des cas que I'on peut distinguer et la marche uniforme qu’il faut
suivre pour les traiter. L’équation doit toujours étre ramenée, sans
cesser d’appartenir a la classe des équations réductibles, au type
simple pour lequel le coefficient / est positif. Ces résultats ne sont pas
bien nouveaux; sauf de légeres modifications, ils sont dus, pour le
fond, & M. Picard et, pour la forme, & M. Parafl. Mais je devais les
exposer, parce que le raisonnement qui les démontre reparaitra conti-
nuellement dans la suite.

13. Je finirai ce Chapitre par 'examen d’un cas simple relatif &
I’équation non linéaire

SOV aY oV
AV —-—/(-Za,)”“»vy ()—.’I:" a-_.)f, —()_3>’

plus générale que 'équation de Fourier.

Soient V, et V, deux intégrales de I’équation précédente remplis-
sant les conditions de continuité fondamentales et prenant les mémes
valeurs sur S. Je considere leur différence

V=V,—V,

et j’ai & voir sous quelles conditions cette différence V ne peut pas
avoir, par exemple, de maximum positif.

Soient x,, ¥,, 3, les coordonnées du point M, de T en lequel V
aurait un maximum positif. En ce point, les relations suivantes se-
raient vérifiées
v _ v _ oV

_— == 0, AV;O,

V>o oz -(2—)/—_0’ ds

comme nous ’avons déja vu (n° 11). D’ailleurs, on aurait aussi en M,

oV, oV, 0V>~*/($,y,%\k,0\2 AR O\ﬂ-

dx’ dy s ox’ 9y’ 0=,

AV :/<'7',)" Sy VI’
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Posons
av

(’:()),)

<L
<

[§ St

|

=¥
3]

et supposons que les dérivées

o, o U I
ou’ dv ow oV

existent et soient continues, comme f, pour toutes les valeurs de
(2,y,5,V,u,0,w). Appelons

U: E; n, ¢
des quantités respectivement comprises entre

ov, 9V, 0V,

Vo T2 Gy Os
et
ALRECACINCAL
¥ 9z’ Ay’ os
pour

2= &, Y= Yo &= 3,.

On a, par la formule des accroissements finis,

_ oV oS e OVaOf
AV= ;)‘; (7; («73',‘}’; ~ U’g’ ’7’4)"*"’(‘)‘5; ;;;)' ('L’.}”'-" UaC,, f),f:)
ov of

~=(z,y,5, U, £,1,8)+ V;%(-”'»J’: 5,U,6,0,8)

03 Ow

pour
xr =, Y =Yo, 5 = 3.

Un raisonnement déja fait (n® 41) montre encore ici I'impossibilité
d’un maximum positif ou d’'un minimum négatif de V en tout point M,
deT, sil’on a, pour toutes les valeurs admissibles de (z, v, 5,V, «, ¢, w),
I'inégalité

af

oV =
Donc le probléme de Dirichlet géncralisé comporte au plus une solution si
la fonction f est crotssante avec V.

Un changement bien simple de la fonction inconnue permettrait de
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pousser plus loin la discussion, toujours par les mémes procédés. Mais

je m’en tiendrai & ce cas. Clest, en effet, précisément celui que I'on
rencontre dans la théorie de la ehaleur.

II. — L'équation linéaire réductible. — Etablissement de quelques lemmes.
— Théoréme de Harnack généralisé. — Réduction du probléme a une
forme simple.

14. L’équation aux dérivées partielles du second ordre que jai
nommée {'équation lindaire réductible est de la forme

ov oV oV ,
AVt+a— +b-— 4+c-— = fV + o,
dx Jdy Jds ¢ T
a, b, ¢ étant liés & une certaine fonction uniforme (x,y, z) par les

relations
dp. O

Z= ¢ =
dy ’ Js

o= ==, b=
€

Ce type d’équation présente un intérét spécial, au point de vue des
applications parce qu'on le rencontre constamment en Physique, au
point de vue de I'Analyse parce qu’il peut étre ramené 4 une forme
canonique tres simple qui le caractérise.

Sous quelles conditions une intégrale continue de P'équation préce-
dente est-clle déterminée sans ambiguité par les valeurs qu’elle prend
sur une surface fermée? Il sullit que la fonction donnée / reste tou-
jours positive a lintéricur du domaine envisagé. Nous supposcrons
dorénavant, comme nous en avons le droit, cette circonstance réalisée,
au besoin par un caleul préalable (Chap. I).

Le probleme de Dirichlet généralisé ne peut pas recevoir deux solu-
tions distinctes : c¢’est entendu, ¢’est da moins le cas olt nous nous
placons. Mais cette unique solution possible existe-t-clle effective-
ment toujours? C’est & quoi nous allons répondre par un théoréme
d’existence. Ici va nous servir cette methode du balayage, donnée par
M. Poincaré pour I'équation de Laplace, mais dont je veux montrer la
généralité.

La méthode du balayage fut exposée pour la premiere fois par
M. Poincaré dans une Note insérée aux Comples rendus des séances de

Ann. de I'Ec. Normale. 3° Série. Tome XIV. — Novessre 18g7. o1
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I’ Academie des Sciences (') : elle ne s’appliquait alors qu'a la résolu-
tion du probleme de I'équilibre ¢lectrique sur un conducteur isolé
dans Pespace. Un peu plus tard, M. Poincaré le mit sous une forme
qui lui permit de traiter completement le probleme de Dirichlet (*).
Puis M. Paraf (*) indiqua les modifications importantes que deman-
dait 'emploi de la méme méthode dans le plan. Voyons maintenant ce
que je me suis proposé de faire.

Le principal avantage signalé par M. Poincaré dans sa nouvelle mé-
thode est qu’elle fournit une démonstration du principe de Dirichlet
directement valable pour tous les cas. Suivant la méme voie, je mon-
trerai qu'une certaine transformation dans le point de départ du rai-
sonnement confere & la méthode un caractere plus général encore :
plus n’est besoin de faire appel aux propriétés trop particulivres des
potentiels newtonien ou logarithmique, aucune dillérence ne sépare
les cas de Uespace et du plan : le principe de Dirvichlet simple et le
principe de Dirichlet géncralisé s’établissent concurremment. JFajoute
que, ayant réduit la méthode du balayage & ce qu’elle a d’essentiel et
de fondamental, celle-ci se trouvera toute préte a recevoir les généra-
lisations que nous lui ferons subir, pour des problemes tres différents
de ceux qui nous occupent en ce moment, dans la troisicme Partie
de ce Mémoire. Tels sont les motifs qui me portent 4 publier mes
recherches, bien quelles ne procurent auvcun résultat positif nou-
veau.

[5. Je suppose connus les ¢léments de la théovie des fonetions har-
moniques et de la théorie des fonctions de Green. Je rappelle scule-
ment les énoncés de quelques théortmes devenus classiques @ on
trouvera les démonstrations dans tous les Traités ("),

(1) 1L PoINCARE, Sur le probléme de le distribution electrique ( Comptes rendus, 1887 ).

(2) H. PoiNcARE, Sur les équations aux dérivies partielles de le Physique methémao-
tique (American Jowrnal, Lo X115 1890 ). — Foir aussi : Théorie du potenticl n: artonien.
Paris, Carré; 18¢7.

(3) A. Pawar, Sur le probléme de Dirichlet el son extension au cas de Uéquation
lincaire géncrale, Chapitre I ( dnnales de la Facullé des Sciences de Toulouse, 18ga). -
Voir aussi : E. Presro, Traité d’Analyse, Tome I, Chapitre 1V,

(%) Foir par exemple : B, Prearp, Traité d’ dnalyse, Tomes 1 et 1l — H, Poincars,
Théorie du potentiel newtonien.
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1l est facile de former la fonction de Green relative & une sphire
et & un point situé a U'intérieur de eelle-ci. Soient

R le rayon de la sphere;

(', ¥, =") les coordonnées courantes;

(x,y, =) celles du pole;

(x1,¥.,2,) celles da point conjugué harmonique principal du pole
par rapport & la sphere;

p la distance du centre au pole;

ret 7’ les distances respectives du point courant au pole et & son con-
jugué.

On a

= ; I

ey
G étant la fonction de Green : c’est une fonction de z, y, =z, 2/, ¥/, .
Si Pon appelle do un ¢élément de la surface de la sphere X, et

(x',y',5") les coordonnées du centre de gravité de s, la fonction

N [(R—p)d
VvV (Jf‘, ), a) = /;:[Ei{ (E)-—W-T‘;{-—-"--— (L’J,

T dG
L= O— d
\% Arrf(g)pdn,-”’

, . d{x roe ) ’ ’ ' M
en désignant par Z?z" la dérivée de G par rapport a (&, ¥, '), suivant
i

ou hien

la normale intérieure a X, est la fonction harmonique qui prend sur Z
les valeurs @ : le probleme de Dirichlet est ainsi résolu pour le cas de
la sphere ().

On déduit de la sans peine qu’une fonction harmonique dans un
domaine ne peut avoir ni maximum ni minimum dans ce domaine,
et que c’est, par conséquent, sur la frontiere qu’elle atteint sa plus
grande et sa plus petite valeur.

(1) B. Prcarn, Traité d’dnalyse, Tome I, Chapitre VI, § Il. — H. PoiNcsri, T/éorie
du potentiel newtonien, Chapitre V.
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Considérons encore le probleme (')

AV 4+ o0 =o,
Vs =o.

La solution est, en appelant @ le volume limité par X,

V= ALTL“/. o(x,y,3")YG(x,y, 5,2, y, 5" da'dy'ds'.
(5]

L'incgalité

ol <a
entraine I'inégalité
Rz
I Vv I <o
6

La fonction V a des dérivées des deux premiers ordres et remplit
toutes les conditions prescrites, pourvu que la fonction donnée ¢ soit
continue dans @ et sur X et possede des dérivées particlles du premier
ordre finies et continues dans tout domaine @ intéricur a2 ©.

Soit enfin une série de fonctions V; harmoniques dans un domaine
de forme quelconque. Les propositions que je viens de rappeler per-
mettent de démontrer le double théortme suivant :

| S St la série V; est uniformément conyergente dans le domaine
envisage, clle a pour somme une fonction harmonique dans ce méme do-
maine.

20 ... St les fonctions V; sont toutes positives dans le domaine enyi-

sage et st la série gqu’elles forment est convergente en un point de ce
domaine, ladite séric est uniformement conyergente dans tout domaine
bérieur aw domaine en question.

On donne généralement a cette double proposition le nom de 7/co-
réme de Harnack (*).

16. On connait les fonctions sphériques ou fonctions de Laplace dési-
gnées d’ordinaire par la notation Y,. M. Picard (*) a montré qu’étant

(1) Foir le Mémoire déja cité de M. Panar, Chap. 11.
(2) K. Picaro, Traité d’ Adnalyse, L. 11, Chap. 11, § 1.
(*) B. Piesrn, Traité d’ Analyse, 1. 1, Chap. 1X, § 4.
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donnée une fonction continue quelconque des angles 0 et J, en méme
temps qu’'un nombre positif z si petit qu’il soit, on peut toujours trou-
ver une suite limitée de fonctions sphériques

Yov Y‘U Y:’.) IR 171)
d’ordres respectifs
) T, 2, e Py
telles que la somme
Yo+Y, +Y,+...+Y,
représente la fonction considérée & moins de & pres.
Appelons @(0, ) une fonction continue quelconque définie surune
sphere. Soit
&, €3, Ey ceey Epy
une suite de nombres positifs décroissants ayant zéro pour limite et
formant les termes successifs d’une série convergente.
Soit
S, = Y YO Y,
une somme de fonctions sphériques telle que
| — S| <z

La considération des sommes S; va nous permettre de résoudre le
probleme de Dirichlet pour I'espace compris entre deux spheres con-
centriques de rayons R et R (R"<<R).

Remarquons d’abord que I'on peut écrire

D=5+ (8:—8) + (83— 8y) +-..+ (S —5;) +...,

et que @ se trouve ainsi développé en série absolument et unilormé-
ment convergente dont chaque terme est une somme de fonctions sphé-
riques. On a
| 841 — Sy | <ert+epm<<2é
¢videmment.
Soient ¥ et £’ les deux spheres concentriques, R et R’ leurs rayons,
(,0,4) les coordonnées polaires d’un point de la couche sphérique

R'< p<R.

Nous voulons troaver une fonction V(p, 0, ) harmonique dans I'es-
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pace @ compris entre les spheres, se réduisant sur X et X" 4 deux fone-
tions continues de 0 et ¢ respectivement données @ et @', Supposons
d’abord que 'on ait

[ — Y“ -+ Yl -+ Yg ~+ e Y,,
el

O =Y Y Y, Y

La fonction

1 1

P R
Ll =g,
R R

est harmonique dans © et se réduita 1 sur X et & o sur X',
De méme

1 I
o R
-l_ ,;_', N
R R

est harmonique et se réduit & 1 sur £ et i o sur X. On voit encore que

les fonctions
AW S Nom
(R ( )
P ) - . ) 7 et st

{ ’
2 {/ B! Y m = S Xy

()

Ry mt g o
)G
“‘, R R “i o

(w)" = ()

sont harmoniques et se réduisent la premicre h o surEeta Y, sur X,
la seconde 2 Y, sur X ¢t & o sur X',
I7expression

/ I
I

m=E Sm Y m

V=l Yo -6 Y+ +E6,Y,
SV E Y B

donne dans ce cas la solution cherchée : la vérification ne souléve au-
cune difficulté.
Cela posé, si @ et @ sont deux fonctions continues quelconques,
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nous savons que 'on peut toujours écrire

=D, +P, ... +D;+...,
=0+ ¥, .. . D +.. .,

les séries étant absolument et uniformément convergentes. Chaque
terme (®;, ®;) est de la forme que nous venons de considérer. Nous
savons donc construire une fonction harmonique V; qui se réduit & @,
sur X et & @) sur £, Alors la série

V=V, +Vy4.. . 4+V,+...,

en vertu du théoreme de Harnack, est absolument et uniformément
convergente et représente une fonction harmonique : sa somme V ré-
sout le probleme de Dirichlet pour I'espace compris entre les deux
spheres concentriques.

Cela fait, Uexistence de la fonction de Green relative & une couche
spherique et & un pole situé dans cette couche se trouve ¢tablic.
Toutes les propositions rappelées au n® 15 concernant la sphere
s’élendent ainsi d’elles-mémes au nouveau cas que nous venons d’exa-
miner.

Finalement on voit que des procédés élémentaires permettent
d’achever la théorie des fonctions harmoniques et celle des fonctions
de Green, Torsque le domaine envisagé est formé par 'espace compris
soit 4 Pintéricur d’une sphere, soit entre deux spheres concentriques.
Ce n’est que dans cette hypothese que je supposerai dorénavant le
principe de Dirichlet établi.

17. Arrivons au principal objet de ce Chapitre : la résolution du pro-
bléme de Dirichlet géneralisé en ce qui concerne Uéquation linéaire réduc-
tble. Jo me bornerai dans le présent paragraphe a la considération
d’'un domaine T limité par une sphere S de rayon R. Nous avons

A\!+a(~)}_’+ b gy—i-cﬂ:f\"ﬁ—m,
Jd.r Jy Js '

Vo= .

Posons

J1=

1 (c)a ) deN a4 b P
— é - ————

ae Toytas) T T/
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et

b g L
2 o, D, =e* O, Vi=e* V.

Il vient
AV, =/f,V,+o,...dans T,
V=, ...osur S,

et, pour connaitre V, il suffit de calculer V,.
Soit W la fonction harmonique qui prend sur S les valeurs @, : nous
savons la déterminer. Posons

Vi=W4U
avece
E AU = f1U~+ 1 W+ ay,
j Us=—=o.
Tout revient & obtenir U. Finalement, changeons de notation de la
facon suivante :
Jr =S 9= )1 W9,

On a

On remarquera que la fonction connue g, est continue dans toute la
sphere, mais que ses dérivées particlles, comme celles de W, peuvent
cesser d’élre finies sur S : cela ne nous génera pas.

Cherchons & construire une fonction U satisfaisant aux conditions
de continuité fondamentales et vérifiant les relations

[AU=E/,U + ¢y,

’ Ug =o,
£ 6tant une constante quelconque. En faisant ensuite
E=1,

nous aurons la fonction U qui résoutle probleme que nous nous étions
posé tout d’abord.

Considérons U comme une fonction de £ et cherchons & développer
celte fonction en série entiere, ordonnée suivant les puissances crois-
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santes de £. Posons done
U=U,+ &0, + 20, +. . .+EU;+. ...

Nous sommes ainsi conduits & employer la méthode des approxima-
tions successives de M. Picard

AU0: Day U[()S} =0,
AU, = /.U, Up=o,

Sachant résoudre le probleme de Dirichlet ct former la fonction
de Green pour le cas out le domaine T est une sphere, on sait faire les
approximations précédentes. Il est done possible de calculer de proche
en proche les fonctions U;. On a

U=—— [ o, Gdr

(T)

U=— lT"w SIU._, Gdr,

(T)
en appelant G la fonction de Green de pole (z, v, =) et en posant

dr = dz'dy'ds’,

9y =¢a(2, ¥y 5),

So =Sa(x Y5,

U, =U; (2, ¥, 5").
Soit

4—‘ Gdr<g, |/f;I<L, |ohl<en
TJr)

On sait que I’on peut prendre

R2
é’—*@"

On conclut d’un lemme rappelé plus haut (n° 15) :

Usl<ga, |Uil<g?el, |[Ul<gal?, ..., |Uj<g™*als, ...
Ann. de U’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XIV.— Novemsse 1897. 52
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La série
U=23:0;

gy

est donc absolument et uniformément convergente dans T, si I'on a
. I
el <Zpo
gL
c'est-a-dire
6

&l < o1

Dans ce cas, U est une fonction de (@, y, =) définie et continue en
tout point de T : cette fonction s’annule sur S.
Cela posé, nous pouvons former I'intégrale (')

[ »

i (oy+Ef,U") Gdr.

(T
En vertu de la définition de G et des propriétés bien connues du
potentiel newtonien d’un volume attirant, la somme
I ’ 7 7 A
U = [ (¢, --E/,U") Gede
4 Jy,
est une fonction de (z, y, =) continue ¢t bien déterminée dans T.

Soit
S,= U+ U+ EUp+...+E2U,,
U=8,+ R,.

Donnons-nous un nombre positif e aussi petit qu’il nous plaira. On
peut choisir n assez grand pour que les inégalités

]nn'|< 5?

o €
lgn Uu'|<§7

soient assurées, quels que soient (@, y, 5), des que n’ est supérieur

(1) Les lettres aceeninées désignent, dans tout ce qui suit, les mémes fonctions que
les lettres ordinaires correspondantes, mais aprés remplacement de (x, y, z) par (&', ', 2').
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A n.On aalors

LI g fiLg <
By S UnGE <llLey <3
1 3 g
— 'R’ - | o — —
l[”.E (T;ingnGd ‘<ic:iLO 3 <3’

puisque
le|Lg <.

Choisissons alors un nombre », supérieur & n. On peut écrire
1 e ot I ’ I '
U+ -— sHELUN)Gdr =R, A4 — | &5 U, Gdr+— [ Ef, T
L m(‘?a ¢AHUNG R, - I (T’G o Up, Gdr + i o Efs Rn; Gdx,

en vertu des formules qui servent & calculer de proche en proche
les U;. D’ol

T ’ y rYT/
}U+4—ﬁ£’<%+afzﬂ>edr <.

Or, le premier membre de cette inégalité est bien déterminé; le second
est arbitraire; donc
U= -

I

hw

[ (0, +-E /53U G dr.
Y
Reportons-nous enfin aux propositions énoncées au n° 15 et appli-
quons les résultats de la théorie du potentiel newtonien. On peut
énoncer les théoréemes suivants :

1° Les fonctions o, f,, U’ sont continues dans toute la sphere T.
Donc U a des dérivées partielles du premier ordre, finies el continues dans
tout domaine T’ intérieur a'T.

2° Les fonctions ¢, f,, U ont, par rapport a (z’, ', 5"), des déri-
vées partielles du premier ordre continues dans tout domaine T inté-
rieur & T. Donc U a, par rapport a (z, y, z), des déripées partielles du
second ordre, finies et continues dans les mémes conditions.

30 Si g, et f, ontdes dérivées partielles continues jusqu’a I'ordre p,
U en a jusqu’a l'ordre p + 1. En particulier, si ¢, et f, ont des derivées
partielles de tous les ordres, U en a ausst.

4° Enfin on a _
AU = gfo -+ Qg

en vertu de {’équation de Poisson.
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En résumé, la fonction U résout le probleme proposé.
Nous n’avons rencontré qu’une seule condition de possibilité

|£|LR2< 6.

Si R est quelconque, elle exige que |£| ne dépasse pas une certaine
limite. Si £ est quelconque, c’est au contraire R qui doit rester infé-
rieur & une limite assignable. En particulier, faisons & = 1. Le probléme
de Dirichlet genéralisé est résolu pour le cas d’une sphere dont le rayon

vérifie ["inégalité
6
R< \/E -

Ce résultat nous sera tres utile dans la suite.

Considérons, pour terminer, le cas d’un domaine T de forme quel-
conque. Supposons que I'on sache construire la fonction de Green G
relative & ce domaine et & un point intéricur. Tous les raisonnements
précédents pourront alors étre faits dans ce nouveaun cas et la conclu-
sion restera la méme. Il est d’ailleurs facile de voir alors ce que serait
le nombre g.On a

1 . 1 [ dr
-— (Jd'r<»/-- — << g
4 i, ISy !

Nous avons vu (n° 12) que I'on peut prendre

La condition de possibilité serait donc

m _ 4m
1<l—L—5'

Elle serait remplie pour tout domaine de volume suffisamment peut.
Mais c¢’est un point sur lequel nous n’insisterons pas et dont nous ne
nous servirons pas, parce que son emploi nous obligerait & supposer
le probleme de Dirichlet résolu pour un domaine quelconque.

Il'y a toutefois un cas particulier qui nous intéresse : ¢’est celui ol
le domaine T est formé par I'espace compris entre deux spheres con-
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centriques de rayons R et R’ (R’ <C R). Dans ce cas, on sait construire
la fonction de Green. On a, du reste,

{=2R, T:é—"}t(R‘"’—R"’).
Le probléme de Dirichlet généralisé est donc ausst résolu pour tout do-

maine T limité par deux sphéres concentriques telles que

1 T
S o

E étant I épaisseur de la couche sphérique envisagée.

18. Une méthode d’extension progressive, due & M. Picard ('), et
imitée de la célebre méthode alternée de M. Schwarz, vanous permettre
de passer, par un véritable prolongement analytique, du cas d’une
petite sphere au cas d’une sphere de rayon arbitraire et du cas d’une
couche sphérique mince au cas d’une couche sphérique d’épaisseur
quelconque.

Commencons par envisager une sphere S. Soit I' une sphére concen-
trique assez petite pour que le probleme de Dirichlet généralisé puisse
étre résolu en ce qui la concerne au moyen des approximations suc-
cessives définies dans le paragraphe précédent. Je veux montrer qu’il
est toujours possible de tracer une sphere C concentrique a la sphere
T, d’ailleurs extérieure i celle-ci, et telle que I'on sache résoudre le
méme probleme pour 'espace intérieur a C. I/ est clair que, st cela a
licu, on arrivera de la sorte, aprés un nombre limité d’opérations, a pos-
séder la solution du probléme en question pour la sphére S elle-méme.
Jaurai besoin, dans ce qui va suivre, de considérer une spheére v con-
centrique 4 S, intéricure a I' et limitant avec C une couche sphérique
assez mince pour que les approximations successives du n° 17 y soient
convergentes : Ia sphere C devra étre choisie en conséquence, et c’est
la la seule condition restrictive a laquelle clle soit soumise.

Un lemme est d’abord nécessaire. Soit V une fonction de (=, y, z)
remplissant dans un domaine T les conditions de continuité fondamen-

(1) K. Prcarn, Journal de Mathématiques, 1896.
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tales et vérifiant en tout point de ce domaine I’équation

ov av ov
AVt a-—— +b—+c—=fV.
(1) Vbage Togy teo =/
Nous supposons toujours la fonction / positive et non nulle.
Alors un raisonnement déja fait aun® 11 montre que V ne peut avoir
ni maximum positif ni minimum négatif & I'intérieur de T. D’ou les
théoremes suivants, que je me contente d’énoncer :

1° Le maximum du module de V dans T est le méme que le maximum
du module de 'V sur S.

2° Si toules les valeurs prises par V sur S ont le méme signe, toules les
valeurs de V dans T ont ce méme signe.

Cela posé, désienons par U une intégrale de notre équation prenant

' 3 o Jus
sur la frontiere S de T la valeur 1 et admettons pour I'instant I’exis-
tence et la continuité d'une pareille intégrale. Il est manifeste que U

ne pourra prendre en un point A situé a U'intérieur de T ni une valeur
supérieure & 1 ni méme la valeur 1. Si donc on pose

UA:(/’
U, désignant la valeur de U en A, on aura
g=<1,

I’égalité étant exclue. Appelons maintenant 4 une limite supéricure du

module de Vsur S. On a
AU—V >o,

rU+V>o,
en vertu d’un lemme rappelé plus haut. Dot
l VA l << /I»q.

Ainsi done, la valeur de V en un point A quelconque situé dans T est
inféricure en module au produit du module maximum de NV sur S par un
nombre plus petit que 1, qui ne dépend pas del’ ensemble des valeurs prises
parY sur S, mais qui varie avec le point A consideré. Cela suppose essen-
tiellement /> o : nous savons (Chap. I) que I'on peut se borner a
considérer ce cas.
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Le théoreme précédent est vrai quelle que soit la forme du domaine
T. Mais il exige que 'on ait le droit d’affirmer ’existence de la fonc-
tion U. Nous nous bornerons donc 4 'admettre pour le cas olt S est
une sphere ou I’ensemble de deux spheres concentriques limitant un
volume assez petit pour que les approximations successives du n° 17 y
soient applicables.

Cela posé, venons-en & notre méthode d’extension progressive et
reprenons pour cela les notations définies plus haut.

Soit @ la fonction périphérique donnée sur C. Nous savons par hypo-
these former une intégrale continue de I'équation

7

(2) AVA—((%E-{—[)%-&C%—Z:/V%—@,
qui se réduise & 1 sur I'. Appelons U, cette intégrale : U, prendra cer-
taines valeurs sur y. Formons alors I'intégrale continue de I'équa-
tion (2) qui prend sur Cles valeurs @ et sur y les mémes valeurs
que U, : par hypothese encore, nous pouvons le faire. Appelons V,
cette intégrale : V, prendra certaines valeurs sur I' et remplira de plus
les conditions de continuité fondamentales dans I’espace compris entre
v et C. Considérons ensuite 'intégrale continue de (2) qui se réduit
aV, sur I : soit U,. Enfin continuons de la sorte indéfiniment. Nous
obtiendrons deux suites de fonctions jouissant des propriétés de con-
tinuité fondamentales :

U, U, U, ..., U, ...

Vi, Voo Vi o, Vi oo,

les premieres U; définies et continues dans T, les autres V; définies et
continues entre y et C. On a d’ailleurs

U, =1, U=V, sur T,
V=@, V==& sur G,
V,=1U, V.=U; sur y.

Je vais démontrer la convergence des deux suites que nous venons
de définir.

Soit ¢ le plus grand des nombres inférieurs & 1 correspondant au
lemme préliminaire :

1° Pour tous les points de y considérée comme sphere intérieure a I';
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2° Pour tous les points de T considérée comme sphere intérieure &
la couche sphérique (v, C).

On a certainement
q <TI.

Cela étant, posons
w;—=U;.,— U, 9;=Viy— V;

Chacune des fonctions u;, ¢; vérifie I'équation (1). De plus, on a

Uy == ©; sur T,
P2 0 sur G,
U;==9¢; sur 7.

Appliquons alors notre lemme. Il vient
max. de | ¢4 | sur I' << g < max. de | ¢, | sur y,

et, par conséquent,

max. de | ¢, | sur T << ¢ =< max. de | ¢, | sur y.

Or

max. de | &, | sur y < ¢ > max. de | «, | sur I'.
Par suite
max. de | ¢, | sur I' << ¢* < max. de | «, | sur T.

Mais on a
max. de | ¢, | sur I' = max. de | u, | sur T';

d’on
max. de | u, | sur I' << ¢* < max. de |« | sur T.
On trouve ainsi de proche en proche

max. de | ;| sur I' < ¢*=1) %< max. de [« | sur T.

Mais

max. de | «;| dans I'==max. de | «;| sur I.

Donc
max. de | u; | dans T' << ¢2(:=1) < max. de |« | sur I.

Donc, on peut assigner un nombre positif N tel que

max. de | z; | dans T’ < ¢*="N.
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On conclut de la que la série

Su;

est absolument et uniformément convergente dans I : elle définit dans
ce champ une fonction continue w. Nous verrons dans un instant que
l’on peut conclure de la que u jouit des propriétes de continuité fondamen-
tales et vérifie la relation

du du du
Au+a~— +b—+c5+ =fu.
ox ())'+ K s
La convergence de la suite U; vers une limite U est ainsi prouvée.
On a
U=U,4+u+ty-+tyt+...4—t;+...,

série absolument et uniformément convergente a la facon d’une pro-
gression géométrique décroissante de raison ¢*. Enfin U posseéde dans
I les propriétés de continuité fondamentales et satisfait dans le méme
domaine & I'équation

2)8) oU ou

+ b +cs—=/U+o.

AU+« 0T Jy 7

Les relations
¢;== 0 sur C,

[ sur y

permettent d’établir de méme l'existence d’une limite V pour la suite
V;. La fonction V possede entre y et Cles propriétés de continuité fon-
damentales et vérifie dans le méme espace ’équation

av A%

AV - CL;)—:(—;' - b()‘)’

oV

—“+c =/fV+o.

==
Enfin on a
U=V sur I et vy,
V=& sur C.

Tout cela est presque évident et nous allons en tirer la solution de
notre probleme.

SurTetvy, Uet V prennent les mémes valeurs. De plus, ces fonc-
tions possedent toutes deux les propriétés de continuité fondamentales

3 5
Ann. de U'Ec. Normale. 3° Série. Tome XIV. — Novemsre 1897. 53



418 ED. LE ROY.
et vérifient la méme équation (2). On a d’ailleurs

J>o.
Done,
U=V entreyetT,
d’apres les théoremes du Chapitre I. Considérons alors une fonction W
qui coincide avec U dans v, avec U=V entre v et I', avec V entre
I' et C. Cette fonction possede évidemment dans C les propriétés de
continuité fondamentales et vérifie 'équation (2) en tout point du
méme domaine. Enfin W se réduit & @ sur C. Donc W résout le pro-
bleme de Dirichlet géncraliseé en ce qui concerne la sphere C.

On voit comment une méthode de prolongement analytique nous a
permis de passer de la solution du probleme de Dirichlet pour Ia
sphere I' & la méme solution pour la sphere un peu plus grande C.
Rien n’empéche de recommencer les mémes caleuls en faisant jouer
cette fois & G le role de I' et en prenant une sphere ¢/ un peu plus
grande que C. 11 est visible qu’au bout d'un nombre fini d’opérations
de cette espece nous aurons la solution du probleme de Dirichlet
généralisé poar une sphere S quelconque.

Si I'on supposait le principe de Dirichlet préalablement établi dans
toute sa généralité, on pourrait employer la méthode précédente
d’extension progressive pour démontrer le principe de Dirichlet géné-
ralisé au sujet d’un domaine quelconque. Je ne le ferai pas. Mais il
faut cependant remarquer que nos hypotheses fondamentales et les
lemmes rappelés aux n°s 46 et 17 nous autorisent & regarder comme
résolu le probleme de Dirichlet géncéralisé pour ”espace compris entre
deux sphéres concentriques d’ écartement arbitraire.

Toutefois, j’ai laissé de coté la démonstration d’un théoreme que je
vais maintenant établir sous le nom de T'héoréme de Harnack generalisé.

19. Considérons I’équation réductible, linéaire et homogene

oV A% ov __
Av—i'-a?):; —+'b‘(‘)“’)‘; ’*’C‘(')‘:'; w_/V,
| adz + bdy + cds = dju.

Soient
Vn Vi, Vas cery Vi,
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une suite illimitée de fonctions possédant les propriétés de continuité
fondamentales dans un domaine T limité par une surface fermée S et
satisfaisant a ’équation précédente en tout point de ce méme domaine.

Appelons
(’Dla "D-_'; (DM RS ] q)l's

les valeurs prises respectivement par ces fonctions sur le bord du
domaine envisagé. Supposons enfin que la série

X1 P
soit uniformément convergente. Je dis alors que la série

2V,
sera, elle aussi, uniformeément convergente, le champ de conyergence
étant T.

En effet, posons
(bi,j: Qi+ Dy 4. ..+ q’i+j,

Lafonction V, ; vérifiera, dans T, I'équation aux dérivées particlles et
prendra, sur S, les valeurs @, ;. Mais, par hypothese, si ¢ est un nombre
positif donné i I'avance, quelque petit que soit ce nombre, on peut
calculer une valeur 7, de I'indice # assez grande pour que I'inégalité

>
entraine I'inégalité
[, <e,
quel que soit j. Jajoute méme que la détermination de ¢ pour
¢ donné ne dépend pas du point de la frontitre S ol I'on se place,
Dans les mémes conditions, on a

[Vijl<e

en tout point de T, d'apres un lemme vu plus haut; et la proposition
annoncée se trouve ainsi démontrée. Posons

::}:Jq)[g V: EV.['

La fonction V est cantinue dans le domaine T et se réduita ® sur S.



420 ED. LE ROY.
Etudions maintenant la série uniformément convergente
‘7: ZV,‘.

Je dis que sa somme V posséde dans T les propriétés de continuité fon-
damentales et satisfait a l'équation aux deérivées partielles.

On serappelle que nous avons fait appel 4 ce théoreme dans le para-
graphe précédent. La preuve en est bien simple.

Posons

& L
V=e 20, Vi=e 20U,
d’ou
U=20U,

ctla nouvelle série est uniformément convergente comme I'ancienne.

-On a, d’ailleurs,
( AU = /,U,,

| U= (I)x,fa
si 'on écrit
_tfda  0db  dcy  a*+ bt
Sy (e e ) - T

%
] (1’1.1': ex ;.

Soit ) une sphere quelconque tracée dans T. Désignons par W la
fonction, harmonique dans €, qui prend sur { les mémes valeurs
que U et, d’une facon générale, par W, la fonction, harmonique
dans Q, qui prend sur Q les mémes valeurs que U,. La série

2U;

est uniformément convergente sur Q. Donc, en vertu des propriétés
fondamentales des fonctions harmoniques et du théoreme de Harnack
rappelé au n° 15, la série
E\V[

est, elle aussi, uniformément convergente et a W pour somme. Cela
étant, posons

U=W 4y, U;=W,; 4w,

On a
i A= fiw - [T W, dans £,
W, 0 sur £,
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[

d’olr
I ’ U 1 7!
Ti=" 7 fo.,(fa wi+ I W) Gdz,

G étant la fonction de Green relative a la sphere Q et au point (2, v,z
intérieur a celle-ci et 'accent désignant la substitution a (=, y, z) de
(«',y',5"), coordonnées du centre de gravité de dz. La convergence
uniforme des séries

SW;, Sy

et les relations
W=3IW, w= Sw;

permettent alors d’écrire

I r ’ T
”‘:—EL‘Q,(fi‘pl_*_fl“(’) Gdz.

Une discussion toute semblable & celle du n°® 17 fait enfin conclure
de 1a que w jouit dans Q des propriétés de continuité fondamentales
ct vérifie 'équation

Aw = /i (w-+W).

Comme on a

U=W + m, AW = o,

on voit que
AU=/,U dans L,

les propriétés de continuité fondamentales étant assurées. D’ol, en fin
de compte, la conclusion annoncée pour V. Cette derniere conclusion
est vraie de V & l'intérieur d’une sphere Q quelconque : elle est donc
valable pour tout le domaine T.

On peut encore donner une autre forme & la démonstration précé-

dente. Soient
Vn Vﬂ, V;,, PR .V-l'y

des fonctions continues formant une suite uniformément convergente
dont la limite est une fonction V continue dans T. Il est supposé que
chacune des fonctions V; remplit les conditions de continuité fonda-
mentales et que 'on a

e a2y W WV ey,
AV.+ 57 + b Jy ¢ = fVi+o.
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Prenons la sphire Q assez petite pour que les approximations succes-
sives directes du n° 17 y soient applicables. On peut alors déterminer
une fonction continue V' vérifiant les relations

oV’ oV’ A%

AV a2 2 L 00
dx dy Js

V=V sur €.

=fV+o dans £,

Par hypothese, il est encore possible de fixer ¢ assez grand pour que
['on ait, en tout point de T et, par suite, de Q,

|V —V,|<S,
2
quelque petit que soit . On a alors

13
V= Vi< 2,
d’olr
V= V<.
Or les deux fonctions V et V' sont bien déterminées. Par conséquent
I'inégalité que nous venons d’écrire signifie
o o

V=V,

Donc V, comme V' qui lui est identique, posstde les propriétés de
continuité fondamentales et vérifie Péquation aux dérivées partielles.
Cela a lieu dans Q, qui est quelconque, et par suite en tout point du
domaine T.

Je démontrerai encore un théoreme appartenant au méme ordre de
questions : nous en verrons plus loin I'utilité.

Considérons toujours le domaine T limité par la surface fermée S.
Soit une série

3V,

dont chaque terme est une fonction jouissant dans T des propriétés de
continuité fondamentales, vérifiant I'équation
()V,’

AV, a2V Ve

oV,
ox dy +"_¢)j: =fVi

et restant toujours positive. Supposons la série convergente en tout
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point de T, sa somme étant une fonction finie de (=, y, ). Je dis alors
que celle série est uniformément convergente dans tout domaine T’ con-
tenu dansT. En vertu d’un théoreme precedent, sa somme est par con-
séquent une intégrale continue de I’équation aux demveeq partielles
dans le méme domame

En effet, posons comme plus haut

fi= (()a 0b ()c> a?+ b2+ c?

()v+ y+(73 7 -+ /
et soit

[fi] <L
Il suffit évidemment d’établir le théoreme annoncé pour le cas d’une
sphere Q quelconque située a 'intérieur de T. Nous pouvons méme,
sans inconvénient, faire ’hypothese que le rayon R de cette sphere est
inférieur a

T
4L

.

V[:C 2U1',

Posons

« ayant la méme signification que ci-dessus. On a

AU, = £, U,
Les inégalités
V[ > o0, U,‘ >o0

sont simultanées. De plus, les séries
IV, U
sont convergentes en méme temps. Tout revient enfin & prouver notre

théoreme pour la seconde série.
Calculons des fonctions continues W; par les formules suivantes :

AW;4-LW;=o0 dans 2,
W;=U; sur Q.

1l faut employer, pour cela, la méthode d’approximations successives
du n° 17. 11 vient

W= W LW - L2W® - LW
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d’oli
dans & AW =o W=10U; sur®,
I b 1
dans & AW 4 W' —o, W =0 sur,
....................... , e e,

dans AW ++ Wir-tl— W =0 sur,

Ces approximations sont convergentes (n° 17) si l'on a

=
R< 1%

ce qui a lieu ici. D’autre part, on a

W' o, Wi~ o, s WP~ o, ces
d’ou

\V,> 0.
Posons
== W;— U,
Il vient
(1 ; Az, + Lo+~ (L+/)U;=o0 dans £,
1 i
| Ti==0 sur L.

On a

L—+/fi1>o, U;,>o.

"Donc la méthode des approximations successives, applicable au calcul

de 7;, montre que I'on a
7; > 0.

On est d’ailleurs assuré que ce procédé de calcul direct pour obtenir
7; donne bien la méme fonction que celle définie par ’égalité

7,=W,— U,
car il n’y a certainement (n° 12) qu’une seule fonction remplissant les
.. . . , . . T . e
conditions (1) si le rayon de Q est inférieur & v ce qui est vral ici.

On a donc
U[ < W,’.

Nous sommes ramenés ainsi, en fin de compte, & démontrer la conver-
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gence uniforme de la série
VW,

dans une sphere Q' quelconque intérieure & Q. Si nous y parvenons,
le théoreme que nous avons en vue sera établi.
Occupons-nous désormais de la série £ W,. Soient

x, ¥y, 5 les coordonnées d’un point fixe situé a I'intérieur de Q';
x', y', 5" les coordonnées d’un point quelconque situé dans Q;
r la distance qui sépare (&, y,z) de (', y', 7).

La fonction
cosryL
r
vérifie I’équation
AW + LW =o
en tout point (2, y’, z”) distinct de (=, y, 5). Cette fonction est d’ail-
leurs positive dans Q si l’on a

-
ce qui a lieu ici. Définissons enfin une fonction continue I' par les

relations
ATl +LT'=o0o dans 2,

I'= M sur Q.
‘ela est possible, et I'on a
I'>o.
Posons
23 > I—
G — 087 VL I

7

On vérifie aisément que G, qui dépend de (=, y, =z, 2/, y', =), est une
fonction tout & fait semblable & la fonction de Green de pole (x, y, =).

On admettra sans peine 'existence et la continuité de la dérivée Zg'-

prise en un point de Q, par rapporta («’, ¥, 5"), dans la direction de

la normale & Q vers le centre de cette sphere. 1l serait, au reste, bien

facile d’établir rigoureusement cette proposition : il suffirait pour
Ann. de U'Fe. Normale. 3¢ Série. Tome XIV. — Novemore 1897. 54
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cela d’employer un mode de raisonnement qui sera expliqué plus
loin (n° 23) et sur lequel, & cause de cela, je n’insiste pas pour le

moment.
Un théoreme, indiqué par Kirchhoff comme une généralisation du

théoreme de Green ('), permet maintenant d’écrire

N - _1_. . oAl =l f{fi
Wiz, y, )= i (Q)VVL(.L - )a’n[ dw,

de étant un élément de la surface de @ dont (&, y’, ") est le centre
de gravité. Remarquons que 'on a
G=o0 sur&, G>o dans L,
d’olt
dG

Clll[

Cette derniere fonction admet une limite supérieure A tant que (x, y, 3
reste & U'intéricur de Q'. On a alors

V. _I... " Tof ol [
W; < in A tQ)VV,(,’L y ¥, 5" dw.
Or la série

SW(a!,y, ") =2U;(2,y,35")

a tous ses termes positifs et est convergente par hypothese. On peut,
en outre, assigner un nombre B tel que

VVI("L”’ ,}’,, 3,) -+ Wﬂ(x,’ .}”, :’,) Rkl ywn(‘['le (,y’, sh) < B;

quel que soit n. On a, dans ces conditions,

/ Wiz, y',5")do +. .. -+ W, (2", y', 3" ) do < B.4gmR%
v (L))

(Q)

Donc la série & termes purement numériques

2/ Wiz, y', 5" dw
(L)

(") 0 Powcané, Théoric mathématique de la lumiére, 1. 11, p. 141.
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est convergente. On déduit immédiatement de li la convergence uni-
Jorme de la série ZW; dans Q'. Notre théoreme est ainsi démontré.

20. Donnons, des & présent, une application du théoreme de Har-
nack généralisé.
Le probleme que nous voulons résoudre est le suivant :

av oV av

A\"+a;i;+l)dy+c0::/\+g dans T,
V=& sur S.
Posons
V=U+W
avec
. oW oW oW , -
AW + a——+ O Jy ¢z =fW-+o dans T,
Ws=o sur S
et
Ju U - JU

AU + « gz + b ar Fess —=fU dans T,

Us= sur S,

Il est clair que tout revient a calculer séparément U et W.

La détermination de W peut se ramener & la détermination d’une
autre fonction définie de la méme facon que U. Soit, en effet, Q
une sphere contenant tout le domaine T 4 son intérieur. Les coeffi-
cients (@, b,c, f, o) sont supposés définis dans cette sphere. Nous
savons (n° 17 et I8) construire une fonction W, vérifiant les rela-

tions
I IW, oW, oW,
+ b “+ ¢ —
dx dy =

W, =o sur

-

AW, + a

=/ W,+o dans £,

Posons alors
W, = W, — W,

On doit avoir

oW, oW, oW, e T
T - bT.)’ -+ ¢ s =W, dans T,

W, =W, ' , sur S,

AW, +a
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Nous voyons ainsi que tous les théoremes d’existence que nous avons
en vue seront démontrés des que nous aurons établi la possibilité de
former une fonction V remplissant les conditions suivantes :

. aV av IV _ -
AV+(¢(~);+I;33—/-+c03 =fV dans T,
Vs= @ sur 8.

Je me bornerai désormais & la considération de ce cas.

Considérons encore la sphere Q. Soit W (x, y, =) une fonction con-
tinue de (z, y, s) prenant sur S les valeurs ® et définie en tout point
de Q : quand on connait ®, on peut toujours, d’une infinité de ma-
nieres, construire une pareille fonction W'. Un théoreme, démontré
par M. Picard (') pour le cas de deux variables, mais évidemment
général, va nous servir.

D’apres ce théoreme, la fonction W continue dans Q peut toujours
étre développée en série

W=D 4Py Py Pyl Ly,

les conditions suivantes étant remplies :
1° Chaque terme P; est un polynome entier en «, y, 5;
2° Si
€1y Eay  Eyy  cees Eiy au.,
sont des nombres positifs, décroissants, ayant zéro pour limite et tels
que la série X¢; soit convergente, on a

I ])l" <€i

en tout point de Q, en sorte que la séric XP; est absolument et unifor-
mément convergente dans le méme domaine.

La scule hypothese exigée est la continuité de U”.

Cela posé, admettons que 1'on sache construire des fonctions V; sa-
tisfaisant aux équations

Ve oV oV, o o
AV[-‘i—(t-();"‘}"[)'-(-);;—FLF;—-——f\[ dans T.

V=", sur S.

(1) E. Presrn, Traité d’Adnalyse, L. 1, p. 262.
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On aura manifestement
l "’,‘ f < 8[.
Donc la série
XV;:
sera absolument et uniformément convergente dans T. En vertu du
théoreme de Harnack généralisé, sa somme V vérifiera les relations
. A% oy A% R
AV 4+ a — b—+c¢c=<—=7FV dans T
ox - Ay - J3 J ’
Vs=@ sur S.

1l est aisé de conclure de ce qui précéde que nous pouvons desormais
nous contenter de délerminer une iniégrale continue del’équation linéaire
réductible prenant sur S les mémes valeurs qu'un polynome P entier en

(x,y, =).

2[. Dans le paragraphe précédent, nous avons dit supposer & un
moment que les coefficients a, b, c, /, ¢ de notre équation étaient dé-
finis dans la sphere désignée par Q et bientdt il nous sera utile de
regarder les mémes coefficients comme présentant dans tout I'espace
les caractéres énumérés au n° 9. Je vais montrer que le cas général
se ramene a celui-la.

D’abord, si les conditions du n° 9 sont remplies dans une région R
contenant le domaine T, comme les valeurs des coefficients dans T
sont les seules qui nous intéressent, il est permis de concevoir que
I'on change les définitions de a, b, ¢, f, ¢ de maniére que les nouvelles
fonctions coincident avec les anciennes dans T et remplissent en outre
les conditions prescrites dans toutI’espace. N’ayant en vue qu’un théo-
reme d’existence, il importe peu que nous nous bornions & apercevoir
la possibilité de cette opération. Cependant je vais montrer comment
on peut Ieffectuer.

Je me servirai pour cela de certains résultats connus relatifs au mou-
vement de la chaleur dans un espace indéfini (').

On congoit sans aucune difficulté la fonction w(z,y,s), prolongée
a 'extérieur de R, de manitre a former une nouvelle fonction coinci-

(1) H. PoiNcars, Théoric analytique de la propagation de le chaleur, Chap. 1X,; n® 89.
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dant dans T avec la premiére et restant continue dans tout ’espace.
Posons

' B —
M 3 Vs Ty l) = ——— Es Ny 2
(25755, ¢) 8\/n3t3f“(“ n,¢)e

ce qu'un changement des variables d’intégration conduit 4 écrire

(x —)2 y=n2+(s—4°*

T A da dt

M(z, y, 5, t) = »\7];[_;1/[.1.(.1‘ o2yt y 4+ 2BVt 5 - ay\/L) e @B 4o dB dy,

¢ ¢tant un parametre arbitraire et les intégrations s’étendant dans les
deux cas a I'espace entier.

Regardons la premiere expression de M. On constate aisément que
M est, dans tout I’espace, pour £ > o, une fonction de (z, v, z) conti-
nue ainsi que ses dérivées des divers ordres. Cela a lieu en particulier
dans la sphere Q considérée au n° 20.

Regardons maintenant Ja seconde expression de M et faisons tendre
¢ vers zéro, le point (z, y, 5) restant situ¢ dans T ou sur S. On voit
que

OM oM M M M M

ox’ T)T’ Jz dx?’ ()'}v“" 0s*

M,

tendent uniformément vers
da ab de
dr’ dy’ s

s a, b, c,

Quant aux dérivées troisiemes de M, elles tendent uniformément
vers les dérivées secondes de (a, b. ¢), pourvu que le point (x, ¥, =)
reste dans un domaine T intérieur & T.

Faisons la méme opération avec /et . Les mémes conclusions sont
vraies, mutatis mutandis. Soient F(x,y,s,¢) et ®(x,y, 5, 1) les fonc-
tions ainsi créées. On peut évidemment supposer la fonction /prolon-
gée positive en tout point de Uespace : il en est alors de méme de F pour
(> o.

Cela posé, donnons & ¢ la valear positive ¢,. Soient (M;, F;, ®;) ce
que deviennent (M, F, ®). Supposons que I'on sache résoudre le pro-
bleme de Dirichlet généralisé pour I'équation

OM; OV M OV OM OV g

e v il vl A Fa
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Soit V; la solution prenant sur S des valeurs données W'
" Posons

)

Vi=e 2U;, W,=U;—Us,.

Il vient
AUizlLUi—&-e%(I),- dans T,
U;,= .97% s sur S,
si ’on pose
Hi=laM+1 Y <%¥7)- P

On a encore
M; My

A‘V, — I‘I[‘V‘f -+ (I‘I,— Hi_}_1>U[+1 -+ 8_.‘)_ (I)I' —_ C’T(D[_H
dans T et

M; Miis)
\V;:<e2 —e ? )‘I'”

sur S. Ecrivons
W=7, 6;
avee
M; My
Ar;=H7;... AGi=H;0;+(H;—H. )Us; +e>2D;—e 2 Dy
=W, ... 6;=o0;

les équations de la premiere ligne étant relatives aux points du do-
maine T et celles de la seconde ligne aux points de la surface S. Soit

enfin
M; M;

Ti=e® T, 9;=e? 0.
On trouve
he, o OMi 0%, OM; 0si M, 0%,
N 9% 9% T dy dy 9z 0=
oM; 09; oOM; 90; OM; 06;

oz oz T oy 9y T 9z o=

— FiT;' ’
AG; +

¥, wo v
=F6;+e * [(Hz* Hip) Ui+ e @;—e 2 ‘I’i+1]

dans T et
h=e¢ *W; f;=o0
sur S.
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Désignons par ~ une limite supéricure du module de la fonction
donnée U". On peut choisir les nombres décroissants et tendant vers
7éro

de facon que I’on ait

,

le nombre positif e; étant le terme général d’une série convergente,
M L
puisque ¢* tend uniformément vers e¢? quand ¢ tend vers zéro et quand

le point (, y, z) ne sort pas de T. Alors on a

| 7| < ke,
M;
k étant une limite supérieure commune des quantités ¢ *, car la fonc-
tion F; est positive. Donc la série Zt; est absolument et uniformément
convergente dans T.

Les expressions
M; M;

ll,‘, c 2, (!2(1)[

tendent uniformément vers

2 P

1 /da  0b  Jc @l bt 2 Y v
Bl (AT A L - TR iy
Py <dx? + dy i y 4/, e % ero.

o4

D’autre part on peut assigner une limite inféricure o commune A
toutes les quantités positives I'; et une limite supéricure § commune
a toutes les quantités |®;|. Un raisonnement déja fait (n° 11) montre
alors que V; ne peut prendre aucune valeur dont le module dépasse

h + S On peut donc assigner aux quantités | V,| et [U;| des limites
supérieures indépendantes de I'indice 7. On conclut de Ta que I'on peut
réaliser par un choix convenable des ¢;, en méme temps que l’inéga-

lité relative & | 7|, celle-ci

M; M Wiy -
¢ ? [("i_ Ho)Upy +e2®;—e 2 ‘l'i+1_| ! << &

Cela conduit & affirmer, toujours par le raisonnement du n° 11, que
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l'ona

La série X0; est donc, elle aussi, abselument et uniformément con-
vergente dans T.

La convergence absolue et uniforme des sérics Xt; et T0; entraine

M;

celle des séries t; et 20, puisque ¢* tend uniformément vers eE Alors
la série ZW, est, elle aussi, absolument et uniformément convergente
dans T. Enfin on peut conclure de tout cela que V; tend uniformement
vers une limite V qui est une fonction continue dans T prenant sur S les
valeurs W.

Cela posé, on a

M; M; M, My M;
1 — oy dG 1 —_t T xr 5
V,':—/——e 2 Vie? —dopy — —¢ ? Hie2 Vi4-e? @) Gdx,
s Jio) dn i 0

en appelant Q une sphere tracée dans T, dw et dz un élément de la
surface et du volume de Q, G la fonction de Green relative & Q et au
point (x, ¥, 5) intéricur a cette sphere et en désignant par les lettres
accentuées les mémes fonctions que par les lettres ordinaires sauf le
remplacement de (=, y, z) par les coordonnées (2’,y’, ") de dw ou
de d=. '

Les diverses quantités qui figurent dans la formule précédente ten-
dent uniformément vers leurs limites respectives. On peut donc écrire

_k B dG B L w
V=217 V’e‘li—iﬁdm———,r—e 2 (I'I’ei\"’-i—e?o’)(}dz',
4 o dn 4w (C '

Q

en posant pour abréger

=

T o

1 /da’ 4 av’ -+ oc’ — a4+ U2+ S
dz' ~ ady' 05 4 :
Une discussion déja faite plusieurs fois montre alors que V possede
les propriétés de continuité fondamentales dans T. Si de plus on pose
e
V=e¢ 210,

Ann. de I’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome X1V. — Novemsre 1897.

(974
(513
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il vient
[
AU=HU + ¢’ o,
d’olt
. ov Jv oV
AVta-—+b—+c5—=fV+o
dx dy Js '
dans T. Le probleme de Dirichlet généralisé est ainsi completement
résolu par la fonetion V.
En conséquence, nous nous bornerons désormais & considérer le
cas ou les coefficients a, b, ¢, f, o posstdent dans tout !’espace les pro-

priétés énumérées au n° 9.

III. — La méthode du balayage. — Examen de quelques difficultés.
Extension au cas de » variables.

22. M. Poincaré a montré (), et ¢’est un point sur lequel je n’insis-
terai pas, que I'on pouvait toujours trouver un ensemble dénombrable
de spheres Q; jouissant des deux propriétés suivantes :

1° Chacune des spheres Q; est tout entiere intérieure a T.

2° Un point quelconque intérieur & T est intéricur  'une au moins
des spheres Q,.

La construction de ces spheres ne présente aucune difficulté, et 'on
peut méme supposer celles-ci aussi petites que I'on veut.

En vertu des hypotheses faites sur S, si M est un point de cette sur-
face, il est toujours possible de tracer une sphere Xy tangente & S
en M et tout entiere extérieure a T. Soit Xy une sphere concentrique
a Xy contenant & son intéricur tout le domaine T. Il est clair que,
lorsque le point M se meut d’une fagon quelconque sur S, le rayon
de Iy n’est pas astreint & descendre au-dessous d’une certaine limite
et que, dans les mémes conditions, le rayon de Zy peut ne pas dépasser
une autre limite également assignable. Nous pouvons done tracer une
sphere Q assez grande pour contenir 4 son intérieur toutes les
spheres Xy et, par suite, tout le domaine T.

(1) I PoINCARE, American Journal of Mathematics, t. X1, 189o. Poir aussi: E. Pi-
carn, Traité d’Analyse, t. 11, p. 94.
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Cela posé, soit P(, y, =) le polynome donné dont la fonction cher-
chée V doit prendre les valeurs sur S. Posons
opP JdP opP
—VU=AP +a-— +b— +c5 — fP.
’ or Jdy 03 f
La fonction { est uniforme, finie et continue dans Q ainsi que ses dé-
rivées partielles des deux premiers ordres..Supposons en outre que ¢
ne prenne dans Q aucune valeur négative : nous généraliserons plus
tard.
Construisons encore la fonction W, définie par les égalités

oW, oW, oW, . ) o
AW, +—a 0z + b 9y -+ 5T SW,—d dans €,
W,=o sur L2

Nous savons le faire (n° 17 et 18).

Si W, prenait en quelque point de Q une valeur négative, ce serait
nécessairement i l'intérieur de cette sphere. 1l y aurait un tel point
en lequel W, atteindrait un minimum négatif, ce qui impliquerait

OW, AL OW,

AW, 2o a —— == 0 =0 c—" =0
0="" ()‘L, H ()y ] ‘):

et
SfW,<o, dZo.

Il y a impossibilité, car on en déduirait

oW, oW, oW, .
A - -
AW, +a e —+ b Jy +c—5—==zo
et ’

/‘\V”o - LI) <o,
d’ol

oW, oW, | J0W, N o) <
A\Vo-i—[l 0z -+~ b ()VV -+ C B (f\vo Y),?tos
contrairement 4 ’hypothese. Donc
WoZo

dans Q.

Posons enfin
0 =W,—P.
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00 00 20 .
/ = /0
ox ay 3 /
dans Q, et les propriétés de continuité fondamentales sont assurces.
Cela étant, définissons les opérations auxquelles, suivant 'exemple
de M. Poincaré, nous donnerons le nom de balayages.
Nous rangerons les spheres Q; dans 'ordre suivant :

'Qiy 92’ 'le Sz'ls 9‘3: Ql’ *QE; 937 -Q’n 'Ql: -('22: -('23; -Q'n -Q:;v ]

de maniere A considérer chacune d’elles une infinité de fois.

Prenons la sphere Q,. Déterminons une fonction U, par les relations
suivantes :
JoU oU aU
AUj+a—-— +b52t e == =sU dans €,
ey dy ¢z s !

U =W, sur L.

Les nos 17 et 18 nous ont appris a le faire. On a

U,>o.
Posons
7, = W,—U,.
Il vient
At +a (0—2 + [’% - c%gf =/t~ dans £,
T, =0 sur Q.

Un raisonnement déja fait plusieurs fois nous permet d’écrire

0.

T

v

1

Concevons alors une fonction W, qui coincide avec W, a lextérieur
de Q, et avec U, A intérieur de Q,. On a

W,>o, W, LW,

en tout point de la région Q.

La fonction W, est continue dans , mais il n’en est pas de méme
de ses dérivées, pour lesquelles Q, est une surface de discontinuité.
Ces dérivées sont d’ailleurs continues & Uintérieur et a I'extérieur
de Q,; il n'y a de difficulté que pour les points mémes de Q,.
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. d d L e s , .
Soient —— et —— les symboles des dérivations effectuées en un point
z ¢
de Q, suivant la normale 4 cette sphere respectivement vers Uintéricur’
et vers I'extérieur de celle-ci. Les quantités
AW, dW,

3
dn; dn,

existent évidemment et sont continues en tout point de Q,. On a, de

plus,
dW, _dW, _

dn; dn,
.o , . L, dU,
Admettons provisoirement ’existence et la continuité de > fous
reviendrons tout a I’heure sur ce point.
On a évidemment
dr, >0
dll,' =
en tout point de Q,. Ov
dey _dW, dU, _ [dW, dU)\ _ <dw, aw,
dn; — dn; dn; =~ “dn, ' dn; ) dn, dn; )’

d’ol
dW, dW, _
0O
dn, dn; ~

Telle est I'équation qui définit les discontinuités éprouvées par les
dérivées de W, quand on traverse Q,.

Prenons maintenant la sphere Q,. Une nouvelle opération, sem-
blable a la précédente, nous donnera une nouvelle fonction W,, qui se
déduira de W, comme celle-ci de W,.

Si Q, est intérieure 2 Q,, on aura

\VQE Wl'
Si Q, est extérieure 2 Q,, le calcul i faire pour obtenir W, sera iden-
tique & celui que nous avons fait pour obtenir W,, et I’on aura encore

dW , dW,

dn; dn, =7

W,>o, W,SW,,

la dernikre inégalité ayant lieu en tout point de Q, et en tout point
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de Q,. Reste & voir ce qui arrive si Q, coupe Q, ou la renferme & son
intérieur.

Nous distinguerons alors deux régions dans Q, : I'une (1) exté-
rieure & Q,, I'autre (2) intérieure 4 ;.

On a
A\V,—i—ad()\Z’ +b d;’;‘ +c ‘)33’ =fW,—¢
en tout point de (1), et
AW, +a IW: 5 IV, oW, =fW,

0% gy " ¢7os
en tout point de (2). De plus, W, est finie et continue dans tout
'espace Q. Enfin I'inégalité

adW, § dw, . o
an; dn, ~

est vérifiée en tout point situé sur Q, et, en particulier, en tout point
de la calotte sphérique appartenant & Q, et située dans Q,. Construi-
sons une fonction U, telle que

Uy U, Uy _ .
9z Tl v =S
Uy=W,; sur - £,,

AU, +a

dans £2,,

et telle que, les propriétés de continuité fondamentales étant assu-
rées, on ait
du, du,

dn; + dr,

en tous les points de Q, qui sont intérieurs & Q,. On a

U,>o.
Posons
Tg— Wl_ Uz.
Il vient
dr, ) 7y

Acy+ aq= b%-—i— U= P = fra— Y dans (1)
et

Aty + ag >+ b52 () (())_2 = [T, dans (2).
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Enfin on a

T,=— 0 sur Q,
et
dzg @<0
dn; dn,~ "’

en tout point de Q, situé a 'intérieur de Q,.
Je veux montrer que 7, est positif ou nul. Soit

Il suftit de montrer la méme chose pour <,.

On a
¢
Aty = [ty —e*{ dans (1),
Ady= [, dans (2),
T,=o0 sur  Q,,

si I'on pose

. 1 [da . ab - Jdc . E‘f‘* /)“:f_(f_
S=5\gz dy = s 4L +J
Mais
dp.  dp
dn; " dn, ©

en tout point de Q,. Donc on a encore, en les mémes points,

dz, “ dr, <o
dn; dn,~

Kerivons
Ty, = Ay,

% étant une fonction que nous allons déterminer. II vient

P

o ol LN SN/ it S ) S R H

M2 e e Ty dy T s 0=

dans (r) et
Or T, 0N O,k drl

LA A BN Al — fIA)7, =
dxdw+20ydy+2dz 9z T S W7 =0

AAT A+ 2

dans (2). En outre on a
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sur Q,, pourva que A soit différent de zéro, et

3 dey,  dr, o[ dr +ﬁ “o
' m+dn,, + T dn;  dn,)=

en tout point de Q, situé dans Q,.
Silon parvienth déterminer une fonction A jouissant des propriétés
de continuité fondamentales dans (1) et dans (2) et telle que l'on ait

A>o0 dans Q,,
A — f'h <o dans (1) et dans (2),
a -+ —d—)\— <o sur la partie de 2, située dans ,,

dn; dn,

il est clair qu’on pourra écrire

7,20,
et que cela entrainera
.
Ty Z0.
9 =

En effet, dans ce cas, 7, ne pourra avoir de minimum négatif ni dans
(r) ni dans (2) en vertu d’un raisonnement déja souvent employé. 11
n’y en aura pas davantage sur Q,. Enfin, en tout point de la portion de
Q, intérieure & Q,, la présence d’'un minimum négatif impliquerait
pour le point ol il aurait lieu les relations

Y dz, . de .
750 —2 20, )
20 dn; = drn,~ "’
qui, jointes aux relations
(l)\ d)\
2>o, —_— — <L 0,
dry dn,

sont contradictoires & I’hypothese

d=,  dr, . dh dh\ .
)\<c—l';l—l- -+ m) +T2<a—,—l-;+ —[ZE:):O

On entend ici les mots minimum négatif dans le sens général de l-
mite inférieure négative alteinte.

Pour pouvoir affirmer que =}, ¢t par suite 7,, ne prend aucune
valeur négative, il nous suffit donc de montrer qu’on peut calculer .
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Or, posons
/<L

et définissons A par les relations

AA+Li=o0 dans (1) et dans (2),
2>o0 dans Q,,
C{)‘. d)\

—_— =— 4T sur la portion de &, située dans £,.
dn; dn,

Sicelaest possible, nous aurons établi la conclusion que nous avons
en vue.
Soient

x', ¥, 5" les coordonnées d’un point de Q, ;

x, ¥, z les coordonnées d’un point intérieur i Q,;

do, un ¢lément de Q, ayant (&', y', z') pour centre de gravité;
rla distance de (x,y, z) 4 (2, ), 5).

Considérons la fonction de (2, y, =) :

- cosryL
4= f —\/——‘ duwy,.
2y !
==

On sait (') que cette fonction est holomorphe et vérifie I'équation

aux dérivées partielles
AA+Li=o

en tout point de I'espace, sauf sur Q,. Sur Q,, on a

dh dh i
dn, T dn, = 4T
Enfin I'inégalité
)\ >o0

est assurée en tout point de Q,, si, R étant une limite supérieure du
rayon des €;, on a
™

R<—-
8yL

(1) H. PoiNcARE, Théorie mathématique de le Lumiére, t. 1, p. 105. La fonction consi-
dérée est tout & fait analogue au potentiel newlonien d'une surface attirante.

Ann. de U’Ec. Normale. 3° Série. Tome X1V. Decexsre 1897. 56 |
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Nous pouvons toujours supposer que les spheres Q; ont été choisies
assez petites pour que cette inégalité soit vérifice pour chacune d’elles.
Alors le calcul de A est achevé.

Nous avons donc

dol
32 Wi,
Concevons maintenant une fonction W, qui coincide avec W, a I'exté-
ricur de Q, et avec U, & U'intéricur de cette sphere. On a

Wy>o, W,ZW,.

Enfin la fonction W, est finie et continue & Uintérieur de la grande
sphere Q.
Admettons provisoirement, comme nous 'avons fait pour U,, que la

dérivée —— existe et est continue en tout point de Q,. On verrait alors,

(llli
comme ci-dessus, que I'on a

AW, dW,.

L )
dn; dn,

sur Q, et sur la portion de Q, qui est située en dehors de Q,.
Il peut subsister quelques difficultés, en ce qui regarde cette rela-
P juelq ’ 1 8
tion, pour les points du cercle suivant lequel Q, coupe Q,. Voici com-

ment on levera ces difficultés. En un point de ce cercle C, désignons par
d ot d
dn; " dn,

et normales 2 C. On a évideminent

les dérivées suivant deux directions opposcées tangentes & Q,

AW, dW,
7[;—[— + ‘}-[/17:,: =0
et cette nouvelle inégalité peut remplacer la précédente pour les points
de C. On constate facilement du reste U'exactitude de cette inégalité
par le procédé général qui a été indiqué plus haut.

Cela posé, déterminons, toujours de la méme facon, des fonctions
W, et W, qui jouissent de propriétés analogues aux précédentes. On
doit, pour ccla, yu Iordre de succession assigné aux spheres Q;, con-
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sidérer de nouveau Q,, puis Q,, et I'on a par conséquent & refaive des
opérations identiques a celles qui ont donné naissance 3 W,.

Quand on en arrive, aussitot apres, & calculer Wy, il peut se faire
que Q; coupe & la fois Q, et Q,. Mais cela ne géne en rien. On saura
toujours trouver U;. On posera encore

Ty = ‘Vh_ U:}a

et il faudra montrer que <; ne prend aucune valeur négative. Ony par-
viendra aisément en se servant d’une méthode toute semblable i celle
des pages qui précedent : ce qui joue le role de la fonction & consi-
dérée accessoirement & propos de W, sera ici une nouvelle fonction %
donnée par la somme des deux intégrales

COS . /E c0s( VL
[ty [ cos(ril) ,
10 r Q r

=) (%240

Les hypotheses faites sur le rayon des spheres Q; suftiront encore
pour assurer que A reste positif dans Q,. Enfin, si % et %sont les
dérivées de A suivant deux directions opposées en un Ipoint de C, on
aura

di. d.

—— e << 0
I/Il,'

dn,
en ce point et Ja présence du cercle singulier C ne modifiera donc en
rien les raisonnements.

Nous nous trouvons maintenant avec la fonction W, dans les mémes
conditions que tout & I'heurc avec la fonction W,; nous pouvons en
déduire une nouvelle fonction W,. Les opérations qui donnent nais-
sance & W, sont de méme espece que les précédentes et conduisent
aux mémes conclusions. Ce sont ces opérations successives qui porient le
nom de BALAYAGES.

Balayons ainsi chaque sphére Q; 4 son tour, en prenant ces sphéres
'une aprés Vautre dans l'ordre indiqué, de maniere 4 balayer cha-
cune d’elles une infinité de fois. Nous aurons toujours les mémes
optrations et les mémes raisonnements a répéter.

On construit ainsi une série dénombrable de fonctions continues

dans Q :
W, W, W, W, ..., W,
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On a
VV[ > o, Vvi+1 .S_ VVI"

en tout point de Q et pour toute valeur de l'indice ¢. Donc la suite W,
est conyergente. Sa limite W est une fonction de (z, y, z) définie,
uniforme et limitée en tout point de Q. Proposons-nous d’étudier les
propriétés de cette fonction W.

Considérons la sphere Q,. Supposons que cette sphere ait été ba-
layée aux opérations numérotées :

%y Uy, Gy, ceey O,

Ces balayages, portant sur Q,, sont certainement en nombre infini.
Soient les fonctions
We, We, Wi, ..., W,

produites par les balayages successifs. La suite W, est convergente et
a W pour limite. On a

VVaL > o, Wa,z,kl,i_ Wa;,

en tout point de Q,. De plus, dans le méme domaine,

J V\".al. b IW,, e JIW,,

dr dy PER S Wa,:

AW, +«a
La série
W, +(Wy,— W )4+ (Wo, — We ) +.. A (We o — Wy ) 4. ..

est convergente et a W, fonction finie, pour somme. Enfin, chaque
terme est négatif, saufle premier, satisfait dans (2, aux conditions de
continuité fondamentales et vérifie I’équation aux dérivées partielles.
Alors, en vertu du théoreme de Harnack généralisé, la somme W de la
série précddente posséde duns Qg les propriétés de continuité fondamentales
et est une intégrale de U équation

oW IW AV :
dans le méme domaine. Cela a lieu pour une sphere Q, quelconque;
donc les balayages définis plus haut ameénent & construire une inté-
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grale continue W de I’équation linéaire réductible valable pour tout
le domaine T.

Soit M un point de S. Envisageons les spheres Iy et Xy ; soit Dy, es-
pace compris entre elles. Prenons la fonction Wy définie par les re-
lations :

o;y Yy Q(_}\r\, N co(\)\: .
Wy= W, sur 3y et Xy,

A\\‘ M -+ @

=/ Wy dans Dy

Sachant (n° 17 et 18 ) résoudre le probleme de Dirichlet généralisé
pour I'espace compris entre deux sphéres concentriques, nous savons
calculer Wy. On a évidemment

Wiz Wi Z Wy,
d’ott
W,2W2W,,
en appelant Wy une quelconque des fonctions dues aux balayages. Ces
intégalités ont licu en tout point de Dy, on le verrait en refaisant les
raisonnements qui montrent impossibilité d’'un minimum négatif
pour les différences W,— Wy et W, — W,. Or, quand (z, y,z) tend
vers M, W, et W, tendent vers la valeur de W, en M. Il en est donc de
méme de W. Donc W prend sur S le méme ensemble de valeurs que W .
Il résulte de ce qui précede que 'on a
AW + « IW 4 bi\X “+c Al = /W dans T,
Jx dy Jds :
We=W, sur S.

Posons
VeW—0=W —W,+ P,

® étant la fonction définie plus haut (p. 435). On a

I I\ s
AV—{—ai)—\——{—bﬂ—i—cﬂ:/V dans T,
dx oy ds -

V=P sur S,

et les propriétés de continuité fondamentales sont assurées. Le pro-
bléme de Dirichlet généralisé est ainsi complétement résolu.
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Nous avons supposé
bz o.

Si ¢ a un signe quelconque, voici comment on procédera : le poly-
nome P étant donné, on peut diviser Q en deux régions : 'une (1) olt
J est positif ou nul, l'autre (2) ol ¢ est négatif ou nul. Chacane de
ces régions peut n’étre pas connexe, mais il sera, en tout cas, possible
d’écrire

b= — ¢,
P =Py =Dy,
avec
“1415.0’ ’.Lzé()»

dans Q. On pourra alors, par la méthode du balayage, construire les
fonctions V, et V, qui correspondent a 4, et , et qui prennent done
sur S les valeurs P, et P, respectivement. Soit

V=V,— V..

Ce sera la solution du probleme de Dirichlet généralisé.

Il ne subsiste plus maintenant aucune restriction. On remarquera
que la méthode swivie dans tout ce Chapitre §'appliquerait sans modification
notable, st les fonctions étudiées dépendaient seulement de deuwx variables
xety.

23. Pour abréger les démonstrations précédentes, j'ai laissé de
coté provisoirement un point sur lequel il me faut & présent revenir.

Envisageons la fonction U, qui prend sur Q, (n° 22) les mémes
aleurs que W, et qui satisfait dans Q, & 'équation

oUs 000U,

AU+ a Dx dy Js

Il s’agit de prouver I'existence et la continuité des dérivées pre-
mieres de U, sur Q,.

Changeons les coordonnées cartésiennes (x, y, =) pour des coor-
données polaires (¢, 0, ), le pole ¢tant au centre de Q,. Les valeurs
W, de U, sur Q, ont des dérivées du premier et du second ordre par
rapport & 0 et ¢ et ces dérivées sont continues; les mémes propriétés
appartiennent 2 U, & 'intérieur de Q,. Il est manifeste que ’on peut
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conclure de la la proposition suivante : Les derivées premicres et secondes,
par rapport a § et ¢, de la fonction U, supposée prolongée par W, & I’ex-
terieur de Q, restent continues quand on traverse cette sphére Q,. Voyons
ce qui arrive pour la dérivée normale de W,.

Posons

¢ o
U=e¢ 20U, W,=e¢ W,
et
a1 (da b de® @t b2+ ¢?
Il vient
‘ AU, = f'U} dans £2,,

U, =W, sur 2,
"
AW, = fI'W, — e?
a Iextérieur de Q,.
En coordonnées polaires, ces équations deviennent

02U} 2 oU, 1 9*U) cotd oU s VR
Jdp* - ) p*sin*l0  Jo? - e* d0 p* 06° =/"Us
W, 2 IW) I W,  cotf oW, 0*W, 'f

I
Jp? p dp - ptsin?0 Jdo? + pr 97 T pr O

U= fIWy — e .
Si I'on se reporte & la définition de W, et si 'on pose

b
W,=¢ IW',

.

on conclut de la que, les dérivées

OW' W, I9W,  0*W,
de ' Tder 1 05 o

¢lant continues quand on traverse la sphere Q,, I'expression

PW, 2 gW,

dp*  p do

ne jouit pas de la méme propriété; si Rest le rayon de Q, et si I'on
fait tendre p vers R, celte expression tend vers une limite déterminee qui
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est une fonction continue de 0 et ¢ ; la limite r’est pas la méme suivant que
¢ tend vers R par valeurs plus grandes ou plus petites que R ; la différence

E,
entre les deux limites est égale a e* 4/ en valeur absolue.
Posons
W, =W
P

Les dérivées de W par rapport & 0 et ¢ sont encore continues. Mais,

) "

" T - L *W .
cette fois, le théoreme précédent signifie que —z+ subit un saut

brusque quand on traverse Q,. Soit p, une valeur de ¢ inféricure i R.
On a

A /f W
Jdp doy .

rl’P.

— v Pu ’)F‘.'

. , oW/ - .
On peut aisément conclure de i que »()r-l tend vers une limite qui
(4

est une fonction continue de 0 et ¢ quand p tend vers R par valeurs
plus petites que R. Le méme procédé donne la méme conclusion si p
tend vers R par valeurs plus grandes que R.

Finalement, il est prouve que

AN
oo’ Top

tendent vers des limutes finies, déterminces et continues, quand p tend
vers R, ces limites étant, en geéncral, différentes suivant que ¢ reste infe-
rieur ou supérienr a R.

Il est visible que la méme chose a lieu pour les dérivées de W' et,
par suite, de W,.
a,
dn;

Pour U,, on aurait évidemment les mémes propositions, au moins
en ce qui concerne les points de Q, et de {2, qui ne sont pas situds sur
le cercle C d’intersection. Nous avons déja vu que cela suffit pour la
légitimité des raisonnements développés au n° 22,

Pour chacune des fonctions U; successivement considérées, il fau-
drait répéter les mémes remarques. Il ne reste donc plus aucune

L’existence el la continuité de sont ainst prouyees.
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difficulté relative & I'emploi de la méthode du balayage et nous pou-
vons aborder I'étude des diverses généralisations dont est susceptible
le théoreme qu’elle nous a fourni.

2%. Il a été supposé jusqu’ici que la surface S possede en chacun
de ses points un plan tangent unique et deux rayons de courbure
principaux bien déterminés. Je me propose maintenant de faire voir
que cette hypothese n’est pas indispensable et que I'on peut admettre
la présence de certaines singularités sur S.

Je partageral ces points singuliers en deux catégories : les pointes
et les arétes.

Sans entrer dans les détails d’une classification régulivre des
pointes possibles, je citerai seulement quelques exemples simples, et
Ion verra facilement quelles extensions sont permises. Voici ces
exemples :

1° Un point ot il y a un nombre limité de plans tangents (sommet
polyédrique).

2° Un point ol il y a un cone de tangentes.

3° Un point en lequel la surface vient se confondre avec une droite
(cas limite du précédent).

Je supposerai que la surface S ne possede qu'un nombre limité de
pareils points.

Passons aux arétes. Chacune d’elles est une courbe tracée sur S. Il y
en aura un nombre limité, de facon que la surface soit divisée par elles
en un nombre fini de morceaux ol le plan tangent est unique, sauf la
présence possible de pointes isolées dans chaque morceau. Ces arétes
seront, d’ailleurs, des lignes & tangente déterminée, du moins en
général, car elles pourront avoir un nombre fini de points anguleux ou
de points de rebroussement. Enfin, en un point ordinaire d’une aréte,
la surface admettra deux plans tangents, distincts ou confondus.

Cela posé, la méthode du balayage exposée au n° 22 s’applique en son
ensemble au nouveau cas que nous envisageons. On peut toujours
construire les spheres Q; et former les fonctions W,. La fonction W
qui résulte des calculs est encore une intégrale continue de I'équation.
Cette fonction prend la méme valeur que W, en tout point ordinaire
de S. Il nous reste seulement i voir ce qu’elle devient en un point

Ann. de (’Eec. Normale. 3° Série. Tome XIV. — Décemsre 1897. 57
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singulier de la surface. Tout ce que nous pouvons affirmer a priore,
c’est que W reste finie au voisinage d’un pareil point.

Considérons des pointes ou arétes saillantes. La construction d’une
sphere Xy (n°22), passant par le point de S que l'on étudie et exté-
rieure 2 T, est encore possible. Il n’y a donc rien & changer aux raison-
nements déja faits : W prend en ces pointsla méme valeur que W,. Le
probleme de Dirichlet généralisé est ainsi résolu, par exemple, pour le
cas d’un cube.

La méme chose arrive si § possede une pointe rentrante venant
s’appuyer sur une portion régulicre de la méme surface.

Des artifices permettent souvent de traiter des cas plus généraux.
Mais la discussion, hors les cas simples signalés, est assez longue et
n’apprend rien de vraiment nouveau. Je m’en abstiendrai done.

25. Fai dit (n° 22) que la méthode du balayage s’appliquait, sans
modification notable, quel que soit le nombre des variables indépen-
dantes. Le seul point, en ellet, ol les changements a faire ne soient pas
absolument évidents est celui-ci : Soient (2, y, z) les coordonnées d’un
point fixe M, (&, y',2") les coordonnées d’un point mobile M, r la
distance. MM’. Nous nous sommes servis un moment de ce que la
fonction

V — Cosr
=
vérifie 'équation
AV -+ V =0,

en tout point M’ distinet de M. Par quoi faut-il remplacer cette fonction
quand il n'y a, par exemple, que deux variables z et y? Remarquons
que V est holomorphe en tout point de Uespace, saufen M; elle devient
infinie pour 7= o, ayant en ce point un pole simple avee un résidu
égal & 415 enfin, elle reste positive dans une région assignable autour
de M. Ce sont ces propri¢tés qu’il faut conserver.

Envisageons le cas du plan. L’équation aux dérivées partielles qu’il
faut satisfaire est alors

aVav=2T 1AV v,

rodr
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Or, on s’assure aisément (') que la fonction
V=J(r)logr+H(r),

H(r) étant une certaine fonction entiere de 7, est solution de 1'équa-

tion. Dans cette expression, J,(r) désigne la fonction de Bessel et I'on
a, par conséquent,
Jo(0) =1.

D’ailleurs, quand r est (rés petit, c’est le premier terme de V qui
donne son signe. On conclut de la, sans difficulté, que la fonction —V

cosr . . . . P
peut remplacer —=— lorsqu’on n’a affaire qu'a deux variables indépen-
dantes.

Si le nombre des variables est », on appelle celles-ci

Ly Lyy Ly, <y Ly
et on pose

)

ri= (2= &) (2= &) )P e (e — )
L’équation aux dérivées partielles devient

PAYA —
A’V~1—V:5l—~‘——+—i~~l d~'~Y+V:o.

dr? r dr

On peut prendre

I . . .
V= = H(r) si n est impair,
I . .
V=H'(r)logr-+ porees H(r) si n est pair,

H et H’ désignant deux fonctions entieres.

Il est donc bien vrai que la méthode du balayage réussit, sans modi-
fication notable, dans tous les cas.

Je termine en faisant remarquer que la méthode du balayage s’ap-
plique aussi bien, dans son fond, & P’équation linéaire irréductible;
pour traiter ce nouveau cas, il suffirait de trouver une démonstration

1y 1. PoiNcari, Théorie analytique de la propagation de la chaleur, Chap. XVIII,
72.

(
§1
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du théoreme de Harnack généralisé qui ne fut pas fondée sur une
réduction de I’équation, ¢t c¢’est ce qui ne parait pas soulever de bien
sérieuses difficultés, si les coefficients de I'équation irréductible sont
des fonctions Aolomorphes de (r, y, =).

IV. — Etude de certaines équations non linéaires. — Introduction d'un
paramétre arbitraire dans l'équation. — Méthode de prolongement
analytique.

26. Abordons maintenant I’étude de certaines ¢quations aux déri-
vées partielles du sccond ordre non lnéaires. Nous nous bornerons aux
tvpes que I'on rencontre dans la théorie de la chaleur

oV ov A :
AV -t ~— + b = +c—=F(=z, y,5, V),
Jdx dy Js ‘
I'expression
adx + bdy + cds
étant toujours une différentielle exacte dp et la dérivée
or
aVv
étant positive en tout point (2, y,z) du domaine T ou de sa frontiere S.
Nous voulons démontrer dans ce nouveau cas le principe de Dirichlet
généralisé.
Soit H une fonction continue vérifiant dans T la relation
O ol gH

AH + « PP -+ b 7); - 95 =

0,

et prenant sur 8 les mémes valeurs données que V : nous savons
(Chap. III') I'existence et la continuité de H. Posons
V=1 -+ U.
La fonction U s’annule sur S et vérifie I'équation

Jou JU ou .. B -
AU+“DTE+]}JJ7 +(,;)—5Hl (z, y,3 U+ H).
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Ferivons
F(z,y,5,U+H)=F(x, y,5U) ,
:[FI(‘Tyya :’U) "-Fl(ry‘y; ::O)]ﬂ'_Fl(‘r;)”:)O)-
Soit
f(.l‘, J’, S, U) - Fl(*l" u).y S, U ) — Fx('l', }’a 370)? ? (-Z‘, )’s ‘:") == Fl(*”" J" <, 0)-
Il vient finalement

AU+ a g%—i—[) % +c%—[j:f(1',y,:,U)+q,
et nous sommes ramenés a calculer une intégrale continue de cette
équation s’annulant sur S.

Voici les hypotheses que nous ferons sur les fonctions (a, b, ¢, /, 2).
Les trois premieres seront continues, ainsi que leurs dérivées du pre-
mier ordre, tant que le point (x, y, 5) ne sera pas extérieur & T; elles
auront, en outre, des dérivées continues du second ordre dans tout
domaine 1" intéricur 2 T; elles seront enfin les dérivées partielles g‘[;’
dp -
dy’ 03
dans T et possédera des dérivées premicres continues dans T'. Quant &
J (x,y,=,U), ce sera une fonction définie et continue pour les valeurs
de (x,y,=z) correspondant 4 un point qui n’est pas extérieur a T et
pour toute valeur réelle de U; cette fonction aura, par rapport a
(z,y,z), des dérivées du premier ordre continues dans T’; elle s’an-

nulera pour U = o; la dérivée J[f“J sera déterminée, continue ct positive

en tout point de T et pour toute valeur de U.
Ici encore, je suppose

d’une fonction p.. De méme, la fonction ¢ sera finie et continue

adr + bdy + cds = dp..

(est le cas toujours réalisé en Physique. C'est aussi, au point de vue
analytique, le seul cas ott I'on sache intégrer 'équation linéaire d’une
facon complite sans se restreindre & 'hypothese des coefficients holo-
morphes et, par suite, comme on le verra, le seul ou s’applique la
méthode que je vais exposer pour passer des équations linéaires aux
équations non linéaires.
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Une conséquence résulte immédiatement de 4. Posons

i
U=e¢ *W.
11 vient
T ()(Z 0() ()C (12-{-— [)‘2+cz % ‘ —g .
AW = ; (0—,£+(7; -+ ()_5> +——'————4 ]\V—}-c- [f<-:7),}’,u,e ,.\V)_’_C?J_

Cette réduction de I’équation & une forme canonique nous servira
constamment. :

M. Picard (') s’est déja longuement occupé de I'intégration de
pareilles équations non linéaires. Mais je suivrai ici une autre
méthode. .

27. Je commence par établir quelques lemmes relatifs 4 1'équation

linéaire.
Considérons la fonction continue G définie par les relations
JG JG G
AG + a4 b == -i—chJI
dx Jdy Js
Gg==o. sur 8.

g dans T,

I existe une pareille fonction G et cette fonction est finie. On a,
d’ailleurs,
GZo,
car G ne peut avoir de minimum négatif. Soit g une limite supéricure
de G : le nombre g ne dépend que du domaine T.
Soit, maintenant, une fonction continue U satisfaisant aux égalités
? E»)

oU 00U JU

AU+ = + b5~ +c =0 dans T,
dx dy s '
Ug=o sur S,
et posons
|of << a.

Herivons
r=ali — U, 0=oal + U.

(1) E. Prearp, Sur la théorie des cquations anx dérivées partielles et la méthode des
) ‘ q r
approximations successives (Journal de Mathématiques, Chap. 1II; 1890).
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Il vient _
. oz dz Jt ,
A‘C—i—-a(-);—i—bz):}—’—kc(—)—z_——(oc—!—cp) dans T,
‘ Tg— o0 sur S,
et
09 29 29 .
A@—i—a%—i—ba;—i—c[)}_-—(a—cg) d(‘msl‘,
, fs=o sur S.
On a

g+ o>o, a-— @ >o,

les égalités étant exclues. D’olt 'impossibilité d’un minimum négatif
(n° 11) soit pour 7, soit pour 0, et, par suite,

t2o, 0z o.

On conclut de 1a
Ul<abG<ag,

et cette inégalité va jouer un role essentiel.

28. Proposons-nous de résoudre le probleme suivant :

. ou ou 71 - .
AU—;-a;);+/)5}7+c?—:__c_f(x,y,~,U)+cp dans T,

Us=o sur S,

¢ ¢tant une constante que nous devrons finalement faire égale a
I'unité.

Nous allons d’abord traiter le cas particulierement simple oti I'on a
la double inégalité

0;'_"<(/37

9
oU

f étant un nombre positif assignable qui ne dépend pas de la valeur
attribuée & U. Voici du reste deux exemples de ce genre :

AU—{—a(ZE —i—bd—U—i—c@
dx dy 03

oU oU oU - ., U

AU“‘F(Z()—‘;—FI)T};—FC-E)—Z \/——I‘-J’_Uﬂ_lf..c‘g_

=20 — sin2lU +o,
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On remarquera que ces équations ne sont pas de celles que M. Pi-
card avait étudiées par le procédé alterné de M. Schwarz et pour les-
quelles il fallait supposer /4 ¢ > o, quel que soit U.

Nous allons regarder ]’inléwralc U qu’il faut déterminer comme une
fonction du parametre £ et chu’cher a définir cette fonction de proche
en proche pour toutes les valeurs réelles et positives de &.

29. Procédons par approximations successives de la facon sui-

vante :
oU, au, ou,

AU+ «a e T b Ty +eoT =9
JU Ju ou, . . |

AU[‘{" ) 1+] ()",1 -+ c ()U »—-g/(-l'q)'v 3, L'()) _IT“C,),
dU, ()l 9 A

9 — - Ay Yy S,y J i ’

AU+ a—F 4+ b Oy TC0s =S, y,5U0) +9
oU; |, oU, | oU,

AU[—}-— -d——- —}—[—(-)-‘)7—'}—6—()—;_—-— f x yy",LJl 1 9,

les fonctions U; s’annulant toutes sur S. Sachant intégrer I'équation
linéaire réductible, nous savons faire ces approximations.

Posons
= Up— Ug oy

Il vient

Uy, 0U, U, _
AL()-}‘ a ’(7: —= [) '(—)"y —t ()“ et Cl”

Jdz, Jty

Arragm + bt et =E/(2,,5 U],
M 0§24 052 00 =i, y,5, U — (5705 U]
T dx (]y Jz ‘—C" VRS 2 Y% Uy)ls

Jr; dz; Jt; . ) )

Az, + fl% ~ a}- -+ -('):: == g[/(l,)/, 3, Ut’-—l) ———-/(1;', Vs 5, U[..‘.g )I,

et les fonctions 7; s’annulent aussi toutes sur S.
On a (n°27)
[Up [ < get.
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Considérons maintenant en un point (2,, v,, 5,) de T la différence

_f(xo, Yos S0 Uf’..i) "‘f( Zoy Yoy Soy L—P—z)a
en posant
U =U;(y, Yoo 5)-

Cette différence, en vertu de la formule des accroissements finis,
peut s’éerire
7}

-0 Y

19U

~

I

(Zo5 Y0r S0s u?—( )y

<

w; , étant une quantité comprise entre U

¢, et Ul ,. Soit alors A une
limite supérieure de |t;_, [ valable quel que soit le point (x,, ¥,, =, ).
On (rouve

]/(.L‘,)’, S, Ui—i)_"f(xr.?" 3, Uiv-2) ! < /15'

Appliquons ce résultat aux fonctions =, successives, en remarquant
que 'on a
JCx, y, 5, Uy = f(x, 0, 5 U)) — f(z, ¥, 35, 0).
On trouve

| l:i()l(“i :5’5’-; lfi | <i':."3’29-'-i3’ IT-.»[<EE.’-,"3“{32,

toujours en vertu du lemme du n° 27.
La série
Ug+ti+Tgt+.o o4 e

est donc absolument et uniformément convergente dans T, pourvu que
F'on ait
fgp <,
¢’est-a-dire
I

5

Supposons que cela ait licu. La somme de la série est alors une
fonction de (x,y, ) continue dans T : cette fonction s’annule sur S.
Appelons-la U. On a

E<

a3

U=Uj+ (U —U)) +~(Uy—U) +...-(U;—Uiy) +....

Iin définitive, U; tend uniformément vers U.

dnn. de I’ E¢. Normale, 3* Série. Tome X1V.— Dicempre 18g7. 58
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Posons ,
U= e_%' W..
Il vient

- _[rfda 0b  dc @4 0 )
A\\[._[—(\E:;—-i—d—j’—i—;)z)-’r— 0 ]W,

e L |
+62[£f<r,y,z,e 2WJ+<.DJ7
et la fonction W, s’annule encore sur la surface S. D’olt

P ey LAY ay
W= — Z%/ (/W 2 l¢/<1yg( : w;.,,J et |G
" (T)

Dans cette formule, G représente la fonction de Green de pole
(z,y,z); 'accent désigne le remplacementde (x, y, z) par (2, y', 5
dans les fonctions qu’il affecte; enfin on a posé

="

- ?
2

<()n N ab . ()(._"“ @t O -
dr  dy = Js ) + 4

\

dr =dx' dy’ ds'.

Il est clair que W, tend uniformément, quand ¢ augmente indéfini-
ment, vers la fonction W définie par la relation

D’autre part, & cause de la continuité de /, f(wxr,y, =, U;) tend uni-
formément vers f(x, y, s, U). Donc on peut écrire i la limite

" wr o Ti
W — tH W/ o e2 [é_’f(.'l.”,y’, sl,e W’) e gu’J)(} dz,

/\
)

etune discussion déja faite & propos de I'équation linéaire (n° 17) fait
conclure de la

()U ()U ()U 3 )

AU o o+ b 5 e ¢ = E (i, v, 3, U .

Tege T {)j+(()3 ef(x,y,3,U)+ 0,

les propriétés de continuité fondamentales ¢tant assurées.

Le probleme que nous nous sommes posé est done finalement résolu

I
- En d’autres

pour les valeurs de & dont le module est moindre que

o

o
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termes, la fonction U de £ est définie dans D’intervalle (o - Nous

p
allons maintenant nous occuper de prolonger cette fonction au dela de
cet intervalle.

30. Un nouveau lemme va nous étre nécessaire. Je commence par
I’établir.
Reprenons la fonction G définie par

()(r oG JG i
;A(-—i—tdz—%l() “+c = =1 dans T,

Gs=o0 sur S,

et soit toujours g une limite supérieure de cette fonction, qui, nous le
savons, reste positive.

Considérons une fonction U vérifiant dans T la relation

ou oU ou . T )
AU+ aGm b+ =@y U)+e

et s’annulant sur S. On suppose

of -
=0, JU =° o | <e.

Posons
t=al— U, =alG+ U.
On peut toujours écrire, en vertu de la formule des accroissements
finis,
. )
/(‘T’y:~’ )'—U f(-”v’;“;U’);

U’ étant, pour chaque valeur de (z, y, z), compris entre o et U. D’olr

Jt Jt ()7_. /' N 9 I
At +a +b()y + oo =2t (2,5 U) qaﬁdU(x,}’,~,L)-(a+fP),
29 a0 a9 . 0/' /A I _
AO—!— () b(—)';/ cz_qga[—}(x,y,.,,U) gaGJﬁ(x,),«,U)——-(a (P),

en tout point de T, les fonctions 7 et 6 s’annulant sur S,
On a

£Zo, D'ﬁ;o, alG == 2o, o =@ > o, o« — o >o.



460

Done

ED. LE ROY.

.
720, 02o,

d’apres le raisonnement du n° {1. On déduit de Ia

[Ul<ag..

(’est cette inégalité qui rendra possible le prolongement dont nous
voulons nous occuper.

3L

limite supérieure de

Soit £

y I
£ un nombre positif inférieur & —

approximations bUlVﬁﬂ[Ob :

7 B étant toujours une

=21

/,- Appelons n un paramétre variable. Faisons les

l) -+ 'ﬂ/(l’,)’, S, U()) - v,

AU0+17»&+[)£)*[*J‘“ (3}[‘10 cf(x, 7,5 Uy) + o,
) J
AUFFLQL-FIy%-+c%¥1:x/(7),ﬁ
AU, a()U I%[;:-%c%gf-_ f(r,y,5 U,)
Puisque I'on a
. I
0<E< —
sp

on sait calculer de proche en proche les [
fonctions s’annulent sur S.

Posons
d’oll

Ju, U,
0x +h () /
()Tl ()T]
o +bt))’ :
()Tg dr,
G gy

AUj+a

7, Fa——

ATg

()U
(}-

7= U= Uy,

?/(ry,“!U) P

J; (n°29) de fagon que cos

5, Ug)] -1 f(2, 5,5, 0,),

UN]+alf (2 y,5U0)~ [z,

753 Ui,

.........................................................................................

ct les fonctions 7; s’annulent encore toutes sur S.
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D’apres le lemme du n° 30, on a

U | < g

Cela posé, on peut écrire
T () T
F(2,2, 500 = f(, 5 U) =2 2 (e, 2, U7,

U, étant compris entre U, et U,, et

- af .
S(x, v, 5, Uy) = U, a»'ﬁ(,z',y, s, Uy),
U, étant compris entre o et U,. Le lemme du numéro précédent donne

alors

2 2
T <nzxgB.

On trouve de méme, par un calcul semblable,
| T, I < ‘nja,ér:iia.:?
et ainsi de suite. En général

I T l < .ni o gH—l 131
Donc la série
U+t ot .,
c’est-h-dire
U+ (U, —U) +(Uy—U) 4+ ..+~ (U, —U;y) ...

est absolument et uniformément convergente pour

<< g}g)
le champ de convergence étant T.

On conclut aisément de ce qui précede, comme au n°® 29, que U,
tend uniformément, lorsque i croit au dela de toute limite, vers une
fonction U jouissant dans T des propriétés de continuité fondamen-
tales, s’annulant sur S et vérifiant I'équation

oU 00 09U
R Rl

L —(F P = U 1
dx dy+ct): =(E+n) {2y, 5 U)+ 5.

AU +a
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Cela suppose seulement, en ce qui concerne les parametres & et v, que

l’
on a
I .

0<'/1<—"l“7

O<'::< [}
3% &P

T

¢’est-d-dire
. 2
oL g+n< -z
o

Finalement notre probleme est résolu maintenant sous la seule condi-
tion que le parametre introduit comme multiplicateur de / soit réel,

. op . , . . )

positif et inférieur & — _
&P : o

En procédant toujours de la méme facon, on arriverait de proche en

proche & résoudre le probleme de Dirichlet généralisé pour les valeurs

) - ’o. N2 , . < .n . .
du parametre inférieures & —7» n étant un entier positif arbitraire.
Ef
En définitive, le principe de Dirichlet généralisé est vrai, en ce qui con-

cerne [’ équation ctudice, quelle que soit la valeur positive du paramétre :
on peut donc notamment donner a ce paramétre la valeur 1.

On voit que la méthode suivie consiste & regarder I'intégrale cher-
chée U comme une fonction du parametre £ ct & définir cette fonction
de &, de proche en proche, dans un intervalle de plus en plus grand,
par un véritable procédé de prolongement analytique.

Il va de soi que cette méthode réussit quel que soit le nombre des
variables indépendantes.

Il ne nous reste plus qu’a généraliser le type d’équations auquel
s'applique la méthode précédente. C'est ce que je vais faire mainte-
nant, en m’attachant & retrouver ceux que considere M. Picard dans
le Mémoire cité.

32. Commengons par examiner le cas ol 'on ne fait plus aucune

)/

hypothese sur le signe de la dérivée gﬁ et bornons-nous, pour simpli-
fier I’écriture, & I'équation

AU=/(z,y,5,U) +o,
I'inégalité

A
oU

<

restant toujours vérifiée.
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Posons
U=1>1W,

W étant la nouvelle fonction inconnue et A étant une fonction de
(x,y,=) que nous allons déterminer. Il vient
o0r OW Jdr OW ()Z Q.‘_Y

AW + o -

Jor dx - OJ,)—’ 7)’_ +2d: Js + AW —f(2, 7,5, W) = o

Nous serons ramenés au cas ci-dessus étudié si nous parvenons i
déterminer A de facon que cette fonction soit continue dans T ainsi
que toutes ses dérivées et que I'on ait en outre

L0 ;
2> o, AR -—Aa;é(x,y, 5 AW) <o.
Or cela aura lieu si, A étant toujours une fonction continue munie de

dérivées de tous les ordres, on a dans T
A >o, Al f)) - 0.

Nous retombons ainsi sur la discussion faite au Chapitee [ pour I'équa-
tion linéaire : Le calcul de '\ est possible si le domaine T est asses pelul.
Nous savons d’ailleurs le sens précis de cette expression.

Voici deux exemples :
AU =cos U,

AU = J,(U).
On peut prendre alors f =1.
33. Examinons enfin le cas général ot 'on a

JiN
"('L Zo,
Ju
mais ol cette dérivée, finie tant que | U | I’est aussi, ne comporte cepen-
dant aucune limite supérieure valable pour toutes les valeurs de U.
Nos hypothéses sont

lo|<a,  E&>0,

et nous employons la méthode du n° 29.
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Supposons que 'inégalité
Pl { 8
[U]<2g2
entraine les inégalités

. )/ 3
1./(‘7'".}/’:9U)‘<L’ '(i)ﬁ(‘l‘?‘y! S U) <1J’

L et § étant deux nombres positifs assignables.

On peut toujours faire, comme au n° 29, la premiere série d’ap-
proximations caractérisée par I’emploi de £ comme parametre variable,
Prenons £ tel que

On a alors
[Uo;<5’71
[Uj|<iLg+ga<aga,

| Uyl <iLg+ga<<agoa,

d'olt
[Ui | <o ga,
quel que soit 'indice 7.

N’ayant & considérer que des fonctions intermédiaires U, dont le
module n’excede pas 2g«, on n’a & considérer aussi que des cas ol
()_/ o ) BRI e e i fayp X PAICSON T
7| ne dépasse pas p, et Pon peat par suite refaire tous les raisonne-

ments du n° 29 sur les fonctions <;.
Finalement, on sait résoudre le probleme de Dirvichlet généralisé,
pourvu que 'on ait a la fois

el
2

> 0, FL <« 3

g <T1.

N ANt

Cela a toujours lieu pour des valeurs de £ positives et suffisamment
petites.

En vertu des lemmes du n® 30, la méthode de prolongement du n° 31
réussit encore. Il faut procéder comme nous venons de le faire pour
les petites valeurs de . Les raisonnements sont les mémes et 'on
arrive ainsi 4 la méme conclusion pour toate valeur positive de §. Le
principe de Dirichlet généralisé est alors établi dans toute sa géncralite,
poursu que [ croisse avec U. :
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Un premier exemple du cas que nous venons de traiter est donné
par I’équation
AU=A¢eY [A(x,y,5)>0],

a laquelle on peut donner le nom d’équation de Lwuville et qui inter-
vient dans d’importants problemes de Géométrie et d’Analyse.
[ équation
AU=AcY"—Be T,
si 'on a
A>o, B>o,
fournit un autre exemple.
Varréterai ici I'étude des équations non linéaires. Les theorémes
d’existence sont établis en ce qui concerne les equations de Uéquilibre
thermique ().

(1) Depuis la rédaction de ces pages, M. Picard a montré ( Comptes rendus, 28 juin 1897 )
que sa méthode d’extension progressive permettait Vintégration des équations non linédaires
sous la scule condition que f eroisse avee U, ce que ne faisaient pas voir ses recherches
antéricures (Journal de Mathématiques, 1890). On a done deux méthodes distinctes pour
la résolution des mémes problémes. ’

Ann. de I Ee. Normale. 3° Série. Tome XIV, — Dicennre 1877, 29



