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MEMOIRE

SUR LA

THEORIE DES SURFACES ET DES COURBES,

Par M. A. PELLET,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE CLERMONT-FERRAND.

Les coefficients des parties principales du carré de la distance de
deux points et de la distance d’un point au plan tangent infiniment
voisin (E, F, G, D, D", D", suivant leur désignation habituelle) étant
connus, et par suite leurs dérivées des divers ordres, on peut former,
par rapport a trois axes arbitrairement choisis, I’équation d’une por-
tion infiniment petite quelconque de la surface. La méthode qui per-
met d’avoir cette équation donne en méme temps les relations diffé-
renticlles entre les six coefficients E, F, G, D, D, D”; mais cette
¢quation elle-méme, en se bornant aux termes du troisieme ordre,
est {res simple dans certains cas, tres facile & établir et tres utile.
Dans ce Mémoire, j’¢tudie ces termes du troisieme ordre non seule-
ment pour les surfaces, mais pour les courbes et les fonctions de trois
variables, et donne quelques applications.

1. Supposons les coordonnées rectangulaires, «, y, d'un point
d’une courbe fonctions holomorphes de la variable indépendante ¢ et
la somme des carrés de leurs dérivées premieres différente de o,
w4yt = Ao,

Rapportons la courbe & la tangente et a la normale au point .
comme axes des £ et des v; il vient

. o D2y 2 .
E=Ar+ AT -i-< - KH>%+---+ Enth b
_+
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pour les coordonnées du point z+< de la courbe, D étant égal a
x'y"—y'a”, et les accents indiquant les dérivations. Les coefficients
£, 1, peuvent s’exprimer & P'aide des fonctions A, D et de leurs déri-
vées d’ordre au plus égal & » — 1 pour &, et & n — 2 pour y,, A, seule
parmi ces fonctions, entrant en dénominateur. En cffet, la distance des
points = et = + dv a pour valeur principale d’une part & dr, d’autre
part V&* +n*dr; et la distance du point 7+ dr A la tangente au
point = a pour valeur principale d’une part

1 ®

- —dz2
2 M

d’autre part

&l_nll B E// e
o \/H_—T ™
2\¢ -+

S, @ étant les valeurs de A, D pourt + <. D’olt les égalités

"y 7' n
¢ I+ =A+ AT+ 4 AW —— R

£ 1.2...1n

. . Tn
é"ﬂ”-— 'ﬂ’é” =D -+ D/T e e s D) T—?—"M"Z = ..

7’ est une fonction qui s’annule avee 7, tandis que &’ ne s’annule pas;
B )
/e ’ ro. ’ - .
\/r -+ Z"T est donc développable en séric ordonnée suivant les puis-

sances croissantes de <, ct, dans cette série, Ie coefficient de ©” est
une fonction entiere de

&1y 52: E,:x; ey E,Il—l’ Nay, MNz; «-+y Np—2s MNp—q-

Egalant de part et d’autre dans ces égalités les coefficients de v,
la premitre donne n%,, ct, transportant la valeur obtenue dans Ila
scconde, celle-ci donne (7 -+ 1)nAn,,,. On vérific que les valeurs
obtenues satisfont & la proposition.

Lorsque la variable indépendante est I'arc (s) de la courbe, A = 1;
nous désignerons par « la valeur correspondante de D, courbure de la
courbe au point ¢; tous les coefficients s’expriment & 'aide de @ et de
ses dérivées par rapport h s. Effectuant I’élimination de 7 dans le cas
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’

général, on a donc

_r__a'f da £
=% ds 6 T
@__ 1 da
ds — N di’

Tous les coefficients sont fonctions entieres de a et de ses dérivées
par rapport i s.

2. Supposons les coordonnées rectangulaires z, y, z d’'un point
d’une courbe fonctions holomorphes du paramétre ¢, satisfaisant aux
deux inégalités

.z”z—i—y'z—l—:’g:j\g;fo,

(.yl::ll — GI-I'”)Q + (:’.L‘”— .,EI;U)‘I _I"' (.l:ll),ll___.},lll;l/)?,: D2?:E O,

pour le point ¢ considéré. Prenons pour nouveaux axes coordonnés
g, 7, € la tangente, la normale principale et la binormale; on aura
pour nouvelles coordonnées du point XYZ

o (X =)+ (Y =) + 5" (£ —3)
E=— -~ A :

Pour le point ¢ + < de la courbe, il vient

2 2 3
SV U -

o) == e ;-1-———--5- e e i (1 i I
¢ — @ " (ALY 4 -
—T; 6 D 2/|.

Ann.de I’Ee. Normale. 3¢ Série. Tome X1V, Aour 18¢7. 37
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® représentant le déterminant

(U/” y!” -

—— ! ! ~l
(] eyt 5,

] N ~ I

| @£ 4 I

et £,, 1., (, des coefficients qui peuvent s’exprimer & I'aide de A, D,
et de leurs dérivées d’ordre au plus égal 4 n — 1 pour Epy — 2 pOUrTY,,
et n — 3 pour {,, A, D seules, parmi ces fonctions, entrant en déno-
minateur. Comme dans le cas des courbes planes, on a deux expres-
sions dillérentes pour les valeurs principales des distances du point
< -+ d= aux plans normal, rectifiant ct osculateur au point =. D’ou les

égalités
" ER2E Alndzn
VIR o S A AT T .,
4 1.2...7L
(HT” 'n’?”) o (_”::// Q’ {‘f/) +wr _‘,/://) - { D= ! ( [yir) zn *
— - o o Ty . e - e e “1Teew - e T v e e
¢ K (ETn— ey I ’
'Ew .{‘I// :r// o
) . , () zn
A (O g S R
; 1.2...0
ér/ 'f)” c//

les radicaux qui entrent dans les deux 1)1'01‘nil~1'0s' égalités sont déve-
loppables en séries ordonnées suivant les puissances croissantes de =,

les coefficients de =™ ¢tant des fonctions entieres des quantités E ,
| 1
z

vy Comeys Nas v vs Tmers Cop vves Sy
En égalant de part et d’autre dans chacunc d’elles les coefticients
de 771, la prcmm'c donne n:,,, puxs, transportant la valeur trouvee
dans la seconde, celle-ci donne (n +1)nrAv,,,, ¢t enfin la troisitme
tquation obtenue apres la substitution des valeurs de &,, 7,,, donne
(n+2)(n+1)nD(,,,. Les valeurs qu’on obtient ainsi satisfont aux
conditions énoncées.

Lorsqu’on prend la longuecur de 'arc de courbe s pour paramétre,
A =1; désignons par @ et b les valeurs que prennent alors D et o

; b . N
a est la courbure de la courbe ct = la torsion; tous les coefficients

s'expriment 4 Uaide de @, de b et de leurs dérivées par rapport & s.
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Dans le cas général, I'élimination de = donne done

1 a£2+xcla,3+
| = a = - = 55 .

2 6 ds> ’
b .. . 1 db,
C:(ﬁéf—%—*-—@'—i— .

) 20a ds

3. Supposons les coordonnées rectangulaires x, y, s d’un point
d’une surface, fonctions holomorphes de ¢ et de u; désignons par
Bde® + 2F dt du + G du®, la partie principale du carré de la distance
des points «, ¢ et u + du, ¢ + dt; par

;‘}I (D (ll"‘"(" BD/ (l[ du -+ Dl/ (1”2)

la partie principale de la distance du point ¢ 4+ d¢, w5 du au plan
tangent au point ¢, «, H représentant yEG — F2, quenous supposerons
différent de o.

Rapportons la surface & trois nouveaux axes reclangulaires &, v, ¢,
passant par le point ¢, u, Paxe des € étant la normale & la surface. Les
coordonnées &, 7, € du point correspondant & ¢+ 7%, u-+ v sont des
fonctions holomorphes de 7, v s’annulant avec ces variables, et { ne
contenant pas de terme du premier degré :

Ema TPyl by eetbyte. .,
(e ».'Z,T"'}‘ﬁlv +'ng+'f}3'}‘--~+'ﬂ;1‘_l"---,

= :)I—ll-(l)72+ 2])”[-1 ~- ])”Ua) -+ C:y+- .o :n:

Eur s Gy étant des fonctions homogenes de degré n en =, u. Les coelfi-
cients de &,, %, {, peuvent s’exprimer en fonctions entieres de B, F,
G, D, D, D" et de leurs dérivées d’ordre au plus égal A n — 1 pour &,
7, et i n — 2 pour {,, la quantité I scule entrant en dénominateur.
En cffet, on a deux expressions pour la partie principale du carré de la
distance des points =, v ¢t 7 + dz, v + dv; dans I'une, les coefficients
de d=%, drdv, dv? sont exprimés a 1'aide des fonctions g, v, {; dans
Pautre, les coefficients sont les valeurs des fonctions E, F, G pour
{ =+, u+ u; de méme, pour la partie principale de la distance du point
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7 + dr, v -+ dv auplan tangent en =, v. D’ol résultent les six égalités :

g 40P 4+ =E+E +E-+...+E,+..,
Erbo+ ey + Gl =F +F +Fot. . Ty,
£+ +0E =646 G Gy
B 0w (e
ooty o |=D 4D +Dy+...4+Dy+...,
oy 4

i . P
vy ity Cru

oot Lo =D DDy D
& ooy &

E’.Z 'ﬂgz -Ija

e our Lo |=D"4+DIA4+Di- =D

! ! r
&y Ty Cy

I, représente la fonction homogene

/! nR ) §e !
! S)._-,l(_‘ oy " E ety J I,‘ unt
au ’

B A—— S S SU
F.2...0 AUt du duh

et de méme pour F,, G,. D,, D, D..

Egalant les termes indépendants de =, v de part et d’autre, onatrois
¢quations entre o, f, @, B3 le choix de l'un d’cux reste done arbi-
traire, ce qui correspond & I'indétermination de Paxe des £ dans le
plan tangent; le choix étant fait, en égalant les termes du premier
degré, on obtient, entre les dix coelfficients de £y, 1, €y, douze ¢qua-
tions qui délerminent ces coefficients et donnent deux relations diffé-
rentielles entre les fonctions D, D', D7, B, ¥, G; en égalant de part et
d'autre les termes du sccond degré, on obtient dix-huit équations entre
les treize coelficients de &y, v, (45 ces équations déterminent ces coef-
ficicnts et donnent en outre cing relations dillérentielles, de sorte
qu'il y en a au moins une nouvelle; en général, en égalant de part et
d'autre les termes du degré n — 1, on obtient 6n équations entre les
3n + 4 coefficients de £,, 7,, {uy; ces Gquations déterminent ces
coelficients et donnent 32 — 4 relations différentielles entre les six
fonctions D, D/, D7, E, F, G de ¢ et de w. Ces relations sont des consé-
quences de trois d’entre elles bien connues; mais la méthode actuelle
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offre cet avantage de donner ’équation de la. surface relativement au
systeme des coordonnées &, 1, €.

4. Les ¢quations auxquelles on est conduit sont de la forme
15::1’:1"’1" e fa (35:1.)+ f)l'ﬂlnu': fn
i+ rel'fl:n:+ a:‘;:zu + Oy = fa»

S+ [i, fo étant des fonetions homogenes en =, v, de degré n — 1.
Posons

‘ZE_IL‘“ Gyln == Qpn, (32,,_—5* @1"7n: q}lz;
la connaissance de ¢,, Y, entraine celle de £,, 7,, pourvu que a3, — Bz,
soit différent de zéro. Tl vient

?;:T = fy 'J/:zu =/, '4/;17 -+ 5?;1~J:f2;
d’ott la condition
(1) ,f:(a’:u = e "'./Yr"y
qui doit avoir lien identiquement, ce qui entraine n — 2 relations

entre les coefficients des fonctions [/, /i, /.. Ces relations étant satis-
faites, on a
nn-—1)yg,= o4 212 f 4= 0 (fiy — Ji%),
n(n—1)bn=7(far —Jo) 279 fr + V2 /1.
Remarquons que équation de condition (1) est satisfaite lorsque,
¢tant une fonetion homogene de 7 et v, on a

. — e Bt y
S, Ji= Py, Jom= 0y ar 4 ayry,

et qu'elle devient

i ot /N ) " el 2
(/'.!T."J Rnall AV Rienndl B UL & Logp = Xipy =2 O

dans le eas ot on a
J == b, [i== Lt Jam= az .

5. Revenons aux égalités du n° 3. En égalant, de part et d’autre, les
termes indépendants de = et de v, il vient

, . . p .
AR DN B Bl = A, af + o py=1,

—1s
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o
Y
—

d’olt -
By — Py = VEG — F2=11.
Posons ‘
witon=9, Pi+Bin=19;

les trois dernitres égalités de ce n° 3 deviennent

n 17 ”
Gz Yr2 T2
I ,
T or Yr G | =D 4D +Dyt+. ..,
U ’ ’
Dy by &
2 ” Y
(P":u dbry Loy
1

[l Ve G =D D
o, by ¢

” "

<p.’ja Yus o]
oy e G =D DTEDI

’ ’ '
oy YL Gy

| =

——
o——

et, sous cette forme, on voit immédiatement qu'elles sont indépen-
dantes de I'indétermination qui reste encore pour les quantités z, =,
B B

En égalant, de part et d’autre, les termesdu premier degre dans le
groupe des trois premicres égalités, provenant de I’élément linéaire,
il vient

o =3 By, iy =4 Gy, ?31 + b Iy ;
d’ou
i, 08 - M o ( I ()(i")
Wy S | T e e 2T e =Vt e e T )
T4 y du 7 du o

I'J — I =2 o .(_).F . ()!.‘; ) T ()l;. -} PL ()l_;'
AL\ e ()u.) Y o

Les trois dernitres égalités du n® 3, ou plutat celles qui les rem-
placent écrites plus haut, donnent ensuite Z, ¢t deux relations diffe-
rentielles :

20, 2¢, GHE
I v
i E F'obr +D'v | =Dt+aDits+D]vr—2Hl,L,
F G Diz+D'v
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1dE JF 1 9B o 1 JE 106G
2 Jt dt 2 du . 2du 20t © — g Jd D o
E F D’ E F D |— ou H o H)
K G D F G D
JoF 140G 1 dG 1 0B 1 dG o
Jdu > 0l ada ° N 2du 2 ot - H3<() D’ o n
B F D E F D | ot T~ du Ti)’
I G F G D '

2, représentant BEG, + GE, — 2FF,. (Darsoux, Legons sur la Théo-
rie gendrale des Surfaces, t. 111, p. 248.)

6. En égalant de part et d’autre les termes du second degré dans
les égalités dn n® 3 provenant de I'élément linéaire, il vient

1R 162 1.2 12

Wyr == E,— )&%t — it — 18k

[ e 12 1.2 172

Wiy ==} Gy — § &3 — Fmd — 63,

. ’ — hl b ~r . ’ . ! ! !
Dy '4’:51 =3\ 9= Car Gay — Tat Tlay — Car Caue

Ces équations, pour étre compatibles, exigent, d’apres le n® 4, la
relation suivante :

() tnry, s PE 1B 106 e
s2n Dy~ Sy T e e e — = £y — Cavt gyt b Mgy — Tiaz: Tyy:
279 bay 22TV Jiou 2 Jus 2 it TY 22T C2V 2Ty vE)

un calcul facile donne

- yt mnay " n
Gy " Gurt Caut e Tty — oty Moyt

I Y ey " "N R " " " / ~ "y p 1 b
= it [G 90k — wie: Gayn) + F (9hr biust-9hy: Piee— 2 04z '#gru)‘*‘h('»!/z%u—‘k{’;w Wive)]
Si 'on exprime Cen fonction de £ ety el qu'on pose

¥

{=3(al+acknq+ bn®)+.. .,

oy

il vient
Corslowe — Gy = H2(ab — ¢*),

et I'équation (1) donne I'expression de la courbure totale de la surface
en fonction des coefficients de I'élément linéaire (théoreme de Gauss).
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7. Les formules se simplifient lorsque les courbes coordonnées
sont rectangulaires, auqnel cas F=o. Soit alors A*de* + B* du® le
carré de I’¢lément linéaire ; prenons pour axe des £ la tangente & I'élé-
ment dont les extrémités sont 7, v et T+ dr,u; pour axe des v la per-
pendiculaire et pour variables indépendantes £ et v au licu de 7,v.

Posons

.

T= ¢ +TotTy+.. Tt
A
f

L B el T e P e i R IPIN
B

C=3(al+ackn—-bn*) Lo+ Ly,

Tus Uns G, Ctant des fonctions homogines de %, 7, de degré 2. On a ces
deux expressions du carré de ’élément lindaire :

(1 p2) d22 = apq dE dn == (1= )l Wt b ol

A, o ¢lant les valeurs de A, B pour ¢+, u -+ u; et p, ¢ ¢tant les dé-
rivées particlles de €5 ol

o = al? <3‘§>J+ Wh? (:j;)-’y /AR (/')r ), e UhY ((jJ “)ﬂ,

e N\ (/T
L, 0T dT PR
) T ol e -
Jz d dz dn
ds ; . ,
p et 58 annulent avec les £ et 75 il en résulte

LIt , 0\ 1 [ PR
o == == SRV LU || PR [ Sl (RS R b2 (5 P oo e as
A VA (oz:) Y [’ ' <0;-;>.| |

les termes non écrits dans le dernier membre étant au moins du qua-
trieme degré en &, 7. Ainsi
V= (G B
A (;22,“— AiT2) .. .,
’ ’-I

1 ! Y]
,,l..z-,,‘ e 1i.yu;,,.; b “+ ..

Les termes du premier degré manquent dans Ies seconds membres;
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1o
%)
3

en égalant a zéro ceux des premiers membres, il vient

’ I I3 l ! ’
ATiE:_KA“ ]iuﬂ‘l‘,:_—ﬁlsb Afg~n+ BUiE:O,
d’otx
1/ 0A B JA Gy JB 'ﬂ“’)
Ty= — — — =2 5 — = n )
: 21\< ¢ A2 Ju AB Jt AB,

U2:

1 JA 22 0B &y IB n?
— —— _—_'—.+2—_._+_T; .

2B\ Ju AB dt AB © oJu B?

En égalant de part et d’autre les termes du second degré, on aurait
des équations déterminant 7, et v,, et donnant en outre une relation
entre a, b, ¢, A, B et les dérivées premieres et secondes de A, B par
rapport & Z et h u; on en tire Uexpression de la courbure totale déja
¢tablie au n® 6 et qui peut ici s’éerire

: oy Jd /1 0B 0 <1 ()A -
(1) AB(ab —c¢ ).ﬂ_—[(—)—l— \K. 7:>+7)‘,7 iiﬁu)l. i

La partic principale de la distance du point § + d%, 1 + d7 au plan
tangent au point &, 1, est égale d’une part a

Y (adu? dr? 4 2y Jolb dr dv + B2 d?),

o, B, v étant les valeurs de a, b, ¢ pour ¢ + 7, u + u; d’autre part, &

1 ChdE2 4o e dE din ~+ Gy dn®
Vipr+gt

Egalant les termes du premier degré dans les coefficients corres-
pondants de ces deux expressions, il vient

C;’E": a;+ 2¢B U;E, Z:,sl'qﬂz b+ ZCAT;-,),
Chen== ¢y 4 @A i+ bBvy;
’ 0. T oA . JaB
A Bz AB <()ug ot ")
Ann. de U'fic. Normale. 3° Série. Tome X1V. — Aout 18¢7. 38

mais
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done, en définitive,

JA B

;-\z))—[([l—]ig))j:—.(b—a)ﬁ—knc—a—[,
NS ST
Il)t ou = (a l))()t +42(’()1{'

r = (90 4 2C OAN 5y g da __2c BN,
B \ds A s, )* \os, T B 05 )"

LTINS +(i’z g 2By
R \ ds A s, )" dJs, B os)"

51, 7’?— indiquant les dérivées prises par rapport aux arcs des courbes
s U8

coordonnées; ainsi
da 1 da da 1 da
ds A dl’ dsi B du

8. Ces formules sont immédiates lorsque les courbes coordonnées
sont les lignes de courbure de la surface, anquel cas ¢ == o. Les cour-

bures principales, multipliées par 1 +p*+ ¢*, sont données par
I’équation en p

(1) [pCpt) =8 l[pCrg*) =G | = [prp — L] o

D’autre part, ces courbures sont égales a o, B, valeurs de @ et b pour
{ 4+ 7, u +v. Substituant et annulant, dans le premier membre, les
termes du premier degré dans chacune des équations obtenues, il
vient

, b4 - » S 0b

I’équation différentielle des lignes de courbure est

[pg 80— (1 -+ ¢*) &g dn® -+ [ (1 =4 p*) Gp — Che (1 )| clon G+ [ (1 + p*) 8oy — Pylis|di==0.

51

Or les équations de ces lignes de courbure s'obtiennent en donnant
a7 et des valeurs constantes; I'équation précédente est done iden-
tiquement satisfaite si d% et dn sont liés par la relation

vy di + 1y dn = o,
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ou par la suivante
ui_ di + vy, dn =o.
Cette derniere donne

dn 1 . . .
= Ap (T Awi+Bra) .

substituant et annulant les termes du premier degré, il vient

da 1 A b b—_a JB

(2) (7—[z+(a—/))

Roe =% T TB W

En annulant les termes du second degré dans les fonctions obte-
nues en substituant & p, a1 +p* + ¢2, B V1 + p? +¢* dans le pre-
mier membre de I’équation (1), on obtient six équations pour déter-
miner les coefficients de ,; ces équations donnent donc, en plus de
ces coefficients, une relation entre les fonctions A, B, a, b de ¢ et
de u; cette relation n’est autre que celle qui donne la courbure totale
de la surface au point ¢, u

. __Jo /2 aB" Jd (1 JA
(3) ABab = [()—[ <K 7)7) *}—'()Z <E ()U>J'

9. Lorsque les lignes de courbure sont isothermiques, A et B ont
des valeurs égales en choisissant convenablement les parametres ¢, u.
Les équations (2) et (3) du numéro précédent deviennent alors

da_l__(a-/1)()A__o (-)i)+b—a%~o
du A du 7 ot A o9t 7
(l) )o 0-)
vl —— | & A
( Atab = [()L‘_,l.AA.—()“gl.\}
Si a, b, A est un systeme de solutions de ces trois équations,
mA*a, —mA*b, .I-\J;I—L' en estun autre systeme, m constante arbitraire;

les surfaces correspondantes ont méme représentation sphérique
A2( @ de+ b du?)

et, par suite, peuvent étre placées de maniere & avoir leurs plans tan-
gents paralleles aux points correspondants; de plus, le rapport des
¢léments linéaires mA?, aux points correspondants, étantindépendant
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de la direction des éléments, la correspondance établie réalise une
représentation conforme des deux surfaces 'une sur l'autre. La re-
cherche des couples de surface jouissant de cette double propriété
constitue le probleme de Christoffel (Darpoux, Legons sur la Théorie des
Surfaces, t. 11, Chap. XI).

Cherchons dans quels cas les surfaces que nous venons de trouver
peuvent étre paralltles. Portons une longueur / sur chaque normale &

la surface
C=3(alr+00?)+ {3+ .

il vient, pour les coordonnées &', v/, U de I'extrémité

= —al)+..., 0 =n(1—00)+...,

—l=1t{a(t—al)&+0(1— bl)n*] +...;
d’olt
T ST b 2
¢ l“2<1——al€ ="
1[_ &% da - 3ty da 3E0" Job } 0" db N
6L(r—al)* ds ~ (1—al)*(1—bl) 9s, +(1——al) (1—bl)* ds ~ (10l dsy | 7
Il faut qu’on ait
1y— & e U
Aa_l—-(ll’ A /}ﬂwl««/}[’

¢liminant A®, il vient

2 —(a-b)l=o;
ainsi @ -+ b est constant; et les points correspondants sont conjugués
harmoniques par rapport & leurs centres de courbure principaux com-
muns; les paralleles aux éléments correspondants, menées par Uori-
gine de I'un d’eux, sont symétriques par rapport aux plans principaux;

on a ensuite

A a0

Ces valeurs satisfont bien aux ¢quations (1); elles donnent, en posant

a+b==F,

C 2 A2 o* 0*
= e 2 = A
AY’ 4 A2 4 4 Jdi (A -+ Jdu? LA,

20— k= — b=

G étant une constante arbitraire.
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L’hypothese @ + b = £, introduite dans les formules (2) du numéro
précédent, donne

1 0A 1 da 1 0B I da

Adu"" 2a—rkou BJdt— sa—koat
et montre que la surface est isothermique
Ces dernieres formules mettent en évidence les propositions dues
4 Bonnet et développées dans les Legons sur la Théorie générale des
Surfaces de M. Darboux (t. 1L, p. 382 et suivantes).

10. =, y, =, w étant quatre fonctions holomorphes des trois va-
riables ¢, u, ¢, effectuons la transformation orthogonale, X, Y, Z, W
étant des variables indépendantes :

E=l (X—x)+ 4 (Y—2)+4 (Z—35)+1; (W—w),
n=m(X —a&)+m(Y—y)+my(l—z)+ (W -— ),
(=n(X—ax)+n (Y—=y)+ny (£ —35)+ny (W—w),
we=p (X —2)+p (Y —=y)+py (Z—3)+py (W—w).
Les seize cocfficients 4, m, n, p sont tels quon a identiquement
Pt P 0?= (X — )4 (Y — y) -+ (L— 3 )2+ (W — )%
ce qui donne entre eux dix relations.

Si I'on remplace X, Y, Z, W par les valeurs de , y, 5, @ corres-
pondanti¢ + 7, « -+ v, ¢ + v, valeurs qui sont données par la formule
Taylor par hypothese, on aura
(1) dE - dn® - d5? =+ A2 =dX? 4 dY?+ dZ*+ dW?*

= Ede+ Fdr+ Gdvr 420 do v 4+ 29 dv dr + 290 dr d,

& 3, G, 0, O, 0% étant pour ¢ -+ T, u + v, v + v les valeurs des fonc-

tions B, ¥, G, L, M, N définies par I’équation

dz* + dy'2+ ds?=Ed +Fdu+ Gdo*+ aLdude +2Mdy dt + 2N dt du.
Supposons le déterminant
{ E N M ‘

N F L
'M L G
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différent de o. Alors on peut prendre pour o

X—2x Y—y Z—:s W —w

’ ' o K
1 ey Ye 5, ¥y
m::TI , , " . 5
an .yn ~u Y
x,, Yo 3z, W,

et il ne reste plus que trois indéterminées parmi les coefficients /,

m, n. Posons

Smar Py L Cuban, N =ony T+ Bv -+ HY Sy e g,
DD D" 2 Avy + 2 Alvr 2 A7y

A R S Y
' . 2l

=T Pov v+ Lo L,

Zps s Cuy @, 6tant des fonctions homogenes de 7, u, v de degré n. On
aura

d*E drn 20 o

! ! ’ - 9) 0
(2) tr Ny Lo o | dr4 D do? - D dv?
9 :
B, L wb 20 dody 20" dv dr -+ 20" dr do;
! 7 ! 4
E‘J 1y, Cy )y

W, @, ®", 3, ¢, ¥ ¢tant les valeurs, données par la formule de Taylor,
de D, D', D", A, A, A" pour ¢ + =, u +v, v +v; et &*&, d*n, d*C, d* v,
les différentielles secondes des fonctions &, 7, ¢, ».

Les égalités (1) et (2) nous donnent chacune un groupe de six égu-
lités entre des fonctions de T, u, v. Egalant les termes indépendants
des variables, il vient

ol al=E, PE4+Bi+Bi=F, P4yl yi=G,
1+ Bin+Ban=1 7%+ Y1 paay == M, ofp -t oy By 4 2[5y == N

d’ol1 'on tire

o oy oy |? E N M
B By B =|N F L |=1z
7 7 7a M L G

et, entre les neuf quantités o, B, v, il reste trois indéterminées, ce
qui correspond & I'indétermination des [, m, n.
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Posons, quel que soit I'indice 7,

&lp— oty N,y %3 8n == Qp B+ Binn + B2ln="1n,
}/En + Y1+ }’-zCn.: An-

En égalant entre eux les termes du premier degré dans le premier
groupe d’égalités (1), il vient

o1 R R
Gar — E, %u — 3 l‘n Aa2v —-%st

’

Lau—+ g = Ly, @y + fae =M, Ui+ @2y = Ny

¢quations qui déterminent o,, ¢,, 7,. Le second groupe d’égalités (2)
donne dix-huit équations entre les coefficients de w,, au nombre de
dix; ces équations déterminent les valeurs de ces coefficients et éta-
blissent huit relations entre les fonctions D, D, D", A, A, A", E, F, G,
L., M, N et leurs dérivées premitres.

11. Egalant de part et d’autre les termes du second degré, le pre-
mier groupe d’égalités (1) du numéro précédent donne
",’J:'sr :./a '-!»’:’:u ::_/17 '/,:,sv :'/27
'/,:,w -+ 'JJJIW = g, f,-”:’w -+ '/,:’n: = &1 ’,J’,N -+ d{:’w =l

en posant

£ 1 (TR ) o 79 13

f* 2(h:z‘“c:.’r"“fln"“'szr—")zr), )
— oot YN ! ’ 4 ’

&= Ly — Eau oy — Mgy Ny — Cau Nay — 020 2y

On en déduit facilement les relations

" % v " 7 A [ S . e
G — L — Jas = 0, Sive—Jvr — Jarr =0, Giey — Jor == Jfir: == 0,

& ol

" " " —
Sty = O, 2 S Sror— o — Fawvu = 0,

o o+ gv— Sleu— §
2 foru + g;lvﬂ -_ {3"1,:1 -_ o";lvu = 0.
Ces relations donnent les valeurs de
| D'D"— A%, DD — A2, DD — A",
(1) A'A"—AD, AA"—A'D', AA'— A",

en fonctions de B, F, G, L, M, N et de leurs dérivées premieres el
secondes.
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Si le déterminant
D'D"— A2 AA"—A'D" AA — A"D”
AA"— A'D" D'D—A2 A'A"— AD
AA— A"D" A'A"— AD  DD'—A™

n’est pas nul, les valeurs de D, D', D", A, A", A” sont déterminées ;
transportant dans les huit équations aux dérivées partielles du pre-
mier ordre obtenues au numéro préeédent, on a huit équations simul-
tanc¢es aux dérivées partielles du troisitme ordre pour les six fonctions
B, F,G,L, M,N.

Si les six quantités (1) sont nulles, la fonction

Dz Do D792 2 A vy - 2 Alvs 4 2 A" ¢y

est un carré parfait et les fonctions E, F, G, L, M, N satisfont & six
équations aux dérivées partielles du second ordre. Si I'on exprime
I'une des coordonnées primitives z, y, 5, w, en fonction holomorphe
des aceroissements des trois autres, w par exemple,

[§ S S e S AP S S S S e I
w, étant une fonction homogtne de degré n de dx, dy, dz; w,, ¢ est-
a-dire la différentielle seconde de s, sera un carré parfait, et récipro-
quement. Ainsi w peut s¢ définir par les ¢quations
Az -+ By-+ Cs-+w+ D =o,
Aoe+B'y+G's+P'=o,

N

A, B, G, P étant fonctions d’un parametre et A/, B, ', P’ leurs déri-
vées. On se trouve dans ce cas lorsque

Ede+Fdu* 4+ Gdor+-oLldudy +oMdedt +a2Ndtdu

représente la partie principale du carré de la distance de deux points
de I'espace cuclidien, puisque, alors, w est nul. Les équations aux
dérivées partielles du second ordre auxquelles on arrive ont été don-
nées par Lamé, lorsque les surfaces coordonnées sont orthogonales, et
par 'abbé Aoust dans le cas ol elles sont quelconques.

12. Rapportons 'espace euclidien & trois familles de surfaces ortho-
gonales et soit A*di* + B? du* + C* dy* la partie principale du carré
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de la distance des points ¢, u, ¢ et ¢+ dt, u + du, ¢ + dv. Prenons
pour axes des &, 7, { les tangentes aux courbes d’intersection des sur-
faces au point ¢, u, ¢; il vient, d’aprés les formules du n° 10,

E=Ax + At — BB, o CL vi4- 2 A vt + :7,1\',,7)) +...,
A A y
1 _"\.‘\/,, o T2 (( i o9 ’ !
n=DBJ+ 5 (— —B'—':‘—i—B”u-—Tv -+ 2 livu‘)+2fitur> T
, 5 AA, 38,
C:Lv—k——;-(— f—:-‘—"z* IL v+ G, v2? —i—zCilw—l—zC'tvr>+...:

ou, en prenant £, v, { pour variables indépendantes,

_E (BBl G A AL

'r...A 2A2<AtA Bfl t +2(.« -+ 2 -r_n)‘:r,,,,
0t/ N, By, Co, B, B,
"‘“n*glsz(\—i‘ i T VI it S0 Rl
L Aoy By o €L, G G,
’~c2uGXVWﬂ+E'*n““Kﬁ+“-

La surface v = o a donc pour équation

1 (A, ., B,
() c=— o (Fro+ )+t
2C
On voit que les surfaces coordonnées se coupent suivant leurs lignes
de courbure ('), et la connaissance des termes du second degré per-
met d’écrire immédiatement ceux du troisieme, d’apres le n° 8,

, 29 A, &0 d A, . Eq* d B, . v 0 B
! F’.:~ E’. —_— __f’— 5 . — et .‘_____,,,“. — ____“. .
() 6% (A GRACT B duAc TP A W BCT T a BC)

On a les relations différentielles du second ordre entre les fonctions A,
B, C en appliquant les formules (2) et (3) du n° 8. Les formules (2)
donnent

MoK B0 A
A CA  CB du AC —
ou
() A= 4 BLAL+ L CLAL;

(1) Théoréeme de Dupin.
Ann. de I’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XIV. Aout 18g7. 39
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et deux autres équations analogues, qu’on obtient en permutant, dans
celle-ci, A et B, tetu, puisAetC, zeto,
" [ ’ ’ [ AXd ’ u I ' A4 I ’ AN
(2) Bl =t AUBI+ OBy, Gl p BLCL A+ AL
La formule (3) donne un second groupe de trois équations, qu'on
obtient en permutant dans la suivante : C en A, ¢ en ¢, puis Cen B et
¢en u, o 3
(3 ABy 0B, 0 A,
* T A du B
13. Supposons les trois familles de surfaces d’un systeme ortho-
gonal isothermiques, et qu’on ait pris pour ¢, «, ¢ les parametres iso-
thermiques de ces surfaces (Lame, Legons sur les coordonnées curvilignes,
Chap. IT). On a alors les trois équations

DLV ALV LY ‘
- e e = =m0, Ay == 0, At oo,

S v Il R e

lesquelles subsistent pour les <, v, v, exprimées en fonction de £, 1, {;

donc
/A B B\ ( BCY
M= (Y =3 ) = (00) e
Ainsi '
BC ., AC BA .,
U= =L SE=

AT=Q2Q2, BP=Q2Q2, (P QFQR

Posons :
Q=e1, Q,=e7, Q,== ¢,

Le groupe des trois équations (2) du numéro précédent deviennent

/ ’ r I ’ L
‘ TowT1io=Youbo =+ qivTas
’ !/ ! r !’ ’
(1) S e =Gl rv 40106
/’ r —— !/ ’ Lt !
( Tudse =FuT2e 90T qu
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L'une d’elles est la conséquence des deux autres. On en tire

. r ’ ’

q q.
{/'2”__, v’/quul, (1'}.( _,/c /1!7
Do — 4o TJo — 910

Egalant la dérivée par rapport 4 z du second membre de la premiere
égalité a la dérivée par rapport & « du second membre de la deuxieme,
on a la premiere des trois équations :

(]r) (/;,IU —_ r/l1’lu ~_ q,‘l,ztu — — I

’ ’ g r ’ - R
Yudo  G1eY1e D2t k

% étant une constante arbitraire.

I . sz ’
14. Pour ; nul, si aucune des quantités ¢’ n’est nulle, les cour-

bures a, b d’'une surface du systeme, et les valeurs de A, B pour cette
surface satisferaient aux équations

le rapport %, en outre, étant constant. Les trois équations (2) et (3)

du n° 8 sont impossibles dans ces conditions. -

Faisant ’hypothese ¢,, = o, les équations (1) donnent ¢,,=o,
g,.= ¢, , et laissent ¢ completement indéterminé. Ecrivant que les
valeurs qu'on en déduit pour A, B, C satisfont aux trois équations du
groupe (3) du n°12, on obtient les deux systemes de solutions :

1 Q Q

(2) A::Z;’ B=77 C:—[

Q étant une solution de I’équation

d!

02
571992t

Qt=—
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Q étant une solution de 1’équation

2 2
(—)%.‘5 1Q+ %ZQ =o.

Le systeme (2) est formé de spheres concentriques et de cones
ayant leur sommet au centre commun des spheres, et les coupant sui-
vant des courbes rectangulaires isothermiques.

Le systeme (2) est formé de plans paralleles et de cylindres ortho-
gonaux les coupant, suivant des courbes orthogonales isothermiques.

15. Al étant différent de zéro, posons

q = kiy, q1=kly,, o= klyy;

ce qui donne ‘
Q=1yk Q= X,{7 Qy=y

les équations (1”) deviennent

Py 0% 0 o
dude ~ dvdt ™ dtdu T

et la premiere des équations (1)
Lhonw Xre = % Ko Lo+ Aahto T

Dérivant cette derniere par rapport a ¢, et tenant compte des précé-
dentes, il vient :

1t Kaw Lo Xae KoK = O-
On a donc

L=Afi+Afo,  wu=Bf+Bfa, p=Cf+Cf,

f étant une fonction de ¢, £, de u, f, de ¢, et les constantes étant liées
par I’équation
BC'A"+ CB'A =o.

Mais en remplagant ¢, u, v par m¢, nu, pv, m,n, p étant trois constantes,
on peut les choisir de fagon que B'= — A’, C =—B; et alors la rela-
tion qui précede devient C'= — A. Donec, en définitive, dans le cas
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qui nous occupe, on peut prendre
L=S1i—/y n=r—r w=s—/

Les fonctions A, B, C doivent satisfaire aux trois équations du
groupe (3) du n® 13. Enremplacant A, B, C par leurs valeurs en fonc-
tion des quantités f, on obtient trois équations du premier degré par
rapport aux dérivées secondes des fonctions f, /;, fo qui ne sont
compatibles que si la quantité

(1) 2k =) [([i= S22+ ([ =S VE2S P+ (=SS ]

est nulle; d’olt £ = é

En effet, I'une des équations du groupe est
9 (1x —J 2 (L5 SN _ o o
Jﬁ<x’“’ %z ) - W(/( Z> T 7"*""“ fi=o
ou en divisant par x5~*, apres avoir effectué les dérivations,
A G R A WP A S . A iy
Je o i 1 ke e\ o7 T T f femt1 /c-H
P & X2 X LiXe \X2 %1 P AR A

— Xl /‘ f//
Kexs ! ;c’:x’s

Permutant les indices 2 et o, il vient

- k 8 e+t
%1 1 /f> n_ _Xa (, A) s X ra
—_— -4 — — _— — k
/"x’”< L X/ xkEE\x w /s ot oA wwr/
— Xf " /{.2‘ v

- 1 /L' ke

T kot L

en remarquant que y, i, 3. doivent respectivement étre changés en
— A2r — Au» — X3 pour simplifier, on n’a pas écrit I'indice o. De
méme en permutant les indices 1 et 2

Lk k , ke k f+1 "
_27'(—"!“"_() '22"‘_;f<"—/c<i—‘c‘)/” k 47: T
AN X X YAV AAVAIEY AR £

—_ X;( rZ f//

- /c,kz AA

A 81 KiXKe




310 A. PELLET. — SUR LA THEORIE DES SURFACES ET DES COURLES.
Ajoutant ces trois équations membre A membre, les dérivées secondes
V4 ) Y . . .. ., . 1
J"» Ji» [. disparaissent et on a la condition (1). La condition £ = -,

que nous venons de trouver, équivaut a la relation, établie par Bonnet,
entre les courbures principales des surfaces ().

16. Pour avoir les fonctions f, il reste & intégrer deux équations
du second ordre. Mais cette intégration n’est pas indispensable pour
voir que le systeme est formé de surfaces homofocales du second
degré. En effet, on a

A= (S =SS~ /s
B=(fi—=JS) (= /1),
C=( o= ) (/i— L)

Substituant ces valeurs dans les formules (1) et (1) du n° 12, il
vient, pour I'équation de la surface v = o,

=G+ Cy+ oGt
po Ja( B
S llP(fa—f /'1“’/"2>

8V (=10 (fim fa) (o= Y \Ns—= S Si— )2

Sim SV i)

C, s’annulant pour les mémes valeurs de &, v que {,, les lignes asym-
ptotiques ont un contact du second ordre au moins avec leur tangente
ct du troisieme ordre au moins avee leur plan osculateur. Ce fait se
reproduisant tout le long d’une ligne asymptotique, celle-ci est une
Jigne droite. Les surfaces admettant deux systemes de génératrices
rectilignes sont des quadriques et on a le théoreme de Lamé.

¢ i > A VA

(1y Journal de I'Ecole Polytechnique, XXX¢ Cahier (1845).



