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SUR LA REDUCTION

SYSTEMES DIFFERENTIELS QUELCONQUES
A UNE FORME CANONIQUE,

Par M. C. RIQUIER,

PROFESSEUR A L'UNIVERSITE DE CAEN.

Dans diverses Notes communiquées a I'Académie des Sciences ('),
et dans un Mémoire in extenso dont elle m’a fait 'honnear d’ordonner
insertion au Recueil de Mémoires des Sagants étrangers (*). jai élabli
que tout systeme différentiel peut, sans changement de variables ni
intégration, se vamener a un autre composé : 1° d’un groupe de rela-
tions finies exprimant certaines des fonctions inconnues a 'aide des
autres et des variables indépendantes; 2° d’un groupe orthonome
passif et linéaire du premier ordre oli se trouvent engagées, avec les
inconnues restantes, quelques-unes de leurs dérivées a titre d’incon-
nues adjointes. L'économie des conditions initiales, évidente dans ce
dernier systeme, se trouve par la méme immédiatement connue dans le
systeme proposé, et, dans 'un comme dans 'autre, lasolution générale
dépend de fonctions arbitraires en nombre fini.

Cela posé, et un systeme orthonome passif et linéaire du premier

(1) Voir les Comptes rendas de I Académic des Scicnces des o8 mars 18¢ga, 27 fé-
vrier 1893, 24 avril 18¢3.

(2) T. XXXII, ne 3. Voir aussi, dans les Annales de [’ Ecole Normae, deux Mémoires
publiés en 1893 et une courte Note publiée en 1897.
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ordre étant donné, on peut toujours, par un simple changement linéaire
et homogéne des variables indépendantes, modifiant, il est vrai, I'éco-
nomie des conditions initiales, le mettre sous une forme telle, que la
recherche d’intégrales ordinaires répondant & des conditions initiales
données s’y ramene 4 une recherche semblable exécutée successive-
ment sur divers systemes de forme tres simple. Ce résultat a été com-
muniqué & 'Académice des Sciences dans la séance du 8 mars 1897, et
son exposition détaillée constitue 'objet du présent Mémoire.

1.

Je rappellerai tout d’abord Ia définition suivante :

Etant donné un systeme du premier ordre résolu par rapport 4 un
certain nombre de dérivées, on peut, pour en disposer nettement les
diverses équations, les éerire dans les cases d’un quadrillage rectan-
gulaire dont les lignes correspondent aux variables indépendantes et
les colonnes aux fonctions inconmnues, en mettant Péquation qui
aurait, par exemple, % pour premier membre, dans la case qui appar-
tienth la fois & la colonne () et & la ligne (). Parmi de semblables
systemes, je distinguerai spécialement ceux dont les lignes peuvent
étre rangées dans un ordre tel, qu’en faisant abstraction pour un instant
des colonnes vides et des colonnes pleines, chacune des autres, par-
courue de bas en haut, soit formée par la succession dun fragment
vide et d’un fragment plein : c’est, avee quelques restrictions en
moins dans la définition, le type de systeme différentiel que nous
avons étudié, M. Méray et moi, il y a quelques années ('), sous le nom
de systéme régulier; il constitue, comme je ’ai établi dans le Mémoire
cité plus haut (*), un cas tres particulier du type que j'ai nommé
orthonome.

Cela posé, tout systéme orthonome, passif et linéaire du premier ordre

(1) MErAY et RiQuier, Swr la convergence des développements des intégrales ordi-
naires d’un systéme d’équations différenticlles particlles ( Annales de I ficole Normale,
1890).

(%) Recueil des Savants étrangers, t. XXXIL, n° 3, p. 10 et 11.
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peut, par un simple changement linéaire et homogeéne des variables indeé-
pendantes, se ramener a un systéme re’gulz'cr, passtf et linéaire du premzer
ordre, dont les colonnes contiennent respectivement les mémes nombres
d’équations que les colonnes correspondantes du proposé.

I. Considérons un systeme orthonome et linéaire du premier ordre,
ct, dans le second membre de 1'une quelconque des équations qui le
composent, désignons le coefficient d’une dérivée paramétrique pre-
miere par la lettre A affectée de quatre indices, deux indices inférieurs
rappelant la dérivée principale premiere qui figure dans le premier
membre correspondant, et deux indices supérieurs rappelant la dérivée
paramétrique premitre que multiplie le coefficient considéré : par
exemple, si x, y,z,..., u,¢,w,q,... désignent respectivement les
variables indépendantes et les fonctions inconnues engagées dans le
systeme donné, la notation Ay} désignera, conformément & cette con-
vention, le coefficient de 5{?— dans le second membre d'une équation

o i
dz

Considérons maintenant un produit obtenu en multipliant entre cux
quelques-uns de ces coefficients, et écrivons a la suite les uns des
autres, sur une premitre ligne horizontale, tous leurs indices supé-
rieurs, puis de méme, sur une deuxieme ligne horizontale, tous leurs
indices inférieurs; eela posé, si, abstraction faite de U'ordre de leurs
leures, les deux lignes ainsi obtenues sont idensiques U'une a Uautre, le
produtt consideré ne peut manquer d’étre identiquement nul en x, y,
Ty Uy Oy Wy Gy e

Supposons, par exemple, qu'il s’agisse du produit

ayant pour premier membre

(1) AT A ALEAYS,
ol les indices des facteurs satisfont évidemment a la condition indi-
quée; désignons par
cr, ey, ...,
.
13

N7 u .
Cis Cay ---h Cpy

.y .« ey ce ey
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les cotes respectives des variables indépendantes et des fonctions
inconnues; puis, formons les différences
, (¢y +e3)— +ck), ...

(e + D) — (] +2) (e (
g N R G MR SR R G
( (
(

(ef +¢))

(e e}) — (e} -+ ef)

(cr-+ ) — (e[ +c}), (ch-rep)—(c]+eh)y oo
l(c'{+ci>—-<c“’+«>, (ef-+c5) —

qui existent respectivement entre les cotes des dérivées

de  dy  du  dyg

e ki el LTy

de  dx  dy ds

et celles des dérivées
{lu du (l(/ v

-y — ——

de’  dx’ ds

Sile produit (1) n’était pas identiquement nul en a, y, 5,..., «, ¢,
w, g, ..., aucun de ses quatre facteurs ne le serait non plus; il résulte
alors de lorthonomie du systeme que, dans chacune des quatre
lignes (2), les différences ne seraient pas toules nulles, et que, dans
chacune d’elles, la premiere différence non égale & zéro serait positive :
la ligne obtenue en ajoutant les lignes (2) par colonnes verticales
jouirait done, elle aussi, de cette propriété, et 'on aurait, pour quelque
valeur de Uindice ¢,

i S A S A U ol T e o A L S B O B T B 6} A S e

inégalité impossible, puisque, en vertu de notre hypothese, ses deux
membres se composent respectivement des mémes termes i ordre
pres.

II. Tout systéme orthonome et linéaire du premicr ordre peut, par un
simple changement linéaire et homogeéne des variables indépendantes, sc
ramener & un sysiéme régulier et lindaire du premier ordre, dont les
colonnes contiennent respectivement les mémes nombres d’équations que
les colonnes correspondantes du proposé.

¢, +cn) — (e + i),

C'IIL -+ C;;.) - (cu -+ (‘/l ’

Y e}), een () — (R



SUR LA REDUGTION DES SYSTEMES DIFFERENTIELS QUELCONQUES, ETC. 263

Pour rendre ce point plus aisément saisissable, nous raisonnerons
sur des exemples (*).

A. Considérons le systeme orthonome

v

% = A::ii% -+ AL % -+ ALY % + AL g’ﬁ + AZE % + A

:% =AY % -+ ApY % -+ AJY ij + AZx % + AYZ Z—Zz + Aoz

(3) = %’ Al % + AD ‘% RV AL N
VoG AR A A A T A,
A A T A G A A T A,

olt u, ¢, w, p, q désignent cinq fonctions inconnues des deux variables
indépendantes z et y.

u ¢ v P q
NI A
CVde T fde T | de T
dp __ dg _
y ;‘6: —- e e (‘{)‘ —- .

Si, dans le systeme (3), on effectue la transformation

2 =oyx+B1y,
Y =ayx 4 Bays

(1) Le lecteur est prié de tracer pour chaque cxemple, comme nous le faisons pour
Iexemple o, le Tableau quadrillé qui correspond au systéme proposé, ct celui qui eor-
respond au systéme transformé mis sous forme réguliére.
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ott ', y* désignent les nouvelles variables indépendantes, et «,, 3,
o,, B, des constantes provisoirement indéterminées, le déterminant
différentiel du systeme transformé par rapport aux dérivées

/ da o dv dp dp
(4) dz"’ dz’ dz"’ dx'’ dx’

a pour valeur

BiALL — o BiAZL LAV oy AL o Al
BiALL BiAE— oy B ASY oy AT o AYZ

(5) | BiAGE BrA: BiARy —oay o AL oy Al
B ALY B ALY BiAYY ay ALy — By oy Al
BiAGy ATy PiAGY oy Aly a AT — P

Ce déterminant (5) peut étre considéré comme une fonction, soit
des quantités

(G) %yy {jlv ‘052, B“)’ X, J"’ U, ¢, 7y, Py
soit des (uantités
(7) Oy, ﬁly Gay 52, xly }", u, v, &, p, (.

Considérons-le actuellement comme une fonction des quantités (6),
et supposons établi, ce qui fera I'objet de la démonstration ci-apres,
que, pour toutes valeurs particulicres de z, y, «, v, w, p, ¢, considérées
comme initiales, on tombe sur une fonction non identiquement nulle
de a,, B, a,, B,; on pourra alors, en considérant le déterminant (5)
comme une fonction des quantités (7), trouver, pour «,, f,, «,, B,
des valeurs numériques qui laissent différents de zéro, et le détermi-
nant (5) dans le voisinage des valeurs initiales de @', ¥/, u, ¢, w, p,
o [
% 2
systeme transformé pourra donc étre résolu par rapport aux déri-
vées (4) et, par suite, étre mis sous forme réguliere.

q, et le déterminant

] des formules de la transformation; le
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u ¢ e P q

dx T L dy T L de T L de T

| du do A odw dp dy ‘
z ~ — —_ P— —_ = —_— e
dr
|

Or nous allons effectivement faire voir que, dans le déterminant (5),
considéré comme fonction des quantités (6) et ordonné par rapport
aux coefficients de la transformation, le coefficient d’un terme conve-
nablement choisi, par exemple du terme en %83, se rédoita 2=1.

Observons i cet effet que chaque colonne du déterminant (5) peut
¢tre décomposée en deux sous-colonnes ayant pour éléments : la pre-
miere, les produits de o, par de simples fonctions des quantités ,
v.u, v, w, p, ¢, la seconde, les produits de B, par des fonctions de
ces mémes quantités; nous les appellerons, pour abréger, la sous-
colonne (o, ) et la sous-colonne (B,). Cela ¢tant, on remplacera, dans
le déterminant (5), trois des colonnes par leurs sous-colonnes («,) et
les denx colonnes restantes par leurs sous-colonnes (), on répétera
cette opération de toutes les manieres possibles, et Paddition de tous
les déterminants ainsi formés donnera évidemment le terme cherché.
Ces déterminants sont au nombre de dix et correspondent aux combi-
naisons suivantes des sous-colonnes :

(B1)y (Bi)y (an)y (o), (o)
(Br)s (ew)s (Br)y (o1)y (et1);
(B)s (e0)s (er)y (B1)y (a0)s
(B1), (20), (o), (o), ({31);
(e)y (B1)s (B1)y (et)y (ou);
(e)s (Br)s (o), (Bi)y (ou);
(e1)s (@,), (ety)y (21), (131);
(d]), (a1), ({31)’ (161)’ (:Zl);
(o4)y (a1)y (Bi)y (o), (B1)s
(o), (o), (o), (21)s (By)-

En conséquence, le coefficient du terme en «}f} est la somme des

Ann. de I’ Fe. Normale. 3° Série. Tome XIV. — JeiwLer 1897. 34
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dix déterminants suivants:

AL
AR
ARL
ALy
Al
AL
A :‘I'}x
ALy

1\ wy

hy

De ces dix déterminants,

au signe pres, chacun de ces termes s'obtient, comme on

A
ALY
A
A ‘[},E
0
— I
0
(]
0O
A
AVk
oy
war
Ay
AlY

qy

Ay

wx
ALY
Al
Auy

ACY

ny

i

0

[0}

5]

(8]

Alx
Any
AR
A

ay
AY

AL
AL
A2
I\‘;,,:}y,

wy
A

AL
Al
APz
AnE

PL
ALY

ALt
ALy
Als
ALY
Ay
ALE
Al
ARE
ALY
Ay
Ali
AVZ
Al

px
AL

ALL
Al
AL
AT

qx
A qY

AT

nwx
AL
ALZ
AL

g
A%Y

ALs

wa
g
Al

A7

R

qx
A5

Agx
AT
(8]

O

o]

. RIQUIER.

AL
Al
Al
ALY
Ay
ALY
Al
AL
Auy

\ wy

“qy

(0]

8]

A
Abx
A (V\'Yx
Ay

A

a4y

le premicr se réduit i

wy
AL
uny
Avx:
wy
L2y
Any

1Y

v
A
v
Asl

vy
A »y

vy
vy

A
A

A

px
“wx
px
(24
pa
ry
px
7Y

g
ALz
qx
AYZ
VE
AI’)’

A

qY

AWy

nx
ATy
ALy
Ay

A“')'

qy

L A
AST
AR
ARy
AT
(9]
0O
—1
0O

O

N Ra
ALi AL
& o
ALY ALR
. o
A (L A ({'.1.‘ b
ApE ATE

Py ey
ALy AB
Al 0
ALE 5)
AL o |,
/\;;', 0
Al
o AIl
o AL
o ALT |
= ALY

724
o A7}
tyual
o A%
oy
o Al

o AY*® ,

W

—1 AB
o Ay

O O

(6] O

O (8]
-1 (8]
8} i |

sait, en pre-
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nant un élément, et un seul, dans chaque ligne et dans chaque
colonne, et faisant le produit de ces quatre ¢léments; or, les éléments
du déterminant sont affectés, dans les lignes successives, des indices
inféricurs

(8) wx, ex, py, qy,
el, dans les colonnes successives, des indices supéricurs
(9) wy, Y, px, qr;

done on observe que les indices supérieurs (¢) sontles mémes, &
Pordre pres, que les indices inférieurs (8), on voit immédiatement,
en vertu de 'alinéa I, que tous les termes du déterminant sont identi-
quement nuls, et, par suite, le déterminant lui-méme.

Ainsi, le premierde nos dix déterminants est identiquement nul, ct
Pon ferait une démonstration analogue pour chacun des autres,
abstraction faite du dernier qui se réduit évidemmentia — 1. Dong, la
somme de nos dix déterminants se réduit bien & =4=1, comme nous
voulions I'établir.

5. Considérons le systeme orthonome

oA NG ARG AL AR T AL AL G AR D+
du — A d.“ Al du - AR du AL do + AY3 v +A"'°,—{{i' + AY e 4 AP de Aoy
dy Y}, nwy (/[J. ny zl "y ly “Yeds “Yds Y dt ey {/f by
R Zp AL A N T AL T AR T A
T =N G N N T A T N T M A T M
'7/[[; = Ay [57 + A Z[‘: + A ZZ‘ -+ Ay % + A f% + AL (ji + Ay, zg- + A Z:; + Auer
=ML T ARG S AL A T A MG ML T AR T A
B R G BT ¥ fj; A A G A A
=T AT AL AR AT AR N G AL
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ot u, ¢ désignent deux fonctions inconnues des variables indépen-
dantes @, y, 5, 5, £, A, 1, p. .
Si dans le systeme (10) on effectue la transformation

y ey § )
V= oy isH s ot e+ O,
s oy Bas s dal ek Oy,
sz oy Bys ok S ok Ogl gk ot Oy
= ey Bt ps+ol4+g kG0,
W= ayy st ss -k Ol ey h O,
P gy - Bos s - Opl ek O

owa',y, s, s, N, p, ¢ désignent les nouvelles variables indépen-

dantes, et
) f)l’ '/1’ Oy &y 01’

%y l?".!’ 72' 62’ €ay 02,

(11 Xy [mJ:n 739 Oy &, Uy,
) 21 6’«5 -/M a-’nv’ €4 0-’;1
sy @;;, 7s» 8;;, ) (/:; ’

2 . A
%iy  Pey foy D5 gy 0,

des constantes provisoirement indéterminées, le déterminant diffé-
rentiel du systeme transformé par rapport aux dérivées

du du due die  du do dy dy

de” dy” A5 ds’ e’ dx dy” dd
se réduit immédiatement, grice a la nullité d’un certain nombre ’élé-
ments, & un déterminant du sixieme ordre ayant pour colonnes verti-
cales successives
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SAL 0 A =y, AR+ A — o, A QA — oy, 6 AL G AL —
SAR+ DAL= B, AR A= Bsy e AL+ O AIE— By e AL+ G AL~
AR+ O AR~ 7, QAR+ LAR— s AL+ 0AR—y;, g A +9 Aii'i
S A+ O A — 0, e A+ A =0y AR AN — 5, e AL+ AL —
SARFOAL, AR GAR, aALGAY, sl Af’,)“,
CIA‘ b O AL, e Al + O,ALY, esAll+ G, ALY, e Al + G ALY,
2 AT AT 7 A B AL, 2 A - Ba ALS - 72 ALy 9, ALY,

%y A:}lt -+ l‘)lA:l: -+ /1Au" -+ r)( A-u 3]

alA:: -+ ﬁ Aus -+ /IAU\' -+ 011\11.0

~ a3
alll\ut -+ f’ljxul ~+ /1 uz Y+ OXA;M:
oy n oAYS N N4

o BuAL - 7 AG + 9 AT —

vy
o AL

“+ B AL = 7 Al S AL, — 0y,

o AR+ Lo AL -+ Y2 AL+ 0, AL,

021\5}‘5 + BaAlS - 7a AL+ 0 AL

W BaALE e AL+ GaAY,
ByAlS n

alA':"} + -+ /’AI’I “+0 Al’/

€1y - Sy

Il s’agit de prouver que dans ce déterminant, considéré comme

fonction de x, y, z, 5, 1, 1, 10, p, u,
par vapport aux quantités (rr), le
ment choisi, par exemple du terme

¢ et des quantités (11), et ordonné
coefticient d’un terme convenable-
en o, Byy, 2,8, 0,, se véduit & == 1.

Or, pour évaluer le coelficient en question, il est évidemment permis
de rcmplzwcr par zévo toutes les quantités (11) a Pexception de o, Bo,
Yur S4s €45 Oy5 16 déterminant (12) se véduit alors au suivant :

ey Ak — o Oy ALY 0

e ALk DA~ By o
e Ak 0, A — 7

e, A 0, A% o

e A 02 AL 0

W4 ::{, 02 A:z([j 0

Y aiAzzy f’zAZ;,
C’lAu.. ﬁl’\iz:
o AL BoAG
— 8 ouAY BaAL: ’
o amAfl—e P
o oAl B AL — 0,

¢’est-i-dire au produit de v, 2, par le déterminant

e Al — oy 0,AL

ny
7 uh 7]
( ,)) A;:.. 02-’\14(:. 72
13 .
g A/// 02 (\”l
\ .
€1A“’U' \"ll

aAy  BaAG
o AL BaAZ
a A} —e ByAY
0(1/\::1} (52/\.‘:!’] —_ 02

Dans le déterminant (13), comme dans le déterminant (5), chaque

oy Al BaAlf + 72 AU+ G AL — fae

.3-»

/ ’
oy
Oy
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colonne peut étre décomposée en deux sous-colonnes, ct il nous suf-
fira, pour obtenir le coefficient cherché, d’ajouter ensemble les coef-
ficients partiels fournis par les combinaisons suivantes des sous-

colonnes :

(ey), (,6-_:)' (51), (0:);
(), (02), (&), (Pu)s
(z1)s (B2)y (er)y (02);
(g1)s (D2)s (o), (Pa).
On a ainsi 4 faire la somme des quatre déterminants
—1 o 0 0 —1 AL o AW
0 I 0 0 o AU o AL
o 0o —1I o 0 /\:l,” —1 Al
I o o o —I 0 /\:’gf 9 A
Ao AW o Ak ARE ALY A
A —r AL o Ak NN AR
’ N ) R
A% o AY o A AL AT A
S0 Al — Al AR AN

dont le premier se réduit évidemment i 1, et dont les trois autres sont
identiquement nuls en vertu 'un raisonnement tout semblable &
celut que nous avons déjh fait dans I'exemple A. Le coefficient du
terme considéré dans le déterminant (12) se réduit done bien b =1,
comme nous voulions I'établir.

C. Considérons le systeme orthonome

| % = A A g«‘; + ALY A,
G =N T A e A A,
(4 1;712 é‘*ﬂ—?;m-{}ﬂ

14) s ,
f g_‘: = AYF :% -+ ALY % -+ AWE f(% 4= Az,
& A A:;;l;% + A ST A,
i—ll-;: w Ay giy A,
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oll u, ¢, w désignent trois fonctions inconnues des variables indépen-
dantes @, y, z. Si, dans le systeme (14), on effectue la transformation
=43y + 7.5,
(15) ? Y=o + By + a3,
L =y - By 5,
o', y', 2 désignent les nouvelles variables indépendantes et
Ays ;61: )
“6) ay {32: 729
252 @:;, 73
des constantes provisoirement indéterminées, le déterminant différen-
tiel du systeme transformé par rapport aux dérivées

du dy dw du o dvy
= —_— - — -
da'’  dx  dr” dy”  dy”  dy
a pour valeur
o . Wwo nre __ ] vy . z
Ly A’,[‘ ; _ ‘Jl @1 ,,} /1t /‘1 ¥ 2 \uy 15:‘. ] \~u ¥ 72 \(I‘IY)
: . N wx . R , ,
A;:.a -7 ]JIAL]:. /IA‘I‘I., I\u.. Y2 |92 '\:tl /;A‘,‘Ld
o AL ALy — o 71 AVE as AYE PaAll —— ot 7 ALZ
7 : 13 P4 , S
4 ) &y /\If:r (31 A‘.’,; - }'1 71 A2~ %y A”l BZ \:':)' =72 72 A“-
)y . ws xr oy .
oyt ::.; @lA:\'xtx: 71 I\u’ 3 aZAW.L ﬁ’2An ] 72 A::w— 2%
v vy N Wz wie vy w3
oy ’\ :::X; ﬁ’l A(;%-,- /1 Au vy ﬁl “ZAwy ﬁ AW} 72 Awy - ﬁz

Il s’agit de prouver que dans ce déterminant, considéré comme fone-
tion de a, y, 5, u, v, w et des quantités (16), et ordonné par rapport
aux (nantités (16), le coefficient d’un terme convenablement choisi,
par exemple du terme en o3 (3, B, v;, se réduit & == 1. Or, pour évaluer
le coefficient en question, il est cv:dcmmcnt permis de remplacer v,
et a, par zéro; le déterminant (17) se réduit alors au suivant :

WA= B AL o =B BAL A
oy A;i‘:r f“ u., o 72 ﬁQA‘u:. \‘1;:
N I 72.&‘;;
%) 1 hrr BAZ o o BAE—7 Al
oy A B AL —ar 0 PaAGL 7203

oy ALY BlAL — B o ﬁ‘zA::‘?} 1aAGT— Ba
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Dans le déterminant (18), chaque colonne peut, comme dans les
déterminants (5) et (13), étre décomposée en deux sous-colonnes,
etil nous suffira, pourobtenirle coefficient cherché, d’ajouter ensemble
les coefficients partiels fournis par les combinaisons suivantes des
sous-colonnes :

(B1)s (ap), (eu), (£2), (72), (72);

(1), (e)y (o), (72)s (Ba)s (72)3

(B1)s (21)y (%), ('/2): ("/-:)’ (B2);

(e1)s ((31): (o) ((6.1)’ ('/2); ('/2);

(e4)s (ﬁl)7 (o) ('/2), (ﬁz)» ('/z);

(e)s (Br)y (o)s (72)s (72), (Pu)s

(1), (20), (B1)s (B2)s (72)s (723

(“l>, (“1)9 (E‘l)’ ('/2)3 (ﬁz)’ (’/2):

(eg)s (o), (,161)’ (72): (/‘), (f’z)-

et les huit autres s’annulent, soit comme ayant deux colonnes iden-
tiques, soit en vertu du raisonnement déja fait dans les exemples A
et B.

Des neuf déterminants ainsi formdés, le troisitme se réduit & ==,

D. Considérons le systeme orthonome

[ du L, du ws e (LY e e sy o dw

\ (/L A;t} /} -+ Aw:x [ -+ A;fr "f Au r l - \2 ; ( ’\‘/‘u) (/); i Alt-”
dy L du . du .y e o v o

(19) ?a‘)', =AJ dy 0y gz AT e ALY A A e ALY ay " Ay,
dww du ws Al dy . dy , oy (v

‘ dz Aslf')' ly‘Jf'A«u d \u: l -+ \:‘.. {- A::v{ cl:, \::., l)’ -t Aw.:’

ol u, v, w désignent trois fonctions inconnues des variables indépen-
dantes z, y, z. Si, dans le systeme (r9), on effectue la transforma-
tion (15), le déterminant différentiel du systeme transformé par
rapport aux dérivées

du dy v
dz”’ dz di
a pour valeur
PrAL+ AL — o o AL+ AL o A -+ B AGE
BiALY + 71 A7 AT AL — B ATY B ATY ;

BiALL + v ALL oy A,w; —+ y1 A% o AT 4 B AR — 7
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Dans ce déterminant, ordonné par rapport a o,, B,, v,, on cherchera
le ‘coefficient du terme en «,3,v,; on remarquera, a cet effet, que
chaque colonne peut étre décomposée en trois sous-colonnes, et 1'on
ajoutera ensemble les coefficients partiels fournis par les combinai-
sons suivantes des sous-colonnes :

(ee1)s (B1)s (71)s (B1)y (o), (71);
(er), (71)s (B1); (B1)y (1)s (o)
(1), () (B1)s (71), (B1)s (ou)s

ces six déterminants sont nuls, & I'exception d’'un seul qui se réduit
el O

E. Considérons le systeme orthonome

G N A ATE D A DY A
Z-’y-’ = ALz 2 Ay 2% A O Ay jf_y‘ Ay,
(20) MM A T AT A
Z{ = A Zﬁ—:’ + AL % + ALY % + ARy Z%j - Ay
= A G AL e A O AR G A

ol «, v, w désignent trois fonctions inconnues des variables indépen-
dantes «, y, z. Si, dans le systeme (20), on effectue la transforma-
tion (15), le déterminant différentiel du systtme transformé par
rapport aux dérivées

du dy dw du dy
dz'’ dz’ dz'"’ dy’ ’ dy’
a pour valeur

Yihis— o Bi1AY o ALT -+ BlAGY YzAZ§a — oy B AW
Y1y — B ﬁlA;?} oy Aﬁf -+ 511\3; Y2 AT — B ﬁzAZ{f
71ALE BiAYL —oay o AUT + B1AVE V2 AV BaAYL — oy
Y1ALS BiAYY — v o ATT 4+ BIAYY Y2 ALZ BaAYY — vy,
71AGE B1AG o  AGT - BiAST — 71 72A0% B2 ALY

Ann. de {’Ee. Normate. 3¢ Série. Tome X1V. — JuiLLer 1897. 35
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Dans ce déterminant, ordonné par rapport a a,, B,, Y., %2, B2y Ya» OD
cherchera le coefficient du terme en afvy,B,v.. A cet effet, on y rem-
placera B, et «, par zéro, ce qui donnera

NAG —a o a AR 72A%% B AL
1AL o o AYY 72805 — B BoAWY
(21) 1AV —oy o AYY V2 ALZ B A% 5
71A%% — 71 ALY 72A0% B A — 12
l 71AGE o oAl — 71 1AL B2 AL

puis, on remarquera que chaque colonne du déterminant (21) ainsi
obtenu peut étre décomposée en deux sous-colonnes, et I'on ajoutera
ensemble les coefficients partiels fournis par les combinaisons sui-
vantes des sous-colonnes :,

(}’1), (0!1), (C(l), (ﬁﬂ): (/ )7
(71), (et)y (o4)y (y2)s (B2);
(o), (“/1), (er), (@2)1 (y2);
(al)y (Yl)’ (C‘/.1>, (’}'2)’ (ﬁﬂ)v
(en)s (an)s (71)s (Ba)s (72)s
(an)y (@1)y (1) (72)s (Ba)s

tous ces déterminants s annulcnt a 'exception d’un seul qui se réduit
a =,

F. Considérons le systeme orthonome

1 d s ds
EeM AT A A A A A L A
dy du 1 o Iy L d d, Z
RV Sy jj; AL f»; A R N G M AL Dt Auer
dw e dy , dw b AP s

|92 = A0l 4 A dy + A S Mg AT Az L AT A
dw wa QU wy dy s AV wo AW v (P vz AP
dy = her gy A‘“’ Z} A dy ey g T gz A j/r ALy E/E Ay
dp _ ,,.du oy AV oz v ws AW e AP vz O

| 225, - Al’? dz + AI’.Y dy +AI)}J” d) -+ Apy ds A;;y ds i \5'3 dx -+ A;:y dp “+ Apys

ol u, ¢, w, p désignent quatre fonctions inconnues des variables indé-
pendantes x, y, =. Si dans le systeme (22) on effectue la transforma-



A +BAY — 7 BIAZ AR 71A%: o ALY -+ 7, AL 72 A0%
o AL+ BrAYY BrAG +yiAY; — o AL oy AL+ v, AT 72 A%
o Afe -+ BLALL BrAL:+ 71 AL ViAR: — o o ARy ALL 72 ART
o ALY 4+ B AL BN =71 AL V1AL — B o ALy AL 72 ALT
2 ALy + BiAG BiAGy+ 1Az 714Gy ALy + ALY — B ALY

(23)
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tion (15), le déterminant différentiel du systeme transformé par rap-
port a
du de dw dp dw

dz” dz’ dz’ da’’ dy’
a pour valeur

Dans ce déterminant, ordonné par rapport & o, B,, Y,» ¢, Bus sy 0N
cherchera le coefficient du terme en «38,v,8,. A cet effet, on y rem-
placera «, et y, par zéro, ce qui donnera le produit de B, par le déter-
minant du quatrieme ordre

o AL+ BIAY— 71 BiARL A 7180z o AL+ AL

o ALE 4= BiALY BiAY +- AL, — o 71A0E o ALE + v AL .
o ALS - ﬁl ALY ﬁ’l A‘(‘;"‘.’l} -+ 71 A(‘v“r 71 ALy —a o A+ 71 A":} '
a ALy - Bi ALY BrALy 4y AL ALy @ ALY A+ 1AL — By

puis on remarquera que la troisieme colonne du déterminant (23)
peut étre décomposée en deux sous-colonnes et toutes les autres en
trois sous-colonnes, et ['on ajoutera ensemble les coefficients partiels
fournis par les combinaisons suivantes des sous-colonnes :

(an), (o), (71)s (B1);
(@), (1) (ew)s (Bo)s
(71)s (eu)y (eq), (B1);
(a), (51)» (@), ("/1);
(21), (B1)s (71)s (ou);
(B1)y (o), (o), (91)3
(B1)y (ou)y (y1)y (eu);
(ﬁ1>9 (}’1): (o), ()3
(71)9 (51)7 (o), (o)

tous ces déterminants sont identiquement nuls, & exception d’un
seul qui se réduita £ 1.



du
o
du
dz
dv
de =
dy

ds
dw
dr

(")\

dw
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G.

”(/u
- \u) d

— — '\ll.L‘ ___(f
s g

\M(/u
t-td,

thu
=\t

\”a'u
i ld

— tw{_i”
TWda

ur
= xp.7c'd

we @l
= \qid

du

\Il L
“dx

C.

RIQUIER.

Considérons enfin le systeme orthonome

+A, Z] A STy ‘Z + A U 1 g", - ABST Az ;’/l;
SCEY ;’,~ v A "’j Y B L v
Ay ‘ﬁy Al A ‘g VLY UL Y
+AY ‘j‘j + A (/' \{5: AL (5” - AgE ’({” +A,f-§{’-+1 ’,l;
x;u‘l‘y - A - AL ;fﬁ + A 4 agp O Al A ’,5 4
v d 4 x::;‘f,‘ A ﬁj AL j§’; + \:{;ff’{ A Z‘f A% r,‘-.
AL dy - N3 ‘—i“ + ijfg A ’ﬁ’,’ N jfi g "” A ,-‘,;"j
LA T AT, A"Y;l/y’ M p g :j’ - hr

ol 4, v, w, p, q, s désignent six fonctions inconnues des variables
indépendantes , y, =. Si, dans le systeme (24), on effectue la (rans-
formation (15), le déterminant différentiel du systeme transformé par

rapport &
du

e
dz'

dy dw
-, 2
dx'”  dax'

d, /)
dz”’

a pour colonnes successives :

291 Aug
a AT

o AyZ,
oy Ail‘fv
o A
AT,
oy Al[fi’
oy AT,

aiA?fr

—Yiy

B BiAT,
BiAZ,
(31A% Oy
PrAY — 128
B A
B AL,
ﬁlAp.u
BiATY,
BiAd

dy  ds

dz"’ dx

/1A:‘¢;7

-/IA':Y.:,:

1AL

71 A‘;’:?a

7! :::i —

Fats :Sy - ﬁl:

/1A‘1‘:’;7
nA%,

/1 A?Y;,

77

du dv dw
([y” dy” dy'

BoALL . AL
ALY+ 1AL,
BiALY + 7 ALz,
Bu ALY -+ 7 ALS,
B A{:’_y “+ /1A{:';,
A’” -+ /IA,,_, Oy,
[311\,,, + 1A
By ALY + AL,

] o ds
— Af,") 2{;/ + A wys



SUR LA REDUCTION DES SYSTEMES DIFFERENTIELS QUELCONQUES, ETC. 277

% AL AL NG PAL, BAT =By BAR, Al

Jl‘AU' -+ 71A';1: % '\uf -+ Bl u., %y -Ax' Yl’ ﬁ Au 4] 72A(::

‘/lAur -+ '/11\3.;-"’ %y At.z -+ HlAuu aZAZ;» ﬁ Am Oty /QAS.;’

o AlT 4 1AL, oy ALL - B AS as ALY, Ba ALY —7a, v2ALZ,

o A:{"i -+ 71 /\K.:u 24 j\;!;‘i+ lJlAlﬁx’ dgA:f,‘;, ﬁ’! Afi&, '/QA::::Z — %y,
o Al =7 AL, oy AT BLAY, a2y ALY, B2AR)s 72 AN — B,

aAfE-Fp AL AR BATL AL, BAR, nAlL

oy AT - Al — Buy o AGS - BIAY, az AGYs B2AY 72A5%
\:]_r' -+ 71 A(/. ax!\;-f -+ [31 's:"" 70 azA;_'.f, f)ﬁA‘\J;’ ‘/;;qu‘,;-

Dans ce déterminant, ordonné par rapport a oy, By, v,, %, Bsy Ya»
on cherchera le coefficient du terme en o 37y, B,v5. A cet effet, on y
remplacera e, par zéro, ce qui simplifiera les trois dernitres colonnes;
puis on remarquera que, dans le déterminant ainsi obtenu, chacune
des trois colonnes dont il s’agit peut étre décomposée en deux sous-
colonnes, et chacune des six premieres en trois sous-colonnes; finale-
ment, on ajoutera cnsemble les coefficients partiels fournis par les
diverses combinaisons des sous-colonnes. Or, les 180 déterminants
qui en résultent se réduisent tous & zéro, 4 U'exception d’un seul qui
se réduit b =1,

1. Si deux systémes orthonomes et linéaires du premier ordre, S et ',
peuvent se déduire U'un de U autre par un changement des variables inde-
pendantes, et si, dans U'un et dans U autre, les colonnes correspondant aux
mémes fonctions inconnues contiennent les mémes nombres respectifs
d’équations, les deux systémes sont a la fois passifs ou non passifs.

Supposons, en cffet, que le systeme S soit passif, et soient

i, ..., les fonctions inconnues;

x, ..., les anciennes variables;

', ..., les nouvelles;

tles formules qui lientx, ... az', ...;

¥ celles qui expriment les anciennes dérivées premieres et secondes
de w, ..., en fonctions de leurs nouvelles dérivées des mémes

ordres (ou inversement);
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I les relations ultimes distinctes des deux premiers ordres du sys-

teme S;

U’ les relations ultimes distinctes des mémes ordres du systeme S';
() le groupe transformé de ¥ & I'aide des formules £, &, et composé,
comme lui, de relations toutes distinctes.

Puisque, dans I'un et l'autre systéme, les colonnes correspondant
aux mémes fonctions inconnues comprennent les mémes nombres res-
pectifs d’équations, les fonctions inconnues ont, de part et d’autre, les
mémes nombres respectifs de dérivées principales dans chaque ordre:
nous désignerons par N le nombre total des dérivées principales pre-
mieres et secondes, soit du systeme S, soit du systeme S’. En vertu de
la passivité du systeme S, chacun des groupes U, (W) contient exac-
tement N relations. '

Cela posé, si I'on transforme 'une quelconque des relations U’ a
I’aide des formules f, ¥, la formule résultante, vérifiée pour toutes |
les intégrales du systeme S, est une conséquence algébrique de U,
car autrement la solution générale de S ne posséderait pas le degré
d’indétermination qui résulte de la nature passive du systeme; on en
conclut qu’avantsa transformation, la relation considérée du groupe W
est une conséquence algébrique de (U). Donc le groupe W', composé
par hypothese d’équations toutes distinctes, ne peut comprendre plus.
de N relations. Ainsi, chacune des nouvelles dérivées principales pre-
mieres et secondes, et en particulier chacune des nouvelles dérivées
cardinales, n’a qu’une seule expression ultime, d’olt résulte, comme
on sait, la passivité du systeme S’.

IV. Silon observe, comme je I'ai rappelé plus haut, que tout sys-
teme régulier est orthonome, Ie simple rapprochement des alinéas Il
et ITI suffit & établir 'exactitude de notre énoncé général.

2.

Jappellerai, pour abréger, systéme simple un systeme du premier
ordre, linéaire par rapport aux dérivées des m fonctions inconnues qui
s’y trouvent engagées, et résolu par rapport aux m dérivées qui inté-
ressent une seule et méme variable; ou, en d’autres termes, un sys-
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teme linéaire du premier ordre dont le Tableau ne contienne qu’une
seule ligne entierement pleine avec des lignes entitrement vides.

Cela posé, dans tout systéme regulier, passif et lincaire du premier
ordre, la recherche d’intégrales ordinaires correspondant a des conditions
initiales données se raméne a une recherche semblable effectuée successi-
vement sur divers systémes simples ().

Supposons, pour fixer les idées, que le systeme régulier, passif et
linéaire du premier ordre auquel on a affaire ait pour Tableau

u 0 w P
[_llf___ Elﬁ_ dw dp
Zz ([.Z‘M”- d.L‘_-.' C—ZI—-—..- T.’)’,‘—..‘
de _ | dw _
¥ At Bt B
(25) | de
T ods T
da _
s T
l

ol u, v, vp, p désignent quatre fonctions inconnues des cinq variables
indépendantes z, y, z, s, t. Désignons en outre par x,, ¥,, 5,, 5, £, les
valeurs initiales choisies pour ces dernieres, par Us(¢), V,(5,s,?),
W,(z,s,¢),Py(y,5,s,t) quatre fonctions données, et supposons qu’on
cherche les intégrales ordinaires du systeme (25) déterminées par les

(1) Dans un Mémoire publié I'année derniére [ Extension du théoréme de Cauchy aux
sysiemes les plus généraux d’équations aux dérivées partielles (Annales de ! "Ecole Nor-
male, novembre et décembre 1896)], M. Delassus a ramené l'intégration de ses sysiémes
canoniques 4 I'intégration successive de plusicurs systémes de M™ de Kowaleysky : la
réduction analogue que j'effectue, dans le n° 2 du présent Mémoire, sur Uintégration des
systomes réguliers, conduit, comme on le voit, & un résultat plus simple.
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conditions initiales

u = Uz (¢) pour X —Xy=)Y — Yo =5 — 5= —5H==0,
p = V;(5,s,¢) pour x—axy=y— )p==0,
Cw=W,(z,8t) pour x—Iry,=y— Yi==0,

p =P:(y,5,5,t) pour z—x,=0.

Il est clair que les intégrales dont il s’agit peuvent, par un groupe-
ment convenable des termes de leurs développements. étre mises sous
la forme

w=(x—2x,)U(z, ¥, 5,8 t)+ (y— ) Us(y, 5,5, ¢)
4 (5 —350) Us(s, 8, ¢) + (s —5) Un (s, £) -+ Us(¢),
(26) { ¢ = (& —z,) Vi@, ¥, 5,8, 8) (¥ — o) Vo (¥, 5,8 t) - V, (5,s,¢),
w=(x— ) Wi(x, ¥,5,8 )+ (y—5)W(y, 55 ¢) -+ Wy(z,s,¢),
p=(x—z,) P (x,¥,3,8t)+Ps(y,5, 8 ).

En posant
(27) (8 —50) Us(s, 8) +Us(¢) = Yu(s, ),

la premiere formule (26) devient

(28) u=_(x—2)Ui(z, ¥, 5,8, L)+ (y — o) Ua(y, 5,8, 0)
+ (5 —25)) Us(5,s,¢t) +Y,(s, ¢).

Cela étant, si, dans la quatrieme ligne du Tableau (25), on donne

aux trois premieres variables x, y, 5 leurs valeurs initiales 2, y,, 5.

du d
la fonction u et ses dérivées =25 =7 se réduisent respectivement & Y,

drk CZY‘[,

2, 4, et les quantités o, w,p, % clu clv (lc' dm dw dw a’p (//) cl/) dp

Pds’ de’ ds’ ds’ de “dy’ dz’ ds’ dl

a des fonctions connues de s, t, comme on le voit sans peine par la

formule (28) et les trois dernieres formules (26). La fonction Y, (s, ¢)

vérifie donc une équation aux dérivées partielles, linéaire et du pre-
day,

mier ordre, résolue par rapport & —; elle se réduit d’ailleurs, pour

s =s,, & une fonction connue Uy (¢), comme le montre laformule (27).
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On est donc ramené, pour la déterminer, a rechercher dans un certain
systeme simple (impliquant une seule fonction inconnue) I'intégrale
ordinaire qui répond a des conditions initiales données.

Supposons connue la fonction Y, (s, ¢), et posons

(:' - ;0) U:%(;:S’ t) —+ Y"r(s’ Z) = Ta(:’, S, t)'

Si, dans la troisieme ligne du Tableau (25), on donne aux deux pre-
mieres variables a, y leurs valeurs initiales x,, y,, on verra, par un

: du du L1 .
raisonnement semblable, que u, —=> —— se réduisent respectivement

LY aY, dY, ot dy de dy dw dw dw dp dp dp dp
Cro T @ YO P o I @ dE @ A dy’ ds’ ds]
a des fonctions connues de z, s, ¢. La fonction Y, (3, s, ¢) vérifie done

une ¢quation aux dérivées partielles, linéaire et du premier ordre,
résolue par rapport %Y;—’, elle se réduit d’ailleurs, pour z ==,, & une
fonction connue Y, (s,¢). On est donc ramené, pour la déterminer, &
rechercher, dans un certain systeme simple (impliquant une seule
fonction inconnue), U'intégrale ordinaire qui répond a des conditions
initiales données.

Supposons connue & son tour la fonction Y, (s, s, £), et posons

(.y'—.)’l)) U‘l(.)/! S, 8, l) -+ Y3(:,s, é) == 1"2(,),: 5,5, t);
(y—x0) Val(y, 3,8, 0) Vi(s,5,t) = @u(y,53,5,t),
(,?’—,)’0)W2(y7 S, 8, t)+W3(:’S’ t):qrz(,y’zv's"t)-

Si, dans la deuxieme ligne du Tableau (25), on donne 4 la premiere
variable « sa valeur initiale z,, on verra, comme ci-dessus, que
du du dp de dy de  dw dw dw  dw

U, ¢, ¥, == ’ ’

dy’ di’ dy’ ds’ ds’ di’ dy’ ds’ ds’ dt
se réduisent respectivement a
dY, dY, d®, db, c_l(__IlZ db, dV, d¥, d¥, dJdW,
Ay’ dt

Ann.de ' Ee. Normale, 3¢ Série. Tome XI1V. — Aot 18g7. 36

Y, @, W,

IR

de’ z{)/’ s’ ds T de .c—l;q ds ~ ds B dt
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_ dp dp dp dp , 1. . - .

et p, G a0 a5 des fonctions connues de y, 5, 5, . Les fonctions

(29) Yy (y,5,80), ®(y,5,51¢t), Wiy, s 510)

vérifient donc un systeme partiel linéaire et du premier ordre, résolu

sy dl, dD, dW L. y
par rapport aux trois dérivées -((7;, Z [7725 elles se réduisent d’ail-

leurs respectivement, pour y = y,, & trois fonctions connues
Yi(s5,8,¢), Vi(z,80), Wi(sz,s,t).

On est donc ramené, pour les déterminer, a rechercher, dans un
certain systeme simple (impliquant trois fonctions inconnues), le
groupe d’intégrales ordinaires qui répond & des conditions initiales
donnécs.

Finalement, si ’on suppose connues les fonctions (29), les inté-
grales cherchées vérifient les équations de la premicre ligne du
Tableau (25) et se réduisent, pour x = x,, i des fonctions connues

r“_’(.y’:’; S?‘)’ (1'2(.)’7 S,.S‘,l), ‘Ir:‘.(.}/7 558, t)’ Pz(.)’, Z,.S‘,l).

On est donc ramené, pour les déterminer, & rechercher, dans un
dernier systeme simple (impliquant quatre fonctions inconnues), le
groupe d’intégrales ordinaires qui répond A des conditions initiales
données.

APPENDICE.

Dans un Mémoire publié¢ ici méme i la fin de I'année derniére (1), M. De-
lassus a émis sur mes travaux certaines critiques auxquelles jai répondu
dans un article publié en mars (?); unc Note de M. Delassus, parue daps le
numéro de juin (*), m’oblige & une nouvelle réponse, qui, je Uespére, fera
cesser toul malentendu.

(Y) Extension du théoréme de Cauchy, cte. (Annales de I’ FEcole Normale, novembre
et décembre 1896).

(2) Sur les systémes différentiels les plus généraux (Annales de ULicole Normale,
mars 1897).

(*) Note sur les systémes differentiels (Annales de U Ecole Normale, juin 1897).
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En ce qui concerne le théoréme de M. Tresse (1), il est exact, comme le
dit M. Delassus, que je ne l’ai pas démontré, et je ne fais aucune difficulté
de le reconnaitre.

Jarrive maintenant & I’objet principal de notre débat.

Si, dans son Mémoire sur I'Extension du théoréme de Cauchy, M. Delassus
se fut borné & dire qu’il avait retrouvé mes résultats, ou plutdt certains de
mes résultats, avec quelque chose en plus, il et été dans le vrai, et cette pré-
tention de sa part m’etit semblé toute naturelle; je n’ai jamais songé, comme
il semble le croire, a revendiquer comme mien ce quelque chose, et si j'ai, en
mars 1897, publié une Note, en réponse & son Mémoire, c’est que ce dernier
contenait sur mes travaux une critique que je persiste & ne pas trouver justi-
fiée : j'estime, en effet, contrairement & ses assertions, avoir établi le premier
ce fait, que,.dans tout systéme différentiel composé d’équations en nombre
JSini, la solution générale, si elle existe, dépend d’un nombre fini d’éléments
arbitraires, constantes ow fonctions.

Dans la Note qu’il a publiée en juin dernier, M. Delassus s’exprime ainsi :

« Les intégrales des systémes différentiels peuvent étre considérées comme
dépendant d'une infinité de constantes arbitraires, ou d’un nombre fini de
constantes et fonctions arbitraires, le second point de vue pouvant d’ailleurs
se déduire du premier si Pon sait trouver une loi convenable pour le groupe-
ment des constantes arbilraires en nombre infini. Dans ‘ous les Mémoires
que M. Riquier a publiés, en collaboration avee M. Méray ou seul, les inté-
grales sont considérées uniquement sous le premier point de vue, et M. Riquier
s’occupe, pour la premicre fois, du groupement en fonctions arbitraires dans
sa Note récente, qui constitue une addition a son Mémoire, addition posté-
rieure de prés d’'un an a la publication de mes résultats sur la question consi-
dérée a ce point de vue. »

Il m’est on ne peut plus facile de répondre & ce qui précéde.

Effectivement, dans le Mémoire que M. Méray et moi avons publié en col-
laboration il y a sept ans, et dans lequel nous étudions des systémes du
premier ordre résolus par rapport & certaines dérivées, nous nommons déter-
mination initiale I’une intégrale la fonction de ses seules variables paramé-
triques a laquelle se réduit cette derniére, quand on donne & ses variables
principales leurs valeurs initiales (*); nous faisons remarquer ensuite que,
dans un pareil systéme, hypothése de la passivité, combinée avec celle de
laconvergence des développements, assure existence d’'intégrales ordinaires

(1) Tout systéme différenticl composd d’équations en nombre illimitc’ équivaut, au point
de vue de Uintégration, @ quelque systéme différentiel n’en comprenant qu’un nombre
limité.

(%) Voir les dnnales de I’ Ecole Normale, p. 37; 18go.
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répondant & des déterminations initiales arbitrairement choisies, en sorte que,
sous le bénéfice de ces hypothéses, la solution générale du systéme dépend
de fonctions (ou constantes) arbitraires en nombre égal a celui des incon-
nues (1). Une remarque analogue avait d’ailleurs été faite sur tous les types
du premier ordre étudiés antérieurement au point de vue de Iexistence des
intégrales, et, en la présentant a notre tour, nous n’avons fait, M. Mcéray et moi,
que I’étendre d un type du premicr ordre plus général. Je I'ai donc, dans tous
mes travaux ultéricurs, considérée, et & juste titre, comme un licu commun
de la théorie des systémes du premier ordre; cela ¢tant, la question de I'exis-
tence des intégrales se posait pour moidans les termes suivants : Elant donné
un systéme différentiel quelconque (que je supposais ne comprendre qu’un
nombre limité d’équations), le réduire, sauf constatlation éeentuelle d’impos-
sibilité, a un systéme duw premier ordre o se trouve réalisée la double con-
dition : 1° de la passivité; 2° de la convergence des développements des intc-
grales. Ce probléme, j'en ai publié la solution dés 1893, c’est-a-dire anté-
ricurcment aux travaux de MM. Tresse et Delassus; ¢’est done & moi qu’il
convient de lattribuer, et, du méme coup, la proposition formulée au début
de la présente Note.

Ainsi, la raison du silence que, dans mes travaux postéricurs a cette date,
jai gardé sur le groupement des constantes arbitraires en fonctions, sautait
aux yeux de tout lecteur attentif :-par le seul fait de la réduction & une forme
orthonome passive du premier ordre, la solution générale d’un systéme
donné devait dépendre finalement de fonctions arbitraires en nombre fini, et
ces fonctions se dégager d’clles-mémes, sans que j'eusse besoin de m’en in-
quiéter.

M. Delassus semble s’¢tonner que Particle publié par moi en mars 189y
soit postérieur de prés d’un an & la Note qu’il a communiquée a I'Académie
des Sciences. La raison cn est fort simple. J'avais remarqué avece intlérét, en
lisant le Compte rendu du 30 mars 1896, que M. Delassus avait retrouvé une
partic de mes résultats avec quelque chose cn plus, ¢t ¢’est précisément ce
quelque chose qui justifiait & mes yeux la publication de sa Note; mais, en ce
qui concerne I'objet de notre débat actuel, que jai nettement spécifié plus
haut, ma priorité ne me semblait pas pouvoir faire 'ombre d’'un doute, et il

(1) Nous disons, en cffet (Annales de I'Ecole Normale, p. 37 et 38) :

Pour qu'il existe un groupe d’intégrales ordinaires répondant & des déterminations
initiales données d’avance, il faut et il suffit : 1° que, dans le caleul des valeurs initiales
des dérivées principales, il y ail concordance entre les relations ultimes; 2° que les
développements construils par la méthode des cocfficients indélerminés soient conver-
gents. — Et, quelques lignes plus loin, nous nommons systéme passif un systéme ou la

concordance des reclations ultimes a lieu pour un choix arbitraire des déterminations
initiales.
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ne me serait jamais venu a I'esprit que M. Delassus pat la contester; je n'ai
eu connaissance de cette prétention que dans les derniers jours de jan-
vier 1897, époque A laquelle les numéros de novembre et décembre 1896 des
Annales de U'Ecole Normale, qui contiennent le Mémoire de M. Delassus,
sont parvenus 4 la Bibliothéque universitaire de Caen. Je me suis haté
alors de rédiger une réponse, et, désle 1o féyrier, M. Darboux avait cetle
réponse entre les mains. On serait donc mal fondé & me taxer de lenteur en
cetle circonstance.

Comme je I'ai dit au début de cette Note, on ne retrouve, dans le Mémoire
de M. Delassus, qu'une partie de mes résultats, et M. Delassus laisse entiére-
ment de coté la réduction d'un systéme complétement intégrable dordre
quelconque 2 un systéme linéaire et complétement intégrable du premier
ordre, réduction qui, selon toute probabilité, doit procurer, dans plus d’une
circonstance, des avantages notables. I’autre part, et ¢’est 12 un point qui ne
me parait pas sans importance, ma méthode dispense entiérement de recourir
au changement de variables, dont 'emploi peut, dans certains cas, présenter
des inconvénients sérieus, et que I'on trouve, dans le Mémoire de M. Delassus,
il hase de tous les raisonnements.

En terminant, je tiensd remercier M. Delassus des appréciations ¢logieuses
que, nonobstant ses critiques, il a cru devoir émetire sur mes travaux. De
mon ¢0té, et abstraction faite des cas ot le changement de variables est a
éviler, je reconnais avoir appliqué ave fruit, dans le présent Mémoire, Iidée
fondamentale du sien, pour simplifier mes résultats.



