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SUR LA RÉDUCTION
DES

SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS QUELCONQUES
A , U N E F O R M E C A N O N I Q U E ,

PAR M. G. RIQUIER,
p n o F K s s E u il A r/ u N i v K n s i T K n E c À R N .

D;ms diverses Notes c o m m u n i q u é e s à l 'Académie des Sciences ( ' ) ,
et dans un Mémoire m extenso dont elle m'a fait Fhonneur d 'ordonner
l ' i n se r t ion au Recueil de Mémoires des Savants étrangers (2), j 'ai é tab l i
que tout système d i f f é r e n t i e l peut, sans changement de Dariables ni
intégration, se ramener à un autre composé : i° d'un groupe de rela-
tions f in ies exprimant cer ta ines des fonct ions inconnues à l 'aide des
autres et des var iab les i n d é p e n d a n t e s ; 2° d 'un groupe orthonome
passif et l inéa i re du premier ordre où se t rouvent engagées, avec les
i n c o n n u e s restantes, que lques-unes de leurs dérivées à t i t re d'incon-
nues ad jo in tes . L 'économie des condi t ions ini t ia les , évidente dans ce
dernier système, se trouve par là même immédiatement connue dans le
système proposé, et, dans l 'un comme dans l'autre, la solution générale
dépend de fonctions arbi t raires en nombre fini.

Cela posé, et un système or thonome passif et l inéaire du p r e m i e r

( 1 ) Voir les Compter rendas de l'Académie des Sciences des '28 mars 1899., 27 fé-
vrier 18937 ^4 yv r i l r8<)3.

( ï ) T. X.X.X.ÎÏ, n0 3. Voir aussi, dans los Annales de l'École Nor/nrue, deux Mémoires
publiés en 189^ et une courte Noie publiée en 1897.
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ordre étant donné, on peut toujours, par un simple changement linéaire
et homogène des variables indépendantes, mod i f i an t , i l est v ra i , l'éco-
nomie des cond i t ions i n i t i a l e s , le met t re sous une forme te l l e , que la
recherche d ' intégrales ord ina i res répondant à des c o n d i t i o n s i n i t i a l e s
données s'y ramène à une recherche somblahic exécutée successive-
ment sur divers systèmes de forme très simple. Ce résultat a été com-
muniqué à l 'Académie des Sciences dans la séance du 8 mars ï.8p7, et
son exposition détai l lée const i tue l'objet du présent Mémoire,

1.

Je rappellerai tout d'abord la déf in i t ion suivante :
Etant donné un système du premier ordre résolu par rapport à un

certain nombre de dérivées, on peut, pour en disposer ne t tement les
diverses équations, les écrire dans les cases d\m quadr i l l age rectan-
gulaire dont les lignes correspondent aux variables nidépcndantes et
les colonnes aux fonctions inconnues, en me t t an t l 'équation qui
a u r a i t , par exemple, ̂  pour premier membre, dans la case qui appar-
t ient à la fois à la colonne (u) et à la l igne (.^). Parmi de semblables
systèmes, je d i s t i ngue ra i spécialement ceux dont les l ignes peuvent
être rangées dans un ordre tel, qu'en f a i san t abstraction pour un i n s t an t
des,colonnes vides et des colonnes pleines, chacune des autres, par-
courue de bas en hau t , soit formée par la succession d'un f ragment
vide et d 'un fragment plein : c'est, avec quelques res t r ic t ions en
moins dans la déf ini t ion, le type de système dUTeren t îe l q u e , nous
avons é tudié , M. Méray et moi , il y a quelques années ( < ) , sous le nom
de système régulier; il const i tue, comme je l'ai établi dans le Mémoire
cité plus hau t (2), un. cas très par t icu l ie r du type que j 'ai nommé
orthonome.

• Cela posé. ioui système orthonome, passif et linéaire du premier ordre

\ l ( ï ) MKHAY et BïQ-um, Sur la convergence tïc^ développements de.s intégrales ordi-
tmircs d'un ^fàmc d'équations diff6r€nûeUeff partielles ( 'Annale de r/îcole Nwmûa
1890).1 1 1 1 , 1 , . ,

^ ( si) Recueil de^ Savants étrangers, A. XXXÎÎ, n^ 3, p. ïo ei i î - 1 .
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peut, par un simple changement linéaire et homogène des variables indé-
pendantes, se ramener à un système régulier, passif et linéaire du premier
ordre, dont les colonnes contiennent respectivement les mêmes nombres
(Véquations que les colonnes correspondantes du proposé.

î. Considérons un système orlhonome et linéaire d u premier ordre,
et, dans le second membre de l 'une quelconque des équations qui le
composent, désignons le coefficient d 'une dérivée paramétrique pre-
mière par la lettre A affectée de quatre indices, deux indices inférieurs
rappelant la dérivée principale première qui figure dans le premier
membre correspondant, et deux indices supérieurs rappelant la dérivée
paramétr ique première que mul t ip l i e le coefficient considéré : par
exemple, si cr . j^-s , . . . , ^ , ^ w , y , . . . désignent respectivement les
variables indépendantes et les fonctions inconnues engagées dans le
système donné, la notation A,^, désignera, conformément à cette con-
ven t ion , le coefficient de (— dans le second membre d 'une équat ion

, du.ayan t pour premier men;wre •j—
Considérons m a i n t e n a n t un produi t obtenu en, mul t ip l i an t entre eux

quelques-uns de ces coefficients, et écrivons à la sui te les uns des
autres, sur une première l igne horizontale, tous leurs indices supé-
rieurs, puis de même, sur une deuxième l igne horizontale, tous leurs
indices infér ieurs; cela posé, si, abstraction faite de l'ordre de leurs"'
lettres, les deux lignes ainsi obtenues sont identiques l'une à l'autre, le
produit considéré ne peut manquer d'être identiquement nul en x^ 7",
z-, ..., u, 9, w, q, ....

Supposons, par exemple, qu ' i l s'agisse du produit

/ \ ^vy hn.x kf/x Au/a
[ l ) •**•(/«c Aw.r •lx a y ^qz ?

où les indices des facteurs satisfont évidemment à la condition i n d i -
quée ; désignons par

^sc /».r f^x
- ' l? ^2 y - - • ?

• " > • • y . • • ; ..,

^ ^ ^
" 1 ? ° 2 î • • * ? ° n »
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les cotes respectives des variables indépendan tes et des fonc t ions
inconnues ; puis , formons les différences

{C\ 4- €•]•) - (CÏ 4- CÏ), (d; 4- C-0 - (C, + Cï) , . . . , (C , 4- C^) - (C-, 4" ̂ ),

{ c^ 4- €•;• ) - ( C'[ 4- C ;• ), ( Cl; + Cî ) - ( <^ 4- ̂  ) , . . . , ( C r -h €;• ) — ( €';, 4- C ;) ,

^ 4- ̂ ) - (c? 4- c'O, (^ + ̂ ) ~ (ci + c-O, . . ., (c , 4- c;,) - (ci 4- c;),

^ + ̂ ) - (cy+ cï), (4 4- q) - (c^4-c|), . . ., (^ + ̂ ) "" (^;'+ ̂ ),(<-?

qui existent respectivement entre les cotes des dérivées

Hv chr (la dq
dx ' dxî dy ' rh

et celles des dérivées
dv du dq d\v
».,. , y .>„._-. y -,..,. .) —.——— .

a y <M ('/<''̂  c^s

Si le produi t (i) n 'é tai t pas i d e n t i q u e m e n t n u l (m oc, y , s , . . . , a, (\
w, g , . . . , a u c u n de ses quat re facteurs ne le serait non plus; il résulte
alors de l 'orthonomie du système que, dans chacune des qua t r e
l ignes (2), les différences ne seraient pas toutes nul les , et que, dans
chacune d'elles, la première différence non égale à zéro serai t posi t ive :
la. l igne obtenue en a j o u t a n t les l ignes (2) par colonnes verticales
j o u i r a i t donc, elle auss i , de cette propriété, et l 'on a u r a i t » pour q u e l q u e
valeur de l ' i n d i c e i,

^ 4. cf + cY -h cf + cl 4- c{ 4- cf 4- cf > (^ + cï + c? 4- cf 4- c'/ -1- cf 4- rf 4- ̂  ,L;^ -r i/< -~r (/; -r" </ / •••i-' <.--(• "T'" ^/ .--" i''/ r- «-/

inéga l i t é impossible, puisque, en vertu de notre hypothèse, ses deux,
membres se composent respectivement des mêmes termes a l'ordre,"!
près.

,11. Tout syslêrne orthonome et linéaire dii premier ordre peut, par un
simple changement linéaire et 'homogène des variable}! indépendantes, AY?
ramener à un système régulier et linéaire du premier ordre^ dont les
colonnes'contiennent respectivement les mêmes -nombres d'éc^tadons ciné
les colonnes correspondantes du proposé. !
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Pour rendre ce point plus aisément saisissable, nous raisonnerons
sur des exemples ( ^ ) *

A. Considérons le système orthonome

Ê - A'" % - ̂  % - ̂  % - AS Ê * *B Ï ̂  -^
dv — A "v dH -+- A'"' clv- -A A"'.̂  dw -t- A/" rf/' -+- A^ rf7 -4- A
rfï ~ ̂  a?y "T' A" cly '' ' vx ~cly • vx dx • "• dx ' 1 vxî

d^' ^du ch
dy

dv

.d^v
dy
dw

•"dy
d\v

"'" ..-.„ k i i y ̂ l i. \^y '•I' -L. A'1 '^' ̂ - -4- A/^ ' -4- \VX '- -L- A
dx ""IAUW c<(/ 1 wx dy • AH'^ dy ' wx dx ' Awx dx ' "^^

^ ^ A ^ ^ + A ^ ^ Jy ^ ̂  ̂  + A^ ̂  + A^ ̂  ̂  A^ ̂  4- A,,^r
dq

' dy

. du

,/-^^A^^x//y ̂  t //y dx

-L ,:, A.;-Î: ̂  + A^ ^- + A^ ̂  + A^ ̂  + ̂  ̂  + A^,
^/^ n dy /y cl)' /J dy n dx n dx '-

où u, v, ^1•^/?» ^ désignent cinq fonct ions inconnues des deux variables
i n d ép e n d a n te s x c t y.

y

du.
chl '"' * " *

dv
"dx """ ' " '

d^
7u """" * " '

dp
dy -•••

d'I
df ~ • • •

Si, dans le système (3), on effectue la t ransformation

.Z'1'= (%i,Z' -î- Pi J'y

y=a2^-h-PâJ%

( i ) Le lecteur est prié dô iracer pour chaque exemple, comme nous le faisons pour
rcxômple À, l,o Tableau quadrillé qui correspond au système proposé, ol celui qui cor-
respond au système transformé mis sous forme régulière.
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où x ' , y1 désignent les nouvelles variables indépendantes, et o^, f^,
a.,, 0.' des constantes provisoirement indéterminées, le d é t e r m i n a n t
différentiel du système transformé par rapport aux dérivées

(4)
du dv dw dp^ dq^
d ^ ' ' d x 1 ' ̂  T î x ' ' d x '

a pour valeur

.A^-a, R,A^ (3.AÏÏ a,A^ ^A£
tA^ PiA^-a, WÏ a,A^ a,A^

A ny P A .̂r ^, A^ —- OL, a, A^ a, AK,

PiA^

p̂i
pi
(3,

tA^ PiA^-a, ^A;;^ a,A^ ^A^
iA^ . PiA^ (3iA%-a, a,A^ a,A^
,A^ PiA^ PiA^ a,A^-(3i a,A^A^ PiA^ PiA^ a,A^-pi a,A^

A^ PiA^ M.Ï? ^^lA^ a,A^-P,
iA^ PiA/^ PiA^ a,A^-
,A^ PiA^ P.A^ a,A^A M. y ^ AtT P.. ^'y aL.k1^ CC.MÎ-

Ce déterminant (5) peut être considéré comme ono fonct ion , so i t
des quantités

(6) a^ p^ 'aa, f^, .r, y, ^, î1^ ^ ^» ^y»

soit des quantités

(7) ^, pn cca, pa, x^ y, //, ^ (^ p, < î .

Considérons-le actuellement comme une fonction des quanti tés (6),
et supposons établi, ce qui fera l 'objet de la démonstrat ion ci-après,
que, pour toutes valeurs particulières de^, y, ̂  (7, w, p , y, considérées
comme initiales, on tombe sur une fonction non ident iquement nul le
de os,, (3i, 0^, (Î3; on pourra alors, en considérant le déterminant (5)
comme une fonction des quanti tés (7), trouver, pour a,, ^, 0^, [ïi^
des valeurs numériques qui laissent dif ïerents de zéro, et le détermi-
nant (5) dans le voisinage des valeurs init iales de x\ y, u, v, w, p ,
f;, et le déterminant al Jl des formules de la transformation; le' , 02 (âg ^
système transformé pourra donc être résolu par rapport aux déri-
vées (4) et, par suite, être1 mis sous/forme1 régulière. 1 1
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du
j£ ~~ * "

r^
^ - • • •

dw
dx' ' ' '

dp
d,t:' ' ' ' 'i'i -

d.c' ' ' '

Or nous allons effectivement faire voir que, dans le déterminant (5),
considéré comme fonc t ion des quant i tés (6) et ordonné par rapport
aux coefficients de la transformation,- le coefficient d'un terme conve-
nablement choisi, par exemple du terme en a^p; , se rédui t à ± i.

Observons à cet effet que chaque colonne du dé te rminan t (5) peut
cire décomposée en deux sous-colonnes ayant pour éléments : la pre-
mière , les p rodui t s de o^ par de simples fonct ions des quant i tés x,
y, ̂  ^ w, /?, y, la seconde, les produits de ^ par des fonct ions de
'ces mêmes quant i tés ; nous les appellerons, pour abréger, la sous-
colonne ( y . , ) et la solis'colonne ( f^) . Cela étant , on remplacera, dans
le dé te rminan t (5), trois des colonnes par leurs sous-colonnes (a,) et
les d e u x colonnes restantes parleurs sous-colonnes (^), on répétera
celte opération de toutes les manières possibles, et l ' a d d i t i o n de tous
les dé te rminants ainsi formés donnera évidemment le terme cherché.
Ces déterminants sont au nombre (le d ix et correspondent aux combi-
naisons suivantes des sous-colonnes :

(Pi).
(Pi).
(Pi),
(Pi).
(^i),
( ai ),

(^i).
(^i),
(^L
(^i),

(P.),
(«i),
(ai),
(«i),
(pi).
(P.).
(P.),
(ai),

(ai),
(ai),

(ai),
((Si),
(ai),

(%i).
(Pi),
(a0,
(ai),

(Pi),

(Pi),
(a,),

(a,),

(a,),

(Pi),
(a,),

(a,),

(Pi),
(ai),

(Pi),
(ai),

(Pi),

(ai)
(ai)
(ai)

(PO
(ai)
(ai)

(Pi)
(a,)

(Pi)

(Pi)-

En conséquence, le coefficient du terme en a^ est la somme des
Ann. île l'ffc. Normale. 3" Sûric. Tome XIV. — .ICILLET 1897. 04
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dix dé te rminants su ivants :

A ^ y A/'y o A/^" A y-1'^^.z- •'•"•M.r " ^"n.r ^^A'
A ^ Y À t'y Q A/^' A^1
,.<,l.t,̂ . .̂(.,>.̂  ^ •^p.z- 12*^^;

A "y A ̂ r , r A px A ̂ ^
"•IIU; ^W.X- ' ^WX •'^WX

A"^ .yy o A/^' A'7^-'^py •̂ .;>y ^ .^/jy A^y

4 / / y A t'y ^ A/-^ A 7^
"•y.r '^/y lï '^/.y ^yy

A;^ o o o A,^
A;;J -i o o A^
A;^ o -i o A^
A^ o o -, A,^
A^; o o o A^

-• A;^ A^ A,K AX,:Î
o A1'^' 4tvl•r /V^' A17'^'1/ ^••t'.r "^t^' •"'vjs • f"-^.^

o A^-^" A^1'-7 \p<v A^^U l̂.tv,̂ ,. ./».n,W •"W^ ••^•n'.A'

o A^^ A^117 À^ A^^',̂ ,̂y ^,^y .^^y A^y
o A;;:5; A^: AÎ;^' h.y,

-< A^, o A.;;:ï o
o A;:;ï o A?;;:: o
o A;;,̂  — i A.';̂ : o
o A/^: o A.;;̂  o
o A;̂  o A^; -i

-• o A^: A.;;.̂
o -> A^- A/;;î o
o o A;̂ ; A^ o

o A^ A{';j; o
o o A'^ A^ -i

5

;

1

•)

\"•r r> A"'-1 ' A'1''7 A'''•''"•«.,» " •" ux ^ii.c "n^-
A "y > A "'y \f'v ^iix
*^vx l ^vx ^vx ^vx
A "y o A "'Y A''''" \'t'ï
"tïW " ^^tV.C ^w.^ ^w^

A "y o A n'y Mi'r \'!:sl\py " •"•py --/>y • " • i i y

A "Y c) A"'^' A^'*' A'7'*'l\,,y 0 Ay), Ayy ^V,/,.

A;^ o o A^î: o
A;,ï -i o A?.? o
A.'.'ï. o -, A^:î: o
A;^ o o A;;̂  o
A;̂ : o o A/;;î: -,

-i A^. o o AÏ,',
o Aï.i o o A?:.;;
o A,%, -i o A^ï
o A,^ o - • • A//^:
.0 A^ o o A;̂ ;

-' o A",,1; o A2;;::
o -> Aï;? u A?:i:
o o A;;;,? o A;{,î ,
o o A1 1^' •— ï ^'fx<•» U ^^/^y l • " " p y

o <> A ̂  y o A^

„„„„ f Q 0 Q (^

:̂) -••- t. 0 0 0

C) 0 •""-•" Ï 0 C»

0 0 0 •— Î. 0

0 . 0 0 0 -1 I

De ces dix déterminants, le premier se réduit à

A "' 'r^aya

A^v"•^vx

A //l.yj.\.py
A ^•y
A^y

A^v
•

l
*••^.x"

A^.v•'•^vx

A^'y•^/^y
A^v^"yy

4 p a?
^"•rt.tX'

A^.r<fx^^'
Ap,V
.l\py

\P'«Ayy

A<y.r
•f*'r(;a?

A^'* -> (̂  .X*

A^•"//y

A^- y y

au signe près, chacun de ces termes s'obtient, comme on sait, en pre"
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nant un é lément , et un seul, dans chaque ligne et dans chaque
colonne, et faisant le produit de ces quatre é léments ; or, les éléments
du dé te rminan t sont affectés, dans les lignes successives, des indices
inférieurs

(8) ux, (\r, p y , qy,

et, dans les colonnes successives, des indices supérieurs

(9) «y. ^ p^\ ^;

si donc on observe que les indices supérieurs (()) s en t i e s mêmes» à
l'ordre près, que les indices in fé r ieurs (8), on volt i m m é d i a t e m e n t ,
en vertu de l 'a l inéa I, que tous les termes du dé t e rminan t sont i d e n t i -
q u e m e n t nu l s , et, par suite, le dé t e rminan t l u i - m ê m e .

A i n s i , le prernierde .nos dix dé te rminan ts est i d e n t i q u e m e n t n u l , et
l 'on ferai t une démons t ra t ion analogue pour chacun des autres,
abstraction f a i t e du dernier qu i se r é d u i t é v i d e m m e n t à -— î . Donc, la
somme de nos d ix dé te rminan t s se r édu i t bien a r h i , comme nous
v o u l i o n s l ' é tabl i r .

//. Considérons te système orthonome

i ï=^ ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  -^^-^ - ̂
% -^ +A^ +A^ -< ̂  .A^ .AÏ̂ AS .̂,,

Ï ̂ Ï- ̂  -. A;;̂  ̂ ,î ̂  .AS ̂  .A;, ̂  .A:; ̂  .A:S ̂  -.A,,.,

, r f" -_ A»), du , A"!^ ..^d"- ...vr^-i.A"1 dv h A-8 dv-^-\vt dv i-A"?^' i-\
j A """ "•"••' Tïï. '' Al"*' d[j. ^ lls dp ' A'"' dy '" "•' ds • "•"•'• ds " "•' dt • A"s dp + A""

" ' £ =A^ -^| -^ ̂  ̂ AB ̂  ..̂ .,V,̂ .A;;î A.,,

^—^Ê-^^-^^^^^É-^â'^^^^^-1-.
dv .^du ,,ï<[i.du .na du . v y d v . v z d v ,ç'sdc , . v t d ^ ,pp^ .
^ ̂  ̂  ̂  -1- ̂  -cîy. + ̂  dp + ̂  dy +-Al^ A + A-)• .-1 + AA A + A^ ̂  + ̂ '
c!v !,,,\dti' , ,uv.dit ,,pdu ,^.dv ,; dv ,,„ dv „ rfc „, dv
dp. = '̂ 'i'- 51 + A"^ 4. + Â-i'' rfp + A"^ rfy + AI>1J- ds + A"^ </; + '^-dt + A^ dp + A^'
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ou u, 9 désignent deux fonctions inconnues des variables indépen-
dantes x, y , z , .?, l. A, [j,, p.

Si dans le système (10) on effectue la transformation

x^x

y 1 = ai y 4- p i z 4" 71 -y 4- ôi // 4- £1 À -h ^i yj. ,

z' •= a^ y 4" (3^ + y^ .y 4- 03 ^ 4- £2 ̂  4- ̂  ̂  ,

.ŝ  := a;^ y + p;^ 5 4- •/3.s- 4" o;} t + £3 À 4- Q^ ̂  ,

^ == a/., y 4- i3/., .̂  -t- y/,, .y + 5,,. l 4- £4 "À -1- 9.,, ̂  ,

)/ = a;; y 4- (3 .•:; ̂  -h y.., ,y -h rî, l + £..; À 4- 0, [ j , ,

(J/ :;:::: ac,y 4- P(;^ 4- yc,.s- 4- rî,, ^ 4- s»,). 4- 0^^ ,

P' ̂  1 P»

on .r', y, -s', ^, ^, À', p/, p' désignent les nouvelles variables indépen-
dantes, et

^ Ph 7lï Ôl» 2,l» ^l.

^Ï!» ^, 7â, Ôa, Ê^ Q^
{xl^ t^ï i? y;^ Q;Î? ^3? ^"{?
^4» (3,i,, 7^ â4, ,̂, ^,
^^ P.» 7^ 3,, g;,, ôg,
^<i, Pc, 7f;» 5fi, £,„ &,;

des constantes provisoirement indéterminées , le dé terminant d i f Ïe"
rentiel du système transformé par rapport aux. dérivées

•du du du du du dv dv dy
^ ï//' dz'' 7!^ d"^ ï?5 dy1' Tlï

se réduit immédia tement , grâce à la nul l i té d 'un certain nombre d'élé-
ments, à un déterminant du sixième ordre ayant pour colonnes verti-
cales successives
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Q-^,-a,, £,A^.+9,A;y-a,,
0,A',;Ç-p., £,A;;ï+e,A^-p,,
0^'S-y,, e»A^+0,,A;;?-y,,

• 9,A',;Ï- o,, s.A'A 4- e^A^- o\,

•^A:ï, e,A:;?;+9,A::^

•^A;^, e.A^+^A"^

êiA;;>,+0iA',^:-a,, ^A^+e,A^.-a,, E^A;;^
e.A^ + 0, A;S- ?„ e,A',A -+- S,Â'^- ?„ ̂  +
£,A;;ï+0,A;ç-y,, e,A;;Î!4-^A"^-y,, e,A^+
ei A;;î- + Si A;;ç- ôi, e,A',;î -h- <W- 3,, E^A'^ -

^A:̂ -(U:L s,A^.

'Ht

ci A^1 -i- ^1EiA;;;:+OiAÏ,

e.A^+e.A^, £,A^-(-<U;^,

a,A7y+ PiA^,+y,A^+ o-iA;;',,
"i A;;ï + pi A;^ + 7, A^ + ô, A;'/,,
°'i AK; + P, A;̂ . + 7, AS + 0, Ar/;,
o:iAa' + piA;^ + 7,A;;''< + oiA^,

ssA;;?,-

^P2A^,+-/sA^.+Ô3A;;',,,
t-PsA^+y^A^+âsA^,
^ P^A;^ + y^A;^ + o^A;:',,

P»A;;ï-hysAa+o,A^,
P,A^+y,A^+o\A;;.l-s,,
P.,A;;;ï + y2A^+ ôsA;;^- ©2.

a,A.^..
^A',*;-
a, A;;..';.
^Aiiï-

A^" + i'3iA;;î + y,A^ + oiA:^- £1, a3A:{ +<lA^

ip.y
aiA^+ piA;^ + 7,A%+ OiA;;;,- 9i, a^A^^-

Il s'agit de prouver <|ue dans ce déterminant, considéré comme
fonctioli de œ, y , s, .ç, t, A, y., p, y, (, et, des quantités (i i), et ordonné
par rapport ;iux quanlilés (n), le coefficient d'un terme convenable-
ment choisi, par exemple du terme en o.^^yî,^^^ se réduit à ± t.
Or, poiir évaluer le coefficient en question, il est évidemment permis
de remplacer par siéro toutes les quantités (i i) à l'exception de a,, p^,
T;n ^i, £ 1 , Os; le déicrininant (12) se réduit alors au suivant :

£,

£]

c A 'f^ElA,,,

El

£l

El

À^ -•'•'•uy

A'//,

A',;i
A ^^A,,^
A Itï
A.p,

-ai

^A;'^--
02 A;;?

M;;?

^A;;ï:

/] A"P'^A^

^A;^

-^
0

0

~ 73

0

0

0

0

0

0

— r}/,.

0

0

a, A;?,
".A;:',
a,A;;ï

"iA;^
^>A;;i'-e,

°<iA:;,;:

i3»Ar;;-
Miï
Ps A S
P.Arr,
P. A::-;

PiA^-Ô,

c'est-à-dire au produi t de y, à, par le déterminant
g, A"'/.
° 1 -"/(.y

El A',;5;

ElA;;;':

£iA^

^t ^A;^

^A%-

Wi
Wï.

ff-i^-
-Pî «iA^

«iA;i--

alA^:

(3sA;'r,
iS^A;;-;

-Si (W

p2A% — 0,

Dans le dé t e rminan t (i3), comme dans le dé terminant (:5), chaque
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colonne peut être décomposée en deux sous-colonnes, et il nous suf-
fira, pour ob ten i r le coefficient: cherché, d'ajouter ensemble les coef-
ficients part iels fournis par les combinaisons su ivantes des sous-
colonnes :

à faire

— r

0 —

0

0

A "A
^•fiy

A^. -,„,^^uz

A;;̂
A;;,l

la

0

- r

ô

0

0

.. ï

0

0

(^l), (P2) ,

w. (^2),
(Si). (tV),

( £ 1 ) » (^),

somme des quatre détermin

0 0

0 0

— :r o

0 -—- 1

A;?, o

A;;ï o

A:;{ o

A% -i

f

(El) , (^);

(e,), (p,);
(^i), (0,);
(ai), (p.).

-, A;;?,

o A",ç

o A^'

o A;',̂

A.î;.î. A;;'̂

A;^ A^-

A;^ A;:Ï

A;;,î; A;;;;;

mnts

o

()

—, 1

0

A;;^

A;;̂

A.:̂
A;:^

A;;-}
Aî;-l

A;;;:
A;;,i

Aî;5.

A;^,

A;:-î
A;;;;.

dont le premier se réduit évidemment à T , et dont les trois autres sont
identiquement nuls en vertu d'un raisonnement tout semblable ;'»
celui que nous avons déjà fait dans l'exemple A. Le coefficient du
ternie considéré dans le déterminant ( 12 ) se réduit donc bien a d; i,
comme nous voulions l'établir.

C. Considérons le système or thonome

( r 4

(iti

dy
du
ch
eh
cix
ch»
Th
dw
•dï
cîw

\dy

„„„, ^^r/af

"""" ^ dr

- A^ ̂
"~ /" dx

~ ̂  du

~ ^ dx

= A^ (iu-
' "vz dx

^ A UX du

"~ iw^

—A^^wy dx

+ A;^.

+ A^

..4- A ^ y
' -^vx

.4.» A^r1 .l\y^

^ h^'yr ^wx

-L. A^r" ^»H.»y

dv
dy
d^
^y
ch
7Ç
eh
dy
ch
dy
dv
dr

+ A"'3' •'•*"ay

+ A^

-(- A^

+ A;;^

+ A;;;;.

+A^

dw
7h
dw
"dz
d^
7h.
dw
71J
dw
dz
dw
"5?

+ A^y,

4-A/,,,

4- A(,.a",

4" A (.3,

+ A«^?

4- A^,y,.
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où u, { ) , w désignent trois fonctions inconnues des variables indépen-
dantes x , y ^ z. Si, dans le système (i4), on effectue la transformation

{ x ' ==. os,pz--+- (3i y 4-71^
( i5) < y'=- a^-t- [32y-4- 7^,

( ^ •=. a^x + (Sa y + 73^

où ^'/, y, z' dés ignent les nouvelles variables indépendantes et

^i» l^i. 7 i»
y-ï, (3^ 7â»
^ P;$, 73

des constantes provisoirement indéterminées, le déterminant différen-
tiel du système transformé par rapport aux dérivées

ur val eu

a,A^-
a,,A
a. A,.
a, A
a, A
^A;^ M%

if.r
/.3
<' .̂
'X
( X

l./;
l,*,;ff

,*

pi
7i

piA^-

</
d,

p.A
ptA
piA

PiA

( l

?'

</ Y"
/'.y
v v
«

11
^

(•',y ......
i'X

v y(v.y

^î»

'dx'î

7i
7i

^i 7i
71 71A^

7i A;;:â ••••- ^i
7i

</(v <
d^' ~c

A^
AÏS
A^;

A;;;Ï.-P«

//^ ^(

(y77 ^y

4 //./'
aaAM,.y """

y A " ^ -"" 2 "• * a z
. A u.xa^A^^.

/-/ A^^^a^^t,^
-., A //,r^â^w.!-
^.A;^

75

-p.
- 7-2

^ A ^y
pâ^i^y

rft
rf

|3
i3
P
P
(3

ï-'

Y'

4 ('>•
2 ̂ ay

^y2-"7<,3
t (\y /yà •^t'.A' — ^-î
A ^'.V' •>/

2 ••*c'3 '"' /2

A ''.y2 •^H'.Z1

7..'̂
•/^AiL;
7^ A;;̂
72 Aï?

72A;;S—Cts

ysAï;;.-p,

II s'agit de prouver que dans ce déterminant , considéré comme fonc-
tion de^r, y, .s, u, ^, ^ et des quant i tés (16), et ordonné par rapport
aux quanti tés (16), le coefficient d 'un terme convenablement choisi,
par exemple du terme en a^,^y;, se réduit à ± J . Or, pour évaluer
le coefficient en quest ion, il est év idemment permis de remplacer -Y<
et a. par zéro; le dé te rminan t (17) se rédu i t alors au su ivan t :

03)

A ajciy.iA.uy
^A".î
^A.^
c(iA.^
aiA;'^
«iA^

l-'i W?r
P)A;IÏ
WÏ-
(3iAï.ï
piA^
(3i A%

0

0

- ai ^ <>
0

"-- ^1

- pi

-p,
" 7^

0

0

0

0

P^A^.
(3îA^
P^A^
Ps AÏ.Ï ---/..
P^A^
P«A%

. / 4 iv ̂/a-'^^y
„ A il»
/aArt.
./ A wz
(ï-^vx
,, A il'
/2^r

7s A;̂
,, t w s ffl
/â-'Vy-"" ^2
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Dans le dé te rminan t (18), chaque colonne peut , comme dans les
déterminants (5) et (i3), être décomposée en deux sous-colonnes,
et, il nous suffira, pourob ten i r le coefficient cherché, d 'a jouterensembic
les coefficients partiels fournis par les combinaisons suivantes des
sous-colonnes :

(Pi), (^), (a,), (pa), (y.,), (y,);
((3,), (a,), (a,), (y,.), ((3,), (y,);

(Pi), (^i), ("i), (72), (ys), (Pi,);
(oci), (?,)> (ai) (pî), (y»), (72) ;
(a,), ((3,), (a,), (72), (Pa), (7,);
(ai), (Pi), (a,), (7s), (72), (ps);
(«i), (°'i), (pi), ((3.2), (72), (y.);
(a,), (ctj, (p.), (73), (p,), (y,);
(cci), (a,), (Pi), (72) , (70, (P,).

Des neuf déterminants ainsi formés, le troisième se r édu i t a ± i ,
et les huit autres s 'annulent , soit comme ayan t deux colonnes iden-
tiques, soit en vertu du raisonnement déjà fait dans les exemples A
et IL

D. Considérons le système orthonome

l Ê = A" Ï -h AE Ï - ̂  £ - ̂  Ê '- ̂  £ - <.; ̂  - ̂ .

"•-» ̂  = ̂  1 - Vî ̂  ̂  's -. V, ̂  -. ̂  ̂  -. A%. (^ . A,,,,

£ = ̂  f^ - ̂  ̂  - A;, £ -. A;;, ̂  -. ̂  ̂  -. .:;, ̂  .- A,,

ou ^, ^, ^désignent trois fonct ions inconnues des variables indépen-
dantes x , y , z . Si, dans le système (19), on effectue la transforma-
tion (i5), le déterminant différentiel du système transformé par
rapport aux dérivées

du dv ciw
dx'7 dx'1' d^

a pour valeur

^A^4-7,A^-a, cqA^+yiA^ ^A^+jS^A^
iiA^^yiA^^ 1 . aiA^-hyiA^-0t ^A^+^A^
îiA^^yiÂ^ , ûciA^+yiA^ a.A;^^ PiA;,^1-^
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Dans ce dé terminant , ordonné par rapport à o^, (^, -^, on cherchera
le coefficient du terme en a, [3^; on remarquera, à cet effet, que
chaque colonne peut être décomposée en trois sous-colonnes, et l'on
ajoutera ensemble les coefficients partiels fournis par les combinai-
sons suivantes des sous-colonnes :

(^i), (Pi). (71 ) ;
(^i). (7i), (Pi);
(71 ) . (^i), (Pi);

(Pi), (^i), (71 ) ;
(Pi), (71 ) . (^i);
(71) . (Pi), (^i);

ces six déterminants sont nuls, à l'exception d'un seul qu i se r é d u i t
à ± i.

&\ Considérons le système orthonome

(20)

/ du,
dx
du.̂

^
dx
dv
'dz
dŵ

--= A,«â
- A M -3-— A,,y

== A,";

= A'^

^— A M 5— .A (p5

C//<
Ï/î
<:///,
î

du.
Tiz
du.
dz
du
Jz

+ AS

+ A;̂

.-+. A c y1 •'*c.r

»+" K^'yva

„!... A^^'i -••"wz

ch
dy
ch
dy
dv
d^
ch
d y ~
dv
dy '"

^ A"'-1- ̂ '
' "itx dx

1- A"--'- ̂ '
• A"^ (/^

i.A"'-"^"1 ̂  ̂
„,, rf.t'

A" dx

, A»..». Jw
t- A'" ̂

4- A^'yT ^^u.X

.̂  A"c.r1 •^//.y

,-L. A"'^"t Jt ^^.

^- A"'^'^ ^x^^

^ A^ri ^*-4.>^;

<:A^
c/y
cùv
dy
d\ v
'dy
dw
dy
dw
'dy

H- A^,

-1- A.uy,

~h A^y,

4- A^s,

"̂  A^.,,

ou u^^w désignent trois fonctions inconnues des variables indépen-
dantes x , y , z . Si, dans le système (20), on effectue la transforma-
tion (i5), le dé te rminant différentiel du système transformé par
rapport aux dérivées

du dv dw du dv
dï73 5^77 ~dx1' dy^ dy1

a pour valeur

Pi
PiA%
PiA%
/3 À Wy,A^ (3iA^-

7iA^ !3,A^-
yiA^; (3,A.%

Ann, de ^Kc. Norm^Ce.

(X^

7i

38

/y A "^'•^i-^'ItX
^A^

^îî
r/ A wx
-"-I ^"•(/a
/-/ A wy'ai A^s

Série. TOIT

+(3»A^
+ (3i A^
4-piA^
+ piA?r
4-PiA^.r-y,

tïe KIV. — JUILLET

M'̂ -
y^A^ -
y^Ay^
72 A?!
72Â^

1897.

-Ki

-P.
^
^
W^

^

^

\fy• * ItX
A^y•'^MJ
AÏÏ - a,
AÏ-Ï - y,

35
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Dans ce dé terminant , ordonné par rapport à a, , (3,, y, , a^, f^, y^ o11

cherchera le coefficient du ternie en a^^f^Y,. A cet effet, on y rem-
placera Ri et o^ par zéro, ce qui donnera

7iA;;â
y.A;^.
yiA^
yiA^'i
7i A;̂

— a i 0

0

—ai

-"71
0

^A'^
aiA'^
,, A WX
OtiA^
r/ A "'"^^i^vz
-, A «'a;aiA^ --

-/sA;^
y^ -
y^A^
7, A^

- yi ysA^

ft A ̂Pa^.r

-(32 WÏy

PîA%
î A;;? - 7.,

W^

( 2 1 )

puis, on remarquera que chaque colonne du dé t e rminan t (21) a i n s i
obtenu peut être décomposée en deux sous-colonnes, et l'on ajoutera
ensemble les coefficients partiels f o u r n i s par les combinaisons sui-
vantes des sous-colonnes :,

(yi), (^i), (^i)» (^), (72)
(yO, (ai), (aQ, (72), (^)
(^). (yl)> (^i). (Pa), (72)
(oîi), (71), (oci), (72), (Pâ)
(^i). (^)> (71). (Pî). (72)
(^i), (^i), (7i), (72), (P.)

tous ces déterminants s 'annulent, à l'exception d'un, seul qui se r édu i t ,
' ±1.

-F. Considérons le système orthonome

i ^
ds
dv
dx
dw
dx
dw
dy
dp
dy

——A»-^"
"- A'" dx

-^du.
~ Avx dx

^c(u

~ wx dx

-^du

~ wï dx

-^du.~ "y dx

+ AS

+ A^

+A;^

+A^

+A^

du
dy
du
dy
du
dy
du
dy
du
dy

4-Ar/,

-t-A%

-+-A%

+A%

^L» A^-t- A^y

^

^

^(^̂

rfp
^

ri?p
5y
d9̂

4-A;'^^(( *f „/ ̂Cl'w

-A^
'̂ '" •^•w'x .J^

1™' A;yv ""i;•' dz

^^ï

+ A;ïï

+ A'^

+A^

-4- A"'5T" l%wy

u.- A»^t l^py

dw
7fc +

rin.'^.4-

âfw
rfi"1'
rfw
rfï"1"
dw
rfs"4'

Aî;?

A%

A^^^wx

A P-»'-'An,y

A^^''-//.y

À̂Z'

^
cte
dp
'dï
dp
dx

±
dx

.4.. \PS
' ^ " t t Z

+ AÏS

+ Af^

-t- Af^

4-A^

^

A

^

llz
dp
dz
dp
ds
dp
ds

+ A«s,

+ A^,

+A^.,

4-A^.,

4- A,>y,

ou u, ç7,^, p désignent'quatre fonctions inconnues des variables indé-
pendantes^, y, z. Si dans le système (22) on effectue la transforma-
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tion (i5), le déterminant différentiel du système transformé par rap-
port à

du dv dw dp d^_
Jx'' dx'1' Jx'' dx1' ~dy'

a pour valeur

a,A;;f+PiA;;ï-y> PiA^--yiA^ yiAl: a^+yiA^ 7^
^A^+M^ PiA%+yiA^-ai yiAS'j a,A^4-7.A^ 7.A^

1».,. , a A » V « A "y _L- ,,. A" •v .A" ' s —ac, c(^A;;,i+VlAî- 7sA"S

a,A;;f+PiA;;ï-yi PiA^-^yiA», y,A,L: aiA-»,-i-yiA». ^»;
^A^+M^ PiA%+yiA^-ai yiAS'j a,A^4-7.A^ 7.A^
aiA;;,;ï+PiA,% PiA.%+y,A^ 7iA;;;;-ai c<,A^+yiA^ y^^ yiA;;;ï.-ai c(,A^+7iA^ 7^."-^StiA;;,'r+piAn,y pl^Hi.r-T-/l"n.J: ^ l "iv-r "• "' -'" • < > >v- .- ••-

a.A^+P.A^: P.A^+y.A^, 7iAt;;5-P> ^A^.+yiA^. 7.A;^-P:. t«'r , Q A».r ft \«'r-i-^.A" T / .A" ' -—6, «.A^.+ViAf- -/2A;t;"•-- - I.^.+7lA^. 72A!^-P.
a,A^+(3,A^ p,A^+y.A^ y,A^ ^A^+yiA^,-(3, y,A^

Dans ce déterminant , ordonné par rapport à a,, [S,, y,, 0.3, pa, ya, o»
cherchera le coefficient du terme en a^.y, ̂ . A cet effet, on y rem-
placera oc, et y, par zéro, ce qui donnera le produit de ̂  par •e tietcr-
rn inan t du quatrième ordre

a. A;:? + (3i A;;?-y, p,A;%-+--/iA^ y.A^ ^Ai;î+y,Ai;
a, A;;-? -l- Pt A'̂ : (3. A^. 4- yi A^ - a, yi A",S "i A{:.? 4- yiA^
aiA;;,'ï+(3iA;.% PiA^,+ytA^ ViA^- ̂  aiA^-l-y,A^(a3) a.A^-PiA^ PiA^+ytA^ yiA;;;î-a, r^A^-t-y.Af^
a,A;',?-l-P>A^ i3>A%-l-y,A^ y.A^ a,A^+y,A^.-Pi

-« . • ^ / ''1 \

a.A^-l-PiA^ i3iA^-l-y,A^ 7iA^ a,A^

puis on remarquera que la troisième colonne du déterminant (23)
peut être décomposée en deux sous-colonnes et toutes les autres en
(rois sous-colonnes, et l'on ajoutera ensemble les coefficients partiels
fournis par les combinaisons suivantes des sous-colonnes :

(«i), (ai)> (yi)' (l3!);
(«i), (7i)» («i)' (t3'^
(71), («i)> (oil)' (Pi);
(a,), (Pi), («i)' (7i);
C«i), (Pi)» (7i)' ("i);
(pi), («i)» («i)' (7i);
(Pi), («i), (yi)' (^i);
((3i), (7i), («i)' ("i);
(7i), (Pi), («i)' (a');

tous ces déterminants sont identiquement nuls, à l'exception d'un
seul qui se réduit à ±: i •
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G. Considérons enfin le système or thononie

% ̂ ÎÊ-< -^ +^! ̂  ̂  .AS^A;^ +<-.A,,

î =^Ï -^^Î-^^Î^^KÎ -^Ê - ̂ ^.

^=^^.A.,^A:^'.AS^AS^Ag^.Ae^.^^..AS^KV,,,

Ê=^È^^^sf^A^.AS^.W^^E^.AS^.,-Ag^.A.,

Ml È-^È^.^'^S^sl^^^K^^.'if^-^iÈ^&^-V..

^=1^4:^<^5ê^S•^^;•^-'SÈ^s^.Asâ.,-A.,,;,^.A,,

^ ̂ Ê +A^ -^A»! ̂  .*̂  -^ -^SÎ. -.-A;,̂ -.*,.,

^^S-^^^^^K^^Î^^^^AS^.AS^.Ag.^., - ̂  + ̂  r/ + ̂  S ̂ g^ -. Ag ̂  + A» ̂  + A;;-, ;;? -. AS ,, . A;;;. ̂ .,- A,,,

fÏ -.l"''"^fy*^»"''ï^*w'S'^i,=<';'^i,..'''/ , i.»'''/ . i«''« , .i,,'''ï = ̂  + wï + w i ^ -^ + AS ;;î + ̂  Ag ̂  -. AS ;;;;.,- A;; ̂ .,- A
où u, c, w, p , q, s désignent six fonctions inconnues des v;ir iabl<is
indépendantes se, y , z. Si, dans le système {i!\}, on cfÏ'ectiie h trans-
formation (i,5), le déterminant différentiel du système transformé par
rapport à

du_ dv^ dw dp dq ds du dv dw
dx'' dx'' "dx1' dx'' dx'' A7' dy1' rf/' d y 1

a pour colonnes successives :

«lA^-p,, p,A%, yiA";;,, P,AFy+-/iA^
".A;;?--/,, p,AK, y.A^ PiASï+'/iA^,
"iA?J, piA%-«>, yiA,^, p,Aî^+y,Aîi,
"iA??, PiAï.r-y,, y,A^, (V^+yiA^,
">A^, (îiA^, y,A;;;;-a,, (3,A%+yiAfS,,
".A;^, p,A%, yiA'^-jî,, P,A^+-/,A^,,
"iA;S, W, yiA^, PiA^,+yiAî;;-a,,
°'iA;̂  (3,A^, y,A^, p,A;;j;+y,A.!?;,
«.A?5, p,A^ y,A;?, p,Ai'/+7>Af;,
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^A^4-7,A^., a,A^.+^A%, a,A^-i^ l^A^, y^A^,

a,A,^ 4- y,A^, a, A^ + (3,A^, a,A;;.?-y,, (3,A^, y,À^,

^A^-4-yiA.C, ^A^-hPiA^, a^A^, ' ^A^--^, y^,

a.A^+yiA^, ^A^+^A^, asA?5, p,A^-y^ y^,

a,A.^+ yiA^., aiA.^4- ̂ A^, a,A^, ^A;;^, y,A;;S-a^

a,A^ - y,A^, ^,A^.^ P,A%, a^A^, (3 ,̂ y^A^-p,,

a,A,^+ y,A^,, a,A.^+ piA^, a,A^, ^A%, y,A^,

a,A^+y,A^-p^ a,A,^+P,A^, a.A.^, ^A^, y,A^,

^iA^+y,A.^, a,A^-4-PtA^-y,, a,A??, (3,A^, y,A?ï.

Dans ce dé terminant , ordonné par rapport à o^, ^, y^ a^, (SL, y^,
on cherchera le coefficient du terme en a^y,,^^- A cet effet, on y
remplacera a^ par zéro, ce qui. simplifiera les trois dernières colonnes;
pu i s on remarquera que, dans le déterminant ainsi obtenu, chacune
des trois colonnes dont il s'agit peut être décomposée en, deux sous-
colonnes, et chacune des six, premières en trois sous-colonnes; finale-
ment , on ajoutera ensemble les coefficients par t ie ls fournis par les
diverses combinaisons des sous-colonnes. Or, les 180 dé te rminan t s
qu i en résultent se réduisent tous à xéro, à l'exception d 'un seul qui.
se rédu i t à ± i.

1 II. Si deux systèmes oriho nomes et linéaires du premierordre, S et S',
peuvent se déduire l'un de l'autre par un changement des variables indé-
pendantes, et si, dans l'un et dans l'autre, les colonnes correspondant aux
mêmes fonctions inconnues contiennent les mêmes nombres respectifs
d'équations, les deux systèmes sont à la fois passifs ou non passifs.

Supposons, en effet, que le système S soit passif, et soient

//, . . . , les fonctions inconnues;
,r, . . . , les anciennes variables ;
x\ . , . , les nouvelles;
f les formules qui l ient x, ... à x ' , ... ;
S celles qui expriment les anciennes dérivées premières et secondes

de if, . . . , en fonctions de leurs nouvelles dérivées des mêmes
ordres (ou inversement);
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Ht les relations ultimes distinctes des deux premiers ordres du sys-
tème S;

IF les relations ultimes distinctes des mêmes ordres du système S';
(îtt) le groupe transformé de îl à l'aide des formules f, J^ et composé,

comme lui, de relations toutes distinctes.
Puisque, dans l'un et l'autre système, les colonnes correspondant

aux mêmes fonctions inconnues comprennent les mêmes nombres res-
pectifs d'équations, les fonctions inconnues ont, de part et d'autre, les
mêmes nombres respectifs de dérivées principales dans chaque ordre:

•nous désignerons par N te nombre total (les dérivées principales pre-
mières et secondes, soit du système S, soit du système S\ En vertu de
la passivité du système S, chacun des groupes Ht, (lit) contient exac-
tement N relations.

Cela posé, si l'on transforme l'une quelconque des relations 12r à
l'aide des formules f, J^, la formule résultante, vérifiée pour toutes
les intégrales du système S, est une conséquence algébrique de Ht,
car autrement la solution générale de S ne posséderait pas le degré
d'indétermination qui résul te 'de la nature passive du système; on en
conclut qu'avant sa transformation/la relation considérée du groupe V
est une conséquence algébrique de (Ht). Donc le groupe 1111', composé
par hypothèse d'équations toutes distinctes, ne peut comprendre p l u s -
de N relations. Ainsi , chacune des nouvelles dérivées principales pre-
mières et secondes, et en particulier chacune des nouvelles dérivées
cardinales, n'a qu'une seule expression ult ime, d'où résulte, comme
on sait, la passivité du système S'.

IV. Si l'on observe, comme je l'ai rappelé plus haut, que tout sys-
tème régulier est orthonorne, le simple rapprochement des alinéas 11
et III suffit à établir l 'exactitude de notre énoncé général.

2.

J'appellerai, pour abréger, système simple un système du premier
ordre,linéaire par rapport aux dérivées des m fonctions inconnues qui
s'y trouvent engagées, et résolu par rapport aux m dérivées qui inté-
ressent une seule et même variable; ou, en d'autres termes,nu sys»
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terne linéaire du premier ordre dont le Tableau ne contienne qu'une
seule ligne entièrement pleine avec des lignes entièrement vides.

Cela posé, dans tout système régulier^ passif et linéaire du premier
ordre, la recherche d'intégrales ordinaires correspondant à des conditions
initiales données se ramène à une recherche semblable effectuée successi-
vement sur divers systèmes simples ( ^ ).

Supposons^ pour fixer les idées, que le système régulier, passif et
l inéaire du premier ordre auquel on a affaire ait pour Tableau

{^)

y

du
dx

dit
d r " 9 "

dit
TTz ==:"'

dû = ...

dv
dx

d9
df^'"

dw
dx

dŵ=...

dP-
dx

où u, v, w,p désignent quatre fonctions inconnues des cinq variables
indépendantes oc, y , s, $\ t. Désignons en outre pâr^jo.^o,^» ^o ^es

valeurs in i t ia les choisies pour ces dernières, par U^), ' V s ( s , s , t ) ,
W ^ ( z , s , 0/Pa(j»^M) quatre fonctions données, et supposonsqu'on
cherche les intégrales ordinaires du système (a5) déterminées par les

( 1 ) Dans un Mérnoirô publié l'année dernière [Extension da théorème de Ccmchy aux
Ky sternes les plw généraux d'équations aux dérivées partielles (Ânncdcs de l''Ecole Nor-
male, novembre et décembre 1896)], M. Delassus a ramené l'intégration de ses système}.
canoniques à l1 intégration successive de plusieurs systèmes do M"^ de Kowalevsky : la
réduction analogue que j'effectue/dans le n° iâ du présent Mémoire, sur l'intégration des
systèmes réguliers, conduit, comme on le voit, à un résultat plus simple.
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conditions initiales

a =". U^ ( t) pour œ — pc\ •=. y — yo -.= ^ — ^ -= 5 — SQ :•= o,

p = V3 (^, ^, ^) pour ^ — .z-o •= y — jo = o,

w = W;î ( ̂ , .y, t ) pour ^ — XQ •=. y — jo ̂  o,
^? =:Pâ(y,^,,ç, ^) pour . r -—^o==o,

II est clair que les intégrales dont il s'agit peuvent, par un groupe-
ment convenable des termes de leurs développements, être mises sous
la forme

u =: {x - x,} Ui(.y, y, z, s, £) + (j-jo) V^y, ̂  -S ^)
+ (^ - ̂ ) U,(z, s, t) + (.ï - -<?o)U4 (.s /) + U,(Q,

(26) ^ =(^-^) Vi (^y ,^^Q+(y-yo)Vâ (y,^.s/)+ ¥"3 (^.v,^),
w = (^ - ̂ o ) Wi (.z-, y, ̂ , .ç, ^) + (7 - jo ) W., (y, 5, ,ç, ^ ) 4- Ws ( z, ̂  t ),
p ^ (^ __ ̂ ) p^ (^.^ y^ ^ ̂  ̂  ̂  p^(^ ^^ ^ ^^

En posant

(^7) (^-^o) U4(^ ^) +Us(^) i- l\(s, t),

la première formule (26) devient

(28) ^ = (x - ,ro) U, (,r, y, j, .y, ̂  4. (y - y,) (J,(^ ^, .̂  ^
+^-^)V3^,^t)-+-r,(s,t).

Cela étant, si, dans la quatrième ligne du Tableau (25), on donne
aux trois premières variables x , y , z leurs valeurs Hiitiales ^o,yo,^
la fonction u e t , ses dérivées ̂ , ̂  se réduisent respectivement à Y,,

^r4, ^li, e t iesnuant ih^^ w n ^ ^ ^t rfw ^w dw dP ^P ^P ^P//ç 7 //, 1? ^t 1L& <jUdIAtl ieb Ç7, W>/?, "7-3 -7" 5 -7-s -—? —.-y "—— y ——• ? -'-y -/- » -/-/VA €u ^ ' Â ciz cis dt ds ds cU dy dz ch dt
à des fonctions connues de s, t, comme on le voit sans peine par la
formule (28) et les trois dernières formules (26). La fonction Y/. \s, t)
vérifie donc une équation aux dérivées partielles, l inéai re et du pre-
mier ordre, résolue par rapport à ̂ ; elle se réduit d^illeurs,pour
•y == <yo , à une fonction connue U^ (^), comme le montre la formuile (^7).
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On est donc ramené, pour la déterminer, à rechercher dans un certain
système simple (impliquant une seule fonction inconnue) l'intégrale
ordinaire qui répond à des conditions initiales données.

Supposons connue la fonction Y,, Çs, t), et posons

(z - ̂ o) IL (^ .<?, 0 -+- Y, (.?, t) == Ï3 ( s, ,ç, o.

Si, dans la troisième ligne du Tableau (a5), on donne aux deux pre-
mières variables x^ y leurs valeurs initiales .z*o»yo? on verra, par un
raisonnement semblable, que u, ̂ i —t- se réduisent respectivement

Cf/Z u €

^ ^» dY^ dY^ , dv dv dv dw dw dw dp dp dp dpa l.», —,—? — y — y et p, w^ p, —-5 -—5 -—y -y—, ——-, ——, — — , ——5 — — , ^_-
" dz dt • t c/z ds dt dz ds dt dy as ds dt

à des fonctions connues de ^, s, t. La fonction Y^ (z, s, l) vérifie donc
une équation aux dérivées partielles, linéaire et du premier ordre,
résolue par rapport à —J; elle se réduit d'ailleurs, pour z = j?o» à une
fonction connue Y/, (.s1,/). On est donc ramené, pour la déterminer, à
rechercher, dans un certain système simple ( impl iquant une seule
fonction inconnue) , l'intégrale ordinaire qui répoî'uià (les condit ions
ini li.al.es données.

Supposons connue à son tour la fonction Y;i(s,;?, l ) , et posons

(y "-:/()) ^^(y, -3, .s t) -+- TaC^, .<?, t) == TaCy, z, ,<?, t),
(.y—yo) v"2(./,^,o--k V3(^,.y,^)= CMy,^.^),
(.7 -yo ) Wa (y, z, s, £) -l-W,^,.?, t) == ̂ (j, ̂ , .ç, z),

Si, dans la deuxième ligne du Tableau (2$), on donne à. la première
variables sa valeur i n i t i a l e ^o» on verra, comme ci-dessus, que

dit dit d^ dv dv d^ dw dw dw dw
uf ^ a1ï d^ Tir dy' 'dz' dr dt' ~dy' TT^ ~ds' 'dî

se réduisent respectivement à

. , \,,, JYa ^ ^2 ^2 d^, d^, ^¥, ^¥2 ^T, dW.,Ï, < ,̂ ^, -^. ^^ ̂ . ̂  -^r. ^-. ^-. ^-. -̂ p -^.

Annule l ' K c . Norrnah:. 3e Série. Tome X Ï V . — AOUT 1897. 36
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Gt p , ^5 -A ^5 ̂  à des fonctions connues de y, s, y , l. Les fonctions- dy dz ds dt ~

( 39 ) ^ (y? ̂ ^ ̂  ^2 (j> ̂  ^ z ) ^ ^ (7, ̂  ̂  i )
vérifient donc un système partiel linéaire et du premier ordre, résolu

, , . , , . / ^Ya M^ dW^, ,1 / , . , , , .,par rapport aux trois dérivées —•> —^ »—; elles se réduisent d ail-
leurs respectivement, poury ==yo» a trois fonctions connues

Y^.^), V , Ç z , s , C ) , W^z,.^£).

On est donc ramené, pour les déterminer, à rechercher, dans un
certain système simple ( impliquant trois fonctions inconnues), le
groupe d'intégrales ordinaires qui répond à des condi t ions initiales
données.

Finalement , si l'on suppose connues les fonctions (29), les inté-
grales cherchées vérifient les équations de la première ligne du
Tableau (a5) et se réduisent , pour.r == <^, à des fonctions connues

ï^y, a;, ̂ ,0, <iUr» ̂  -s ̂  ^(y, ̂  ̂  ̂  PâCr, ̂  ̂  0-
On est donc ramené, pour les déterminer , à rechercher, dans un
dernier système simple ( impl iquant quatre fonctions inconnues), le
groupe d'intégrales ordinaires qui répond à des condi t ions in i t ia les
données.

A P P E N D I C E .

Dans un Mémoire publié ici môme à la fin de l'année dernière (1), ]W. De-
lassus a émis sur mes travaux certaines critiques auxquelles j'ai répondu
dans un article publié en mars ( â ) ; une Note de M. Delassus, paruo dans le
numéro de juin (3) , m'oblige à une nouvelle réponse, qui, je l'espère, fera
cesser tout malentendu.

(1) EMûnnon du théorème de Cauchy, etc. {Annales de l'École Normale, novembre
et décembre 1896).

( ^ ) Sur les .iWème.y différentiels les plus généraux {AnnaUs de V École Normale,
ï'nars 1897).

(3) Note sur les ^ternes différentiels {Annales de r École Normale, juin 1897),
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En ce qui concerne le théorème de M. Tresse (1), il est exact, comme le
dit M. Delassus, que je ne l'ai pas démontré, et je ne fais aucune difficulté
de le reconnaître.

J'arrive maintenant à l'objet principal de notre débat.
Si, dans son Mémoire sur V Extension du théorème de Cauchy, M. Delassus

se fût borné à dire qu'il avait retrouvé mes résultats, ou plutôt certains de
mes résultats, avec quelque chose en plus, il eût été dans le vrai, et cette pré-
tention de sa part m'eût semblé toute naturelle; je n'ai jamais song'é, comme
il semble le croire, à revendiquer comme mien ce quelque chose, et si J'ai, en
mars 1897, publié une Noie, en réponse à son Mémoire, c'est que ce dernier
contenait sur mes travaux une critique que je persiste à ne pas trouver justi-
fiée: j'estime, en effet, contrairement à ses assertions, avoir établi le premier
ce fait, qw,'clans tout système différentiel composé d'équations en nombre
fini} la solution générale, si elle existe^ dépend d ' u n nombre fini d'éléments
arbitraires, constantes ou fonctions.

Dans la Note qu'il a publiée en juin dernier, M. Delassus s'exprime ainsi :

c( Les intégrales des systèmes différentiels peuvent être considérées comme
dépendant d'une infinité de constantes arbitraires, ou d'un nombre fini de
constantes et fonctions arbitraires, le second point de vue pouvant d'ailleurs
se déduire du premier si l'on sait trouver une loi convenable pour le groupe-
ment des constantes arbitraires en nombre inf in i . Dans tous les Mémoires
que M', l'liquicr a publiés, en collaboration avec M. Méray ou seul, les inté-
grales sont considérées uniquement sous le premier point de vue', et M. Riquier
s'occupe, pour la première fois, du groupement en fonctions arbitraires dans
sa Note récente, qui constitue une addition à son Mémoire, addition posté-
rieure de près d'un an à la publication de mes résultats sur la question consi-
dérée à ce point de vue. »

11 m'est on ne peut plus facile de répondre à ce qui précède.
Effectivement, dans le Mémoire que M. Méray et moi avons publié en col-

laboration i l y a sept ans, et dans lequel nous étudions des systèmes du
premier ordre résolus par rapport à certaines dérivées, nous nommons déter-
mination initiale d'une intégrale la fonction de ses seules variables paramé-
triques à laquelle se réduit cette dernière, quand on donne à ses variables
principales leurs valeurs initiales ( â ) ; nous faisons remarquer ensuite que,
dans un pareil système, l'hypothèse de la passivité, combinée avec celle de
laconvergence des développements, assure l'existence d'intégrales ordinaires

( l) Tout système différentiel composé'adéquations en nombre illimité équivaut, au point
de vue de l'intégration, à quelque, système différentiel n'en comprenant qu'un nombre
limité.

( î ) Voir les Annales de l'École Normale^ p. 87; 1890.
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répondant à des déterminations initiales arbitrairement, choisies, en sorte que,
sous le bénéfice de ces hypothèses, la solution générale du système dépend
de fonctions (ou constantes) arbitraires en nombre égal à celui des incon-
nues (1). Une remarque analogue avait, d'ailleurs été faite sur tous les types
du premier ordre étudiés antérieurement au point de vue de l'existence des
intégrales^ et, en la présentant à notre tour, nous n'avons fait, M. Méray et moi,
que l'étendre à un type du premier ordre plus général. Je l'ai donc, dans tous
mes travaux ultérieurs, considérée, et à juste titre, comme un lieu commun
de la théorie des systèmes du premier ordre; cela étant, la question de l'exis-
tence des intégrales se posait pour moi dans les termes suivants : Etant donné
un système différentiel quelconque (que je supposais ne comprendre qu'un
nombre limité d'équations), le réduire y sauf constatation éventuelle d'impos-
sibilité^ à un système du premier ordre où se trouve réalisée la double con-
dition : ï° de la passivité; 2° de la convergence des développements des inté»
grales. Ce problème, j'en ai publié la solution dès î8c)3, c'est-à-dire anté-
rieurement aux travaux de MM,'. Tresse et Delassus; c'est donc à moi qu ' i l
convient de l'attribuer, et, du même coup, la proposition formulée au début
de la présente Note.

Ainsi, la raison du silence que, dans mes travaux postérieurs à cette date,
j'ai .gardé.sur le groupement des constantes arbitraires en fonctions, sautait
aux yeux de tout lecteur attentif :'par1 le seul fait de la réduction à une forme
orthonome passive du premier ordre,. la solution générale d'un système
donné devait dépendre finalement de fonctions arbitraires en nombre fini, et
ces fonctions se dégager d'cUes-mêmeSy sans que j^eusse besoin de m'en in-
quiéter.

M. Delassus semble s'étonner que l'article publié par moi en mars 1897
soit postérieur de près d'un an à la Note qu'il a communiquée à l'Académie
des Sciences. La raison en est fort simple. J'avais remarqué avec intérêt, en
lisant le Compte rendu du 3o mars 1896, que M. Delassus avait retrouvé une
partie de mes résultats avec quelque chose en plus, et c'est précisément ce
quelque chose qui justifiait à mes yeux la publication de sa Note; mais, en ce
qui concerne l'objet de notre débat actuel, que j'ai nettement spécifié plus

. haut, ma priorité ne1 me semblait pas pouvoir faire l'ombre d'un doute, et il

( 1 ) Nous disons, on elîet {Annaks de l'École Normale, p. 87 et 38) ;
Pour qu'il existe» un groupe d'intégrales ordinaires répondant à des déterminations

initiales données d'avance, i l 1 faut et il, suffit : r que, dans le calcul dos valeurs initialeô
des dérivées principales, il y 'ait concordance entre les relations ultimes; ^ que les
développements construits par la méthode des coefficients indéterminés soient conver-
gents. — Et, quelques lignes plus loin, nous nommons système passif un système où la
concordance des relations ultimes a lieu pour, un choix arbitraire1 des déterminations
initiales.
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ne me serait jamais venu à l'esprit que M. Delassus pût la contester; je n'ai
eu connaissance de cette prétention que dans les derniers jours de jan^
vier 1897. époque à laquelle les numéros de novembre et décembre ^96 des
Annales de l'École Normale, qui contiennent le Mémoire de M. Délassa
sont parvenus à la Bibliothèque universitaire de Caen. Je me suis lia e
alors de rédiger une réponse, et, dès le i" février, M. Darboux avait cet t
réponse entre les mains. On serait donc mal fondé à me taxer de lenteur en

cette circonstance. m»mnin>
Comme je l'ai dit au début de cette Note, on ne retro.uve, dans le Memoiii.

de M. Delassus, qu'une partie de mes résultats, et M. Delassus laisse entière-
ment de côté la réduction d'un système complètement intégrable d ordre
quelconque à un système linéaire et complètement inlégrable du prcmiei
ordre, réduction qui, selon toute probabilité, doit procurer, dans plus d uni
circonstance, des avantages notables. D'autre part, et c'est la un point qui ni
me paraît pas sans importance, ma méthode dispense entièrement de recou
an changement do variables, dont l'emploi peut, dans certains ̂  ̂
des inconvénients séries, et que l'on trouve, dans le Mémoire de M. Delassus,
ii 1;» base de tous les raisonnements. _ _ .

En terminant, je tiensà remercierM. Delassus des appréciations elogieus
„„(,, nonobstant ses critiques, il a cru devoir émettre sur mes ima x D
no coté, et abstraction faite des cas où le changement de _vamble. c ̂
.viter, je reconnais avoir appliqué avec fruit, dans le présent Mémoire. 1 idc...
fondamentale du sien, pour simplifier mes résultats.


