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SUR LES

SYSTEMES ALGEBRIQUES

ET LEURS
RELATIONS AVEC CERTAINS SYSTEMES D'EQUATIONS

ACX DERIVEES PARTIELLES,

Par M. Eriexxe DELASSUS,

PROFESSEUR AU LYCEE DE DOUAIL

La méthode que jai récemment indiquée (*) pour Ia réduction des
systemes différentiels les plus généraux & une forme canonique peut,
sans modifications importantes, sappliquer aux systémes d’équations
algébriques.

Litant donné un systeme algébrique homogene S, & m variables, on
sera conduit 2 une forme canonique caractérisée par des indices f,,
By eves Biu—i Lacomparaison avec la méthode donnée par Kronecker (*)
montre que ces indices sont précisément les degrés des facteurs de la
résolvante générale du systeme S, de sorte qu’ils font connaitre les
degrés des diverses multiplicités qui en composent la solution gé-
nérale.

Cette méthode pour étudier les systemes algébriques est peu inté-
ressante en elle-méme, car on voit facilement qu’elle n’est que celle

(1) Drrsssus, Extension du théoréme de Cauchy aux systémes les plus généraur
d’dquations aux dérivées particlles ( dnnales scientifiques de U Ecole Normale, 1896).

(%) Kroneexken, Grundsige einer Theoric der algebraischer Grossen (Journal de
Crelle, t. 92).
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de Kronecker, dans laquelle on se serait assujetti a faire toutes les ¢li-
minations par le procédé de Sylvester.

Son intéret véside dans ce fait que les systemes algébriques et les
systemes différentiels peuvent s’étudier par des méthodes présentant
de tres grandes analogies, ce qui permet de faire entre ces deux sortes
de systemes des rapprochements intéressants.

Soit £ un systeme dilférenticl & m variables x,, x,, ..., x,, & une
inconnue s ct dont chaque équation @ = o a pour premicr membre
unc fonction linéaire homogtne et & coefficients conslants des déri-
vées d’un méme ordre de z. Dans toutes les équations X, remplacons
chaque terme

s
Qi .. duagn
par le monome correspondant
afry ke

nous obtiendrons un systeme algébrique homogene S.

On sait depuis longtemps que toute solution de S fournit des solu-
tions de X.

En cherchant & réduire X et S & leurs formes canoniques, on voit
facilement que X ez S ont forcément les mémes indices (1 on en tive cette
conclusion :

Des que, par un procéde quelcongue, on connait les degrés des diverses
multiplicutes qui composent la solution géncrale de S, on connall, par la
méme, le nombre et la nature des /on(/w/zv a//uz/am's qui figurent dans
Uiniégrale genérale de 3,

qui montre que I'intégrale générale de X est intimement liée i La solu-
tion générale de S.
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CHAPITRE 1.

REDUCTION GENERALE DES SYSTEMES D'EQUATIONS ALGEBRIQUES
A UNE FORME CANONIQUE (1).

Les monomes algébriques et de degré n i m variables présentent de
grandes analogies avec les dérivées partielles d’ordre n d’une fonetion
de m variables.

1. Soient x,, x,, ..., @, les m variables prises dans un ovdre dé-
terminé.
[.es monomes

O e + - - - —
R eI c T () b Hgo o o=y o 12

pourront, par la considération des exposants «,, %,, ..., &,, s¢ ranger
en groupes Gy, Gy, ..., Gy

Ces monomes pourront former des ensembles canonigues, que nous
désignerons encore par E” et dont les indices seront les exposants de
7Yy ooy X, dans le dernier terme.

ensemble dérive de E* sera Uensemble obtenu en multipliant par
Xy Xyy ...y Ty, SUCCEsSiVement tous les monomes de E”.

I’ensemble deéripé d’un ensemble 1" est encore un ensemble canonique.

Un ensemble canonique E” et son ensemble derveé (E*) ont les mémes
indices.

Si, dans une série infinie d’ensembles canoniques

| DU DU L
on « toujours (Ery ZEr+' il existe certainement un nombre fini n
partir duquel on a indefiniment (E? )" = EP+Y.

1) Pour toutes les démonstralions des propriétés énoncées dang ce Chapilre, se
reporter 4 la premiére partie du Mémoire déji cité. 11 suflira 4’y remplacer le mot derdeée
par le mot monome.
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2. Si p équations entiéres, homogenes et d "ordre n en Lys @y e X
sont résolubles par rapport & p monomes de cet ordre, z.l est [)()SSL()/(?, el
d’une infinité de fagons, de faire un changement lincaire de zvarz(zl)l_(e.s',
de telle sorte quielles puissent étre résolues par rapport aux p premiers
monomes.

Ces p premiers monomes constituent un ensemble canonique E”,
nous dirons que le systeme est résolu par rapport & E*.

Soit

-

M A M E A =0 E, (fi=1,9, ...,m)

an changement linéaire de variables dans lequel nous considérerons,
jusqu’a nouvel ordre, les & comme des constantes arbitraires.

Soient
Fl(‘rh ‘--s‘rm) =0y Y] l'p(*rb vy U} O

les p équations homogenes et d’ordre 2. Seient
D (L, .. Ey) =0, ceey D,(E, . 5y 0

les équations transformées.

Les équations @ seront résolubles par rapport aux termes d’un ensemble
canonique et les cxpressions obtenues scront des fonctions bien détermi-
nées des aulres monomes ct des \; fonctions qui ne seront identiquement
ni infinies ni indéterminées.

3. Nous appellerons déduites "ane équation == o Tes équations de
fa forme

axfaf ootk = o,

Ces déduites sont analogues aux dérivées d'une équation aux déri-
vées partielles.

SiT'on ne considere que les solutions autres que

Ty ZZ Ly LT, T 0,

une équation homogene et d’ordre , I = o est équivalente i Uensemble
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de ses déduites Q’ordre n 4 2/, car, parmi ces déduites, on trouve

zV'F=o,
2V F=o,
ey

el, comme tous les 2 ne sont pas nuls, on en déduit forcément F = o.

Sidone, dans un systeme, toutes les ¢quations ne sont pas du méme
ordre, on raminera & ce cas en remplacant chaque équation qui n’est
pas de 'ordre maximum p par 'ensemble de ses déduites d’ordre .

Soit S, le systeme ainsi obtenu et 2, le systeme transformé. Dési-
gnons par S, le systeme formé par les déduites d’ordre . + p" des
¢quations S, et par X, le systeme formé par les déduites d’ordre p —+
des équations X,. Le systéme X, sera équivalent au systéme transformé
de Sy et par suile, sera résoluble par rapport a un ensemble cano-
nique g,.

4. Formons les systemes successifs

o b .
el U1 i) +13 ey
ils seront résolubles par rapport a des ensembles .
rd
e
g, el L, P
‘b

qqui satisferont toujours i la condition
(E[l)’:€[i+l;

car les équations X, qui sont résolues par rapport aux monomes de
X7, donneront des déduites résolues par rapport & tous les monomes
de (e7) et il y en aura en plus des équations d’intégrabilité obtenues
en égalant deux expressions d’'un méme monome de (e#)’, et que nous
continuerons h appeler ainsi par analogie avee ce qui se passe dans la
formation des systemes d’équations aux dérivées partielles.

Il existera certainement un ordre fini 2 & partir duquel on aura

() == er+1,

Sie* est complet, le systeme X, ne peut étre véritié qu'en annulant
Ann. de !’ Fe. Normale. 3¢Série. Tome X1V, — JAnvigr 1897. 4
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tous les monomes d’ordre n, ce qui exige

—_—r — P
El -"62-—"-"—@/11“0,

de sorte que le systeme proposé S n’admet que la solution

LY=Ly T5. L LTI, S5O

Ce systeme est donc incompatible.

Supposons que ¢* ne soit pas complet. Les expressions des monomes
de ¢” sont des fonctions des autres monomes et des A; elles ne sont
identiquement ni infinies, ni indéterminées. Ce sont des fonctions
linéaires et homogenes de ces monomes et les coefficients sont des
fonctions rationnelles des A.

On pourra fixer numériquement ces A de facon que leur détermi-
nant ne soit pas nul et qu’aucune de ces fractions rationnelles n’ait
un dénominateur nul.

Les A étant ainsi fixés, le systtme X, auquel on arrvive constitue
notre forme canonique géneérale.

'5. Dans le Chapitre suivant, nous verrons que le degré dindéter-
mination des solutions d’un systeme dépend uniquement de n, §,,
Bas ov s Binesr les B étant les indices de e”.

Il est possible de déterminer tous ces nombres sans étee obligé de
faire le changement linéaire & coefficients indéterminés qui conduit i
des calculs tres pénibles.

Considérons les systemes successils

A

ng S[}.»i~-17 say h'/-

Soit p; le nombre des équations de Sy, qui sont linéairement indé-
pendantes. Considérons ’ensemble canonique d’ordre £, qui aurait p,
termes, et désignons par ¢, le nombre des termes de son ensemble
dérive. '

Tant que 'on aura £ << r, on aura

P+ > Gk

et pourk=n
Prner=qn;
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n se trouvera ainsi déterminé et B, B., ..., B, seront les indices de
I'ensemble canonique d’ordre » et ayant p, termes.

CHAPITRE 1I.

ETUDE DE LA FORME CANONIQUE.

1. Forme des identitds d’intégrabilité. — Considérons un systeme
anonique S, et, d’une fagon générale, désignons par

Sf’-:-’/-;----~’£,,. =0
Péquation de S, qui est résolue par rapport i

oy A
apade. o ahe.

Désignons, en outre, par By, u, ..., B, les indices de I* et par e
Pensemble complémentaire de B,

En multipliant par x,, les monomes de ¢, on n’obtient jamais le
monome appartenant & (1),

Il n’en est plus de méme si on les multiplie par z,,—,.

L.e monome

,7,-(;5: Ilrj . ‘7'9;":31“" .'lfﬁ;n"" ,
qui forme le premier groupe G, de ¢, donnera

a3 ” (d
.L'[;’ .. .I:l,flm_? xﬁiu“,
constituant le dernier groupe G,—, de (E"). Mais ce monome peut
encore s’obtenir en multipliant par «,, le monome

s . .. Bt P
s 2, .., m=1 m
vty Tt Z ol

qui forme le dernier groupe G,,_, de E*. On I'obtiendra donc en résol-

vant I’équation
Z Sﬁ. Baeer B =— Os
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et I'expression ainsi obtenue ne contiendra pas d’autres monomes
appartenant & (E*).

Voyons maintenant la multiplication par @,_,. Les termes de e, qui
donneront des monomes appartenant a (E*Y, seront de la forme

f . s Y.
""lf"zg"' . Clﬁ;f_g-.f%;'i_l'ut,,{" (am—-l < ﬁ/n-—l)

ou »
‘U{?l‘zg s ‘Tﬁi'f.fwlxﬁi"—? aqr (dm-l = (jm-—l)

et proviendront de la seconde portion du groupe G,,_,, qui est & cheval
sur E* et ¢, ou du groupe G,,_, qui suit immédiatement.
On obtiendra ainsi les monomes

B, sl O 2
abigls, | almect gty gl (1< Lor)s
o Jpm s pGimeay g0 e
'Lri’ ‘7‘{25' .. ""E,Z"_; '51»71-1' T (“m—»l = (J/ftwl )-

Les premiers n’existent que si f,,—, == 0. On a alors

[GL"JF @‘z‘l"- o Bln--‘.’.”f‘ e e T R )
c1+ (31 -+ @m-—z< 12,

ce qui montre que «,_, ¢t «, ne peuvent pas étre simultanément nuls.
En divisant ces monomes soit par 2, soit par z,,_,, on obtiendra done
des monomes appartenant a I&".

Voyons les seconds; si 'on a o, > {,,.,, en les divisan( par 2, ,,
on obtiendra sirement des monomes de E”. Si I'on a «,,_, =§,, ,, on
aura strement «,,=~ o, car

BitBot A Bumr B = 1 1,
I'fjl -+ |e_’+ - {3,,,__2 -+ ;6/11—1 /.

En divisant par z,, on obtiendra forcément des monomes de K7,

Ces monomes de E” appartiendront aux deux derniers groupes G,,_,
du dernier groupe G,,_,.

Désignons d'une fagon générale par S, des équations appartenant
aux deux derniers groupes G, du dernicr groupe G,_,, nous voyons
que les termes de (E*)" qui proviennent de termes de ¢* par la multi-
plication par z,,_, s’obtiennent en résolvant des équations de la forme

JC,,ZS(,,L_”:O ou m,,,_is(,,,_”:: 03
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les premitres ne contiennent pas d’autres termes appartenant i (E*Y,
mais il n”’en est pas de méme des secondes; elles peuvent contenir un
terme de (E*)’, provenant de la multiplication d’un terme de ¢* par
Ly g

On le fera disparaitre en considérant une équation de la forme

o @
| b(m—‘.’.) -+ (‘h{‘f.,ﬁan...ﬁ =0,

m

C ¢tant une constante convenablement choisie.

En faisant des vaisonnements analogues, on verra que les monomes,
appartenant a (E*)" et provenant de la multiplication par x,_, de
monomes de ¢, s’obtiendront en résolvant des équations de 'une des

formes
Xy S(/nw:x) =0,

. \ 3
R h(nl~~:;) + G m h{ﬂx.f‘i;,....:’l,,. =0,

\J , ASY RN o ] J—
T ;,h(,,, ST L ,1-1(4?"(,,,.,,;:,,'1’ G EAITS f‘n.ﬁ::-»u"fm =0y

(qui ne contiennent ancun autre monome appartenant a (E”)". Bt ainsi
suite.

Considérons un monome appartenant i (17). 11 peut provenir de
plusicurs monomes de B Si 8" ¢l 8" sont deux équations dont il pro-
vient, on aura une ¢quation de la forme

o, B - J',l.“-”':.:: 0,

qui devra se réduire a une identité en vertu des autres équations. En
y remplacant par les valeurs obtenues précédemment les monomes de
(E%Y qui proviennent de la multiplication des monomes de ¢” par x,
ou x, et en supposant p > g, on arrivera ainsi i des identités de la
forme

o, S

<t 80D 1
Pt S “|"ul P (p)

o+
- X l)/H P h‘(p S R ab i P, S(m —g) P, S,"},,l’ﬂ._...‘.,{’;,,, 0,

o Py représente un polynome homogene du premier degré et i coeffi-

cients constants en Ly, Ly, « vy Ty

9. Ewxistence des solutwns d'un systéme canonigue. — Admettons
que tout systeme canonique i m — 1 variables posséde des solutions ot
ces variables ne sont pas toutes nulles.
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Reprenons notre systeme canonique S, aux m variables ., @, ...,
x,, et aux indices B, Bay -+ P—s-

Posons

Ly T Y Lty

le systeme S, se transformera en un nouveau systeme %, formé par
des équations homogenes en zy, ., ..., @,_, ct contenant en outre
un parametre arbitraire y.

Considérons ’ensemble canonique €” formé par des monomes en z,,
Xy, -5 ey €L quia pour indices

e
(le ﬁﬂ, RN ﬁ/n--‘.ﬂ:

et désignons par ¢ son ensemble complémentaire.

On voit immédiatement que tous les monomes en ., @y, ooo, 2y o,
x,, qui appartiennent & un méme groupe G,,_, donnent, par la transfor-
mation considérée, le méme monome en x,, £y, «.., Lp_4-

Tout monome de E* donnera un monome de ¢”, et réciproquement,
tout monome de ¢* proviendra d’'un monome de K.

Il n’existe pas tout a fait la méme correspondance entre ¢ ef g,

Puisque les transformés des monomes de B# appartiecnnent toujours
a ¢*, les monomes de ¢ ne peuvent provenir que de termes de e
mais la réciproque n’est pas vraic; les termes de ¢ donnent en général
des termes de ¢”, mais il y a exception pourles termes de e qui appar-
tiennent au groupe G,,_, qui est & cheval sur E” ¢t ¢/; tous les termes
de ce groupe ontle méme transformé qui, ¢tant transformé d’un terme
de E*, appartient certainement i e”.

Rangeons les équalions S, en groupes G, _,.

Deux équations 8" et 8" appartenant & un méme groupe (., ontdes
premiers membres qui ne different que par les exposants de «,,., ct
z,. En en prenant deux consécutives, elles fourniront une identité
d’intégrabilité

ey 8 — 2, 8"+ Cz,, S, 8, .6, = 0,
qui restera encore une identité apres la transformation. On obtiendra
ainsi

ou plus simplement
El - yz” -+ Cy Zﬁh(“"h"‘vr’m: O.
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Désignons par /1, /., ..., files équations S du dernier groupe G, _,,

en commencant par la derniere, et par 2,, 9., ..., @ les équations
transformées. Nous aurons les identités

Yo (0= Giy) ey,
Yo oat Coy gy,

Bl ’
Y i Pt Gy o

De ces identités on déduit immédiatement que ¢4, ¢,, ..., @5 sont
respectivement divisibles par !, 2%, ..., 2', a°, et, en posant en
géneral

;= k),
PI ‘ 1J1v
on aura
B (e Gy o Gy e gy i)
toutes les équations provenant du dernier groupe G,,_, se réduisent
done & Péquation unique

by o,

qu'on obtient en prenant Ia transformée de la dernivre équation S* et
La divisant par y#a, puisque Pon a évidemment

Lo (j/u b r.

Soient maintenant 0,, 0,, ..., 0, les ¢quations successives d'un
groupe G, quelconque. Nous aurons les identités

0, "“.}’01 4+ Ciyoy o,
Oy~ 30y -+ Coyor =0,
Op—=¥0g1- Cyery 9, == 0.
On en déduira en général
0= i1 0y ¥ @y (Coog A Comgy -+ oo~ Cryi=2),
et par conséquent toutes ces équations se réduiront, en vertu de

Yy == 0, 4 I'équation unique
01 0.
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Jedis que le systéme X, ainsi obtenu est résoluble cffectivement par
rapport aux monomes de e”.

En effet les cquatlons X, qm provwnncnt des groupes (:,,,_2 autres
“que le dernier seront immédiatement résolues par rapport i tous les
monomes dec*autres que le dernier, ctles expressions obtenues pour-
ront contenir ce dernier monome en méme temps que ceux de &”. I
suffit alors de montrer que I'équation ¢, détermine ce monome.

La derniere équation S, est de la forme

i—~1-’m ~1
4 @ o y
PO PR it B — 1’1 P B i Bt i e/
.1-1.12,,,7”, = 2 Coairaetlso oo ahm L kA,
i=1

A désignant une expression formée avee les monomes des groupes G,
qui suivent dans ¢”.
La transforméc sera

(= {5mw— 1
3 { (- = f
ypm'..,_,(f.___.,.Ei,,_..lﬁﬁ,,,:yﬁm,,‘.;x. el [t B z Coyi - B,

[E=3

B désignant une expression formée avee les monomes de e”.
On sait a priord que Iéquation ainsi obtenue est divisible par yfu, de
sorte que I’équation ¢, se réduit i

1= Py R
5 ~ s
‘/L.{l‘l‘ Lo Em 11“‘ 1"; [ — 2 ‘}i.?,[> “/’

[ §

B"ne contenant que des monomes de e”. Le coefficient de af, Ll o0
ne peut pas étre nul identiquement, de sorte que, si on Lusw arbi-
traive, cette équation sera résoluble effectivement par rapport au der-
nier monome de ¢”.

Supposons que € ne soit pas complet, ¢’est-a-dire que B, B, ...
Bm—s ne soient pas tous nuls; je dis que X7 est canonique.

Pour le démontrer, nous allons compdrm' les systemes S, et X,,,.

Toute transformée d’une équation de S,., est évidemment une
équation X,,, et toute équation de X,., peut s’obtenir en faisant la
transformation dans une équation de S, convenablement choisie; il
en résulte que le nombre des équations distinctes de X, sera rigou-

’
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reusement le nombre de groupes G, qui se trouvent dans S,,,,
c’est-i-dive qu'il y a de termes dans Uensemble transformé de (B7)'.

(E*) ayant f3,, By, ..., B,—, pour indices, ceux de P'ensemble trans-
formé seront B, B,, ..., B,—. Ces indices étant précisément ceux de
¢, il en résulte que Uensemble transformé de (E*Y n’est autre que
(")

2 done autant d'équations distinetes qu’il y a de termes dans
(") el cela sultit pour démontrer que X, est canonique.

Supposons en dernier lieu que €7 soit complet, ¢’est-a-dire que l'on
ail

{31 == {Bz’f?. ey l@,,,uﬂ:. O,

I ¢quation 4, == o se réduit iei i

i ﬁm 1 )\

N L
rt 1 N (it O
TR 7 @Y .

i

Sioon laisse y arbitraive, elle donnera a, ., == o et les aulres équa-
tions de X, montreront que (outes les autres variables doivent étre
nulles. 1y a done incompatibilité.

Mais déterminons y par U'équation

]
P

N
I Z Cipi==o,

i1

I'équation g, == o se réduira & une identité et le systeme X, sera résolu
par rapport & un ensemble canonique ¢} & m — 1 variables ayant pour
imdices

O, O, wuuy O, T,

La dernicre équation de X, ¢tant une déduite de 4, = o se réduira
aussi 4 une identité, de sorte que X,,, aura un nombre d’équations
distinctes au plus ¢gal au nombre des termes d’un ensemble canonique

/! ayant pour indices

O, Oy vuouy O, I

n

Cet ensemble ayant les mémes indices que &) n’est autre que (e7)
ot eela suffit pour démontrer que Z, est canonique.

Ann. de I'Bie. Normale. 3 Sévie. Tome XIV. Janvier 18g7. 0
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Le raisonnement précédent suppose essenticllement que y a une
valeur finie. Il est donc en défaut si By, Bu, ..., Bn-. élant tous nuls,
les C; le sont également.

Reprenons alors le systeme S,. Les équations du dernier groupe
G,_» se réduisent a

X1 =0, 2= o, ) ""%f»‘:‘x' "l'?:;” =0
et exigent par suite que I'on ait z,,_, = o.

Faisons alors x,,_, = o dans toutes les ¢quations de S,,5 toutes celles
du dernier groupe G,,_, sc réduiront i des identités et les identités,
dont on s’est déjh servi, ¢t qui existent entre deux Gquations conscé-
cutives d’'un méme groupe G,,,, montrent que, parmi les ¢quations
d’un méme groupe G,,, la dernicre seule ne se réduira pas & une
identité. Un raisonnement analogue & celui qui a ¢té fait dans le cas
précédent montrera que le systeme en @, 24, ..., &, ., 2, 2iNsi oh-
lenu est canoniquec.

Puisque, dans tous les cas, on est ramendé i un systeme '.:moniquv
4 m —1 variables qui, par hypothese, admet des solutions ol ces
m — 1 variables ne sont pas toutes nulles, le systéme proposé i m va-
riables admet certainement des solutions autres que

LTS LT L L LT A, O,

On est donc ramené a démontrer la propricté pour les systémes
canoniques & deux variables. Ces systemes sont composés 'une seule
¢quation, de sorte que, dans ce cas particulier, le théoréme général se
réduit au théoreme classique de d’Alembert. Done :

Tout systéeme canonique admet des solutions ow les inconnues ne sont
pas toutes nulles.

3. La résolvante générale de Kronecker. — Considérons un systeme
d’équations homogenes i m variables. Remplagons-le par un systeme
équivalent dont toutes les équations seront du méme degré et faisons,
pour éviter des cas particuliers, le changement linéaire de variables le
plus général.
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Soient
Fi(ay, ..., 2,)=o0, Fo(zyy .oy x,)=o,

ces équations.
Elles peuvent avoir un facteur commun

P (Zyy ooy im)-
En le supprimant, on obtiendra
Fo(eg, ooy @) =0, (2, ooy xn)=o0, R
formons les deux combinaisons

U I = U+ o=,
v, |F’l 4=V, lf‘lz ez 0.

lntre ces deux équations, ¢éliminons x,, nous obtiendrons une
¢quation
Dy ooy, Uy oV, o )= 0,
qui sera homogene en ay, ..., a,. En annulant les cocfficients de
termes en U et 'V, nous arriverons & un systeme

(G (g ooy ) =20, Go(xy, oonya,) =0,

qui exprimera les conditions nécessaires et suffisantes pour que les
¢quations IV, considérées comme des équations en 2, aient une solu-
tion commune.

On traitera les ¢quations G, qui sont & m — 1 variables, comme on
a traité les équations I, et on arrivera i trouver, pour chacun des
systemes qu’on obtiendra successivement, un facteur P qui pourra
avoir le degré o.

Kronecker appelle résoleante géncrale Iéquation

l’m("’"]y ey -7/'/11) l’m-—l ('7'21 R ""m) ‘e l’:i('Tm-ﬂ.n Loy -1 ""‘/)l)l)ia(.""/n~1’ .17,,,) =I03

a chaque facteur P, de degré autre que o correspondent des solutions
dépendant de ¢ — 2 parametres arbitraires, en ne tenant pas compte
de celui qui provient de 'homogénéité des équations.

Si 'on prend le langage géométrique, on peut dire que, 4 un fac-
teur P, de degré v,, correspond, dans 'intersection des multiplicités
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algébriques considérées, en équations homogenes dans Pespace
m — 1 dimensions, une multiplicit¢ I,_, & ¢ — 2 dimensions ¢t qui est
de ‘degré v,.

4. Signification géométrique des indices d’un systéme canonique. —
Soient
O =Aj2l ..+ Ap‘:’_': 0,

O, =Bzl -+. .. B[,, =0

deux équations homogenes d’ordre 1, dans lesquelles on a mis 2, en
évidence. Pour ¢liminer z, par la méthode de Sylvester, on considere
les ¢quations

.l"'1 (l" =0 o
i d,—=o (F==0,0, ooy =1,
On y considere toutes les puissances de @, comme des inconnues dis-
tinctes et, en prenant le déterminant de ces équations linéaires, on a
le résultant

Ay A . L. Ap o ... o

R o .. o A, AL Ay
TiB, B, . L. B, o ... o
B, B, B,

[ T - - . v

Si Uon appelle C,, C,, ..., Cps Dyy Dy, oony Dy les mineurs relatifs
a la derniere colonne, lesquels sont des polynomes en .y, ..., .2, on
aura

= L=,

Ut - % s
R @ ¥ Crot=i-p b, 2 D=,

i=:1 (2

ce qui montre que R est une combinaison linéaire des déduvites de @,
en des déduites de @,.
Supposons maintenant que 'on ait

O = U F 4 U,Fy.. .,
D, =V, F 4+ Vol ..,

les U etV étant des constantes arbitraires.



SUR LES SYSTEMES ALGEBRIQUES, ETC. 37

Dans Pexpression de R, @, ¢t @, seront des polynomes en U et V;
ilen sera de méme des C; et Dy, de sorte que le coefficient d’un terme
queleonque de la forme U/ V® sera de la forme

XF;Qq,

~

les Q étant des polynomes enay, ., ..., x,; ct1’on sait, @ priori, que
toutes les puissances de a; disparaitront d’elles-mémes. Done, toutes
les équations oblenues en Gerivant que R == o est une identité relati-
vement aux U et V sont des combinaisons linéaires des déduites des
Gquations I

Reprenons maintenant le systéme canonique S, ayant pour indices
Bis Bus +oes By el provenant du systeme initial S, composé des équa-
trons

Iy o, I, = o,
ayant tontes le méme degré p.

Siles équations I ont un facteur commun qui, a4 cause du change-
ment indéterminé de vartables, contient certainement toutes ces va-
riables, on ne pourra jamais trouver des combinaisons linéaires des
déduites, ne contenant pas a,, puisque le systeme admet des solutions
dans lesquelles on peat prendre arbitrairement v, ..., w,. De i
résulte immaédiatement que Pon aura

(5, 0.
La réciproque est vreaie, car, si les équations I n’avaient pas de fac-
teur commun, les deux équations
G, ZUF = o,

Dy==EV I =0

nauraient pas de facteur commun et, en éliminant .z, entre elles, on
tomberait, en appliquant le procédé de Kronecker, sur des équations I/
qui ne seraient pas des identités et qui seraient des combinaisons
linéaires de déduites de 15 done X, contiendrart des équations dans
lesquelles ne figurerait pas a, e, par suile, on aurait

Bi==o0.

Ce facteur P, (2, ..., x,) de degré v, contient certainement un
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terme en z1», car, dans Z,, la premitre équation est de degré » ct con-
tient le terme . On peut évidemment supposer que le coefficient de
2™ dans P, est I'unité.

De ce que la derniere équation de X, contient z, 4 la puissance 8,
résulte immédiatement que 'on a

'/m:ﬁl'

Je vais démontrer que, si I'on divise par P, toutes les équations du
systeme X,, on obtient un nouveau systeme S,,__,Ym, qui est encore ca-
nonique.

Remarquons d’abord que, sil'ensemble B est canonique ¢l a pour

indices
l-a)l’ @27 e (jl"-'lﬂ

en divisant tous ses termes par 2!, on a un nouvel ensemble 1Y,
(qui est encore canonique et qui a pour indices

ﬁl’“?l)l’ (329 DR (j,,,_.,l.

Désignons par M, _g, les monomes en ,, ..., x,, et de degré n— 3,
qui, multipliés par @8, donnent des termes de K, et par M, 4 les
monomes analogues fournissant des termes de ¢”.

Toules les équations du dernier groupe G, de X, scront de la forme

b M,_p, = XCab: M), g, + A,

A désignant un ensemble de termes qui, relativement a @, sont de
degré inférieur i f3,.
En divisant par P, on aura des équations

.rffu—Ym(Mn_g‘-—- ZCM,_g)+ B=o0,

B désignant un ensemble de termes qui, en «,, sont de degré inférieur
A B, — v, Les équations ainsi obtenues seront donc résolubles par
rapport a tous les termes

-w{?ﬂ—YmMu——f‘in
c’est-a-dire par rapport & tous les monomes du dernier groupe G, de
E"n, '
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Considérons maintenant 'avant-dernier groupe G, de Z,. Toutes les
¢quations seront de la forme

R
it IM, g 1 — A =o,

M, g . désignant successivement tous les monomes en a,, ..., 2, de
degré n — 3, — 1 et A étant un ensemble de termes qui, en x,, sont au
plus de degré B,.

Apres division, on obtiendra

_7-(1'51*‘"Y:'.--I~1M” 1 B = 0,

B ¢tant un ensemble de termes qui, en 2, sont au plus de degré
B, — vm- Ces équations seront done résolubles par rapport i tous les

monomes de la forme
""‘lr?"—'w{"‘ ! lvj\l‘n-——(‘ﬂ,— 1y

¢'est=i-dire i tous les monomes de Pavant-dernier groupe G, de K* -7,
En continuant ainsi, on verra que les équations S, - sont résolubles
par rapport a tous les monomes de K" Vu,

On remarque que les déduites des équations S, . s’obtiennent for-
cément en divisant par P, les déduites des équations S, ¢’est-h-dire
les équations S, . 1 en résulte, par le raisonnement précédent, que
les déduites des équations S, seront résolues par rapport a tous les
monomes d’un ensemble canonique d’ordre 2 — v, + 1, ayant pour
indices

B 7ms ﬁﬂﬂ B

el qui, par suite, est Pensemble dérivé de 1" Yo,

Le systeme S,y est done canonique.

Mais, par hypothese, les équations S,_, n’ont plus de facteur com-
mun; done le premierindice de ce systéme doit étre nul, ce qui prouve

que on a
Y m == @x-

Dans le systeme S,_g, ainsi obtenu, et ayant pour indices
O, (52’ ety 61}1—»1’

séparons les équations qui ne contiennent pas z,; elles formeront un
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nouveau systeme i m — 1 variables, qui scra canonique et aura pour
indices
ﬁﬂa T ﬁm—'-l'
Ce systeme sera précisément le systeme
Gy(zy, ...y xp) =0, Go(2yy ..oy ) =0, s

déjh considéré i propos de la résolvante de Kronecker, qui aurait été
mise sous forme canonique.

En reprenant les raisonnements précédents, on pourra en déduire
que

Ym—1"= (ja’

’

ct ainsi de suite. On aura finalement les égalités
Ym= @17 Tm—1= @2’ vy Ts== ﬁ’mw; 72 {?’m-- Ie
Nous obtenons done cette propriété :

Les indices d’un systéme algébrique sont les degres des factewrs de la
résolvante générale de ce systéme,

ou:

Si, dans Uespace a m — 1 dimensions, les surfaces forment un systéme
ayant B,y Ba, ..., By pour indices, leur intersection compléte 1 se
compose :

d’une multiplicité 1,,_, & m — o dimensions el de degré b,

» I,y m—3 » » b,
..................................................... .

» I, 1% ! ) » B ws

» I, «a O » » Bty

en convenant de désigner par multiplicité 4 o dimension et de
degré B,.-, un systeme de f,,_, points.
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CIAPITRE TIL

SUR CERTAINS SYSTEMES IYEQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES.

Soit X un systeme d’équations aux dérivées partielles & une seule
inconnue z, aux m variables x,, z,, ..., x,, ¢t dont toutes les ¢qua-
tions sont linéaires, homogenes et & coefficients constants.

Dans toutes ces équations, remplacons chaque dérivée

o'z
dasdats L dakp

par le monome correspondant

1% N
afragr.. g,

Nous formerons ainsi un systeme algéhrique S iz inconnues ho-
mogenes. Nous appellerons S le transformd algebrique de X.
On a remarqué depuis longtemps que, si

iy Uy oo vy Uy
est une solution du systeme S,
Slagx, - agxg~. ..~ ay2,)

est une solution du systeme X, f étant une fonction arbitraire. Iy a,
entre ces deux systemes, des relations beaucoup plus étroites, que nous
allons mettre en évidence.

Jars
V1] [P et ; v ¥ pop "y Pt P o
A tout terme i Qs L O de X correspond un terme &7 a2
de S. Si, dans X et S, on fait simultanément le changement
@y== M E ot MGy oo M E, (E==1,2, ..., m),

les équations S resteront encore les (ransformées algébriques des équa-
Ann. de U'Fic. Normale. 3° Série. Tome X1V, — Fivrizr 1897. 6
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pa
tions X, et si I"on désigne par I; et S; deux équations correspondantes,
I’équation

0 5

— =

().17"
aura pour transformée algébrique
uwisj =0,

1l résulte immédiatement de ces remarques que si Uon fait la réduc-
tion de ¥ & sa forme canonique X, par le procédé indiqué dans le
Mémoire déja cité, puis celle de S & sa forme canonique S,,, comme il
a été expliqué dans le premier Chapitre du Mémoire actuel, le systeme
S, sera le transformé algébrique du systeme X,.

De la on conclut immédiatement :

Un systéme X et son transformé algébrique S ont towjours les mémes
indices.

Soient B, By, ..., By ces indices.

Nous avons vu que ces indices déterminent completement la nature
de Pintersection des multiplicités S, et, d’autre part, nous savons, par
le théortme de Cauchy étendu aux systemes différenticls les plus gé-
néraux, que le systeme X, qui ne peut pas étre incompatible, a une
intégrale générale qui contient :

B, fonctions arbitraires de m — 1 variables,

52 » nm — 2 »

et, en plus, un nombre limité de constantes arbitraires.
En comparant ces deux résultats, nous allons arriver aux propriétés
que nous avions en vue. Supposons d’abord que I'on ait

Br=Ps=...= Bp-1==0;

c’est la condition nécessaire et suffisante pour que S soit incompatible,
c¢’est-a-dire admette la solution unique
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Mais ¢’est en méme temps la condition nécessaire et suffisante pour
que I'intégrale générale de X dépende seulement d’un nombre limité
de conslantes arbitraives. Dans ce cas, les équations S, s’obtiendront
en ¢galant 4 o tous les monomes d'ordre n; par snite les équations
("ordre n de X, s’obtiendront en annulant toutes les dérivées d’ordre
nde z.

z sera done un polynome enticr enz,, x,, ..., 2,. En y considérant
les coefficients comme des constantes arbitraires et écrivant que les
¢quations Xsont vérifices identiquement, on aura entre ces coefficients
des relations linéaires. Nous pouvons, par suite, énoncer celte pro-
pri¢té :

La condition néeessaire et suffisante pour que le systéme X ait une inlé-
grale générale dépendant seulement d’un nombre limité de constantes
arbitraires est que le systéme algebrique S soit incompatible.

Dans ce cas, Uintégrale géncrale de X est de la forme

Py a4, Py,

les @ ctant des constantes arbitraires et les P étant des polynomes entiers
ORIy, Lyy vnny Ty

Supposons maintenant que ce systeme algébrique S soit compatible,
¢’est-a-dire que les § ne soient pas tous nuls.
Supposons, par exemple, que I'on ait

B #o.

Désignons par I Fintersection totale des multiplicités S et par o
Pintégrale générale de X.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait dans I une
multiplicité T,_,, de degré B; est que le ¢ indice de S ait pour va-
leur B;. C’est aussi la condition nécessaire et suffisante pour que, dans
s, figurent B; fonctions arbitraires de m — i variables. Donc :

La condilion nécessaire et suffisante pour que & contienne (3; fonctions
arbitraires de m — i variables est que | contienne une multiplicité 1,,_;._,

de degré B,.



44 ET. DELASSUS., — SUR LES SYSTEMES ALGEBRIQUES, ETC.

Nous pouvons alors énoncer le théortme général suivant :
La condition nécessarre et suffisante pour que l'intégrale géncérale d'un
systéme T dépende de

3, Jonctions arbitraires de m — v variables,
5, » m—o »

’

et d'un nombre limité de constantes arbitraires est que lu solution géne-
rale du systéme algébrique S se compose :

d’une multiplicité 1,y de degré 5,

» [ » irjia
................ Vet rtesnuani s any
4
» I, » Bt

On peut remarquer que si L eontient une multiplicite I, ,, e systeme
S peut se simplifier. En effet, dans ce cas, les équations S ont un
facteur commun Rz, ,, ..., 2,). Désignons par p(z) expression
linéaire dont R est la transformée algébrique.

En prenant 5'=p(z) comme nouvelle inconnue, on sera ramené i
un nouveau systeme X' qui aura pour indices

r e}
R N

et dont I'intégrale générale ne contiendra aucune fonction arbitraive
de m — 1 variables. Connaissant =/, on aura z en intégrant 'équation

pla)=27,

intégration qui introduira des fonctions arbitraires de m — 1 va-
riables.



