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SUR LA RESOLUTION

L'EQUATION AUX DIFFERENCES FINIES
G (2 +1) — G(z) = H(x),

Pan M. C. GUICHARD,

MAITRE DE CONFERENCES A LA FACULTE DES SCIENCES DE RENNES.

INTRODUCTION.

Le but principal de ce travail est de démountrer le théoreme suivant :

Etant donnée une fonction enticre quelconque H(x), il existe une autre
Jonction entiere G (x) véryiant Uéguation aux diférences finies

(1) G(z+1)—G(z)=H(zx).

On sait trouver cette intégrale finie quand H(x) est un polynome.

Il était donc naturel de chercher & résoudre la question, en prenant
la somme des intégrales finies des termes du développement en série
de I (2); mais la série ainsi formée n’est pas convergente, quelle que
soit la fonction entiere H. Nous avons di alors chercher une autre mé-
thode. Pour arriver au résultat, nous formons, a I’aide d'une intégrale
définie renfermant un paramétre variable, une fonction quia deslignes
de discontinuités et qui vérifie 1a relation donnée. En faisant dispa-
raitre ces discontinuités, on arrive au résultat cherché.

Les aulres questions que nous abordons ensuite ne sont qu’une ap-
plication de ce théoreme. Tout d’abord, comme généralisation du pro-
bleme (1) vient la résolution de I'équation

(2) a,G(z+n)+a,G(z+n—1)+...+a, G(z) =H(r),
Ann. de I’Fc, Normale. 3* Série. Tome 1V. — Novennae 1887, 46



362 C. GUICHARD.

ou les @ sont des constantes. Cette équation a déja été résolue, dans le
cas ou le second membre est nul, par M. Picard () et par M. Floquet (?),
dans la recherche des propriétés des intégrales uniformes d’une équa-
tion différentielle linéaire a coefficients simplement périodiques.

Puis, au lieu de I'équation (2), on peut considérer le groupe des
deux équations

(3 { @Gz +nw) +a,Glr+(n —1)o] +...4+ a, G(z)=H(z),
~ | 600G (2 +me) 4+ b, G[z+ (M — 1) o' ] +...o by G(z) = H,(x).
On trouve facilement la relation qui doit exister entre les fonctions
entieres Het H,. Cette relation étant vérifiée, les équations (3) n’ad-
mettent, en général, qu’'une seule solution entiére. Il y a, en outre, des
solutions méromorphes qu’on obtient en ajoutant & la fonction entiére
trouvée les solutions des équations (3) privées de second membre.
Cette derniere question a été traitée par M. Picard (*) et M. Floquet (*).
Enfin, on raméne facilement au probleme (1) la résolution de I’équa-
tion
G(x—~+1)

Nous terminons cette étude par la résolution des deux équations

G(x =+ u)

G(z+u'y )
——(i(—x)'— —II1(.%).

Les conditions auxquelles doivent satisfaire H et H, sont un peu com-
pliquées; elles se simplifieraient beaucoup si ’on ne s’astreignait pas
a trouver une solution entiere.

M. Appell a traité quelques questions de calcul fonctionnel, ana-
logues aux précédentes ( Mathematische Annalen, 1881).

(1) Comptes rendus des scéances de I’ Adcademie des Scicnces (1880).

(2) Comptes rendus et Annales de L *Ecole Normale (1882).

(3) Comptes rendus (1880).

(%) Sur les équations différenticlles linéaires & coefficients doublement périodiques
( dnnales de I’ Ecole Normale, 1884 ). '

R —
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1. Etude de la fonction

. B f(3)eins
- ;-zirT:‘éz—in_w =

I(x)

A
Prénons sur 'axe des y un segment positif AB (fig. 1): soit /(z) une
fonction uniforme, continue sur AB. L’intégrale

B f(5)e2ins
2T __ pgmx T

A

prise le long de I'axe des y, définit une fonction uniforme Il (x). Cette
fonction est discontinue pour les valeurs de x qui vérifient I'équation

e}TE __ T — o (x =134 n),

s étant un point de AB et n un nombre entier, ce qui donne comme

Fig. 1.
"B.I T® 1B, 1%,
IN
P L3
TA, TA 14, T4
0 1 2 z

lignes de discontinuité ou coupures de la fonction II une infinité de
segments de droites, paralleles & I'axe des y, passant par les points
dont ’abscisse est n et dont les extrémités sont situées sur des paral-
leles a I’axe des « menées par A et B.

Si A et p sont deux points situés en regard I'un de P'autre sur les
bords opposés de la coupure AB, p a droite, A a gauche, on a, & un
infiniment petit pres,

I(2) —(p) =S (p);

s1 = A+ 1,
IM(2) =M(p),

car tous les éléments de 'intégrale sont égaux.
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Il en résulte que, & des infiniment petits pres, on a
I(p) —1(p) =/ (p)-

@

2, Limitede’ intégrale quan(l a vient sur AB.

Cette limite n’est pas la méme quand z vient sur AB en restant a
droite ou d gauche de la coupure. Je supposerai que x s’approche de AB
en restant sur le bord droit. On peut, quel que soit x, écrire

B ol o) e2ims __ f( 2 g2imE
= [ LSS e

e:‘in: — e:!i‘lt.l‘

B
-+ S x) e ! ! ds + J{) d
itz _ T 2ims—a) 2(TC L B

Les deux premieres intégrales représentent des fonctions de x conti-
nues sur AB; la troisieme a pour valeur

2T A——x

Quand on suppose « a droite de I’axe des y, il faut prendre celle des
valeurs du logarithme qui est nulle pour « infini. Cette expression a
une limite quand « vient sur AB, sauf aux points A et B. Il faut prendre
celle des valeurs du logarithme qui est réelle.

3. Resolution de ['équation
G(z+1)—G(2)=H(2).

Soit H(z) une fonction uniforme entre deux droites A’ el B’ paral-
Itles & 'axe des x. Je suppose qu’elle n’ait pas de discontinuités sur
I’axe des y. (S’il en était autrement, on pourrait prendre une parallele
a cet axe.) Je mene deux droites A, B voisines respectivement de A’
et B’, situées entre ces deux droites (fig. 2).

Puis je divise I'aire comprise entre A et B en rectangles, en menant
par les points dont I'abscisse est un nombre entier des paralleles a ’axe
des y. Je dirai que deux points de deux rectangles sont correspondants
quand leurs affixes different d’'un nombre entier. Cela posé, je forme
une fonction ayant pour valeur, a U'intérieur du rectangle ABA,B,,
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H 3 2iTts
]I( (Z') —f ‘11':(.. _eelzf'a: ds.

Je prendrai comme valeur de la fonction sur AB la limite de I'intégrale
quand x vient sur AB du c6té droit.

I'intégrale

Fig. a.
Z\n
B_. B, B B, B, B,
M, M, M M M,
z
2 -1 0 1 2 3
A, A, A A, A, A,
A

Soit M un point du premier rectangle ABA,B,; marquons ses cor-
respondants M,, M,, ..., M_,, M_,, .... Nous prendrons pour valeurs
de la fonction en ces points

EnM,.......... (M) <+ H(M),
EnM,.......... (M) + H(M)+H(M,),
EnM_q......... (M) —H(M_,),
EnM_,........ IL(M) — H(M_,) — H(M_,).

Si I'on se reporte aux propriétés de 'intégrale II(x), on voit que la
fonction G() que nous venons de former n’a pas de lignes de discon-
tinuité. Elle vérifie évidemment I’équation

G(z +1)— G(z)=H(z).

On obtient toutes les autres solutions en ajoutant & G une fonction uni-
forme entre les droites A et B, et ayant pour période 1.

Si la fonction H est uniforme dans tout le plan, on pourra, autant,
qu’on le voudra, éloigner les droites A,B de I’axe des . La fonction G
variera avecla position de ces droites; la méthode suivie ne permet pas
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d’obtenir comme solution une fonction G, uniforme dans tout le plan.
L’'intégrale II cesse, en général, d’avoir un sens quand les points A et B
s’¢loignent indéfiniment sur ’axe des y. On peut, dans le cas ou H est
holomorphe dans tout le plan, remédier a cet inconvénient en rempla-
cant I'intégrale II par d’autres qui jouissent de propriélés analogues.

4. Intégrales qui jouissent de proprités analogues ¢ celles de I1( x).
Soit ¢(z) une fonction uniforme ayant pour période 1, et telle que
qj—(l;—; n’ait pas de discontinuités sur le segment AB de ’axe des y. For-
mons 'intégrale
B

/‘(5) ¢2i7'c: LP(Z‘)
RISl

Aux points A, p, %, on a, comme pour la fonction II,

IL(2) —IL(p) = f(p)>
ILOO) =1 ()5

O, (=) = e“m:](lx.

d’olr
I () — I (p) = f(p).

On pourra donc, dans la résolution de notre pr'obléme; remplacer I'in-
tégrale II par I'intégrale II,.

5. Cas ot la fonction H(x) est entiére.

Nous allons montrer qu’on peut choisir la fonction entiere pério-
dique ¢, de telle sorte qu’elle.ne s’annule pas sur ’axe desy et que
'intégrale I, ait une limite quand A et B s’éloignent indéfiniment sur
I'axe des y.

Soit p le module de z. On a évidemment

|H(z)|Zao+ ayp + asp? +. ..éZanp",
0

@, étant positif.
Formons maintenant la fonction périodique

Uy (%) :2“" (e2nimz 4 g=2ninzy
- .

R T Ty, ——
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¢ élant le module d’un point de I'axe des y; la valeur de {, en ce point
est

o
Yy (o) :Za" (e=2n7p 4 g2n7R),
0

Tous les éléments de cette somme sont positifs et plus grands que les
modules des termes correspondants de H(=z).
Nous prendrons alors

Y(3) = (™ 4+ e gy (3).
Quand p croit indéfiniment, le module de

H(z)

't!l(\:)

. . . . I )
est infiniment petit par rapport aux puissances de > D’autre part,
e2ims . . - . xipi '
reste fini quand le point z s’éloigne indéfiniment sur 'axe

YT
6,_171.«___ e2itx

des y. Il en résulte que 'intégrale

fB H(:)e‘”m k!)(.T) ds
A

dH(:) [ezziﬂ: — ezi'mz]

définit une fonction de  quand A et B s’éloignent indéfiniment. Nous
la représenterons par ,
Y+ =\ 23 ()
() :f M) .
y—=

L!J(: ) {e‘.’iﬂ: — e:zimz:]

L’intégrale a encore une limite quand @ tend vers un point de I'axe
des y. La forme sous laquelle nous I'avons obtenue devient illusoire;
mais on peut toujours partager 'intégrale en deux parties : 'une en
faisant varier z de A, a B,,’autre en faisant varier = en dehors de ces
limites. On peut faire en sorte que celte derniere soit aussi petite qu’on
le veul. La premibre a une limite; il en est donc de méme pour II.

On pourra, 2 l'aide de cette fonction II, former, comme dans le cas
précédent, une fonction G; elle sera évidemment holomorphe dans tout
le plan. Ainsi :

Etant donnée une fonction enticre H(x), on pourra trouver une autre
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Jfonction entiere G(x ), telle que
Gz +1) —G(2) =H(2).
On obtiendra toutes les autres solutions en ajoutant a celle-ct une fonction
ayant la periode 1.
Il est clair qu’on déduit immédiatement de 1a la solution de I’équation
G(z + o) — G(2)=H(x).
6. Résolution de 'équation

aG(z+1)+bG(z)=H(=).
Posons
G(z)=er*9(2),
d’ou
G(z+1)=ePef” o(z +1).
[’équation devient
ef?lael o(x +1)+ bo(z)] =H(z).
Déterminons p par I’équalion
ael = — b;
on a alors
9(@+1)— 9(@)=— 7 etz H(2).

On est ramené au cas précédent.

7. Résolution de I’équation
aG(z4+n)+a Glz+n—1)+...4+a,G(z) =H(x).

Posons
G(z+1)—AG(z) =G, (x),

on aura la suite des relations

G(z+1) —AG(2) =G, (x),
G(z-+2)—2G(z+1) =G, (z +1),
G(z+3) —AhG(z+2) =G, (z + 2),

G(x—f—n)——lG(w-&—‘n-—-x):G,(m—&-n.—-l).
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Multiplions ces équations respectivement par b,_,, b, o, ..., b,, 01
pourra choisir A et les b de manikre & vérifier les relations

/ —2bpy = ap,

\ b/z—i - 7-1)11—2 = Qp—y>

by — 20y 3= a,_,,

(1) i

On sera alors ramené a résoudre les deux équations

by G(x+n—1)+0,G(x+n—2)+...4+b,_, G, (x) =H(x),
(2) Glx4+1)—2G(z) =G, (x).

En réduisantsuccessivement, par la méthode ci-dessus, la premiere de.
ces deux équations, on sera ramené a n équations successives du type 2,
qu’on sait résoudre.

Les équations (1) donnent, pour déterminer A, 'équation algébrique

(3) F(M=a,+a, 12 +a, s N+...+aq,l*=o0

»

que nous appellerons dguation caractéristique de I'équation donnée.
Soit A, une racine de cette équation; a cette valeur de A,, les équa-

tions (1) font correspondre un seul systeme de valeurs pour les b.

L’équation caractéristique, formée avec les coefficients b, sera

By

—=— == O.

)‘.1

A
Donc, si A, A,, ..., A, sont les racines distinctes ou non de I’équa-
tion (3), on pourra résoudre la question proposée & I'aide des » équa-

tions :
G(z+1) —MG(z) =Gi(z),

Gi(z+1) —hrGi(z) = G(2),
Gy (z+1)—2A, G,y (2) =H(2).

D’autre part, si I’on a une solution de la question proposée, on obtiendra
Ann. de I'Ec. Norm. 3¢ Série. Tome IV. — Novemsre 1887. i
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" toutes les autres en y ajoutant I'intégrale générale de I’équation
(4) a,G(z+n)+a Gz+n—1)+...+a,G(x)=o.

Notre méthode permet facilement de trouver cette intégrale; mais
cette question a déja été résolue par M. Picard (*).Je me borneraidonc
4 énoncer le résultat qui nous sera utile dans la suite.

Si on pose ¢» =2, I'intégrale générale sera

n

() Serte,(@),

1

o, ayant pour période 1. Cette forme n’est applicable qu’autant que
équation en A a ses racines distinctes. Si A est une racine multiple
d’ordre o, il faudra remplacer les o termes correspondants de (5) par

er(CPO—i— P1 (P1+- o Pu_l <Pd—-1 ),

les fonctions g ayant la période 1, les polynémes Py, Py, ..., P,_, élant
respectivement de degré 1, 2, ..., x — 1.
8: Résolution du systeme

Glz+w) —G6G(z)=H(z),
G(z+ o')—G(z)=H,(z).

On voit tout de suite que les fonctions H et H, doivent vérifier la
relation

(1) H(z+0o') —H(z)=H,(z + o) —H(2x).

D’autre part, la fonction cherchée G étant supposée entiere, I'intégrale
JG(x) dx, prise sur le contour du parallélogramme ayant pour som-
mets o, o, o', ® + ', est nulle; ce qui donne une seconde condition

w w
f H(z)dx ::f H, () dz.
0 0

(v) Comptes rendus (1880).
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Nous allons montrer que ces deux conditions nécessaires sont suffi-
santes.
En effet, soit o () une fonction entiere vérifiant la relation

9(z +w)—9(z)=H(=).

Lafonction G(x) = ¢ (@) + Y, (x) vérifie la premitre des deux équations
données si {,, admet la période w. Portons cette valeur de G dans la
seconde équation; on aura, pour déterminer , 'équation

Yo (2 + ') —do(2) =—[¢(z + o) — o (2)] + Hi(2).

Pour qu’on puisse déterminer ¢ par cette équation, il faut et il
suffit (*):

1° Que le second membre admette la période », ce qui revient &
dire que la relation (r) est vérifiée;

2° Que, dans le développement du second membre par rapport aux

2iTTx

"%, le terme indépendant de I’ex-

puissances positives et négatives dee ©

ponentielle soit nul.

Supposons que celte seconde condition ne soit pas remplie. Soit £
la valeur du terme en question. On pourra trouver une fonction entiéere
G vérifiant les deux relations

G(zx+ o) —G(x)=H(zx),
Gz + o')—G(x)=H,(z) — k.

Ecrivons maintenant que les deux fonctions H(x) et H, (2 ) — £ satis-
font & la relation nécessaire (2), on aura

fw’H(w)a’J: :wai(x) dz — ka.

Ainsi £ est nul si H et H, vérifient la relation (2). Il est clair que toutes
les solutions entiéres s’obtiennent en ajoutant une constante 2 celle
que nous venons d’obtenir.

(1) Voir Théorie des points singuliers essentiels (dnnales de I’Ecole Normale ; 1883).
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Si, dans les équations données, on augmente G d’un terme égal &
A{(s), on ne change pas H, mais on augmente H, d’une constante. On
en conclut: Het H, étant des fonctions entitres vérifiant la relation (1),
il existe toujours des solutions méromorphes des équations

Gz +w0) —G(x)=H(x),
G(z+ o) — G(x)=H,(z).

9. Résolution du systeme
aG(z+o) +0G(x)=H(x),
cG(z+o)+d6(x)=H (z).
On voit tout de suite que les fonctions H et H, doivent vérifier la re-
lation ' '
(1) dH(z)+cH(z+ o) =0H,(x)+aH,(x + ).

Si maintenant on pose

b 1
Y ) — = H(x
ewdt — [l’ /I,(tlr) = a [I(ul)q

, I
e“’ﬁ—_——%, /zl(x)::cilu,(.m),

on est ramené a résoudre le systeme

Gz 4+ w) —e* G(z)=/I(x),
G(z -+ o')— B G(z) = hy(z).

La relation (r) devient

(1) h(x+ o) — et h(z)=h(x+ o) —e* h(zx);

o et B sont déterminés respectivement a des multiples pres de 2= et
. ‘ B )

de -2-;, de sorte que, sil’on a la relation

2niT 2 kit
o—pB= -+ T,
[3) ®

n et k étant entiers, on pourra supposer « =@ ; dans le cas contraire,
« et B seront distinets.
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1° 2 ={3. — On raméne au probleme précédent par la substitution
G(z)=e**o(x).

Alors la relation (1) ne suffit pas pour qu’il y sit des intégrales en-
tieres; il faut y joindre la condition

o8 w
(2) / e~%x h(x)dx ::f e~* h (x) dr.
0 0
Si cette relation est vérifiée, il y a une infinité de solutions qu’on ob-
tient, en ajoutant a 'une d’elles le terme £e**.
2° a et B sont distincts. — En appelant o(z) une intégrale particu-
‘liere de la premiere équation, on devra avoir

G(x) =o0(x)+e** b, (x),

¢ ayant la période w.
Portons cette valeur dans la seconde équation. On aura, pour déler-
miner Y, 'équation

Vo (2 + ') — elB=20"§, (2) = e~4@+ [ — o (2 + o) + efo’ o(z) + Iy (2)].
1l faut que le second membre admette la période », ce qui revient &
dire que la relation (1) est vérifiée.

Cela posé, on pourra déterminer ¢ par la méthode des coefficients
indéterminés. En effet, supposons le second membre égal &

£ .
+ 2niTX

Eane ©o

Faisons

21 TwW'
k = elB—2v', g=e © ;
on aura, pour déterminer les b, les relations

a,
,ln —

b, (7't_ l‘) =y, bn -
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On ne peut pas avoir ¢" = £, car alors {3 et « ne seraient pas distincts.
D’autre part, le module de g” — % est toujours plus grand qu’un nombre
fixe. La série formée avec les b est donc convergente. Ainsi il n’y a
qu’'une seule solution entiere.

Résolution du systeme

ayG(z+nw) +a,Glz+(n—1)o] +...+a, G(z)=H(x),
by G(x+mo')+b,G[z+(m—1)0']+...+ b, G(x) =H,(x).

On voit que les fonctions H, H, doivent véritier la relation

. b H(z +mo')+ b Hlz +(m —1)o']+...+ b, H(x)
(1) — a0y (@ +no) +a I [@ -+ (n—10 0] +. . .- a, H,(2).
Cela posé, I'intégrale générale de la premiere équation est

G(2)=g(z) +Zer[Yy(2) + 2 Yy (2) +. . .+ 2% Yo (1),

¢ étant une solution particuliere, ¢ une racine de I'équation caracté-
ristique dont 'ordre de multiplicité est @ + 1; enfin les fonctions ¢
admettent la période w.

Portons cette valeur de G(«) dans la seconde équation, puis faisons
passer dans le second membre les fonctions . Le second membre est

H(z)=HU(x)—[boo(z+me)+ b o[z+ (m —1)o +...4+ b, 0(x)].
Le premier membre est évidemment une intégrale de
ayG(z+nw)+a,Glz+(n—1)o]+...+a, G(zx) =o.

La fonction IT doit satisfaire & cette équation, ce qui revient a dire
que la relation (1) est vérifice.

On cherchera a déterminer les fonctions ¢ par identification. Egalons,
en effet, dans les deusx membres le coefficient de ¢**x*; on aura

by e Yy (2 + mw') + be=10" L[z 4+ (m—1) ']+ Yo (£) = ya(2),

7. ayant aussi la période w.
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~]

Posons

+x -
2niTts

7,&(‘7") :ZAue ©,

+ ®
2mTs

Ya(z)=Y Bae @ ,

-

g=e ©® , k=]
on aura, pour déterminer B,, ’équation
(bo kmgmn + by km=tgim=nn 4 4 5, )B, = A,.
Si kg™ n’est pas racine,
F(l)=0boum+ bitpyy~+...+ by =by(u—u)) (0 —wy)...(6—ty);
on pourra déterminer B,.

On aura
A-)L

"= bo (kg™ — uy) (kg™ — uy) .. .(kg» — wnm)

B

Chacun des facteursdu dénominateur a son module plus grand qu’un
nombre fixe. La série formée avec les B est donc convergente.

Si, au contraire, pour certaines valeurs de n, F(k¢*) s’annule, le
terme correspondant A, du second membre doit étre nul. On pourra
alors donner 2 B, une valeur arbitraire.

Si kg” annule F(«x), on a

kgr—=u —=et?,

. , ., 2nitw’ .
jda)l = Ao +—_&)_ ~+ 27UT,

2nIT 2MIT
p—i= -+ —

@) @)

¢’est-a-dire qu’entre deux racines « et p des équations

f(9)=@ayo” +~a ¢t +~...+a,=o,
F(u)=bum+byumt+...+b,=o0
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existe la relation

() e

en choisissant convenablement la détermination des logarithmes.

1, étant déterminé, on pourra ensuite déterminer ¢,_, par la méme
méthode. Nous pouvons.donc énoncer le résultat suivant :

1° Siaucune des racines des équations caractéristiques ne satisfait
4 la relation (2), le probleme proposé admet une solution entiere et
une seule.

2° Dans le cas conlraire, il faut que les fonctions H et H,, outre
la relation (1), vérifient d’autres relations, telles que A,= o. Si ces
conditions sont réalisées, il y a une infinité de solutions entieres.

11. Solution de l’¢quation

glr+1 __ 4.
ey = M)

Cherchons d’abord quel doit étre Pordre de 2(2) aux points a + n
(n variant de — s & + =3 nous dirons, pour simplifier, des points
congrus i @). Soit ., 'ordre de g(«) au point @ + »; ordre de 4 sera

Vn=Mn-1— MPn-

A étant entier, ¢, est nul ou positif. Ainsi p, ne croit pas avec »n; il ne
peut pas devenir négatif: donc, pour des valeurs de » suffisamment
grandes, ., reste fixe, ¢, est alors nul. Ainsi, parmi les zéros de A(x)
qui sont congrus & @, il y en a un nombre limité & droite du point a.

Je vais démontrer que, si cette condition est remplie, on peut ré-
soudre ’équation.

En effet, parmi les zéros de « qui sont congrus i a, prenons celui
qui est le plus en avant vers la droite. Désignons-le par . Prenons
pourordrede g(x) en @ = o. L’ordre de la fonction g aux autres points
de la suite @ + n sera déterminé si on connait 'ordre de A en ces

points par I'équation
Vn= Mn-1— Pn-



SUR LA RESOLUTION DE L’EQUATION AUX DIFFERENCES FINIES. 377

Par cette méthode, a chaque systeme de zéros congrus (%) de &, nous
faisons correspondre un systeme (A) de zéros de g.

Cela posé, soient (a), (b), (¢), ... les systemes incongrus de zéros
de /. Formons les systemes (A), (B), (C), .... Les points de ces sys-
temes forment un ensemble ayant comme seul point limite le point =.
On peut donc former-une fonction f(z) ayant pour zéros les points de

(A), (B), (C), . ... Le quotient %I—) a pour zéros les points de (a),
(b),(c¢). .... Done

Sz ~+1)
S(x)

= h(z) x e¥®.

Soit maintenant o une fonction entiere vérifiant la relation

o(2 +1)— ¢(2) =— Y().

Le produit
T () =e%® x f(x)

est une solution de la question.

On obtiendra toutes les autres en multipliant = par une fonction en-
tiere ayant pour période 1.

On résout de la méme facon 'équation

L(ZF9) _pia).
g(x)

12. Résolution du systéme

g(z+w)
g(z)

glr+w') .
—5"(—1’)_ == 111(£).

= h(z),

Les fonctions A et 4, doivent étre telles qu’on puisse intégrer sépa-
rément chacune des équations
De plus, elles doivent vérifier la relation

iz +o')  hhiz+o)
h(x) = hy(=z)
Ann., de ’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome IV. — DeceMsre 1887. 48

(1)
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I
THPP. g'(x)
Enfin Vintégrale f =02
(20, @y + 0, 2, + 0, 2, + © + ') doit étre égale & 2nwi, n n’étant
pas négatif si 'on donne & ww’ la disposition ordinaire. Cette intégrale

est
o+ A (x) Foke L (x)
(2) ‘[ﬂ 7R'Ed$——£‘ -_-—_.——/ll(.b’) dax.

En vertu de la relation (1), cette différence est un multiple de 27%.
Mais il faut, de plus, que ce multiplicateur soit positif. _

Si ces conditions sont remplies, le probleme est possible, pourvu que
le multiplicateur ne soit pas nul.

En effet, soit =(«) une solution (convenablement choisie) de la pre-
miere équation. On devra avoir

dz prise le long du parallélogramme

g(z) =m(x) Yo (x).
On déterminera ¢ par la condition

()

Y (2 -+ »') .
(2 + ')

q}w(l/}_— == /zi(x‘) =<

En vertu de la relation (1), le second membre admet la période w. On
peut conclure qu’il est entier. En effet, si @ est un zéro de A(x), la
fonction =(2) n’admet comme zéros congrus & @ par rapport 2 w que
ceux qui sont compris dans la série @ — pw, p étant positif; =(xz + ')
a donc des zéros dont ’affixe est @ — w’ — pw sans avoir tous ceux qui
sont compris dans cette formule. Ces zéros doivent donc se trouver au
numérateur, car sans cela le second membre ne serait pas périodique.

On est donc ramené a la question suivante : Etant donnde une fonc-
tion ¢ () admettant la période w, trouver une autre fonction périodique b,

telle que Uon ait
'JHm (x4 ‘5",)

LlJu)(.CC) :_—5170)(‘2")-

On pourra, par la méthode du numéro précédent, calculer @ priori

Pordre minimum de ¢ en chaque point. Il est possible de former une
fonction périodique F ayant en chaque point un ordre égal a celui que

T S T e —
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~J
0

nous venons de déterminer. Elle vérifiera la relation

f
T = g2 e

“ admettant la période w, on doit avoir

20l

Jlz)= +/i(z),

Jiayant la période o.
On pourra donc trouver une fonction (), admettant la période o,
telle que I'on ait
plz + o) —p(z) =/fi(z) — A,

A étant une constante.

Le produit
Uy (z)=Fy(z)eH=
vérifie la relation

2oTIX

di(z+ o) _ ——a 4
_—‘-Hl(x) vu(z)e .

La fonction entiere
g(z)==(z) Y, (z)

T

satisfait aux deux équations

gl(.‘x‘—{— o) — h(2),
S1()
o x, _Z’A'n:f.r_A
gz + o) =N (z)e ® .
gi(x)

La construction de g, () montre qu’on peut choisir un parallélo-
gramme (&, Ty + ©, Ty + 0, Ty + © + ®") a 'intérieur duquel il n’y
a pas de zéros de g, (). En écrivant cette condition, on trouve

Fok O ey TEOR (2)
r d.
2ime ‘f W) f (@) @

v

Done, en vertu de la relation (2), « est positif. En prenant le produit
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de a fonctions 0 convenablement choisies, on formera un produit A(z)
satisfaisant aux équations

Mz +w)
Mz) T

= e

Ma+ o) A

A(x)
La solution de la question sera alors
g(x)=g (@) h(x).

C’est évidemment la seule.

s G i



