
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

ERNEST CESÀRO
Considérations nouvelles sur le déterminant de Smith et Mansion
Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 2 (1885), p. 425-435
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1885_3_2__425_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1885, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1885_3_2__425_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


CONSIDÉRATIONS NOUVELLES
SUR LE

DÉTERMINANT DE SMITH ET MANSION,
• PAR M. ERNEST CESÂRO,

E T U D I A N T A L ' U N I V E R S I T É DE R O M E .

Le déterminant de Smith et Mansion est celui dont chaque élément
égale une fonction quelconque, F(^j) , du plus grand commun diviseur
des indices i Qtj\ Soit^(a?) une fonction généralement nulle, mais égale
à l'unité pour x = i et à (— i)7 lorsque x est le produit de T facteurs
premiers, inégaux. Définissons une autre fonction/par la relation

/(^) =^) F(x) +v.(^}f(2) + J") F(3) +....\ ' / \~ / \" /
On sait que, inversement, F(a;) est la somme des valeurs de la fonc-
tion f, qui correspondent aux diviseurs de oc. Par exemple, avec les
notations de Gaussetd'Euler,pour/(a?) = <?(''»), on a F(a?) =sc; pour
f[x} = a;,onaF(a?) ==f3c, etc. Cela étant, M. Mansion a démontré que le
déterminant
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a pour valeur
A/.=/(i)/(2)/(3).../(^).

Dans le Journal de Battaglini (i885) et dans les Nowelles Annales,
nous avons poursuivi l'étude du déterminant A^. Nous allons faire d'au-
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4^6 E- CESARO.

très considérations en cherchant ce que dev ien t A/, lorsqu'on y sup-
pr ime les colonnes et les lignes, d o n t les indices sont respecl ivemeni
z',, i.>, . . . , ?', et j\.]^ . • •,7v Le dé te rminan t qui en résulte sera repré-
senté par la no ta t ion

r h 4 h ... ^P^
[ Ji J'2 ./3 • . . .À J

L'étude de A^ est basée sur la propriété suivante :
La somme

^^)F(i^)4-^(^)F(.,.:r)-^(|)F(3,^)+....

nulle en général, est égale à f{n) lorsque oc est divisible par n.
Supposons d'abord v == ^ et, dans le déterminant modifié, ajoutons

à la dernière colonne toutes les autres, respectivement multipliées par

^(n\, ^ f ^Y af^V ....Le r10"1 'élément devient^ \ ï y l \ '2 J [ \3/

^^yF^r)^^V(^r);

mais on doit , en outre, ajouter f{n) au dernier é lément . En o p é r a n t
de même sur les l ignes, on trouve 'que le r1^ élément de la dern ière^- ^g"^
ligne est

^(^\y{j^r)^^\VU^^
\,/1/ \./2/

t a n d i s que le dernier é lément se change en

/(,,)+,(y,,(^)F(,,,/,)H-,(^,(^F(.,./.)

-.,(y,('^F(,,/,)+,^),^)i-(.,,y,).
Il en. résulte, en supposant <r',i < i^ J i <,/2»

/1 ^(")=/(")[^('l-l)
.(-^^(^.(^[ '̂"•.-(-o-.^).^)!:;:;'1-^-K-,)^,(.^JP.^^^I -^•^-'^JJ^JJL,-,,

---'-^l)^^^''1'1^-35-"^^^ / /z ' \m ' " - 1 , / , : , , . , ,,,r""L.YiM"''T" 1;.
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Soit A}^ le complément algébrique de Félément F ( i , j ) . dans A^, de
sorle que

[~ / 1 (/^
^ | =(-i)^A^.

Apres avoir posé

.^Hj)-^w'
la dernière fbn'nule devient

.-_.,.r^ ^r^r^ ^T'"^/ '( /^)L./l ,/J L./i./sJ
^(-^^Q^A^^Q^A^^-Q^A^^+Q^Â^1],

où, pour abréger, p désigne la somme i^ -t- ^ -hy'i 4-j"2. Dans le Journal
de Bcittagliniy nous avons démontré que l'on peut écrire

A^ l__ - . / ( r t ) A m, ,-,(^1__\, f\fi^A^ —-a/y A,,, ou a/y — . ^ V / y .

Nous avons donc

AJ^ ^l^^-1-)^1 ^t^"1 '
^L/i./aJ .̂-i L,/i ./J

_L-f_ i^pro^ ' a^"""13_cy^ a^2 '""15_o'"1 w{tt~k')-^-(~}[lt} (y^-^i
'̂  k / L^^;! '2;s ^ii/s "/'a7i ^'2/1 ''i/î ^^ ^/'ï/s'"/t/i J-

En supposant que ^a ne soit inférieur à aucun des nombres i\^j\yj^^
on peut changer n en n — i , n — 2, . . . , ?a 4- i. Il vient , par addit ion,

^_pi '̂p^ _r^ ^T^
^,1/1 /ï] A^L/i ./aj

/• == »

+ (- ̂  ̂  [Q;,'-}, <7,1'- Oi,'î. ̂ '''-Qa. ̂ .'•;:"+ Qi-:/, </;"] •
7-==l'â-»-l

Appliquons les mêmes transformations au cas de n = i^.. Nous trou-
vons sans peine

^,/;]("=-(-1^^)A^+(-I)P^)A^I•
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ou bien, en observant que y.{î) = i,

JLp1 ^1^—^npr^.O^ a^'-i-Q^ a l̂A / / — — ^ - / L -^h/ï t t j s • •^â/3 <i / i J
^sL./l .72 J

Conséquemment, si nous concevons que la quantité a^ solt nul le
lorsque n est inférieur à Fun des indices, ce qui est d'accord avec l'ex-
pression que nous en avons donnée en fonction des quan t i t é s Q, nous
pourrons écrire

?'= n
1 pi ^"l^ _ / Np V^ rf)(/-) ^r-l)_ Q(r) ^(r-î)_ (-)fr) ^ / • -D, ()(/•) ^^ l;-l5^

A~ / / ~~ ' ^J1 th î ! t l ^'î/â^'s/i ^^/.^/î • ^ /s/a^. / i J-
y == 2

Or il est évident que

sT^^s"1^^^^ ^1 ^S^Œ^^S^
/•" == a L, ^=1 »y,=x J /• == i r=i /•:::.-; i

En conséquence, si l'on observe que

^ ;^B ̂iZ^z-/^.y)Q w n(a') —
ap Vyc; — Q>(^) fV.y)

'aÇ Ypr 5

on trouve définitivement

-r'1 ^^(-^PE^^-^^].
AA^ L./1 ./2J

La relation que nous venons d^obtenir se dédui t d'une autre plus
générale, que nous fournit immédiatement la théorie des déterminants
réciproques. Observons d'abord que, d'après les notations adoptées, le
complément algébrique du mineur

F(W\) F(Wi) F(Wi) — F(Wi)
F(W2) F(W2) F(4,.A) . . . F(^./,)
F(w:0 F(4,./3) F(^/3) . . . F(^,./3)

F(4.^v) F(4Jv) F(4,/v) ... F(^,/v)
est

(-~x)pP1 4 !3 • • " ^^L./i /2,/3 -• yJ OÙ p== ̂ -+"^-+-...+î'v+/i 4-/2+...+/V.
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On sait, d'ailleurs, que le mineur homologue, dans le déterminant
réciproque de A/^, est précisément égal au complément dont il s'agit,
mul t ip l i é par la (v — i^6 puissance de A^. On en déduit aisément

(-I)P [ h h • • • q^
/(I)/(2).../(^)L/\ /, ... /J

a^ a'".' a^ ^" t i h -^s7i °-Wi ' • ' ^/i

^n} a^ ^(n] ^^
^hJï ^-À ^aÀ • * " ^/s,

a^ a^ ^ -• ^

Arrêtons-nous de nouveau au cas de v = .2, et supposons^ =j\=i,
^ =j^ =s, de sorte que le déterminant résultant est celui qui a
V{i •+• 2,j + 2) pour élément général. On a

j r 1 ^r-v^Yv^G') pv^'^^
^LI aj Z^Ar} Z^ /(/') ^ /•(,.)

7-=1 ; -=l 1_/-=1

^[^^^(0-^^^OT
^ A^)/(^)
/',,?

où r e t ^ doivent varier, séparément, de i à n. Si l'on veut considérer
exclusivement les valeurs de r et de s, qui donnent des termes diffé-
rents de zéro, on doit remarquer qu'elles ne sont liées à n par d'autres
conditions que de lui être inférieures, de sorte qu'il est possible de les
calculer une fois pour toutes, en supprimant, ensuite, celles qui sur-
passent n. Le numérateur

[,(.), (I)-.(.)<0]"

ne peut avoir que les valeurs i et o : cherchons pour quelles valeurs
de r et s il est égal à l'unité. Si l'on désigne par u,, u^ u^ ... les
termes de la série

ï , 3, 5, 7, n, i3, i5, 17, j9, 21, a3, 29, 3i, 33, 35, . . . ,

qui sont impairs et privés de facteurs carrés, on reconnaît que trois
hypothèses seulement sont possibles :

r==^, .y==2My; r-==.Ui, s-=^Uj; r=2^ s=^Uj.
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Posons, pour abréger,

v _Z/(^ B s:/•• = i f(2U,)' "-sc=--
./•(4«r)

On a
t ri a ""]("'
|̂.i aj '

=;BC+ CA+-AB,^" L1 a.
en faisant/(a?) == x; pour ;v^> n, ce qui est permis, vu qu ' i l n'y a pas
lieu de considérer, dans le déterminant donné , des valeurs de /{oc},
pour lesquelles x surpasse n. Ainsi, dans le cas de / î == 5, on t rouve

F(3,3) F(;U) F(3,3)
F(^3) F(4/i) F(4,5)
F(5,3) F(3,4) F(5,5)

,/'(i)+/(â) /•(i) ,/(»)
./'(i) /(')+/( •i)+/(4) /(i)
/(i). ,/-(i) /'(i)4-/(5)

r
=./^)/(^/(3)./'(^)./(5)

LA^.A^ /(i)/(4) /(^)/(3) /(2)/(4)

~l-
/(^)/(5)

j ^ i l
+^)7(4)"+\7(4")7^i'ïjJB

Soil encore, n étant quelconque,/(.r) === 0?^, et posons
! î 1 1
^ + gl 4" ̂  •+' ̂

Oo obtient aisément
^7,A. =:^B3=^C=~-

•^^ -4-ï $^

et, par suite, pour n indéfiniment grand,
Tt ^}w

s. 2 ^/c•^r- ^'«hl / Sfc 'lim
(.ï. 2. 3...^)^ """" 2 ^ (2 A ' + I ) 2 \^2A./

En particulier, pour k == 2, on trouve que^ ^D^fôf le déterminant, de
degré n — a, dont chaque élément^ aux indices i e£j\ représente la somme
des carrés des diviseurs communs à i 4- ^ etj + a, on a

,. /^V^-1"- î8geh m - D^= .—^\ n ] n 2 7ï3
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Nous trouvons aussi, en faisant v == 3, l 'égalité

i ! [ ^ 3't^— " — ̂ 5 yt^) ,-yw-L- 0 -/(^ -/i«) ̂ (/^_ j ̂ fl} r^n2-}- ̂  ' r-y^ n2-!- ̂ { n î r/y^i2'
A T ^ 3 — 1 1 2 2 3 3 ' "23 ^31 '"12 ( • ^ i i L ^ a d ' " - a a L ^ . i i J ' ^ s a L ^ i a J ( *

Soient ^ , , ç^, ç^, . . . les termes de la série î , 5, 7, s i , r 3 , r 7 , . . . .
premiers OLI produi ts de nombres premiers, inégaux, autres que 2 et 3.
Posons

î î i
^^/(^j + 7(^j 4" "/(w^y ^ " "

En supposaniy(^) == xï , pour ^>- 72, on trouve

a^=:ai+-cr,-4-cr3-+-o-6, a^==o-c,

a^ == 0-2 -h- 0-4 4- 0-6 -4- cr^, a^ = — (^ -h o-e ),

aî^ == ^3 -h CT(; + 079 -4- o-i g, a^ •= — (0-3 + c-c ).

Par suite,

î r i 2 ST^
A~ , 9 \ := ^î<7» ̂ fi ~+" ^"l '̂.-t ^O -t- G'i CTâ O-fi -+• O'i 0'2 ̂ ;t
—// I,. • 2 0 J

+ (cr,i -4- o-a) (cr.^ 4- o-c,) (o"/, + cTia) -h (cri 4- cr;i) ((73 •+- cr^) ('3-9 + cr.is )

4- (o-i -h CTa + ̂ 3 H- O'G ) (o'-'c -̂ ~' o'ia ) (o'î) + o'i8 ) "

On voi t donc que le second membre se réduit à une somme de quan -
tités analogues à 77--—77-Ï7^77 -̂-3 où x^ y, ^ sont trois nombres non su-

/ v'^/ J V „)'} / \ z )
périeurs à n, et différents entre eux. Si l'on cherche à général iser par
induc t ion les propriétés qui précèdent, on est c o n d u i t à énoncer le
théorème que voici :

Le détermifzanty de degré n — v, dont l'élément général est F {i •-)- v,j"+ ^)»

est égal à la somme de cerf.ains produits y n — ^ à n — y, des nombres

./•(I),/(2),/(3),.../(7Z).

P o u r v = o, on retrouve immédia tement le théorème de M. M a n s i o n .
On a vu que le théorème est encore vrai p o u r v == î , v = 2, v = 3. Dans
le cas de v =n — i , le dét.ermiîlaîit se rédui t aF(7i) , et i l d o i t ê tre égal
à la somme de quelques-uns des nombres/( î ) , / (2) ; .. .,/(^), ce qui
est exact : il suffit que x divise n pour quey(;r) fasse part ie de ta
somme en ques t ion . On vérifie facilement le théorème dans les-cas de
v == n— 2y n — 3, ..., Subsiste-fc-il en général? Quoi qu'il en soit , on
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aurai t , tort de croire que, plus généralement, tout mineur de A,,, d'ordre
v, est, en valeur absolue, une somme de produits v à v des nombres
/(ï) , /(2), . . . , /(^)« II est, en effet, bien aisé de trouver des mineurs
qui ne possèdent pas cette propriété. Il en est ainsi, par exemple, du
mineur

F(^./) F(^)
F(/z,/) V(n,n) 3

toutes les fois que n a des facteurs communs avec les quotients de i e.t
dej par leur plus grand commun diviseur. Cependant, les mineur s de
l'ordre 7 2 — i satisfont toujours au théorème, ainsi que ceux du pre-
mier ordre. Reprenons, en effet, la formule

*( / / . )— A
' ^ i j — —-S

^ 1 ^ 1

f(r)

où l'on suppose/^) = œ , pour x^>n. Si m est le p lus petit mul t ip le
commun de i et de j\ et que l'on représente par •i! et/ les quotients de
i et de/ par leur p lus^g rand diviseur commun, il est clair que l'on peut
écrire

Ay^^f/^A^y 7——''l j [ v " Zv(/^')

en sous-entendant que les valeurs attribuées à r soient premières avec
i' et/, et n'admettent pas de facteurs carrés. Si i'f admet des facteurs
carrés, A^ est nul, quel que soit n : dans le cas contraire, on voit que
A^ est égal, en valeur absolue, à la somme de certains produits n — i
à n — i des nombres/(r),/(îà), ,..,/(n). En particulier,

A^/0)/(.) . . ./(.) [̂  4-^ -.̂  4- ̂  -.̂

L'expression de a^ est très uti le pour répondre a la question posée
plus haut. On devrait étudier, en effet, le déterminant

W^ =

OL^^•l 1
^n)
^Sîl

rjf^^31

^{fi}avi

f,W^lî
^
^
/yt/î)av2

^lï}v'\ ;i
CL^^•î^
-y (n')
^'A's

/yWOîv3

-,(^)ai^
.y(^)* . . <,?<:2v

,y(re)a^v

^(^). . . oîvv



CONSIDÉRATIONS NOUVELLES SUR LE DÉTERMINANT DE SMITH ET NANSION, 433

dont la ^iènle colonne peut être écrite comme il suit :

Pour simplifier l'écriture, nous représentons par'^ l'inverse de/(r).
Cela é t a n t , on voit que le d é t e r m i n a n t considéré est décomposable en
n^ autres dé te rminan ts . Si Fon ne considère, dans la i1^ colonne, que
les termes contenant Ï^ le dé te rminant partiel correspondant a pour
élément général

II est donc égal à ^MÏ)-
^3M..E.....i,,f.(:?M?)f.

où l'on a posé

Si deux quantités s sont égales entre elles, M est n u l . Par suite, le
dé te rminant v est bien une combinaison linéaire des produits v à v des
quanti tés ^, ^2, ..., £„; mais il faudrai t faire voir que chacun de ces
produi ts entre dans l'expression de v, avec le coefficient o ou ? . Du
reste, ayant pris v nombres inégaux e ^ , 63, . . . , s,/, non supérieurs à n,
il est facile de chercher le coefficient du produit E^, Eg^, ..., Eg^. Per-
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mutons les indices î , s, 3, . . . , ^ des quant i tés s de toutes les manières
possibles : suivant que la p e r m u t a t i o n T , , Ta, T;p . . . , T,^ obtenue est de
la première ou de la seconde classe, on a

M(ETp£T,>...,£T.,) '^^H^Sa,...,^)*

Il en résulte que le coefficient cherché est

M,.,.,...,̂ ± ̂ ) ̂ ) • • • ..(̂ ) -M ,̂,,.,,,.

Conséquemment
M (£,,£2, £3, . . • ,Sy)-S7V^

/(Sl)/(^)/(£3).../(Êv)

les nombres & formant, de toutes les manières possibles, une combinaison
de v nombres entiers, non supérieurs à TZ. Il resterait donc à rechercher
si les déterminants M peuvent avoir d'autres valeurs que o, 4- i, — i.

Il serait intéressant d'étudier, plus généralement, le déterminant

, f£i,£3,... ,3^ .
•^t,"/l2..../^i '

<yi7 ^l,^"-,-
f-/'wfYl..Yl«. ....

y- F ^PV^i/ V^li.

^?,;
M

^3.

^ •Êiv^i. • • • ^ --

v^i.
/£-/Y^ • • " ^k^S) ̂

^^ ^W '• ̂
^ -L\ ,. !l) ^ ^v^y v^v/ v^v/

£^

/^v.

qui , probableinent, ne diffère pas de l 'uni té , en valeur absolue, à moins
qu'il ne soit nu l . En opérant comme ci-dessus, on t rouve faci lement la
formule

(^Ï)P ^ ?2 . .. H

Ji ./2 • - • ,/V

\ ( n ) -S^ /(Q.A9-)--/( / l) ^(£,,Ss,...,Ev)^ (£,,£.„...,£.,^ ̂ ^^^^.^^^ ^(/.A....,/,,

d'après laquelle tout mineur de A,/ serait une somme algébrique de pro-
d u i t s ^ à ^ des nombresy(i), /(2), ... ,/(^), rordre du mineur étant v.
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Nous pourr ions , d 'ail leurs, par la simple dérivat ion des déterminants V,
re la t ivement à chaque variable E, nous assurer que celle-ci entre linéai-
rement dans le déterminant considéré. Nous reprendrons bientôt l 'é tude
des dé te rminan t s .X, et d 'autres dé terminants ar i thmétiques qui s'en
déduisent.

FIN DU TOME II DE LA, IIIe SERIE.


