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RECHERCHES SUR LES INTEGRALES

Di

CERTAINES EQUATIONS FONCTIONNELLES,

Par M. G. KOENIGS,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE BESANCON.

INTRODUCTION.

Dans le premier Mémoire ue j'ai publié an Bulletin des Sciences ma-
thématiques sur le sujet qui m’occupe, j'ai omis de citer les noms de
MM. Schreeder et Korkine, qui m’avaient précédé dans cette voie : peut-
¢tre ne sont-ils paslesseuls; mais je dois, des le début du présent tra-
vail, réparer cetle omission involontaire, du moins pour ceux dont les
noms me sont connus. '

Quoique, dans ses deux Mémoires (?), M.-Schreeder aborde le sujet
sous un point de vue différent du mien, néanmoinsle premier théoreme
qui sert de base & mes recherches (*) avait été donné par ce géometre :
je veux parler de la proposition qui énonce la condition nécessaire
pour qu’'un point soit limite dans I'acception ordinaire du mot.

Le Mémoire (*)de M. Korkine, publié en 1882, a pour objet une équa-
tion traitée par Abel et qui, si on pouvait la résoudre, donnerait immé-
diatement la forme générale de la fonction itérative o,(z) en fonction
depetdes. Enprésence de 'impossibilité de trouver une solution, méme

(1) Les principaux résultats eonlenus dans le présent Mémoire ont été présentés a
T'Institut dans la séance du 8 décembre 188 4.

(2) Ueber unendlich viele Algorithmen zur Auflosung der Gleichungen (Mathematische
Annalen, v. 11); Ueber iterirte Functionen (cbid., t. 1IT).

(3) Recherches sur les substitutions uniformes (Bulletin des Sciences mathématiques,
2" série, année 1883 ).

(*) Sur un probléme d’interpolation (Bulletin des Sciences mathematiques, année 1882),
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particuliere, de I'équation d’Abel, M. Korkine a recours au développe-
ment en série : I'identification de deux séries fournit des équations
linéaires a I'aide desquelles on peut de proche en proche calculer les
cocfficients.

Dans ses recherches, M. Schroeder avait rencontré une équation
fonctionnelle, de laquelle on déduit celle d’Abel en prenant les loga-
rithmes des deux membres. Résoudre I'équation d’Abel ou celle de
M. Schreeder, c’est donc au fond le méme probleme.

(’est A I'étude de cette derniere équation que M. J. Farkas a consacré
tout récemment un Mémoire ('), inséré au Journal de Mathematiques.

Le resultat le plus saillant de ce Mémoire, c’est la condition d’ho-
lomorphisme qu’a trouvée M. Farkas pour la solution de V'équation de
M. Schreeder dans le domaine d’un point limite.

Un caractere que j’ai essayé d’imprimer & mes recherches, soit anté-
rieures, soit actuelles, ¢’est la réduction au nombre minimum néces-
saire des diverses hypotheses qui servent de base aux travaux de mes
prédécesseurs. Ces hypotheses portentsoitsur la possibilité de certaines
différentiations, soit sur I'existence de certaines limites.

Puissé-je ne pas me tromper en pensant avoir réussi a montrer que
ces hypotheses se réduisent toutes & une seule, le fait de 'holomor-
phisme en un point limite de la fonction qui figure dans la substitution.

Mais j’ai pu aller plus loin, caril résulte de mes raisonnements que,
sous cette seule condition, P'équation de M. Schroeder admet toujours
une infinité de solutions holomorphes ou méromorphes en un point
limite, et japprends a les déduire toutes de I'une d’elles B(z), dont je
donne une expression.

Si I'on passe maintenant & ’équation d’Abel, il en résulte que toute
solution de cette équation admet une singularité essentielle au point
limite; une seule y admet une singularité logarithmique, et c’est -
logB(z) a un facteur constant pres.

Il existe d’ailleurs une intinité d’équations fonctionnelles auxquelles
ma mdéthode s’étend et dans lesquelles la fonction B(z) permet de
donner la solution générale une fois que ’on a une solution particu-
liere : or j"apprends a former une telle solution.

(1) Sur les fonctions itératives (Journal de Mathématiques de M. Resal, mars 1884).
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Je devais naturellement rechercher ce qui se passait dans le cas des
groupes limites que j’ai définis dans mon premier Mémoire, et j’ai
effectivement rencontré des résultats presque analogues, offrant un
exemple assez remarquable de périodicité.

Jai donné quelques exemples; mais je n’ai pu les multiplier, de
crainte d’allonger outre mesure ce Mémoire. Dans un travail ultérieur,
J’en réunirai plusieurs particulierement intéressants, qui rattachent ces
recherches a des théories classiques.

Avant de terminer cette Introduction, je dois dire quelques mots sur
la méthode que j’ai suivie. La nature méme de la question exige I'em-
ploi des théoremes les plus généraux de la théorie des fonctions. Je me
suis principalement inspiré du beau Mémoire Sur les fonctions disconti-
nues, que M. Darboux a publi¢ au tome IV de la 2° série des Annales
de [’ Ecole Normale.

Une extension facile des résultats de ce Mémoire aux quantités com-
plexes a mis hors de doute & mes yeux la légitimité du théoreme sui-
vant, qui sert de base & tout mon travail :

St le serie

2(3) =wy+ U+ Us 4. . .,
dont chaque terme est une fonction holomorphe de z dans une région U
du plan, est UNIFORMEMENT convergente dans cette région, la somme ¢ (|
de celte série est une fonction continue de s dans cette région.

En sccond lieu, sila série formee par les dérivées des termes de la pre-
micre ’ ’ ' ,

g (3) == w) o+ Wy
est elle aussi UNIVORMEMENT convergente dans la région U, la fonction con-
tinue g, s) qilelle représente est la dérivée de la fonction ¢(z), en sorte
que la fonction 7(z) est noLovoreue dans toute la région U.

I. — Résultats antérieurs.

1. Je rappellerai d’abord en quelques mots les faits généraux que
j’ai mis en évidence dans non Mémoire précité, en les précisant et les
complétant un peu.

L.a suite des quantités o, o, oy, &g, -..s p, ... estdite converger régulie-
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rement vers une limite z, lorsqu’a tout nombre positif ¢, aussi petit que
I’on voudra, il est possible d’en faire connaitre un autre N, assez grand
pour que, sous la seule condition p2 N, on ait mod(a, — x) <.

Lorsque la série proposée n’offre pas ce caractére, mais que la suite
qu'on en déduit en prenant les termes de £ en £ le présente, je dis que
la suite primitive converge periodiqguement; k est la période.

2. Soit une fonction ¢(z) uniforme dans tout Uintérieur d’une ré-
gion R du plan, et jouissant de la propriété que, si z est intérieur a cette
région, il en est de méme du point z, = 9(z); si nous posons générale-
ment o(s;) = z;,.,, les points de la suite

~ = ~ - -~
~y Fly T2 N3y oty Vo

sount tous intérieurs a la région R.

Lorsque cette suite converge régulierement vers une limite x, qui
n’est pas pour ¢(z) un point essentiel, on sait que x est un zéro de la
fonction 5 — ¢(z), qui doit vérifier I'inégalité mod g’ () <1.

Réciproquement, soit 2 un zéro de la fonction z — ¢(z) qui vérifie
I'inégalité modo’(z) <15 j’ai démontré que le point x est le centre
d’un cercle C,, & intérieur duquel : 1°¢(z) est holomorphe; 2° le mo-
o(3 € . ;e N e . ~
—L— reste constamment inférieur & 'unité et diflere méme de

dule —
S—
unité d’une quantité qui reste finie.

En appelant alors H une quantilé comprise entre o et 1, on peut
[oser

o(3) — o 5 — X
mo "'—(_Lx— <l ou mod ~_‘——~T < I <.

Les points z, z,, 24, ..., 35, ... s’approchent donc sans cesse du
point 2, A mesure que leurindice augmente, et, puisque tous ces points
sont ainsi intérieurs au cercle C,, nous pourrons poser

w(3)—ax
mod —(—_-—)————-

<H ou mod i_:‘)———:;—b— <H, ..., mod 4—(5#'2:-{ < H;

s—.x 5=

on en déduit
mod (s, —x) << H? mod (s — )<< H?r,

ol 7 est le rayon du cercle C,.
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Or, = étanl une quanlité positive aussi petite que I'on voudra, posons

r

lo
N: = partic entiére de 5

]J
]Oﬁ

a2
-

93

il suffira d’avoir pZN, pour que le module de z,—  soit inférieur
4z, ce qui démontre la convergence réguliere de la suite =, z,, z,, . ...

3. Mais ce qui précede nous conduit & une notion dont je ferai le
plus grand usage dans ce travail.

Appelons T un cercle de centre & et de rayon ¢, que je suppose inté-
rieur a ;5 il est clair qu'apres N, substitutions, quel que soit le peintz
d’ot 'on est partt, pourvu qu’il soit intérieur & C,, on tombera sur un
point zy, certainement intérieur a I'..

Jappellerai généralement Zauteur d’un point z, par rapport a un
cerele tel que T, intérieur a C,, le nombre de substitutions nécessaire
et suffisant pour conduire du point z & un point intérieur au cercle I'..

D’apres cela, la plus grande hauteur par rapport & un cercle donnéT,
des points du cercle C, est un nombre fint parfaitement déterminé. J'en
ferai fréquemment usage. :

Considérons une fonction 6(z) holomorphe a I'intérieur du cercle T'¢;
il estelair que la fonction de =, §[ 9,(=)], sera holomorphe dans tout le
cercle C,, pourvu que ¢ soit au moins ¢gal & la hauteur maximum des
points du cercle C, par rapport au cevcle T'..

On trouvera une application immédiate de ces principes dans les
lemmes préliminaires qui vont suivre.

II. — Lemmes préliminaires.

A. Lemve I, — Soit f(z) une fonction de = holomorphe au point x et,
de plus, nulle en ce point; on peul déterminer un nombre h asses gra/ea’

;x'[m:n

ait wie valeur finie, el soit uniformement convergente dans tout le cercle C.

pour que la série
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Nous pouvons poser, en effet,
S(5)= (5 —z)"0(s),

ol 7 est un enlier au moins égal & 1, et 6(z) une fonction holomorphe
a U'intérieur d’un cercle Cy de centre x.

Soient 6 une quantité a laquelle le module de 6(z)reste inférieur dans
le cercle Cy et A la hauteur maximum par rapport a ce cercle des points
du cercle C,. On prendra A= o si C, n’est pas extérieur a Cq.

D’apres ce qui précede, il suffit que Z soit supérieur a2 ou au moins
égal pour que la fonction 6{¢;(z)] soit holomorphe dans tout lecercle C,
et que I'on ait

mod0[yp,(s)] <<e.

Prenons alors un nombre ¢ au moins égal & A, nous aurons

P =

Wl
2 mod /Te:(3)] < @Z mod (s, —x)";

q q
nous savons aussi que mod (z; — o) < rH’ ¢t, par conséquent,

w
Qrm

=
2 mod fe;(5)] < @}d mod (z;,— x)" < T Hma,
q q

En faisant ¢ =4, on reconnait d’abord I’absolue convergence de Ia

série
SN
POt
h

en s’arrétant au terme d’indice ¢ dans cette série et appelant &, le reste,
Pinégalité précédente fait voir que
e’tlﬂ
mO(l cﬁq << T——Wqu;
et, sans insister davantage, cette inégalité suffit pour établir Iwnifor-
mité de la convergence.

5. Lemme ll. — Soit ¥ (z) une fonction holomorphe au point x et, de
plus, égale a Uuniié en ce point; il est toujours possible de trouver un
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o
o

nombre g asses grand pour que le prodwt

w©

|} IEAG)

5

att une valeur finie, et méme puisse étre mis sous la _forme

o
Xriiis)

G(z)et

)

la fonction Gz étant holomorphe dans tout le cercle C,, et la série en
exponentielle uniformément convergente dans ce méme cercle.

Nous pouvons poser effectivement
F(s) =1+ (s —2)"b(3);

"'exposantm est un entier au moins égal a 1 et ¢(z) une fonction holo-
morphe & Uintérieur d’un certain cercle Cy. J'appelle g la hauteur
maximum des points du cercle C, par rapport au cercle Cy, et ¥ une
quantité a laquelle le module de ¢(z) reste inférieur a I'intérieur de
son cercle d’holomorphisme Cy.

) J . . » .
Considérons le cercle I' de centre « et de rayon e alintéricur de

ce cercle, le module de la fonction (z — 2 )" {(z) reste inférieur &
I"unité, ce qui prouve que chaque branche de la fonction

log[x + (5 — )" 4(=)]

est holomorplie dans tout ce cercle I'. Jappellerai f{z) la branche holo-
morphe qui s'annule au point 2. En désignant alors par % la hauteur
maximum des points du cercle C, par rapport au cercle T, il suffira d’a-
voir £~ pour que la fonetion fTg;(z)] soit holomorphe dans tout le
cercle C,, et, d’apres le lemme précédent, la série

scra uniformément convergente dans tout ce cercle.
Maintenant on peut toujours prendre U assez grand pour que le
cercle T' ne soit pas extérieur au cercle Cy, ¢’est-a-dire que I’on peut .

Ann.de U’Ec. Normale. 3° Série. Tome I. S.2
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toujours supposer % _g; alors, pourvu que ¢Z/, on pourra toujours
poser

F5(3)] = el12.60,

LT

la fonction f[o,;(=)] élant holomorphe dans tout le cercle C,, comme
il a été dit, et de la

®
X ripitsil

HF["?"(:‘}TZ('/L ’
h

ol l'on a déja vu que la série exponentielle est uniformément conver-

gente. .
h—1

Du reste, le produit | [F[o,(s)] = G(z) est évidemment holomorphe
dans tout le cercle C,, en sorte que I'on a finalement

o0
X f19i(3)]

I1Flec)]=G(s)e ;

ce qui démontre la proposition énoncée.

6. Je vais compléter cette proposition par la démonstration d’une
inégalité qui me sera utile.
Conservons les notations précédentes, et envisageons le produit

q
D NACHER!

q
[IFle@l=c
r

ou les nombres p et ¢ sont uniquement soumis aux conditions
q>ph.

Si nous mettons la fonction f(z)sous la forme (5 — 2,”6(z) comme
dans la démonstration du lemme I, en reprenant aussi les nolations que
nous y avions adoptées, nous aurons

9
1
}.and SI2:(3)] <0[mod(s,—- 2)" 4-mod (5, — 2)" 4.+ mod (z,— z)" |

P
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ou encore
a :
3 mod fle (2| << O[(HPr)m 4 (HP+tp)ym e (M rym ],
sazd )

I
el, a fortiord,

\ mod /[(4[( )J < l[lu Hme

p

u, puisque H <,

9
Qrm

>; mod f[‘d ( ):] < III“ '

.
On remarquera maintenant que I'on a toujours

» mod
1“0(] et < emo u,

e e
¢’est-a-dire, ici,

() orns

; mod 1] Fle (s et =1

Ainsi, quels que soient p et ¢ >p, pourvu qu’ils soient supérieurs
a /A, on peut toujours trouver une quantité independante de p et de q,
T
finie, & laquelle le module de [ [F[g.(5)] reste inférieur.

I)
Cette remarque trouve une application dans la démonstration du

troisieme lemme qui suit :

- O d;
7. Lenye L. — La scrie 2—“{—[(—2 est uniformeément convergente dans
[
tout le cercle Cy.
L.a fonction o(z) peut toujours se mettre sous la forme

¢(5) (5 ) g (@) [14 (5 — 2)mn (s — )],

ol la fonction 7(s — x) est holomorphe dans tout le cercle C,; m est
un entier au moins égal & 1.
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Posons, pour abréger,

nous Lrouvons
Goi=al[1-+ ()]

La fonction 1 +Z"7(z) est précis¢ment dans les condilions de Ia
fonction F(z) du lemme II. Son logarithme, je veux dire celui qui
admet le point 2 pour zéro de I'ordre m, est holomorphe a Pintérieur
d'un cercle T', el pour toutes les valeurs de ¢ supérieures ou égales i la
hauteur maximum % des points da cercle C, par rapport au cercle T,
on peut écrire )

G (L) =
olt 2(%;) est une fonction de & holomorphe dans tout le cercle C,, ct,
par suite,
C(’—F[:“:iell‘;))
d’ou, par différentiation,
y'{[ 7
S 0T e L (L)
'—(Zil‘ = (t(,'( ')l.l + Z:z A (C_,)I.

Or la fonction 1+ §4'(§) est, elle aussi, dans les conditions de fa

fonction F(z) du lemme II, en sorte que I'on pourra poser cneore

ok G () = et R
la fonction (¢;) est unc fonction de & holomorphe dans tout le
cercle C,, pourvu que U'indice ¢ soit au moins égal & un nombre déter-
miné %’ qui est lui-méme au moins égal a 4.

Supposons, en conséquence, que ¢ soit supéricur non sculement i /4,
mais encore qu’il soit au moins égal & 4. Nous aurons tout d’abord

r v
dZ; Al dly

AL T A,

Je ne me préoccupe que du premier facteur.
in vertu de identité

dt; dg, dt ., ) Adlyyan

due T dlo dl, T Ay,
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‘ re d A A A d:
et de la valeur précédemment trouvée pour =2, nous aurons

<7

i—1 i—1

A7 RARY X
X gi-he
(l:./z'

Mais, d’apres Pinégalité établie dernierement au n° 6, on peut

trouver deux quantités finies indépendantes de ¢ et auxquelles les
i1 i—1
N il PONTIRAY!

modules dee® et dee”  restent respectivement inférieurs pour
si grand que soit Z; appelons alors A le produit de ces deux quantités,
¢t désignons par %; une quantité imaginaire convenable dépendant de ¢,
el dont le module sera inféricur 2 'unité; nous pourrons poser

i—1 i—1

hIDNRSY ¥ uiln
el x ek =AE,
v
d’ol
([C_,' A ([:/L' r
= 2R gl
1718 a™ dZ
.
ct entin
>, v 14 -
AL A A it
dZ a® dt T
n' s

N , . . , :
La série ‘} a'Z; est évidemment uniformément convergente dans tout
pa
L
le cerele Gy, puisque moda < 1.
Le troisieme lemme est démontré par cela méme, sans qu’il soit
nécessaire d’insister.

III. — Définition de certaines fonctions holomorphes.

8. Ces trois lemmes suffisent pour démontrer les théoremes suivants
qui servent de base 2 tout le reste du Mémoire :

Tuionixe 1. — St f(z) est une fonction de = holomorphe au point x et
nulle en ce point, on peut trouver un nombre h assez grand pour que la
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o
2‘./][‘1( g

représente une fonction holomorphe dans tout le cercle C,.

serie

Reprenons les notations employées dans la démonstration du
lemme I. En vertu de ce lemme, la série E/f;o,(:)] représente une
h

fonction finie et continue dans le cercle C,. Si la série des dérivies est,
elle aussi, uniformément convergente dans tout le cercle €, il en
résulte que la fonction finie et continue définie précédemment sera,
en oulre, monogene ct, par conséquent, holomorphe dans tout le
cercle C,.

Tout revient donc & démonltrer la convergence uniforme dans tout
le cercle C, de la série

@

Z dflwi(=]
ds

h

La fonction f'(z) est holomorphe dans le méme cercle de centre @
que la fonction f(z); il en résulte immédiatement que /"[¢;(5)] sera
holomorphe dans tout le cercle C,, pourvu que ¢ soit au moins égal
a h. Appelons A une quantité i laquelle le module de f'(z) reste infé-
rieur dans le cercle d’holomorphisme de cette fonction. On aura,
pourvu toujours que 24,

mod /"[;;(‘:)J <A,
d’otr

Z mod C/L7i(5)] < Az mod TL3),
s ds
h

h

Or, d’apres le lemme I1I, la série du second membre, dont les termes
correspondent chacun a chacun aux termes de celle du premier
membre, est uniformément convergente. On peut donc en conclure la
méme chose pour lasérie du premier membre, et le théoreme est ainsi

démontré.
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9. Tutoriwe . — SiF(z) est holomorphe aw point x, et si de plus la
fonction est égale a l'unité en ce point, il est possible de trouger un
nombre g asses grand pour que la fonction représeniée par le produit

HF[?[(;)]

soit holomorphe dans tout le cercle C,.

Jadopterai les notations du lemme II. En vertu de ce lemme, nous
avons

w0
pAAE-HERN

[IFle:()1=G(s)e"

Or, d’apres le théoreme précédent, la série en exponentielle est
holomorphe dans tout le cercle C,; il en est de méme, du reste, de la
fonction G(z), et, par suite, le théoreme est démontré. '

Le cas particulier suivant est particulicrement intéressant, et c’est
méme lui qui a provoqué mes recherches.

on

10. Tugorene . — La lLimite du rapport —T:()T—):J_; est holomorphe

dans tout le cercle C,.

En adoptant les notations du n® 7, ce rapport peut s’écrire

v

p—1
I r
:p sp Sp—1 t-/l—!—l t—/L _Sr y. (v
— = e o ey o == [[+Ei f.(~.1)}.
74 Aop—y ASps al, « « ,

1

Lorsque 7 est au moins égal & 2, on peut éerive 1 + ' (g;) = &,
ot %(&,) est une fonction de £ holomorphe dans tout le cercle C,, et

I'on a
p—~1
. . (% o) (5 DR (e
S ko, k —2E) =X

EL’IJ  al a’
Pour p infini, la série en exponentielle tend vers une fonction o (z)
holomorphe dans tout le cercle C,, et par conséquent

op(3)—7 _quls)—=

e R I
[+'(2)] [¢'(2z)

lim
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Jappellerai B(z) cette fonction de =, en sorle que

B(:)= g (2) — e

ah

IV. — Propriétés de la fonction B(s).

11. Onremarquera d’abord que la fonction B(z) admet pour zéros
ceux de g,(5) — « qui sont intérieurs au cercle C,, et avec le méme
degré de multiplicité.

En particulier :

Le point limite x est un zero simple de la fonction B(z).
12. La fonction B(z) jouit encore d’une autre propriété importante;

de I'identité
pm(3)—x 1 g,[e(5)] — T

ar+! T u «?
on tire cn effet, en passant a la limite,
1 . .
B(z)= -Ble«(3)].
()= - Bls(3)]

La fonction B(z) est donc une solution de I"équation

1l

($) [¢(3)] =cE(3),

oll E(z)est une fonction inconnue et ¢ une conslante.
Dans le cas actuel, la solution est donnée par les déterminations
= B(z), ¢ = a; nous représenterons cette solution par le symbole

Il est clair que, généralement, si }E, ¢ | représente une solution de
I’¢quation (S), il en est de méme des syrﬁholcs {E",c"§, o=, c}, ou n
est un entier positif ou négaltif et « une constante. Ainsi, on déduit de
la solution précédente le type suivant

24[]3(:)]”,(1”.',

qui contient une double infinité de solutions de I’équation (S). Celles
pour lesquelles n est positif sont holomorphes dans tout le cerele C,;
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si n est négalif, elles sont méromorphes dauns ce cercle, et notamment
au point . Dans tous les cas, nindique I'ordre du point x, soit comme
zéro, soit comme pole de la fonction.

13. La proposition réciproque suivante mettra en évidence I'impor-
tance de la fonction B(z) dans cette question.

’

Tutortme [V. — Toute solution de I’ éguation (S) qui est holomorphe ou
meromorphe au point x ne différe que par un facteur constant d’une puis-
sance entiere positive ou négative de la fonction B(z).

Il suffit de démontrer le cas de I'holomorphisme. Remarquons d’a-
bord que de I'équation (S) on déduit

Efei(s)] =c'=(3),
et, pour z =z, il en résulte
(1—c)E(z)=o.
Il est impossible que, pour toute valeur entiére et posilive de 7, on
ait 1 — ¢/ = o, car il faudrait que ¢ fat égal a r; il en résulterait
Ele:(5)] ==E(3),
et, pour ¢ infini,

bl

(3) = E(«) = const.

Il faut donc que E(x) soit nul, ¢’est-a-dire que toute solution de I'équa-
tion (S) qui est holomorphe au point s’y annule. J'ajoute que cette
fonction est déterminée si 'on se donne 'ordre » de son zéro . Soit,
en effet,

[

(3) = (s —=2)"®(3),
out ®(z) est holomorphe et non nul au point 2; on aura

E[3 ()] =[¢(3) —2]"®[¢()]=c ®(3).(s — =),
d’ou o .
I"ﬂ_(:_s):T;J Plo(z)]=c®(s);

en faisant tendre z vers «, on trouve

e =g (=) =am;

Ann. de I'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome I. 5.3
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en remplacant alors ¢ par sa valeur, 1l vient

o(3) —a|"Plo(s] —a®"Z(3);
[«( 1" ®le(s]
on en déduit

[2i03) — 2]t P [e(3)] =a®=(3)
ou encore
,Ty‘.(:)_,_.l-

S ] Plei(3)] ==(3).

@;

-Faisons croitre ¢ indéfiniment, nous trouvons a la limite
[B(s)]*e () =Z(3),

¢ qui démontre le théoreme dans le cas de 'holomorphisme.

Le cas du méromorphisme se traite de méme, et 'on trouve fe méme
résultat, saul le signe de 7.

L’équation (S) n’est autre que celle de M. Schroeder, et, d'apres ce
qui précede, les seules solutions de cette ¢quation gui soient holo-
morphes ou méromorplres au point & sont contenues dans le type wé-
néral

e[ Bl [/ Con] s

drailleurs ces solutions sont toutes holomorphes on méromorphes dans
tout le cerele C,, commeje Uat déja expliqué.

14, Constdérons actucllement Véquation d’Abel

(:\ )

I

[2(35)] =1+ Z=(3).

St dans 'équation /S) on prend les logarithmes des deux membres et
qu’on divise eusuite par loge, on tombe sur équation 'A).

Il en résulte que Péquation d"Abel ne peut avoir aucune solution ho-
fomorphe ni méromorphe en a, et qu'elle en admet une, ¢t uneseule,
pour laquelle ce point est un point logarithmique, a savoir

15. Il reste & montrer maintenant conmument on pourra frouver a
I'aide de la fonction B(z) la solution générale de équation (S) et de
"équation (A) dauns le cercle C,.
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LLe quotient de deux solutions de I'¢quation (81, ou la différence de
deux solutions de I'équation (A), est une solution de I'é¢quation

(r) Eo ()] ==(35);

c’t’ réeiproquement, si l'on représente par X (= l'intégrale générale de
Uéquation (P), les expressions

b(z)+X(3), B(s)=<X(s)

representent les intégrales générales des ¢quations d’Abel et de
M. Schreeder.

Tout revient done & trouver X(z). On peut toujours prendre X(z)
sous la forme Q[ 6(5)], ou Q est une fonction qu’il faudra déterminer.
On aura

X[#(a)] =2 b[¢(3)]{=2e[b(s)+1],

! )
et, puisque X(s) est Uintégrale générale de I'équation (P), il faudra
avoir
QLb(s) +1]=2[b(s)],
¢’est--dire que l'on devra prendre pour Q une fonction périodique
quelconque, dont a période sera Munité.

Ce résultat coincide entitrement avec celui obtenu par M. Korkine,
quand il a démontré que U'intégrale générale de I'équation d’Abel pou-
vait se déduire d’une solution particulicre de cette équation. La con-
naissance de la fonction B(z), et par suite de &(z), permet ainsi de
donner explicitement les intégrales des équations de M. Schreeder et
d"Abel.

V. — Exemples.

16. Je vais donner des exemples destinés a éclaircir les considéra-
tions précédentes.

Dans son Mémoire déji cité, Abel a considéré le cas de ¢(5) = sz,
sans spécifier la nature de la coustante p. Clest cet exemple que je vais
traiter en premier lieu.

L.es points racines de I'équation z* — z = o peuvent seuls étre des
points limites & convergence réguliere; ona ¢'(z)= ps*7'. Si p. est su-
péricur i 1, on trouve que z = o est seul un point limite, et encore.
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pourvu que p. soit entier. J'exclue done ce cas, et je supposerai que
w<1. Alors, sauf z = o que Je rejette, tous les points racines sont des
points limites, car, dans ce cas, ¢'(x) = p. <r. Je distinguerai deux
cas, suivant (ue p. sera commensurable ou non.

17. Soit d’abord p. = % < 1; on obtient toutes les racines en fai-

sant varier rde o & (m — n — 1) dans ’expression
lﬂ,v,).‘—.

(1) x=—e Mmn,

Posons s =pe® avee 0 << 0 < 2m; les m valeurs de Ia fonction z*
sont comprises dans la formule générale
(2) PILei(Opﬁ-m;),
ol s doit varier de o & m — 1. Remarquons que chaque branche est
caractérisée par une valeur de s 4 l'intérieur de tout contour simple
ne renfermant pas Porigine. Une de ces branches prend en 2« la va-
leur 2 : c’est celle-la que nous considérerons et que nousa ppellerons
o(z).

On trouve que, si le point x est celuil qui est donné par la for-
mule (1), il faut prendre s = r; en conséquence,

. i<0{1.+2rr —'1‘)
9(5) = pte "

Cette fonction est holomorphe a l'intéricur du cercle C, de rayon 1,
qui a z pour centre. D’ailleurs, comme on vérifie que Op. + znin est
/7

toujours compris entre o et 2m, en posant ¢(z) =z, = o, ¢ avee
o< §,< 2=, on aura

sy=pt, O, =0mn—+2m—,
dou
) L i o __ aTr
?p(.*’)'—#p - Pp(/lj/" P/} -— fwy 011—'0{}'”+ ;r_'__l’z(l"—.”"’);
. . axr , . e
et pour p infini, on trouve p, =1, 6,= ———; c’est-d-dires, =

Cherchons maintenant B(z), ¢’est-b-dire la limite de (?—’E'I),;f
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Appelons p’ le logarithme arithmétique de p, et posons

nous aurons

0,(5) — @ x x g2 2 A
./a( ) :—-(e”'l”'—l):— P - " —+
e wr P e
[ \ P' l

et, pour p infini, u? tendant vers zéro,
)
B(3s)=xos.

A Tintérieur du cercle C, toutes les branches du logarithme de

IS RN

sont holomorphes; appelons log — celle de ces branches qui s’annule
¢ .x, NOus aurons
log= =o' + (0 amr
O - = —_—— | — g
Pr ! m—-n) S

done

[

B(s)=alog

&

On a d’ailleurs

, e anr . amr
B(s)== [;l -+ l<01-— — ”>] = npx [p’—‘.—l <6—-— pre n)] = wB (%),

¢'est-a-dire

Ble(s)] =¢'(2) B(5).

On remarquera la nécessité d’introduire  en dénominateur dans le
signe logarithmique.

La solution logs, trouvée par Abel, s’oblient en faisant r = o, elle
correspond au cas de x =1, elle est holomorphe dans le cercle de
rayon 1 qui a son centre au point 1; mais cetle solution n’est pas la
seule, et il y en a (m — n — 1) autres ayant chacune leur cercle d’ho-
lomorphisme, ct velatives chacune & un point limite et & une branche
différente de z*.

18. Ces résultats se conservent dans le cas de p incommensurable;
on trouve méme alorsune infinité de pointslimites et de fonclions B(z).
Les points limites sont tous sur le cercle ', de rayon 1, qui a pour centre
I"origine; on les obtient tous, en effet, en attribuant & £ toutes les va-
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leurs entieres de — o & + oo dans 'expression

20T —
(1) x=e ’T"‘P‘;
on voit méme que, si A est un point quelconque du cercle T', il existe
une infinité de points racines dont la distance au point A est moindre
qu’une quantité ¢ aussi petite qu’on voudra.
Toutes les déterminations de z* sont données par la formule

Pp.ei(f)u+‘z'rr/:p.)’

ott & doit varicr de — o2 & + oo par valeurs enlitres.

Si z reste compris a Uintérienr d’un contour simple ne contenant pas
Porigine, chaque branche de =* est holomorphe et se trouve caracté-
risée par une valeur de 4. Quelle est la branche qui, au point x, prend
la valeur x?

Appelons g la partie entiere de P et v la partie fractionnaire;

'argument de  compris entre o et 2w est 27, en sorte qu'tl faudra
avoir, A ¢lant un entier convenable,

27TV g+ 2mlp = 2wy +4 20w
ou
v o=y 4+ )

ou, en remplagant v par T T8

k4% —g+ gp=hp.

Comme p est incommensurable, il faut avoir A= g, k-+ % — g=o0:
on aura donc

,?(;) — Puei(0p4+2g,'[L'l'

Soient g' la partie entiere de gp. et v/ la partie [ractionnaire; on peut

écrire

r.g(s) —_ P(L ei(ﬂw-zm‘).
Sip+v'cr, alors o < 0Op + 2m'<2m, et 0, étant Pargument de ¢(z)
compris entre o ¢t 2@, on peut écrire

o(3) =preih, pr=pb, B, =0p-+ 27v;
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d'ou
oy

N il ~ '
pl3) = ,I,L’)/’, ep== ol B, = B - P (1= )
.

-G

et, pour p infini,
T
v

i

lims,(3)=c¢

—_ 1

>

et le reste comme plus haut.
Tout dépend donce de la somme U~ v'; or nous avons

. ! ’ ]l. .
Sp=5+tv, — =& v
1 — 1
done
I ’ ok &
e (7— — ) v L ol uy = — A+ — v g — Ay (L — 0,
= I — . I—u = '

c¢’est-a-dire que

l=o— Lk, Y =v(1—p);
done

woty ey — oy =i — (1 — ) (1 —v) <1,

Alnsi tout point racine est limite, méme dans le cas de . incommen-
surable. Il est méme remarquable que tous ces points limites en nombre
infini soicnt tous sur le cercle I de rayon r, ainsi que je I'ai déja ex-
pliqué.

19. Dans tous les cas, que p soit commensurable ou non, en dési-

anantpar 2 un point limite, la fonction B(z) a pour expression « log =
: o

ou log > & un facteur constant pres. Cette fonction est holomorphe

dans le cercle de rayon 1 et de centre , et ¢’estune solution de I’équa-
tion fonctionnelle

=(3V) = uwE(3).

On en déduit pour &(=), & une constante additive pres,

7

log log

SRR

e aase—
log
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d’ou, pour I'expression générale de la solution de I'équation fonction-
nelle,

log log —
x 3
o\ ——— ) xlog=,
log x

ol Q(z) représente une fonction périodique dont la période est 'unité.

20. Le second exemple que je veux citer, ¢’est celui des substitu-
tions linéaires. Un des points doubles est limite pour la substitution
|z, o(z)|, Uautre pour la substitution inverse.

SiI'on ne savait que toute substitution linéaire peut étre définie par
le symbole|z, z,|, ou l'on a

x et 2’ étant les points doubles, notre méthode générale nous 'appren-
3—ux

—— a un facteur

drait. On trouve, cn clfet, que B(z) estici égal & ——
constant pres, et, comme ¢'(x) = K, 'équation précédente exprime
justement la propriété

Bl (2)] =¢'(2) B(z);

mais ce qu'il est permis d’ajouter, c’est que les solutions de I'équation
fonctionnelle

[l

[¢(s)] =cE(3),

qui sont holomorphes ou méromorphes en x et «', ne difterent que
Z—7

par un facteur constant d’une puissance entiere de ; encore faul-

5 —uax'’
il que ¢ soit une puissance entiere de K. Pour toute autre valeur de c,
les solutions admettent nécessairement en x et 2’ des singularités
essentielles. Tel est le cas, par exemple, de ¢ = 1; on retombe alors

sur des considérations d’origine récente, mais qui sont bien connues.

VI. — Extension des propositions précédentes.

21. Les propriétés de la fonction B(z) sontsusceptibles d’extension

au cas d’équations fonctionnelles plus générales que les équations (S)
et (A).
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Le premier théoréme nous apprend que la série

F(s) = —2./[?[( )]

définit une fonction holomorphe dans tout le cercle C,, pourvu que
J(=) soit aussi holomorphe dans ce cercle et s’annule au point 2. Or
la {onction §(=) ainsi définie jouit évidemment de la propriété

j[‘.’(:J] =¥ (3) + /(5);

¢’est donc une solution de 'équation fonctionnelle

(™) Zle(s)]==E(3) + f(3)-
La diff¢érence de deux solutions de cette équation étant une solution
de I'¢quation

(P) E[o(s)] = =(3),

qui n’admet, dans le cercle C,, aucune solution holomorphe ni méro-
morphe; on voit que 'équation (N), olt f{z) est donné, n’admet pas
d"autre solution que 5(z) holomorphe dans le cercle C,; aucune solu-
tion n’est méromorphe dans ce cercle.

Enfin la connaissance de la fonction &(z) nous donne 'expression
de 'intégrale générale de I'équation (N), & savoir

F(z) + o[ b(3)],

ol Q(z) est une fonction périodique dont la période est I'unité.

22. Prenons maintenant la fonction g(z) holomorphe dans tout le
cercle C, et-¢gale & 'unité au point a; le produit

G(s)=[fslz:(=)]

représente, d’apres le théoreme II, une fonction holomorphe dans tout
le cercle C,. On reconnait d’ailleurs que cette fonction est une solution

Ann. de UEc. Normale. 3¢ Série. Tome I. 8.4
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de I'équation fonctionnelle

(N') E[3(31] = = Z(3)
5(3)
Le rapport de deux solutions de I'¢quation (N') est une solution de
I'équation (P) : de la les mémes conséquences que précédemment.
[’équation (N') n’admet, dans le cercle C,, aucune solution méro-
morphe, elle admet une seule solution holomorphe dans ce cercle,
G(z), el Vexpression de I'intégrale générale sera

Gsye[bis)],

ol Q(z) est une fonction périodique dont Ia période est I'unité.

. o( 3 o .
23. Prenons, par exemple, o5 ) = = ) avee a = o' (x). La fone-
P I ove) @ fON
o«
. o I P . .
tion §(z) - :ﬂ:-if;-«g, qui est holomorphe dans tout le cercle C,, est

0
la dérivée d’une fonction (=) holomorphe dans ce méme cercle; dis-
posons de la constante pour que /() s’annule au point .
L.a formule

Clo(s)] - (s

of [ﬁ‘ \ )_’ ,P/(' ) J( )
nous donne

5'ea)]9 (2 =l (5),
] A .
¢’est-d-dire

Sl - al(s).

En se reportant au théoreme 1V, il faut donc que §(z ) ne differe de
B(z) que par un facteur constant

S5(3)=0B(3)
ou, eu égard a 'expression de B(z),

00 (3) =T 0,
- 2

HOEDE

pra

on remarquera que, pour s =, »(z) est nul : donc la dérivée du se-
cond membre se réduit & C pour z = x.
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Maintenant, comme ¢(a =1, il en résulte que C =1, et, par suite,
on a
5(3) =DB(3),
d’ou
G(3)=DB'(=);

d’ol, enfin,

B'( )_‘_1—[ [— (*')]

) —

Remarquons tout de suite que, si 'on envisage 'expression 1’4——;* ;
[4
sa dérivée s’exprime par le produit

—1
e Lo )]
H a ’

0

a la limite, % a bien pour valeur B(z), mais en résulte-t-il né-

cessairement que B'(z) ait pour limite le prodmln ["( 12 est ce
0
qu'on ne pouvait admettre @ priori. Mais cela résulte des théoremes

généraux que j’ai démontrés, en sorte que le développement en pro-
duit de B'(s), que 'on pouvait sculement pressentir, se trouve rigou-
reusement établi.

VII. — Des groupes circulaires limites.

Les points limites & convergence réguliere ne sont pas les seuls
points limites qu’il yait lieu de considérer. J’en ai défini d’autres dans
mon premier travail, et, & leur égard, je vais rappeler rapidement les
résultats que j’ai obtenus, ainsi que je ’ai fait au début pour le cas de
la convergence réguliere.

Appelons B, I'équation 5 — ¢,(2) = o3 supposons que x, soit une
racine de 'équation E; et qu’elle ne vérifie aucune équation Ey, ot 'on
aurait £'< 4. La quantité x, est dite alors appartenir 4 U'indice £. Les
quantitésa,, a,, @,, ..., s, ot 'on pose généralement x; = p(x;_,),
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appartiennent toulesa 'indice £, et elles sont permutées circulairement
par la substitution | =, »(z)|. Leur ensemble constitue un groupe cir-
culaire de % racines.

25. Posons généralement

a, =9 (x;) el a=aja,a,...a;_;

si la condition moda <1 est vérifiée, le groupe est un groupe circu-
laire limite. Voici ce que je veux dire par la.

Tout point ; du groupe est alors le centre d’un cerele C;, a I'inté-
rieur duquel : 1° o(z) est holomorphe; 2° le module du quotient

wp(3) —2 . R ., .
s resle inférieur & une quantité II; comprise entre o et r. Il en

résulte que le point @; est un point limite & convergence régulicre
pour la substitution |z, 9, (z)|; le cercle C; n’est autre que le cercle
que jai appelé C, dans les numéros précédents.

Maintenant, considérons une seconde série de cercles C; ainsi définis.
Le cercle C; est concentrique et intérieur au cercle C;; si 'on part d’un
point = intérieur a C;, les points ¢(z), 2.(z), 2,(z), ..., ¢, (=) sont
tous intérieurs : le premier au cercle C,,, le second au cercle C; ., - . .,
le dernier au cercle C,_, .

Sinous partons alorsdu point sintéricura C, les pointsz,, z,,..., 54,
sauteront d’un cercle C au cercle suivant, apres quoi 'on reviendra
avec 5, dans le cercle C; et & une distance de z; moindre que la dis-
tance préccdente de z & x.. Les points 5,5 ..., 54—, elfectueront
les mémes sauts que précédemment, sculement on remarquera que
3;.; sera plus pres du point x;,; que ne Pétait le point 5;. En conti-
nuant indéfiniment les substitutions, on voit ce qui va arriver : les
points z, 4, 5.4, ... iront sans cesse en sc¢ rapprochant de «; et auront
ce point pour limite; les points =, 5,4, 5,40, ... 2UrONL, au contraire,
pour limite ;. , et généralement les points z;, 2,4, 5jpany +0vn 00 <4,
auront pour limite le point 2., ol ¢ + ; doit étre réduit suivant le
module £, et méme iront sans cesse en se rapprochant de ce point &
mesure que leur indice augmentera. Cela montre done que la suite
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converge périodiquement vers chacun des points du groupe circulaire
limite.

J'ai démontré, dans mon premier Mémoire, que ce cas était le plus
général ot 'on clit une convergence périodique vers un point limite
qui ne fat pas un point singulier essentiel de ¢(=z). Rien ne s’op-
pose d’ailleurs & ce que 'infini et un pole fassent partie d’un pareil
groupe, car il se peut que I'infini soit un point limite & convergence
réguliere, pourvu que I'infini soitun pole de ¢(=). Je n’ai pas traité le
cas de I'infini dans mes recherches actuelles, mais on voit assez quelles
modifications il faudrait apporter, sans que j'aie cru nécessaire d’y in-
sister.

26. Je me propose de chercher ce que devient la fonction B(=), qui
a joué un role si important dans les numéros précédents, lorsqu’on se
place dans I'hypothése d’une convergence périodique.

VIII. — Les fonctions wb;(3).

Le théoreme III nous apprend que la limite du rapport

Php ( ) — a2y
a’

est holomorphe dans tout le cercle C;. J'appellerai a,;(z) cette limite.
Le point &, est un zéro simple de cette fonction, et, de plus, elle vé-
rifie I'équation

(1) W [0.(3)] = aw;:(3);

mais la fonction w;(s)n’étant plus définie hors du cercle C;, on ne peut
plus rien dire de w;[2(=)] lorsque = est intérieur a ce cercle. Toute-
fois il existe entre deux fonctions v, consécutives une relation impor-
tante qui sert de clefa cette théorie. ‘
Prenons le point = dans le cercle C;; le point 9;(z), ol j < %, sera
intérieur au cercle C;,;, en sorte que la fonction ws.;[9;(5)] est holo-
morphe dans tout le cercle C;. On a d’ailleurs o

orpl2(2)] — iy,
a® ?

Ub; v [’\?j(:)] = lim
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et, en formant le quotient

Crples(5)] — @iny

ar
Qip(3) — ‘1_1
ar

. . hivile; 3) . y
dont la limite estq——ﬂh’(—ﬂ; on voit que l'on a

Ub; ( 3 )
Wiy Lo, (] Qa8 (3)] — Zines,
'UL[(,S) Crp (5) — Xy ’
OF NOUS avons
$ap[3 = Zowy 9y (Bap) — (20

‘-F/.-p(s) Wy Spp— i
et, pour p infini, ¢’est-d-dire pour 5, == a;, nous trouvons la limite

o (&) ¢ (Xiwr) oo (i),
¢’est-a-dire que
(=) Wi (o, ()] = a@ict; g ooty (3).

Cette équation est légitime pour tous les points z intérieurs au cercle
el quel que soit j, pourvu que y < £. En particulier, pour j =1,

(3) q""i»ll[’?(‘:")]:: CZ[.“S\[-(S).

Si 'on faisait, au contraire j == £, on retrouverait ’équation (1.

27. Appelonsdonc /(=) une fonction qui coincide avec (=) dans tout
le cercle C,, avec w, (=) dans le cercle C,, ..., avec by (=) dansle
cerele Cy—,y. Cette fonction jouira de la propriété que le quotient Lﬁ—z%ﬂ
restera constant dans le cercle C), seculement cette valeur constante
sera a, pour le cercle C,, @, pour le cercle C\, ..., ¢'est-i-dire qu’elle
changera d’un cercle a 'autre.

La fonction /(=) ne sera pas, & proprement parler, une solution de
I"équation

8) E[¢(3)] = 62 (3).
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Proposons-nous alors le probleme préliminaire suivant :

Trouyer ['expression générale d’une fonction =(z) holomorphe ou mé-
romorphe en tous les points du groupe et qui, dans chaque cercle C; ,
E[e(2)]

=(=)

constante pouvant d’ailleurs varier d’un cercle a I’ autre.

Jouisse de la propriété que le quotient sout constant, cette valeur

Prenons un cercle C; concentrique et intérieur a C;, tel que, si l'on
part d’un point = intérieur & C;, les points 5,, %, ..., 5, soientrespec-

tivement intérieurs aux cercles C;,,, C,,, ..., C,,,,,; on aura
EleCl_, 0 ElnG] =lee(s)] 5

— — iy — - N+ MR} bt - N+h—-1

=(s) Ele(=)] ’ Elor+1 ()] ’

oules 2 sont les diverses valeurs de ces quotients constants dans chacun
des cercles C;.
On en tire

=(3)

)‘Ol'l' . ')‘k—l;

en recommencant le tour, on trouverait

d’ol

el généralement
Elorp(s)] = (Mohy. - hp—q)? E(3).

Donc toute fonetion E(z) qui jouit de la propriété que Ele (] 545

E(z)

constant dans chaque cercle C; est une solution de I’équation
E(ok(5)] = ¢ E(z).

Les seules solutions holomorphes ou méromorphes en «; sont com-

prises dans le symbole »
; 2 [ ()] ar |,

oll #; est une constante arbitraire el » un entier positif ou négatif.
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En conséquence, la fonction cherchée Z(z) doit coincider

Avec [, (5)]" dans le cercle Cj,
Avee «[ub(3)]*% dans le cercle C,
Avee ,[ub, (35)]% dans le cercle C,

Maintenant, on remarquera qu’il faudra avoir
Moo dpp y=ato=a® =am...,

ce qui exigera que

en sorte que :

Tous les points du groupe sont des zéros ou des poles du méne ordre
de la fonction Z(z).

Il est d’ailleurs facile d’avoir I'expression des constantes % en fonc-
tion des constantes « : remarquons, en effet, que

Ly S; Uiy ]'f‘ (s )H’L

PP B AN
ap b (5) )"

et, comme W [¢(z)] = a; w;(z),

2

IX. — Les fonctions B(s).

28. Nous pouvons maintenant résoudre le probleme qui consiste 4
chercher les solutions les plus générales de I'équation (S) qui sont
holomorphes ou méromorphes aux points du groupe; il suffit, en effet,
de déterminer les constantes « par la condition que toutes les con-
stantes X; deviennent égales. On aura, en appelant % leur valeur com-
mune,

o % %
1 ‘2 fe—1 0
—aj=—=a}=...—= ———a_,= ay_ = 1;
, % %y Lle—2 k=1
\
d’ou
A 12 X W1
UYTE Uy — s g T Uy ———y Gy TS Uy ———— L fpy T= Dy e g
0 2 n o n 3 0w nn? ? fe—1 0T n 7
% atal atal al atat. .o,
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et, en outre,

DY/ AN R n
/‘.""{[Ual' L ay

2

—
== ant.

La quantité ¢, figure en facteur commun, et la faire égale & 1 revient
a multiplier (=) par une constante. Supposons, en outre, n = 1; il est
clair que, pour repasser au cas de n quelconque, il suffira d’¢élever les
constantes « et les fonctions w,(z) & la puissance n, c’est-h-dire de
prendre la puissance rnime de Z(z).

Prenons done pour ). une racine de ’équation bindme

W= a,

nous appellerons B(z) une fonction de = qui coincidera

)3 ,
Avee 0 Uhy (3) dans le cercle C,
“€0

22
Avec ==— b, (5) dans le cercle C/,
ty ety
2.4 ,
Avee ————————— 1 (3) dansle cercle Cj,
Wyl .. iy

»h=1

Avee —————— b, (3) dans le cercle C)_,.
gty .. s

Cette fonction, holomorphe en chaque point du groupe, satisfera a
Péquation
Blz(s)]=%B(s);
ce sera done une solution de I'équation
(%) Efe(3)] =cE(3).

Puisque % admet £ déterminations, on aura % systemes de con-
stantes «, et par suite £ fonctions B(z); mais il faut remarquer que
dans I'un queleconque des cercles C; les rapports de ces £ fonctions sont
constants. '

Pour avoir maintenant le type général des solutions de I’équation (S)
qui sont holomorphes ou méromorphes en chaque point du groupe, il
suftit de faire

E(3) =% [B(3)]®, c=",

ol #z, ¢st une constante et 2 un entier positif ou négatif.

¢7]
(&1}

Ann., de UTe. Norm. 3¢ Série, Tome 1.
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29. L’équation d’Abel admet encore la solution

logB(3)
b3 = "ogn
2

et tous les résultats précédents subsistent. L’essentiel était d’obtenir
la fonction B(z).

X. — Exemple.

30. Je donnerai encore un exemple qui ne sera que la continuation
de celui que j’ai développé au § V. Pour ne pas trop m’étendre, je me
restreindrai au cas de p. commensurable. On a

p(3) =3t el ¢,(s) ="
les racines appartenant a Uindice p sont données par la formule géné-
rale

24T _7_._7
N —_] ml'—nl ,

out £ doit prendre une valeur entiere comprise entre o et m” — n?, dif-
1P — n?

’ 1!
férente de -~ ——,
mr — nt

(p' désigne I'unité ou I'un quelconque des divi-
scurs de p), sans quoi I'on aurait aussi des racines appartenant a des
indices inférieurs a p.

Un raisonnement que j’ai présenté ailleurs (') conduit a Pexpression
suivante pour le nombre des points appartenant & I'indice p

r r r r
)G, = (ml’ — X St — )—— <n1’——~ St - )

o @, b, ¢, ... sont les diviseurs premicrs de p.
Soit xg, &y, ..., 2,-, un groupe de p racines; on a

Diey) 9l (ay) By oo (@) = < 1

(1) Sur une généralisation du théoréme de Fermal, ct ses rapports avec la théoric géné-
rale des substitutions uniformes (Bull. des Se. math., 1884 ). Je profite de cello occasion
pour réparer omission que j'ai faite, cn oubliant d’associcr le nom de M. Kantor & ceux
le MM. Lucas et Picquet dans mes citalions; jaurais pu citer encore M. Pellet, cui a, Iui
aussi, présenté une Note aux Comptes rendus sur cetle généralisation.
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il suffit done que 'on puisse définir une branche de la fonction =¥,
holomorphe en x, x,, ..., 2,_,, qui prenne en z, la valeur x,, en a,
la valeur #,, ..., en a,_, la valeur @,.

31. Etudions le cas du groupe binaire, p = 2, et soit une branche de
la fonction z%*

JUIE Y XAy
w(:):;y'el( e ’”),

T

(qui est caractérisée par le nombre r, pris entre o et m, quand on fait
varier z dans un contour simple ne comprenant pas l'origine. Sous
quelles conditions, et pour quelle valeur de 7 aurons-nous

-1'1:?(‘1'0)’ *'1"0:"?(1‘1)7

ol a, ¢t &, ont pour expressions

. Ly . %y
TN~ 20T ———
Ly==e ru-—n-’ xry=e mE—-n ,

o, ¢t «, élant des entiers non divisibles par m + n, compris entre o el
m?* — n*? L’équation &, = ¢(x,) nous donne

o 1L %y

r
Ty i — =N+ ——
(ne*— n*)m m m=— n*

ol %, est égal & 1 ou & zéro; on en conclut que oz, — rn doit étre divi-
sible par m, et 'on peut poser

(1) ay— rn=_Bym,
I’équation précédente devient alors
(2) Bo -+ rm = a; + hy(m*— n?).
En exprimant au contraire que o(x,) = x,, on trouve encore

(3) a0y — rn = 8;m,
)

(4

By rm = a,+ hy (mMm*— n?),

ou B, estun entier et %, zéro ou l'unité.
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On tire de la
Bo== 1 — (redy—+ mdy),

By — (g~ nly),
ay = sy (e — 1) (hy— o)
et comme on ne saurait avoir «, = «,, car il en résulterait x, = x,, il

faut que des deux quantités %, et 2, 'une soit zéro et I'antre Punité :
faisons en conséquence

== 0, I =1,
on (rouve
fp==r—m, B—r—n,
dy= r(m ~+n)—m? ay=r(m- n)—mn,

Introduisons le reste et le quotient de la division de mnr par m -+ n,
en sorte que
mie=(m -+ n)l+4z, o<Te<lm -+ n;
on peut écrire
sy (0 1) (1 — - R - e,
P — (I)[ - /I.) (I' -— /[) — 2,
Comme o, > u,, il suffit que «, soit positif et «, inférieur & m* — n*.
On trouve ainsi que «, ¢t =, doivent étre congrus 'un & mn et autre :
— mn, suivant le module (m + ), ct que l'on doit avoir

(5) %y = (10 = N) Sy -+ 2,
(6) = (m+4-n)s; —:=
avec

(7) §— Syz=m — 20 >0 :

s, peut prendre 'une quelconque des valeurso, 1, 2,3, ..., 2(A — n),
et rsera donné parla formule

(8) roo=s - m— Iy

on va constater que les formules (5), (6), (7) et (8) résolvent comple-
tement le probleme.
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32. Menons par le point 5 = o deux demi-droites, 'une OX origine
n —
1

. " .
des arguments, Pautre OV correspondant & 'argument 2 T qui

2
est inférieur & 27; ces deux demi-droites divisent le plan cn deux
régions. Dans la région R, on aura

m—r
argum. s < 2=

n
et dans I'autre région R,

m—1r
argum. s >2%w N 5
7

I'argument de s que 'on considere est celui qui est compris entre o
el am.

On remarquera que le point x, est dans la région R, et le point =,
dans [a région R,.

Considérons I'expression

, r N . pss . . a ,
Pargument 0. + 27 - ne peut étre inférieur 2 47, mais peut étre supé-

rieur & 2m; il est inférieur & 27 si z est pris dans la région R,, il lui
est supérieur si s est pris dans la région R,.

Appelons donce 9, 'argument de ¢(z) qui est compris entre o et 2=,
on aura

. r
Dans la région I}, . ... 0,=0uw + 27 —»
nm
P n —r
Dans la région RR,. .. .. 0,=0p— 2= —
m

Mais je vais plus loin. Supposons que I'on parte d’un point z de la
région R,, je dis que ¢(z) est un point de la région R,. Il sulfit de
montrer que

NN I
or, de 'inégalité
(m—nL)(m-+n)=m>+z>m?
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on déduit, puisque r>m — A en vertu de 'équation (8) et de s, > o,

r(m -4 n)>m?
ou

d’ol

,
Op.4- 27 — >ax
124

Partons, au contraire, d’un point de la région R,; je dis que l'on
tombe sur un point de la région R, apres une substitution. Il suffit de
prouver que

m—r ne—1
Op. — o= < 27
m n
ou que
m [ m—r mo—r
0<lom— |- = 3
n\ n n

or le second membre est supéricur a 273 U'inégalité est done toujours
vérifiée, puisque 'on prend

00 << am,

Si le point z est intérieur & la région R,, le point ¢,,(s) sera aussi
intérieur i cette région, et 'on aura, en posant g.,(z) = p,,e'lu,
0 < 0yy<2m,

L (= )

m*— n?

pag = e, 0y, = 0p2—-ax
en partant, au contraire, d’'un point s intéricur 4 R,, z,, sera aussi
intérieur 4 R,, et on trouve

, A
—el 0,, = 027 AT e (f — 24
Cup == [ o= V=7 - om = 3 .
r-'l I b 2q \ m? n ( { )

Op a, dans un cas,

. 2%, .
im0, = i ou lim 25 = @,
et, dans l'autre,
. . 2Ty .
limb,,—= A OU lim 2y, = 2.

Mais si, pour fixer les idées, on part d’un point de R, et que l'on
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forme les quantités ¢,(s), 9(2), ..., 92,(5), @2y (5), ..., On rouve

. 27U, o
1(0~ = “a)u.=7+‘z7r ‘.
mi—n/V =

2T,

. b
9ag+1(35) =p¥ " e e

o

Vpsgrom

st CmE
’

ce qui montre bien la convergence alternative vers x, et o, des termes
de la suite

Sy Nl M2y sy N2¢y V2G4l ottt

selon la parité de leur indice.

32. La méme méthode qui a donné B(z), au n° 17, nous donne ici

~

’\ﬂ)u(:):l'o Iogx—u)

qsbl(;):xﬂogza .

elab,(z) et o, (z) sont holomorphes dans les régions R, et R, respec-
tivement.
On vérifie, d’ailleurs, que dans la région R, on a

x
wy [e(s)]=uw Tl- by (3)
Ty

et dans la région R,

. &€
Wy [2 (3)] = = 1, (5).
£y
Dans le cas actuel on trouve done

oy T o — 2.
A== —> =P —> A= Qed; == >3
2 &

X est défini par I'équation 2* — @ = o, ¢’est-d-dire que X === p.; pre-

nons 2 = 4, on a
%y A [N Z,
U= — = — = Zy
a, Uy Z,

- . 1 .
On peut faire o, = —;—, et alors &, = —, en sorte que la fonction
0 1
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B(z) doit coincider avec logi—o dans la région R,. el avec logi{ dans
la région R,.

XI. — Remarques finales.

3%. Dans la théorie géndrale, nous ne sommes pas sorti du cercle Cy;
ce dernier exemple nous montre cependant que, dans certains cas, il
est possible d'en sortiv et de lui substituer des régions plus étendues.
Supposons qu'un point = du plan conduise au point #; 1l devraconduire
en un peint 5, intéricur au cercle C, apres un nombre fini £ de substi-
tutions. Si le point z, n’est pas, ainsi que je le suppose, un point essen-
tiel pour la fonction g4(=), il existera autour de = une région continue
de points qui conduiront tous a l'intéricur du cercle C, apres £ substi-
tutions; si 'on remplace alors dans tous les théoremes précédents la
hauteur maximum 2 des points du cercle C, par rapport & un cercle
concentrique T', par cette hauteur augmentée de £, les théorémes
deviennent applicables & Ia région qui entoure le point =.

Plus généralement, soit U une région du plan, il suffit que tous ses
points conduisent a Pintéricur du cercle €, pour tomber sur le point @
apres un nombre infini de substitutions.

St Ponappelle £ la hauteur maximum des points de ta région U par
rapport & (g, il suflira d’augmenter 2 de £ pour que tous les théoremes
sotent applicables & la région U.

St 'on envisage la totalité des points du plan qui conduisent de la
sorte & 'intérieur du cercle C, et, par suile, au pointa, on pourrait
¢tendre o larégion qu'ils forment les théoremes généraux. Mais on ne
sait rien de général sur la maniere dontcette région est limitée, ¢t 'on
ne peut pas allicmer @ priore que le mode de délimitation v’est pas de
nature i restreindre celle extension.

L'importance de la division du plan en régions dapres le point Ii-
mite auquel conduisent ses points se trouve ainsi une fois de plus mise
en ¢vidence. Mais on concevra quelle difficulté s’attache au probleme,
en songeant qu'il y a généralement une mnfinité de groupes circulaires
limites, pour si grand que soil 'indice auquel ce groupe appartient.

M. Cayley a mis le premier en avant ce probleme dans le cas de la
regle de Newton; mais, méme dans le cas d’un simple polynome entier,
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le nombre des groupes limites peut étre infini, et, si le probleme a pu
étrerésolu dans le cas d’une équation du second degré, cela tient & ce
(qu'aucun des points racines d’indice supérieur n’est limite dans ce
cas, et qu’ils sont tous sur la droite, lien des points équidistants des
points racines, droite qui, on le sait, divise le plan en deux régions
telles, que tout point de P'une d’elles conduit au point limite qu’elle
contient.
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