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SUR UNE NOUVELLE PROPRIETE

DES

FORMES QUADRATIQUES DE DETERMINANT NEGATIF,

~ Par M. KRONECKER.

{ Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften =u Berlin, 26 mai 1864.)

Trapurr Par M. HOGEL,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE BORDEAUX.

Les formules que j’ai trouvées, il y a ¢ing ans, pour le nombre des classes diffé-
rentes des formes quadratiques de déterminant négatif, et qui ont été en partie
communiquées & 'Académie en octobre 1857, m’avaient déja conduit, vers cette
époque, & étudier la cause intime des relations que j'y ai signalées entre certains
déterminants, c’est-d-dire a chercher une dépendance entre les diverses formes
quadratiques. Une induction, tirée de I'origine analytique de ces formules, m’amena
tres-promptement a la découverte de la dépendance soupconnée; mais ce n'est que
récemment que je suis parvenu 2 démontrer complétement, et par une méthode
purement arithmétique, le résultat obtenu, qui fournit une relation entre les formes
réduites de déterminants différents, et qui constitue 1'objet de la présente commu-
nication.

p ¢tant un nombre premier impair, imaginons que l'on ait formé toutes les
formes quadratiques réduites positives des déterminants

— P "‘(P*‘ﬂ)a _(P’—zz): _(P_“32)""v
dans lesquelles un au moins des coefficients extrémes soit impair. Parmi les formes
ambigués qui se présentent, rejetons celles dans lesquelles @ = — 24, ainsi que

celles dans lesquelles @ = ¢ et ol b est en méme temps positif. Enfin, pour toutes

les formes restantes
(al) bl, C:); (az, bz, Cz), (as, b37 Ca):~ Sy

38.



288 SUR.UNE NOUVELLE PROPRIETE
posons les congruences
a2+l s e =0, @3+ 20,z +ec=o0,..., mod.p,

lesquelles auront évidemment ou une ou deux racines, suivant que le déterminant
de la forme Comespond.mte sera le nombre — p-lui-méme, ou 'un des nombres
—(p—1), —(p—A4), —(p—9).-...Sil'on désigne alors-par F (») le nombre des
classes dilférentes de dctmmmdnt — n,le nombre des racines de toules ces con-

gruences sera , » v PRI EN S
F(p)+2F(p—2)+2F(p—2)+2F(p—3)s..,

et, par suite, en vertu de la formule (V) de ma Note insérée dans le Journal de
Crelle, 1. LVIL, p. 249 (*), ce nombre sera ¢gal & p-+1 ou a p, suivant que 'on aura

p=1 ou p=3, mod. 4

St maintenant, dans le premier de ces deux cas, pour les formes ambigués dans

lesquelles @ = ¢ < yp, on remplace par sa valeur négative une des deux racines de

la congruence (savoir, celle qui correspond & la valeur positive de yb* — ac infé-

rieure ;p):, et si, dans le cas unique ol cette valeur est identique avec Pautre
vacine de la congruence, ¢’est-i-dire lorsque b= o, on la laisse de coté, le nombre
de toutes les valeurs formées de cette maniere avec ces racines des congruences
sera, dans tous les cas, égal & p. Tous ces nombres sont dyfférents survant le module p,
c'est-a-dire qu'tls forment, pour ce méme module, la série compléte des restes.

- De cette propriété remarquable des formes quadrathues de déterminant neoahf
résulte immédiatement le théortme suivant : -

Si l'on désigne par D, D', D",... les différents nqmbres' po;’ci"'lézsq;zels' ' esl susceplible
d’étre représenté par les formes A - S

z? +D) , +Dy, 2Dy,

¥e elanz Impau s, de plus

((‘t,, bl: & ): (a"yrbh Cz) - .

a;z’+ zb,z + ¢ =o0, a,z~ -+ zbm + c,

(*) Poyez la traduction de ce Mémoire, Journal:de-Mathématiquesde M. Liouville, »° série, L.V, 1860.
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dewx fois, pourcu que I'on fasse figurer deuzx fois les racines de toutes les congruences
dans lesquelles le coefficient de =* n’a pas la méme valeur absolue que U'un des deux
autres coefficients.

Dans le cas de p="1n + 3, comme il n’existe, pour aucun des déterminants
— D, une forme ambigué ot 'on ait a == 25 ou a=rc, le théortme prer‘ndent
pourra s'énoncer plus stmplement de la-maniere suivante :

Sifa, by, ey}, (@y, by ca),... sont toutes les formes posilives réduites proprement
primatives de tous les deéterminants négatifs — D pour lesquels p peut éire représente
parla forme principale x* + D y*; v étant impair, les ractnes des congruences

W aab s e =0, @2+ 20z +¢=0,..., mod. »
Jormeront la série complete des restes pour le module p.

Enfin, si I'on considere les racines elles-mémes de ces congruences du second
degré, le théoreme peut étre formulé comme il suit, pom' un nombre premier quel—
conque p: .

Sott d un- nomble entier et poscl Y quelcongue nyerzeur & \p, et sotent, de plus,
(@i, biic)),s (@, by, Ca),. .. toules les formes réduites positives de déterminant —(p—d?*),
dans lesquelles un des deux coefficients extrémes est impair, le coefficient moyen n'étant
pas négatif. Les expressions
’ - P b=d

¢4

Jformeront la série compléte. d’és lresles pour le module p, sil’on admet, en géneral, les
quatre combinaisons de sig nes, sauf deux exceptions, pour le cas de @ = 2.0, ou l’on
ne prendra b qu’avec le signe — , et pour Ze cas de a == c, ot l'on ne prendra les deux
nombres b et d qu’agec leurs stgnes supérieurs. 7 :

La démonstration de ce théoreme se fonde, d’une patt sur la fonnule que j’ai
citée tout & Uheure (Journal de Liouyille, 2° série, t. V, p. 291), et a Paide de la-

quelle on établit que le nombre des expressions telles que y est précise-
ment égal & p; et, d’autre part, on fait voir que deux quelconques de ces expres-
sions sont différentes entre elles suivant le module p. Des deux parties dont se
compose, d’apres cela, la démonstration, la premiere contient une déduction pure-
ment arithmétique de la formule en question pour les-nombres:de classes, tandis
que la seconde pame établit comme il eu1t r 1mp0351b111te dc la congruence

)=

On fall vou' d abord quew dans 1 equauon i

(o]

mod p_

(+b+d)+a(+b'+d’

e T o R B d’)_ﬂ P’
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qui tient lieu de la congruence, en ayant égard aux conditions d'inégalité aux-
quelles sont assujettis les nombres a, b, d, @', ', ', la valeur absolue de 7 ne peut
étre que zéro ou 'unité. Si maintenant cette équation a lieu, comme on peut dis-
poser des signes dans le premier membre, de telle sorte que h soit positif, il n’y a
plus 2 examiner que les deux cas de A=o0 et de /z =1, ¢ est-a dive quil suffit
A’établir 'impossibilité des deux equatxons

@(Ebzd) +a(Fb T d')_: o,
(t(i[)id)-(—d(_i_b'_i_ ):‘—“P

Or, admettons, pour un instant, que les équations soient satisfaites par certaines
valeurs de @, b, d, a/, b, d’, et que des deux quantités multipliées respectivement
par @ et par a, la premitre soit positive. En désignant cette gquantité par s, la pre-
mitre égquation donnera les relations

a=da, =brd= i b"i'd’,A c==c¢', mod.s.

"4

. ¢ —
On reconnait d’abord que ne pourrait avoir que l une- des valeurs o, =1,

+ 9, el quc, dans le premler cas, a, b, ¢ sex’alent l‘espectnement bgaux ha, ¥, ¢
tandis que, dans le second cas, il fqudralt contrairement & la condition 1rnpose

ou que a et ¢, ou que @’ et ¢ fussent pairs a la fois. D'mq le troisieme cas, on
aurait ,
:F:ﬂb*: 2 =a=zta

ce qui-serail en contradiction avec la convention etabhe Pclamfemcnt au choix des
signes de b et de &', Apreb avoir ainsi px‘ouve r 1111p0551b111te de l’equal;on

(+b+d)+a( d)i

on tirera de I’autre equatlon

(+b+d) + a(;_ VEd)=p, . |

h-s ('xpm%mm sunantes de a A S

cal = iZ(t—°b+s

2o ;:9._[)’;:.5: (mn -—1)a -—2mb—-c 4+ (o n)s, .

o eh=me —f mn.‘-;wx) S50

entiers posmfs nuls ou ncwatlfs De ces tr“o“xs equatlons on dcduxt enfin six rela-
tions, qui n ont pas été obtenues sans dlffcufte ‘et qui constituent le point f fonda-
mental de la démonstration, en ce que, dans touteés les hypotheses que 'on pett
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faive sur les nombres 72 et n, il est facile de démontrer lincompatibilit¢ de ces
relations avec les conditions auxquelles sont soumis les nombres a, b, ¢, @, ¥, ¢'.
Ces six équations sont les snivantes : '

(¢'— )= m(a +2b)+(m+m)a +(a—2b)=(m—n-+1)a,
(a’—zb’)+(m—x)a’ﬂt—(c';(z):ns,

m(a —20") (¢ —a') <+ (a—2b) + | m-——nz)( —ab)+(m*—m)s
=[{m—(n—1)(m*—=m-+1)]a, -

(¢ =20 )=+ (¢ —o2b—1)+(m=2)la—2b+435)r1=(n—1)(s+a— ma)
(@ —2b')+md 4 (¢c-+2b—1)+1 = (n~+1)(a+s),

(¢'—a'y-+lc—2b—1)4n(a—+ }ns) +r1=(m-1)c.

Dans les premiers membres de ces équations, on a renferiné entre parentheses les
combinaisons des nombres a, b, ¢, @/, V', ¢, s, qui, en vertu des conditions d’iné-
galité, représentent des valeurs non négauves.

Le théortme arithmétique que I'on vient de démontrer est susceptible, comme
il est facile de le voir, d’'une généralisation, en ce sens ‘que, au lieu du nombre
premier p, on peut prendre un nombre composé. On peut, en outre, tirer de la des
indications conduisant 2 une nouvelle déduction arithmologique des formules én
question pour les nombres de classes, et ces indications paraissent ’autant plus
importantes que la déduction arithmétique des formules en question, qui forme la
premitre partie de la démonstration précédente, repose sur des considérations
toutes différentes. J'ai porté, en effef, mon attention sur la maniere dont Jacobi =
démontré, dans le tome XII du Journal de Crelle, expression qu’il avait obtenue au
moyen des séries ( Fundamenta nova, etc., p. 188), pour le nombre des décomposi-
tions en quatre carrés, et cela en transformant en quelque sorte les développements
analytiques en dévcloppements arithmétiques. Par analogie avec cette méthode,
jai représenté les nombres de classes des formes quadratiques de déterminant
négatif sous forme de coefficients d’un développement, et j’ai donné quelqueb indi-
cations de ce procédé dans le tome LVII du Journal de Crelle. Mais je n’ai pas jugé
a propos de publier la suite de mes résultats, parce qu’alors j’étais bien parvenu a
un nouveau mode de vérification analytique des formules en question, mais je
n’avais pas encore atteint le but principal, qui était d’en donner une démonstra-
tion arithmétique. Dans Vintervalle, M. Hermite a publié, dans une Note intéres-
sante (Comptes rendus, etc., 5 aout 1861), quelques relations analogues, que je vais
Lompléter ici, en exposant celles auxquelles jai été conduit, comme je viens de le
dire, par la recherche d’une méthode de démonstration arithmétique.

Je conservcral, _pour. cela toutes les notations et définitions dont j'ai faxt usage
dans le Memoxre pluswurs fons cité fJoumal de Crelle, 1. L\/II p. 248 et suiv., et
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Journal de Liousille, 2¢ série, t. V, p. 289 et suiv.), et je renverrai, dans ce qui va
suivre, aux formules I'a VIII de ce Mémoire. Mais je supposerai que ces meémes
formules ont été transformées, de la manidre développée p. 252 (p. 296 de la tra-
duction), par 'emploi des fonctions ¥ et G.

Si. dans les formules I, II, V, on multiplie les deux membres respectivement
an L,
2

par ¢*", ¢ q"; st Uon ajoute enbmte les trois équations alnsi obtenues, et que

Uon fasse la sommation pour toutes les valeurs de n et de 7, on obtiendra, & I'aide
des expressions de X, <I>, ¥, données p. 252 et suiv. (p. 296 de la traduction}, U'é-
quation

/= e i
(1) Srmjg= % Vik '22;7571—7((""“”“ 2 g,

Les formules 1, 111, VI donnent pareillement

Seine =ty g By B

les lettres ¢, K, &, ainsi que les lettres £, ©, H, que nous emploierons plus loin,
étant prises avec les mémes significations que dans les Fundamenta de Jacobi. Les
deux équations ci-dessus expriment d’ailleurs précisément les relations contenues
dans les formules I, 11, I, V, VI, en développant suivant les puissances de ¢ les
sommes contenues dans les secconds membres. La formule IV peut se déduire
comme conséquence des équations (r) et (2), apres avoir tiré préalablement de
celles-ci les relations :

ZF(ZI)'I)q_'I‘m:[i’:I}-- L-

21:(4"—‘"‘)9"2'—17_-5— /L_IE,

o

3 . 27T

=
bt

K e
ZF(SH »v-3)q?":i:_/:_k, Ik

, e oK . 3. .
Au moyen du développement de sin® am —= suivant les cosinus des multiples
1

de @ (Fundamenta, p. 110}, la série du second membre de I'équation (1) peut se
mettre 1mmed1atemem sous 1a forme d’une intégrale defnme ct en’ mtroduxqani
fes notations usitées,

s (2Ray 2Kz
u( =2} slal,, ~.H,~<v ) =nie),




DES FORMES QUADRATIQUES DE DETERMINANT NEGATIF. 293
on frouve ainst - v o s i3 N

27 o ™
<0
q FEREISE

. ‘l/h /K [T oKz
(3 F(nygr = —+——=~ — f sin?am < Si(xyeosx da:
Z T om v (I
Celte relation, qui est, par suite, identique avec I'équation (1), peut étre consi-
dérée comme une définition de la fonction F(n). La détérmination directe de I'in-
tégrale donne aussi la signification arithmologique de F(n), et, entre autres

manieres, on peut effectuer cette détermination en remplacant sin®* am —= par le

, , , . . 2Kzxe , . .
carré du développement en série de sinam——- Cette méthode m’a conduit, apres
I i, .
diverses réductions et simplifications, a la démonstration arithmétique, dont jai
parlé, des formules I, 1T, V, contenues dans la relation (3). De I'équation (3).on
peut déduire toutes les formules de 1a VIII. En remplacant, en effet, sous le signe.

T

. . 3 R 2 Ko — .
d'intégration, $. () par ~_,-7:.9, (x) cotam —=> la formule (3) devient
T i —— .

21“1()1)(’:_——

%3, (x)cos :cyrzlx',

K PR g K ww
= sin am == cos am
EX Y SRR SR T

de e RN
et I'on en tire-Yéquation (2), en remplacant,-sous le signe d’intégration,

R 2
St ani

X 2Kz
COS am —
' '

par son développement en série. De méme, en substituant, dans I'équation (3),
au lieu de

R 2Kz
F. (&) sin*am )
expression identiquement équivalente T
1 2Kz
S.(x — . cOs am <A — (),
| ; iV = =
on U()uv 2 ) :
AT U S ¥ C KT 2Kz oo oKl o 3
Z F(n) (,l kK /{'_}1'—: . _!_I ; L . \/h K [ “cosam Aam —= 5, (2} cosx dx,
T 27 ¢ 27* 27 J, T 2 :

et on en tire la formule XI (Journal de Crelle, t. LVIL, p. 553), en introduisant,
sous le signe d’intégration, le développement obtenu par la différentiation de la
formule (1g), p. 101 des Fundamenta de Jacobi. Ainsi se trouve confirmée la con-

Annales scientifiques de U Ecole Normale supérieure. Tome 1L 3()
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Jecture que j avals imise  afn de mon Memotve sur e nombre des classes dirende
des formes quadiaties les buit | ormule i Lrant toutes d'une seule formule par

lis mforma tions analytques. Yais, u pointde vue anihmetique e algébrique,
ces formy

8 fvayez . 29 du Mémoive) vestentindépendantes es unes des autves
et conttennen, explicitement foutes les nombreuses relations analogues que m's
fournies la hem e T lplcation eomplexe des fonetons elliptigues, v com
pris aus outes celles que 1. Horwite a dounées dans ha Note citée plus haut,

D&IbUﬂ autre oecasion, Je de\eIOHerlce} ,amsl que les autres indications

contennes dans la présente Note,



