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CORPS EQUIVALENTS A LEUR CORPS DE SERIES

Frangoise Delon

Les équivalences &lémentaires qui suivent se référent au langage {0,1,+,.}.
Si K est un corps de caractéristique nulle, dés qu'on a K = K((X)), le théoréme
d'Ax-Kochen-Er¥ov implique K = K((Xl))...((Xp)) pour tout entier p2l. Nous mon-

trons ici la réciproque de ce résultat:

Théoréme. Si K est un corps de caractéristique O et si pour un entier p2l, on a

K((X]))...((Xp)) = K, on a alors K = K((X)).

On montre aussi que, sous les mémes hypothéses, si on considére K comme corps
de constantes de son corps de séries K((X)), K est existentiellement clos dans
K((X)).

Des résultats de méme nature et plus complets sont exposés dans [D] mais le
cadre plus général y complique sensiblement les preuves; au contraire on a essayé
de donner ici des démonstrations &lémentaires, ne faisant appel qu'ad peu de con-
naissances extérieures. Ainsi on n'utilise des travaux de Gurevid sur les groupes
abéliens ordonnés qu'un corollaire, dont on donne une preuve directe - qui m'a &été
indiquée par Peter Schmitt - et on fait sur la théorie des valuations les rappels

nécessaires 3 la compréhension de cet exposé.

1. Groupes abéliens ordonnés (g.a.o.)

Dans cette catégorie, les sous—groupes convexes jouent un rdle essentiel
(une partie A d'un ordre I est convexe lorsque a,b e A, i e I et a <i < b impli-
quent i € A): si H est un sous—-groupe convexe d'un g.a.o. G, les classes modulo H
sont convexes et sont donc naturellement ordonnées par la relation
x/H < y/H ssi ( x #y (modulo H) et x < y).
Si G] et G

2 sont deux g.a.o. on appelle produit lexicographique de Gl et G2 le
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]XG2 muni de 1'ordre

(x5%)) < (y,,y,) ssix <y, ou (x =y etx,<y,)

groupe produit G

pour X,y € Gl et X,,¥, € 02 ; le plongement canonique de G2 dans le g.a.o. G1><G2
en fait un sous—-groupe convexe et on a un isomorphisme de g.a.o. entre Gl et
(G]XGZ)/G2 3 ce produit lexicographique est associatif. Plus généralement, pour un
bon ordre I et des g.a.o. Gi , 1 € I, le produit lexicographique igl Gi s'obtient
en munissant le groupe produit de 1'ordre

(xi)'eI < (yi)

ssi x. <y.
i Vi,

iel ie
ol io est le premier indice i tel que X, # y; s si les Ij , jeJ, recouvrent I,
sont disjoints, convexes pour l'ordre de I et vérifient Ij < Ij' ssi j < 3',
alors (J et les I. sont bien ordonnés et) on a un isomorphisme de g.a.o.

i3y 65 = ng Gyl 650 -
Les sous—groupes convexes d'un produit iQI Gi sont les sous-groupes de la forme

. x H, x .II. . i - H. ..
1310 {0} H1° lglo G1 , pour un iocel et un sous—-groupe convexe i. de Glo Le

produit lexicographique est un cas simple du produit de Hahn explicitement donné
par Feferman et Vaught comme exemple de produit auquel s'applique leur principe
de transfert d'équivalence élémentaire ( [FV] exemple 4.9); en conséquence

. . . . - . S P
Gi =G ; pour tout ieI, implique igl Gi = igl G ; » ces équivalences étant dans
le langage des groupes ordonnés.

Lemme 1.[Gu]. Soit H un sous-groupe convexe d'un g.a.o. G ; alors les g.a.o. G et
(G/H)*xH sont élémentairement équivalents.

Démonstration. Il est connu que, dés qu'un groupe abélien est w,-saturé, il est

1
facteur direct dans toute extension ol il est pur (H pur dans G signifie ici

nG n H = nH pour tout entier n), voir [Sa] ou [Sh] . Dans un g.a.o. un sous-groupe
convexe est toujours pur, donc si on prend un couple H' c G' équivalent au couple

H c G dans le langage {0,+,<,H} et w -saturé, les groupes (G'/H')xH' et G' sont

isomorphes; on vérifie immédiatement qul cet isomorphisme respecte aussi 1'ordre
si 1'on munit G'/H' de 1'ordre quotient (H' reste convexe dans G') puis (G'/H')xH'
de 1'ordre produit. Par notre choix de G' et H', H et H' d'une part, G/H et G'/H'
d'autre part, sont des g.a.o. équivalents; par Feferman et Vaught, on en déduit
(G/H)xH = (G'/H')xH' ; ce dernier g.a.o. est isomorphe a G', lui-méme équivalent

a G, d'oi (G/H)xH = G .

Définition. Pour i < w , appelons i-groupe un g.a.o. G admettant une famille
(G_) . de sous-groupes convexes vérifiant
n’ng
Go =G, G, = {o}
pour chaque nei , G, 26 et Gn/G =z

n+l n+l
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.sii=w, alors n, G = {0} .
nei n
i
Exemple. 2 .
Lemme 2. Pour i € w , G est un i-groupe ssi G = z* ; les i-groupes constituent

donc une classe é&lémentaire compléte.

i-n

, . . i
Démonstration. Soient (Gn) les sous-groupes convexes de Z~ , avec Gn = 2 H

0<n<i
nous montrons d'abord que chaque G, est définissable dans 7' . Considérons le
sous-ensemble G(a) définissable avec le paramétre a

G(a) ={ x; -a<2x<al

et le prédicat H
s d

H(a) [ G(a) est un groupe ]
Prenons a € Z' . 7' e H(a) (par exemple a = | (modulo Gn+l) pour un n<i); soit
ne {0,...i-1} tel que a € Gn - Gn+l 5 G(a) est alors un sous-groupe convexe
_ Ve s . R
propre de Gn contenant Gn+1 donc G(a) Gn+l . L'élimination des paramétres se

fait sans difficulté: on a 1'équivalence, pour | < n < i, x € Gn ssi 7' F ¢n(x)

ol wéx) est la formule ;
Jaeea; A\ HG@) A [6G) 26 2 ... 26 Ta [xeta) I
j=1 .
Soit maintenant G = Z% s alors G contient i+l sous-groupes convexes définis-
sables, lui-méme et les sous-groupes définis par les wﬂ , 1l <n<i; si

G, = {x;G6E ¢n(x) } ,onac /G, =2, ce qui prouve que G est un i-groupe.

n+l
La réciproque se montre par récurrence sur i,
- sii=1, par définition, un i-groupe est un g.a.o. équivalent & Z ,
. P L ai-1 o .
, Gl est un (i-1)-groupe, donc équivalent a z* par hypothése d'?n—
duction; par le lemme 1 on a G = (G/G])XG] = 2xG

-sii»>]

1 (par Feferman-Vaught) = 2*

Remarque. Cette propriété ne s'étend pas aux w-groupes: deux w-groupes ne sont en
général pas équivalents et un g.a.o. équivalent 3 un w-groupe n'en est pas néces-—
sairement un. On peut néanmoins faire la remarque suivante: si G est un w-groupe
et (G

( n)new

chaque Gn est définissable: x ¢ Gn ssi G f xn(x) ol Xn(x) est la formule

ses sous—groupes convexes correspondantsordonnés comme précédemment,

(0<n<w) n

3 aj,..eay éz} H(ai) AlLGz G(a]) P ... 2 G(an) ]

A Ya [[H(a) A [G(a) > G(an)]] - Wlc(a) = G(ai)]]

A [xe G(an)]
et pour un g.a.o. G' équivalent 3 G, si xn(G') est 1'interprétation de Xy dans G',
les Xa constituent une famille de sous-groupes convexes emboités, le quotient de
deux termes successifs étant équivalent & Z ; donc si on pose H = 0l Xn(G') ,

G'/H est un w-groupe.
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Proposition 1. [0]. Si G est un g.a.o. vérifiant 2°x6 = ¢ pour un entier p > O ,
on a ZXG = G .

Démonstration. Avec ces hypothéses, il existe un ultrafiltre U qu'on peut prendre
dénombrablement incomplet, pour lequel on a un isomorphisme de g.a.o. entre

(ZPXG)U et GU , c'est-a-dire entre (ZP)UXGU et GU . Cela permet de construire
une chalne (Gn)new de sous-groupes convexes de GU et des sous-groupes Zn de GU

vérifiant, en tant que g.a.o.

=3 GU
n
Gn = Zn x Gn+l
~ (zPV
Zn = (Z2") .

Chaque Gn est définissable: on a Gn = G(a) pour un a € G comme dans la preuve du

lemme 2; 0l Gn est un sous—-groupe convexe de G et, par le lemme |, on a

¢’ = @’/nc ) x (nG) ;
1'application qui 3 g € GU associe (gn)new € IIZn définie par les relations, pour
tout entier n,

g=g * 8y *e-otg (modulo Gn)

est surjective par w

l-saturation de GU et définissabilité des Gn ; elle a pour

noyau nCn , donc
/a6 =mz_= ()= @) =2
¢"= 2 x (nc) =7 x (2 x (nGn))EZXGU

et enfin G = ZxG .

2, Application aux corps valués

Une référence agréable est le livre de P. Ribenboim [R].

a) Si (K,v) est un corps valué, la connaissance de 1'anneau de valuation Av permet
. . . . *
de récupérer v : le groupe vK est le quotient du groupe multiplicatif K de K par

. . . *
le sous-groupe des unités UA de Av et v est la projection canonique de K  sur
K*/UA . On définit sur 1'ensemble V(K) des valuations sur K un ordre: pour u,v

v
dans V(K) , on pose
v <w ("w plus fine que v") ssi Av > A, -
Dans une telle situation, si on note Mv 1'idéal maximal de Av , on a
M cM cA cA_ ,
v w W v
Mv est un idéal premier de Aw et Av est le localisé de Aw en Mv . Réciproquement

si P est un idéal premier de Aw , le localisé de Aw en P est 1'anneau d'une valua-
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tion wp sur K plus grossiére que w . On met ainsi en bijection les ensembles or-
donnés suivants, si w € V(K) est fixée:

- 1'ensemble des valuations sur K moins fines que w , muni de 1'ordre de finesse
- les idéaux premiers de Aw ordonnés par 1'inclusion.

Dans un anneau de valuation les idéaux sont totalement ordonnés par 1'inclusion;
en conséquence, dans (V(K),<) l'ensemble des minorants d'un élément est totalement
ordonné, on dit que (V(K),<) est un arbre. Remarquons aussi que dans cet ensemble
il y a des bornes inférieures: soient v, € V(K) pour ieI ; alors 1'anneau engendré
par les Av dans K est un anneau de valuation. A1'opposé, deux €léments de V(K)

i . ..
admettent un majorant commun ssi ils sont comparables.

b) On peut préciser la correspondance établie ci-dessus: si P est un idéal premier
de Aw . w(Aw—P) U [-w(Aw-P)] est un sous-groupe convexe TP de wK , et wp est la

composée de w avec la projection de wK sur wK/TP (Notation: w_ = w/TP ). Le a)

P
exprime que toute valuation plus grossiére que w est ainsi obtenue a partir de w
par passage au quotient modulo un sous-groupe convexe de wK .

En résumé, les ensembles ordonnés mis en correspondance sont les suivants,
pour w € V(K) fixée:
- les valuations sur K moins fines que w

- les idéaux premiers de Aw ordonnés par 1l'inclusion

- les sous-groupes convexes de wK ordonnés par 1'ordre inverse de 1'inclusion.

c) Soit u,v e V(K) , u<sv, r, le passage au reste Av-é» K/v (Notation:

K/v = AV/Mv ); on a Av c Au donc ru(Av) c ru(Au) = K/u et il est facile de véri-
fier que ru(Av) est un anneau de valuation de K/u ; on note v/u la valuation as-
sociée; si x ¢ Au , v/u vérifie v/u(x/u) = v(x) et est donc a valeurs dans le
sous-groupe convexe de VK associé 3@ u . Inversement, soit u ¢ V(K) et Ve V(K/u) ;
alors ru-l(A;) est un anneau de valuation de K ; on note uxv la valuation associée;
on a pour x € K , uxv(x) 2 0 ssi [ u(x) > 0 ou u(x) = 0 et v(x/u) = 0 ] ; trivia-
lement uxv > u . Ces deux constructions sont inverses 1'une de 1'autre en ce sens
que (uX;)/u =v et ux(v/u) = v . Il est classique que, pour u < v sur K , (K,v) est

henselien ssi (K,u) et (K/u, v/u) le sont.

d) Si G est un g.a.o. et k un corps, on note k((G)) le corps de séries formelles
généralisées 3 exposants dans G et coefficients dans k (voir par exemple [F]
p.134)

k((G)) = { agxg ; I partie bien ordonnée de G , a, € k }

L
gel
avec la somme et le produit habituels sur les séries et la valuation v(Za Xg) =
le premier g tel que ag #0 . Si Gl et 62 sont deux g.a.o., il y a un isomorphisme

de corps valués entre k((G]XGz)) muni de la valuation associée 3 G]XG et

2
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(k((GZ)))((Gl)) muni du produit de la valuation associée i Gl et de la valuation
associée a G2 sur le corps de restes par rapport a Gl .

e) Pour finir donnons un résultat qui va nous &tre utile:

Proposition 2. Soit i € w+l ; alors un corps K porte au plus une valuation hense-
lienne 3 valeurs dans un i-groupe. Si i ¢ w , une telle valuation est définissable

dans la seule structure de corps de K .

Démonstration. Elle se fait par induction sur i ;
1) 1 =1 ; c'est un résultat d'Ax [A] : si T est un élément de K de valuation ! et
si la caractéristique résiduelle ne divise pas l'entier m , on a
X € Av ssi 3Jy (]+Txm=ym)
Pour éliminer le paramétre T et le probléme de caractéristique, on définit les
prédicats Am(t)
x e A (t) ssi Fy (1+tx"=y™)
On a alors, si (K,v) est henselien
X € Av ssi Jt [ Vy (t#yz) ] A { [(Az(t) est stable par multiplication)
A ( xehy(£)]
V[(A3(t) est stable par multiplication) A(X6A3(t)]}
2) pour i € w , soit v & valeurs dans un (i+l)-groupe G . Alors G contient un sous-
groupe convexe H qui est un i-groupe; il lui correspond une valuation w < v sur K ,
3 valeurs dans G/H = Z , et une valuation v/w sur K/w 3 valeurs dans H = Zi ; pour
x € Kon a
v(x) 2 0 ssi w(x) >0 ou w(x) =0 A v/w(x/w) >0
ce qui se dit au premier ordre dans la seule structure de corps par hypothése de
récurrence et par le cas i =1 .
3) Si v est 3 valeurs dans un w-groupe G , G contient les sous-groupes convexes
(Gn)new , auxquels sont associées des valuations Voo Vn a valeurs dans G/Gn = z" 5
pour chaque n , Vi est henselienne donc unique, les Vo sont croissantes et v est

leur borne supérieure, définie par A_ = n A .
v new "V,

3. Démonstration du théoréme

Le principe d'Ax-Kochen-ErZov nous dit que, pour des corps valués henseliens
(K,v) et (K',v') de caractéristique résiduelle nulle, on a (K,v) = (K',v') ssi
K/v = K /v' en tant que corps et vk = v'k' en tant que g.a.o., et que dans le cas
ot (K,v) ¢ (K',v'), on a (K,v) < (K',v') ssi K/v < K'/v' et vK {v K' . Supposons

que K est un corps de caractéristique O, équivalent 3 K((Xl))..,((Xp)) c'est-a-dire
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3 K((2P)) ; par itération, en appliquant le théoréme d'Ax-Kochen-Er¥ov, on a

K= K((an)) pour tout entier n > 1 3 K((an)) porte naturellement une valuation
henselienne & valeurs dans Z°" et donc par la proposition 2 cette propriété se
transporte par équivalence €lémentaire: K porte une valuation vy henselienne et

a valeurs dans Hn = z°" ; 8 cause de 1'unicité d'une telle valuation 3 n fixée,
ces valuations sont nécessairement de plus en plus fines, et elles admettent pour

borne supérieure la valuation v définie par Av =l Av ; chaque v, est plus
w
n

grossiére que v et G = vK contient donc une famille de sous—groupes convexes dé-
croissants (Gn>new de fagon & ce qu'on ait, pour tout new , G/Gn = Hn . Parce que
chaque vy est henselienne, v 1'est aussi et parce que tous les K/vn sont de carac-
téristique O (parce qu'équivalents a K), K/v 1'est aussi (K/vn de carac. 0

MV n@Q= {0} et MV nQ = (UMV ) nQ =0 ). Par le théoréme d'Ax-Kochen-Er¥ov,
n n
on a K= k((G)) si on a posé k = K/v ; mais par hypothése, K= K((Zp)) donc

K = k((6))((Z")) ; grice & 1'isomorphisme entre k((G))((Z")) et k((ZPxG)) , nous

arrivons a 1'équivalence (des corps) k((G)) = k((prG)) . Prenons un ultrafiltre

U tel que [k((G))]U = [k((Z’pr))]U ;s soit L ce corps; L porte deux valuations
henseliennes, v 3 valeurs dans GU et w & valeurs dans (ZPXG)U = (Zp)U x GU ; GU
n'est pas un w-groupe mais contient un sous-groupe convexe H = n(GnU) tel que
GU/H en soit un (voir la remarque finale du 1.); & H est associée la valuation
v/H sur L 3 valeurs dans GU/H ; de méme pour un certain sous-groupe convexe de wL
qu'on note aussi H parce qu'il lui est isomorphe, wL/H est un w—groupe, et w/H
est 3 valeurs dans wL/H ; on en déduit 1'égalité v/H = w/H donc vL/H = wL/H et
(vL/H)xH = (wL/H)xH ; or le premier g.a.o. est &quivalent 4 vL et le deuxiéme a

wL ; donc GU = (Z’pXG)U et G= ZPxG . La proposition I nous dit qu'alors G = ZxG ;
par Ax-Kochen-Er¥ov on a k((G)) = k((2x6)) = k((6))((X)) , soit K = K((X))

I

4, fBtude de 1'inclusion de K dans K((X))

Considéré comme corps de constantes de K((X)) , K n'en est jamais sous-struc-—
ture élémentaire: on a vu dans la proposition 2 que K[[xX]] est définissable sans
paramétre dans K((X)), disons par une formule E ; si K était sous-structure &lé-
mentaire de K((X)), 1'interprétation de E dans K serait la trace de son interpré-
tation dans K((X)), ce qui est contradictoire avec les relations
K ¢ K[[X]] ¢ K((X)). En général K n'est méme pas existentiellement clos dans
K((X)), par exemple 1'équation de Fermat

Ix,y.z,t (x3+y3=|) A (xz=1) A (yt=1)

admet une solution dans Q((X)) et non dans @ . Mais pour K= € , R ou Qp , K est
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existentiellement clos dans K((X)): en effet, pour un tel corps, K est sous-struc-
1 1

ture €lémentaire de son corps de séries de Puiseux K((X * )) = nuN K((X(E!)))

€

(voir par exemple [C]) et il est trivial que, pour un corps quelconque, K est
1
existentiellement clos dans K((X)) ssi il 1'est dans K((X % )) . C'est, plus géné-

ralement, le cas des corps que nous avons considérés:

Proposition 3. Si K est de caractéristique nulle et élémentairement &quivalent a
k((G)) pour un corps k et un g.a.o. G # 0, alors K est existentiellement clos
dans K((X)).

Démonstration. On &tudie d'abord le cas K = k((G)) avec G wl—saturé, on achévera
la démonstration en prouvant que le fait d'@tre existentiellement clos dans son
corps de séries est une propriété du premier ordre.

Soit donc K = k((G)), G w,-saturé et GU une ultrapuissance |G[+-saturée; on

! U

considére le plongement diagonal de G dans GU et on prend un sous-groupe H de G
isomorphe 3 Z, tel que les groupes G-H et GxZ soient isomorphes, et vérifiant
{ heH ; h >0} >G; les g.a.o. H.G et ZxG sont alors isomorphes au-dessus de G,
et les corps valués k((H.G)) et k((G))((?)) sont isomorphes au-dessus de k((G))
(on utilise 2.d). Or k((G)) < k((GU)) par le principe d'Ax-Kochen-Er¥ov. Si un
systéme d'équations et d'inéquations i coefficients dans K admet une solution dans
K((X)), il en admet une dans k((H.G)), donc dans k((GU)) et enfin dans k((G)) = K.
Nous cherchons maintenant 3 traduire au premier ordre sur un corps L le fait

qu'il est existentiellement clos dans L((X)); d'abord L est existentiellement clos
dans L((X)) ssi il 1'est dans L[[X]]; ensuite si E est un systéme de n équations
en m variables et de degré d , si s est un entier, Greenberg a prouvé dans [Gr]
qu'il existe un entier N, ne dépendant que de n, m, d et s tel que E admet une
solution ; dans LI[X]] ssi il en admet une ¥ modulo XN et qu'on peut alors choi-
sir ; coincidant avec x modulo X°. Donc L est existentiellement clos dans L((X))
ssi, pour tous entiers m, n, d, r et s, il satisfait 1'énoncé

Y (les coefficients d'un systéme E borné en nombre de variables, d'équa-

tions et en degré respectivement par m, n et d)
¥Y(Qe L[XI""Xn] de degré < r )
{ [E admet dans L[[X]] une solution X modulo XN avec Q(;) # 0 (modulo Xsﬂ
— [ 3% e aetro 1] .

La réciproque de cette proposition est fausse: un corps K pseudo-algébrique-
ment clos (appelé aussi réguliérement clos, voir [CDM]) est existentiellement clos

dans toute extension régulidre, donc dans K((X)); s'il est, en tant que corps,

102



CORPS EQUIVALENTS A LEUR CORPS DE SERIES

€lémentairement &quivalent a k((G)) avec G # 0 , il a, par le théoréme de Keisler-

Shelah, une ultrapuissance portant une valuation henselienne non triviale et est

donc algébriquement clos [D]; un corps pseudo-algébriquement clos et non algdbri-

ment clos fournit ainsi un contre-exemple 3 cette réciproque.

[A]

[AK]

[c]

[coM]

[p]

[E]

[F1

[FV]

[Gr]

[Gu]

[o]

[R]

[Sal

[sh]

(S
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