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FORMES D'INTERSECTION ET D'ENLACEMENT SUR UNE VARIETE
par

A, GRAMAIN

Dans cet exposé, nous souhaitons donner un bref apergu des définitions et
propriétés des formes d'intersection et d'enlacement, ainsi que des questions les

concernant,

I - FORME D'INTERSECTION

(1) Soit W une variété compacte (connexe) orientée de dimension n,
s A s Y -
Etant données une g-chaine x et une (n-q)-chaine y en bonne position, c'est-a-
dire avec des points d'intersection transversaux en nombre fini a; 1<ig<nr), on

définit le nombre d'intersection de x et y, noté x o, y, par x o y = }: €59 ou
i

si =1 ou =1 suivant que l'orientation de x puis de y en ai donne celle de
W ou l'opposée (cf, [14], § 70). Si x = bz, on vérifie immédiatement que

bz .y = (—1)qz . by (fig, 1). Il en résulte que l'intersection d'un cycle et d'un
bord est nulle, Par suite l'intersection passe & l'homologie et induit une forme bi-
linéaire (vérification facile)

H (W) x H W) » z .
q n~q

fig, 1
Si n=2 4, l'intersection induit sur HL(W) une forme qui est symétrique (resp.
antisymétrique) si £ est pair (resp. impair), En fait, la forme d'intersection est
définie sur le quotient libre LL(W) de Hl(w).

En cohomologie, la forme d'intersection correspond, par la dualité de
Poincaré, au cup~produit des cocycles évalué sur la classe d'orientation,

Si 1'on interpréte (th, de de Rham) la cohomologie H¢¥(W,R ou €) comme
cohomologie du complexe des formes différentielles, le cup-produit correspond au
produit extérieur des formes et l'intersection s'écrit alors (en cohomologie)

[a).lp] = | o\ 7 |
ol dy est une mesure sur W (munie d'une structure riemannienne) définie par une

section unitaire du fibré A™T(W) correspondant & l'orientation.
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L'interprétation par le cup-produit en cohomologie permet d'étendre la no-
tion de forme d'intersection 4 des anneaux de coefficients autres que 7 ol a des

théories cohomologiques possédant un cup-produit,

(2) On suppose maintenant la variété W de dimension n = 4k et on

s'intéresse a4 la forme (bilinéaire symétrique) d'intersection sur HZK(W)'

PROPOSITION 1, - S8i W est une variété sans bord, la forme d'intersection est non-

singuliére (i.e, de déterminant + 1),

I1 suffit en-réalité d'hypothéses plus faibles concernant le bord bW.

Supposons que l'homomorphisme naturel i2k : Ibk(w) - IQK(W,V) soit un isomorphis-
me, L'isomorphisme de dualité de Poincaré induit un isomorphisme D : Lék(W,V) -
Hom(LZK(W),Z) (ce dernier groupe étant le quotient libre de sz(w) dtaprzs la

formule de Kunneth). Il reste & montrer que l'isomorphisme D , i : lék(w) ->

2k

Hom(Lbk(W),Z) est bien la corrélation de la forme d'intersection, Pour x,y € H2k

ona <xUy, [W>=<x., yn [W]> et l'on sait que D(y n [W]) =y.

(3) PROPOSITION 2 (cf, [6], p. 85). = Si W est une variété sans bord,

1'indice (W) de la forme d'intersection est donné par la formule de Hirzebruch
T(W) = Lk(p1,...,pk) [w] ,
P -
ol le polynome Lk est un polynome universel i coefficients rationnels, homogéne de
poids 4k en les classes de Pontrjagin p; € H41(w) de la variété W,

Pour démontrer ce théoréme, Hirzebruch utilise trois ingrédients : la
théorie du cobordisme de Thom, la proposition 3 ci-dessous et les remarques suivan-

tes :
W x W) = t(W).t'")

Tc(WHW) = (W) + (W)
D'aprés la proposition 3, 7(W) n'est fonction que de la classe de cobordisme de W ;
mais d'aprés la théoréme de Thom, cette classe (modulo torsion) est caractérisée par
les nombres de Pontrjagin, On en déduit que <T(W) est une fonction des nombres de
Pontrjagin ; ses propriétés et des tests sur les variétés produits d'espaces projec-

tifs complexes permettent de déterminer entiérement cette fonction,

(4) PROPOSITION 3 (Thom), = Si W est un bord, t(W) = 0O,

Supposons que W = bM et soient i ¢ W-> M 1l'inclusion, i* : H¥(M) >
H*(W) et K¢ 1'image de i*, Le groupe K* est une sous-algébre graduée de
H*(W) pour le cup-produit. on a2 K" k% =0 car K* = ker(®®m » 5%, m) = o.
I1 en résulte que sz est un sous-espace isotrope de sz(w), Par dualité avec

1'homologie, on voit que sz est de rang moitié, d'ou la proposition,
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(5) Dans le cas d'une variété riemannienne sans bord W, on a une autre

interprétation de T(W) due & Atiyah-Singer (cf, [3]). Soient ot 1'espace des
1

formes différentielles complexes de degré i sur W, d : O° > Q"' 1la différen-

i+ N Qi

tiation extérieure et d* : l'adjoint, La dualité de Poincaré donne un

. i k-1 s as s s
opérateur * Ql - Q4 1. En multipliant * par un coefficient iq convenable, on
obtient un opérateur involutif u qui anticommute & d + d¥ : Q% - (O*, Soient Q+
et (_ les espaces propres de u pour les valeurs propres 1 et -1, 1l'opérateur

auto-adjoint d + d* se décompose sur Q+ @Q_ en

(o] Ax
d + d* = ( ).
A (o]

PROPOSITION 4, - On a (W) = index(A) = dim ker(A) - dim ker(A*),

L'idée de la démonstration est la suivante, Si a est une forme de degré
2k, on a [aA&': [(u(a)]a), intégrale qui est >0 si « €0, <O si a €0,
o« étant # 0, D'autre part, on a ker(A) = Harm(W) N Q+, ol Harm(W) est 1l'espace
des formes harmoniques, noyau du laplacien A =d d* + d* d = (d + d*)2 3 en effet,
on a aussi ker(A) = ker(d) N ker(d*), De méme ker(A*) = Harm(W) N O . Le théorime
de Hodge- de Rham dit que Harm(W) - H*¥(W ; €¢) est un isomorphisme, On en déduit
une décomposition en somme orthogonale de H2k(w 3 € en ker(A), sur lequel 1'in-
tersection est définie positive, et ker(A*), sur. lequel l'intersection est définie
négative, d'ou la proposition,

Remarquons que, dans le cas d'une variété riemannienne, la valeur de

intéera N
Lk(p1,...,pk) [W] se calcule par une intégrale [w Lk(p1,...,pk) du ot les p,
sont les coefficients du polyname caractéristique de la matrice de courbure,

II - FORME D'ENLACEMENT

(6) Soit V une variété de dimension 24+1, Voici comment on définit
géométriquement l'enlacement ([14], § 77). Soient x et y deux chaines de dimen-
sion /£, disjointes, Supposons que x = bx' ou x' est une chaine en bonne posi-
tion avec y. On pose e(x,y) = x',y, Cette définition a un sens si y est un cycle
car, si x" est une autre chaine telle que x = bx", on a (x'- x"").y =0, Le nom-
bre d'enlacement e(x,y) ne dépend que de la classe d'homologie de x dans le com-
plémentaire de vy,

Supposons maintenant que les classes de x et y soient de torsion dans
HL(V)' Soit x!' une JZ+i-chaine telle que bx' =qx (q € Z). On vérifie que le
nombre rationnel e(x,y) = %—x'.y ne dépend pas du couple (x',q). De plus, si x
est homologue & x,, ona x - X

=b u, d'ou q x, = b(x'+ qu) =b x!, d'ou

1’ 1 1

e(x,y) = e(x1,y) mod, Z. Par passage aux classes, on définit 1'enlacement
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e([x],[y]) € @/Z. On vérifie qu'on a ainsi défini une forme bilindaire (-1)1}1—

symétrique sur la torsion TZ(V) de HL(V)'

&L

fig, 2

(7) Supposons maintenant que V soit une variété sans bord de dimension

n = 4k-1, La forme d'enlacement est symétrique.

PROPOSITION 5, - La forme d'enlacement est non-singuliére,

Décomposons sz(V) et H2k—1(V) en torsion et quotient libre

2k
0 - Ext(H2K_1(V),Z) > H(V) - Hom(sz(V),Z) -0

0= Ty (V) » Hy (V) > L, (V) > 0 .

k-1

La dualité de Poincaré induit un isomorphisme, D : T, (V) » Ext(H (V),z). Ce

2k-1 2k-1
dernier groupe d'identifie & HOm(TZk_1(V),Q/Z) et 1l'isomorphisme obtenu est pré-

cisément 1la corrélation de la forme d'enlacement,

(8) Exemple, Considérons la sphére unité S de ¢2k. Soient p un

4k-1
nombre premier, § = exp(Ziw/p) et T 1'isomorphisme de § défini par
zyrenrz) = P2y, oo, 50

ol les £, sont des entiers premiers & p. L'opération T est périodique et sans

point fixe ; le quotient L est une variété et la projection p : S4k_‘ - L un
revetement de groupe Z/(p). On note traditionnellement L = L(p ; Tysens ,rzk)
avec r, = L; mod p, et on dit que L est un espace lenticulaire,

On a une décomposition cellulaire de L avec une cellule ei en chaque

dimension i, 0 < i < 4k-1, qu'on peut décrire par un relévement dans Sapeq ¢

B 5 z, = [0} pour i > j
ezj_z B 1 Arg(zj) =0
B 5 z; = (o] pour i > j
23-1 1 0 Arg(zj) < 2n/p
Dans S4k-1’ on a ot
beyy =Q+T+ .0 +T )32‘].__1 ’
b €a-1 = (r- 1) ®2j-2

(comme le montre la figure 3), d'ou, dans L,
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Py TPy

be,. =0 .
2 -1
Le complexe cellulaire donnant l'homologie de L est donc :

Xp Xp

7z 22,7 2,12

X
>Z ... . 0227,
L'homologie de L est O en dimensions paires et Z/p en dimensions impaires, En

particulier H (L) :_Z/(p). Pour déterminer la forme d'enlacement, il suffit de

2k-1

calculer l'enlacement e(e On voit

U a
2k—1’52k-1)’ ol e, est la classe de Coremt®

1 ] —_ N 1 1 -
que l'on a e(SZk_1,52k_1).—«1/p, ou € 11 est la classe de la cellule e2k_1 dé
finie par z, =0 pour' i <k, 0K Arg(zk+1) < 2n/p.
défini par

En effet, p e a pour cobord l'image du disque d

2x-1 2k’
z, =0 pour i > k, dont l'intersection avec eék_1 est 1. Ensuite, on vérifie que
_ s ' L.
e = I“l S rk 82k_1 est homologue a rk+1 [P r2k 82k_1. On a donc un générateur ¢

r N
de H, (L) tel que e(e,e) =5€ QfZ, ot r =TI r,.
La classe de r modulo les carrés de Z/p est un invariant du type d'ho-

motopie de L puisque pour tout élément q e € H (L), ona e(qe,qe) =

2k-1
2

= gsz-mod 7. C'est cette remarque qui a permis & Alexander de distinguer divers es-
paces lenticulaires de dimension 3, Pour plus de précisions sur la classification

des espaces lenticulaires, voir [11], [12] ou [13],

Rzk—1
[e'
J 2k=-1
S2k-1
[
®2k-2
k
Rz
fig, 3
; . 4k-1 . . s
La figure représente R et il faut imaginer S4k—1 comme son compac-
tifié, Le plan horizontal est le plan zk+1 = eee = z2k = 0, le disque unité de ce

plan est le disque d son axe est la "grande sphére" qui supporte la cellule

2k’
eék_1 ainsi que ses transformés par les puissances de T,
(9) Soit A un anneau commutatif ; on note W(A) le groupe de Witt bi-
linéaire : c'est le groupe de Grothendieck des classes de A-modules projectifs de
type fini munis d'une forme bilinéaire symétrique non-singuliére, modulo le sous-

groupe engendré par les modules neutres (i,e, possédant un facteur direct qui est
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son propre orthogonal), Par exemple W(Z) est isomorphe & 7, l'isomorphisme étant
donné par 1l'indice, La proposition 3 se généralise ainsi : si W est un bord, la
classe dans W(@) de H2k(w 3 @) muni de la forme d'intersection est 0, la démons-
tration restant la méme.

Soit W(Q,Z) le groupe de Grothendieck des groupes abéliens finis munis
d'une forme bilinéaire symétrique & valeurs dans Q/Z, modulo les neutres (cf, [4],
[9]). On a une suite exacte

o > wz) -~ w(Q)_S>w(Q,Z) > 0 .

Le groupe W(Q®,Z) est isomorphe & la somme directe des W(Fp) (p premier).

PROPOSITION 6 (cf., [4]). - Soit W une variété de dimension 4k, ayant un bord

V. La forme d'intersection sur H2k(W 3 @) 1induit une forme non-dégénérée sur
sz(w H Q)/Im(HZk(V ; @), Notons (W) € W(Q) sa classe, Soit e(V) € W(Q,Z) 1a
classe de la forme d'enlacement de V, On a :

§ t(W) + e(v) = 0 ,

(10) On en déduit que la classe e(V) € W(Q,Z) est invariante par HQ—

cobordisme, Un HQ—cobordisme W entre deux variétés Vo et V1 est une variété

W de bord V1— Vo et telle que H*(W,Vi s @) =0, Il suffit d'appliquer la propo-

sition 6 & W en remarquant la nullité de HZk(W)/Im H2k(vi)'

III - REMARQUES ET COMPLEMENTS

(11) Les groupes de Witt jouent un role dans le calcul des groupes de

sphéres d'homotopie ou d'homologie ([7], [4]) ; ils apparaissent dans la prtie chi-
Q
n
sont les variétés W de cimension n, munis d'une Q-parallélisation (cf, [4]) et

rurgicale de cette étude, Soit P le groupe de cobordisme pour lequel les objets

dont le bord est une sphére d'homologie & coefficients rationnels, et pour lequel

les cobordismes sont Q@Q-parallélisés et induisent un H_-cobordisme au bord, Pour

Q

n = 4k, la forme d'intersection de W est non-dégénérée car 1l'homologie HZk(bW HK'))

Q

est nulle, et 1'on a une application ¢ : P4k

par cobordisme, Le théoréme de chirurgie s'exprime alors ainsi :
g

- W(Q), compte-tenu de l'invariance

PROPOSITION 7, - Pour k > 2, T : Pik > W(Q) est bijectif,

Si 1l'on remplace Q@ par un sous-anneau A de @ dans toute la ques-_
tion : forme d'intersection sur sz(w s A), sphére d'homologie & coefficients dans
A, A~parallélisation, 1'énoncé de la proposition doit étre modifié. On remarque que,

si W est A-parallélisable, la forme d'intersection est paire et T se reléve en
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Tq H P:k -> wq(A), ou Wq est le groupe de Witt quadratique, C'est Tq qui est bi=-

jective ([4]).

(12) Soit 63 le groupe de cobordisme des n-sphéres d'homologie ration-
nelle modulo HQ-cobordisme. Soit b : P3+1 -> 93 l'application induite par
W+ bW, D'aprés la proposition 6, on a un diagramme anticommutatif :

e b __Q
P = 0 451

= e
W(Q)L) W(Q,Z) =0 .

D'aprés la proposition 7, pour k > 2, e : ng_1

te classe de W(Q,Z) est réalisée par la forme d'enlacement d'une sphére d'homolo-

> W(@,Z2) est surjectif, Ainsi tou-

gie rationnelle qui est le bord d'une variété Q-parallélisable,

On a des énoncés analogues pour un anneau A C Q de coefficients,

(13) Soit T : SN -> SN un difféomorphisme d'ordre fini p premier, Le
lieu F des points fixes est une sphére d'homologie & coefficients Z/p d'aprés
la théorie de P,A, Smith (voir [5] pour un exposé complet), La multiplication par
p dans Hi(F 3 Z) est donc surjective et Hi(F s Z) est un groupe de torsion
sans p-torsion,

Supposons que F soit une variété de dimension 4k-1, Si T peut étre

prolongée au disque B alors F=b G, oo G est un disque d'homologie ration-

N+1’
nelle (toujours d'aprés P,A, Smith), Par suite, la classe e(F) € W(Q,Z) de la for-

me d'enlacement de F est O, En particulier, le cardinal de T (F) (torsion

de H2k-1(F)) est un carré, C'est ce que remarquent les auteurs 2: E1] qui n'utili-
sent pas le commode formalisme de [4].

Dans 1a méme note [1], dans le cas d'une opération T dans une variété
M de dimension 4 N (non nécessairement une sphére) dont le lieu fixe F est de
dimension 4k, les auteurs annoncent des relations entre l'indice de F et 1'image
dans W(®,Z) de la forme d'intersection sur les classes fixées par T de
HZN(M s @), Pour la démonstration de ces formules, on utilise un voisinage tubulai-
re N de F, équivariant sous T ; comme bN est fibré en espace lenticulaire L,
on peut exprimer 1l'enlacement de bN en fonction de la signature de N et de l'en-

lacement de L.

(14) Les groupes de Witt quadratiques et bilinéaires de Z et @ pren~

nent place dans le diagramme :



18 A, GRAMAIN

(0]

]
7/8

Y
s, 1)
o > W @) -—)Wq(Q)-—)Wq(Q,Z) - 0

X 8 H l lop

0 - WE) T W@ —> w@z) - o

Ve |
!

(0]

<—o0

Q

qui est commutatif et dont lignes et colonnes sont exactes, On y identifie W(&Z) &
Z per l'indice, et wq(z) au sous-groupe 87, La fléche I est la rétraction dé-
finie par 1l'indice, La fléche y est la rétraction définie par la somme de Gauss
(cf. [9]) et 1'on a, pour x € Wq(Z), Ix)=7y, Sq(x) mod 8, formule dite de
Milgram, due & Braun et Van der Blij (cf. [8], [11]) d'ol résulte d'ailleurs l'as-
sertion ci~dessus concernant 1'homomorphisme WqCZ) > WZ).

Soit V wune variété de dimension 4k-1 qui soit le bord d'une variété
@-parallélisable W, La forme d'intersection de W a une classe x € Wq(Q) telle
que o Bq(x) = e(V), On vérifie que la classe Sq(x) € wq(Q,Z) ne dépend pas de
W mais uniquement de V muni de sa Q-trivialisation, Dans [8], on construit géo-

métriquement une forme quadratique d'enlacement sur V dont la classe dans

I

Wq(Q,Z) soit précisément -8q(x) ; et 1'on a I(W)= -y eq(V) mod 8.

Si V, stablement @-parallélisée, est le bord de W non nécessairement
Q-parallélisable, les classes de Pontrjagin de W se relévent dans la cohomologie
de (W,V) grace 4 la Q-trivialisation de V, et 1l'on peut calculer la valeur du
polyndme L d'Hirzebruch, que nous noterons Lk(W). La différence I(W) - Lk(W)
n'est fonction que de V munie de sa trivialisation stable. On démontre ([8]), en
utilisant les travaux d'Adams, que l'on a I(W) - Lk(W) = -y eq(V) mod 8, formule
qui a un sens car Lk(W) € Z(z).

(15) Si W est une variété riemannienne de dimension 4k, a bord V,

dont la métrique au voisinage du bord soit un produit, alors I(W) - [ Lk(pi""pk)
’ w
est un invariant de V muni de sa métrique, Dans [2], Atiyah, Patodi et Singer ex-

priment cet invariant & 1'aide d'une fonction du type fonction zéta des valeurs

propres de l'opérateur &(d*=-% d) sur les formes paires,
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